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3 ����� � �"!$#�%�&('*) +�,.-
/103234�51687 �19;:1<=�?>?@BA=CEDGF�H�I3J3KML�NPORQ�S

(Euclidean space)
�?�P� 5;T
U :

VPV 5 9�W;��X3Y[Z]\_^a`cb;^
:cdfe��
n
F�H3�_���g�?��	h��3i;j_>�@�k�lnmporq�@�s_`Rt
u

v ����Z]wyx_>�z Tf{
n
F�H��_�_�g�c�f	|��P9;:

n(≥ 1) } �?~P���c�;�3�����3� R
n ic��z�q

`����[��A��
x = (x1, . . . , xn)

:
y = (y1, . . . , yn)

Z����_���1�?:
x
�

y
�;��?�3� U

L2 �R�y�
(L2-norm)

‖x − y‖ =

√

√

√

√

n
∑

j=1

(xj − yj)2

i�kP�R@3����o�q�`�����Q3S
(metric space)

� V � 5 :�����9f�yi
R

n
5
� >�z T1{ �y�y�g�c�

	��� 5f�3�=  q=`c¡c�;�y9 /f0�2;4y¢c£ �P¤�¥�Z]¦�>c:;W;��§P¨������aZ]©�ª«` V � 5f¬ i?w
x T `1?®�¯ ��°�±3�c²P³�´_ifµ;¶_@�` V � U�5 �3z T1{

3.1 ·a¸«¹(ºP»a¸�¹
¼c½

(open ball):
�3��oEq�bc�

x0 ��~;� λ > 0
ic¾[>�@1�;�

Bλ(x0) = {x ∈ R
n | ‖x−x0‖ <

λ}
Z

x0 Z;¤c¿M� T `?À
Á λ
�;ÂfÃ��
khÄ=z T
{

Å�Æ
(interior point):

�;�
S ⊂ R

n i?��z�q�`|� x
i�¾[>?@

Bε(x) ⊂ S
Z]Çab T ~P�

ε > 0
U

È;É T `y�1�?:
x
Z

S
��Êc�M��s;s[z T1{

Ë1Ì Æ
(point of closure):

�
x ∈ R

n
U�T ª�@��

ε > 0
i�¾�>�@1�P�

S ⊂ R
n � Bε(x)∩ S 6= ∅

�1j
Í�Z�Ç�b T �;�]:
x
Z

S
�c�3Î��M�PkÏÄ�z T1{

¼ Ë�Ð
(open set):

�3�
S ⊂ R

n ic��z�q�`]� U�T ª�@ S
��Êc� 5_Ñ `y�
��:

S
Z1Âc�3�p��s

s_z T1{
Ò Ë;Ð

(closed set):
�P�

S ⊂ R
n ���;Î3� U�T ªP@ S

i��gzÏq�`����R:
S
Z�Ó��;�p�|s1saz T1{

ÒcÔ
(closure):

�3�
S ⊂ R

n ���PÎ�� T ª�@_���3��Z S
�1ÓfÕp�
k�Äy:

S
5f� >�z T
{yÖf×3Ø

��:
S ⊂ S

5yÑMÙ :
S
U Óf�P���g�f��i;9

S = S
U ¦ Ù ¶ × z T1{
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Å��
(interior):

�3�
S ⊂ R

n ��Êc� T ª�@y�c���gZ S
��Ê��B�Pk�Äa:

int(S)
5;� >�z T1{«Ö

×PØ �_:
int(S) ⊂ S

5yÑMÙ :
S
U Âf�P�[�«�1��i�9

S = int(S)
U ¦ Ù ¶ × z T1{

����� ¼
[
Ò

]
Ë3Ð

(relatively open [closed] set):
A
	��f�3�

S
�

T
�P3i

S ⊂ T ⊂ R
n �
j

Í UaÑ ` Ö �[�c>�z T
{ V �«�f��:
S = T ∩U

ZRÇ�b T Â
[
Ó

]
�3�

U ⊂ R
n
U È;É T q���:

S
9

T ������ ¼ [
Ò

]
Ë;Ð������

(open [closed] relative to T )
�]sPsaz T
{aÖ
×;Ø ��:

S ⊂ R
n
U Â

[
Ó

]
�P� 5_Ñ q��_:

S
9

R
n i�j_>c@�Â [

Ó
]
�3� 53T1{

���
3.1. R

n �1Â1�P���a9����a�?��� Ö�Ö 	 :

(a)
Âf�P�������P�a93Âf�P� 5yÑ ` {

(b)  �!�"�# Âf�P����Î��P�y9�Â��3� 5yÑ ` {

(c)
�;�P�

∅
�

R
n 9�Âc��� 5yÑ ` {

$�%
: (a)

Â��;�
Si ∈ R

n (i ∈ I)
�&�3�P�

S = ∪i∈ISi
i�	3sf@�'��[zf>)( 7 { VPV 5 :&*,+P�

�
I
9�-/. 5gÖ10 . 5gÖ32 s_z543� { �������

x ∈ S
Z]��ª���:

x ∈ Si
�76[`

i ∈ I
U ÈPÉ >�z

T1{
Si
9�Â��3��6_� 5 : Ñ `

ε > 0
U È3É >1:

Bε(x) ⊂ Si ⊂ S

U ¦ Ù ¶ × z T
{ 	�z Ù :
x
9

S
��Ê�� 5_ÑMÙ :

S 8 o��P�yic���
q[b V � 8 o S
i;9�Ê?��> 8

��z|q/6�s1:�	az Ù Â1�P� 5_Ñ ` V � U�9 8 Ù z T1{
(b)
*�+3�3�

I
Z&-/.f�P�B�c>c@_Âc���

Si ∈ R
n (i ∈ I)

��Î�Z
S = ∩i∈ISi

��>�z T1{ �����
�

x ∈ S
Z���ª,��: T ª�@��

i ∈ I
i�¾«>c@

x ∈ Si

5�T�{ � V ØRU
Si
9�Â��P��6�� 5 :;:

i ∈ I

ic¾�>�@
Bεi

(x) ⊂ Si
Z]Çyb T

εi > 0
U È;É >�z T1{ W V 5 :

ε = min{εi | i ∈ I}
�1<�=��

ε > 0

(
V�V 5

I
��-�.�� U�> l

)
5yÑMÙ : T ª�@_�

i ∈ I
if¾�>c@

Bε(x) ⊂ Si
� 5 �]:

Bε(x) ⊂
⋂

i∈I

Si = S

U Ç�b   q=z T1{ >1b U �|@3:
S
�?�

x
Z�?
�[k 7 i?��� 5�Ö :
W�q_9

S
��Ê�� 5�Ñ `�� 5

S
9

Âc��� 5�T1{



���������
	���������������
18

(c)
�
�3�

∅ 8 o]9
��Z���ª�6�s�� 5 :_W]q=ZP¤�¿p� T `�Â1ÃgZ�'���`����a9�6 l : ∅ 93Â��
���76 Ù z T;{ zfb

R
n 9P:1�3���f� x ∈ R

n �����[� ε > 0
if¾«>c@

Bε(x) ⊂ R
n
5_Ñ `f� 5 :

Âc��� 5�T1{

R
n �PÂ�������Z

R
n ��� � (topology)

�;k�Ä�z T1{ ~a9�: � X
3.1
�pD 	y����� U tPu[� �

��5yÑMÙ :a>
b U �]@
∅
�

R
n ��= 5«Ö tPugZ 2 ¦ 5 �P` V � U�9 8 Ù z T1{

���
3.2. S

Z
R

n �;�
	3�3�B� T ` { V �g�f�?:
R

n \ S = int(Rn \ S).

$�%
:
�
�_�

x ∈ R
n Zh�P�3���?�]:�� x U S

�|�;ÎP� 53Ñ `� V �
���
x
U

S
���
�
���PÊ���i�6

o 63s� V �h9���� 5;T1{ ¾��[Z_� q���:
x 6∈ S ⇐⇒ x ∈ int(Rn\S)

5�Ñ=Ù :
R

n\S = int(Rn\S)5_Ñ ` V � U�9 8 Ù z T1{
�

3.3. R
n �;Â [

Ó
]
�����

(Rn i3j T ` )
�3�3�y9�Ó

[
Â

]
��� 5_Ñ ` {

$�%
: S ⊂ R

n Z1Ó��3�B�c>_z1> ( 7 { >
b U �]@�: S = S
5�T1{�� � � X«Z��p�]@

R
n \ S =

R
n \ S = int(Rn \ S)

U ��o�q�:����P�
R

n \ S
U Âc��� 5�Ñ ` V � U�9 8 Ù z T1{ S′ = R

n \ S

� <�= ��:
Â?�3�
S′ ���P�;�

R
n \S′

U Ó��P� 5�Ñ ` V �|9;: V ���_x_Z��_i� =` V � 5�!�T V
� U�5 �3z T1{
"

3.3
Z�#�s�q/��:1Fa��$
%y9 � X

3.1 8 o'& × i�( 8 q�z T1{
���

3.4. R
n �1Ó1�P���a9����a�?����Z Ö 	 :

(a)
Óf�P����Î��P�a93Óf�P� 5yÑ ` {

(b)  �!�" �
Óf�P�������P�y9�Ó��3� 5yÑ ` {

(c)
�;�P�

∅
�

R
n 9�Óc��� 5yÑ ` {
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3.2 ��� º���� ���	�
Æ�


(sequence):
�P�

X
������R9�:��������[�c���

Z+ = {1, 2, . . .} 8 o X � �Pjf� f
Z

����>yz T1{ :
i ∈ Z+

i;¾g>f@
f(i) = xi ∈ X

5�Ñ q��a:
f
9�����:

{xi} � x1,x2, . . .
� �

  qBz T1{ ������� 5
i1 < i2 < · · ·

ZcÇ�b TgÖ ��i1¾=>�@
xi1 ,xi2 , . . .

Z
x1,x2, . . .

� ����

(subsequence)

�]s�s_z T;{
� ! Æ (limit point): R

n ����� x1,x2, . . .
i1¾[>c@

〈

ε > 0

i′ =
�����P�

〉

=⇒ ‖xi − x′‖ < ε
��¦ Ù ¶/	

i ≥ i′
U ÈPÉ T `

�1�?:
x′ ∈ R

n Z V �c��������.1�p�]s3syz T1{
� ! (limit): R

n ����� x1,x2, . . .
i1¾[>�@

ε > 0 =⇒
�P�[�

i ≥ i0
5

‖xi − x0‖ < ε
��¦ Ù ¶�	��P�

i0 > 0
U È3É T `

�1�?:
x0 ∈ R

n Z V �f���[����.g�PkÏÄa:;��� x1,x2, . . .
9 � ! x0  �"!�# � (converges to a

limit x0)
��s;s[z T1{

V
V 5%$ � T ª[�R9
:��&��.f9%��.c�P� U :'��.c�39(��.��h9 .[o16;s  V � 5
T1{*) �;��:
R

1 �
���

1,−1, 1,−1, . . .
9

1
�
−1
Z+��.c�3i Ö?× z TcU :,��.f9 ÈfÉ >;z14
� { z�bf:

1, 1/2, 1/4, . . .

i
9�-�. U �/. 5�ÑMÙ :3>fb U �h@��/.f��-/.1Z Ö1× z T1{_Öa7 d�	 $ ��>?@�0�>1s
�P9;:
x0
U

���
x1,x2, . . .

�(� . 5yÑ q���:_W
���3�[���
	���� Ö
x0 Z��/.g� T ` V � 53T1{

���
3.5. (a) x′

U ���
x1,x2, . . .

�(� .���6�o3��:
x′
U ��.g� 6[` ��	����

xi1 ,xi2 , . . .
U È

É T ` { zcb��yiP:
x′
U ��	3���

xi1 ,xi2 , . . .
�(� . 6�o3��:

x′ 9
H������ x1,x2, . . .
�(�

.
� 5yÑ ` {

(b)
���

x1,x2, . . .
U �/.

x0 i�12 T q���:;W
�����yi
9 x0 ��3ai%�/.f��Z (
>
b U �h@�:(�

. Ö
)
Ö b 6�s {
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$�%
: (a) x′ Z x1,x2, . . .

����.f�p�c>�z T1{ V �«�1�]:
〈 ε > 0, i′ > 0 〉 =⇒ ∃i1 ≥ i′ | ‖xi1 − x′‖ < ε

=⇒ ∃i2 ≥ i1 + 1 | ‖xi2 − x′‖ < ε/2

=⇒ ∃i3 ≥ i2 + 1 | ‖xi3 − x′‖ < ε/22

����=
@_s =���:���	����
xi1 ,xi2 , . . .

9
x′ i 1�2«>�z T1{

�yi1:
xi1 ,xi2 , . . .

U
x′ i(1�2 T ` Ö �a�?>3z�> ( 7 { ε > 0

U �P�go qab[�c��: #����,# j ≥ j′

ic¾�>?@
‖xij −x′‖ < ε

� 6[`�k 7 6
j′
U È;É T `�� 5 :�?c��6

i′ (> 0)
Z

ε
�����Pif���;@ Ö :

‖xi − x′‖ < ε
Z�Ç[b T

i
U

{ij | ij ≥ max{i′, ij
′

}}
��¤3i È3É >�z Tf{ 	�z Ù :

x′ 9 x1,x2, . . .

�(� .f� 53T1{
(b)
���

x1,x2, . . .
U

x0 ��� 8 i x′ (6= x0)
Z+� .��_i Ö 	 Ö �[��� � >�z1> ( 7 {

x0 9�� .
6�� 5 :

0 < ε < ‖x′ − x0‖
Z?����b«�1�?:�����Z]Ç	� T `

i0
U È;É >�z T

:

i ≥ i0 =⇒ ‖xi − x0‖ < ε

=⇒ ‖x0 − x′‖ − ‖xi − x′‖ < ε ( 
������ )

=⇒ ‖xi − x′‖ > ‖x0 − x′‖ − ε > 0.

V � V �R9�:
ε′ = ‖x0 − x′‖ − ε

�
i0
Zc���3@ Ö : T ª�@y�

i ≥ i0
if¾�>�@

‖xi − x′‖ < ε′
U Ç

b   q 6�s V �cZ�� �y>f:y>
b U �]@
x′
U �/.
� 5yÑ ` V ��i���[>_z T1{

R
n �1��� x1,x2, . . .

� � .;��9�:
{x1,x2, . . .}

Z����
R

n �����[��� 	���� S
����Î����56

` V ��i $ ��>f@8l��   s { z
b���i�:
x′
U

S ⊂ R
n ����Îy��6po ��: S

i�9
x′ Z%� .;�B�

T `����
x1,x2, . . .

U ��z�q�z T1{1� X
3.5 (a)

i��y� �y:�W3��¤ 8 o x′ Z��/.�� T ` ��	���
xi1 ,xi2 , . . .

Z]��� V � Ö]5 �3z T1{
���������

(lower and upper bounds): S
Zc� 5 6�s�~P�[�?����� T `y�
��:

x ∈ S =⇒ x ≥ α

U ¦ Ù ¶y@��
α
Z

S
���� ��PkÏÄ�:

x ∈ S =⇒ x ≤ β

U ¦ Ù ¶y@��
β
Z

S
��!	 B�;khÄ�z T1{



���������
	���������������
21

� ! � � ! (greatest lower and least upper bounds): S
Z�� 5 6�s�~��y���;�p� T `��f�R:
W

�;�  
α
k Ù�Ö�� ��6,�� U

S
i ÈPÉ >�6�=?q��_:

α
Z

S
� ��.��Pk�Ä�z T1{ z�bP: !  

β
k

Ù]Ö��=  s !� U
S
i ÈPÉ >�6�=cq��_:

β
Z

S
� !�.«�;k�Ä=z T
{ 	�z Ù :

α = infS ⇐⇒

〈

x ∈ S =⇒ x ≥ α

ε > 0 =⇒ ∃x ∈ S | α + ε > x

〉

β = supS ⇐⇒

〈

x ∈ S =⇒ x ≤ β

ε > 0 =⇒ ∃x ∈ S | β − ε < x

〉

���
.
�  

(
!  

)
Z Ö 	;� 5 6�s�~P�[�?���_9�s��
q Ö �/.

(
!�.

)
Z Ö 	 {

�
�
S
U ��.3Z Ö b;6,=]q,�3:

S
9 � 	�  � ����� (unbounded from below)

��s1s1:
infS =

−∞
��
M�Pz T1{ ��[i3:

S
U !�.aZ Ö b�6�=cq/�y:

S
9 � ��� � � �/� (unbounded from

above)
�?sPs�:

supS = +∞
� � >yz T1{ ~����3�«�c���

R
i

{+∞,−∞}
Z��a�3@���� T `

V � Ö?ÑpÙ z T
U :3W3��P�ai;9;� 5 6�s?�3�a9 T ª�@���x,6���.
−∞
: !�.

+∞
Z Ö
× z Tf{

z�b;:���� v i
inf ∅ = +∞

:
sup ∅ = −∞

�]s 7 ����Ö #_saz T1{
���

3.6.
! 

(
�� 

)
Z Ö 	������/6

(
�� ���6

)
~3�[���yiP9�� . UaÑ ` {

$�%
: x1, x2, . . .

Z�-  5 ������6f~3��� �p�?>�z1> ( 7 { ![�!PXai�k Ù : V ���_iP9�!/.
βU È3É >�z T1{ >
b U �]@�:

ε > 0 =⇒ ∃i′ | β − xi′ < ε (
! .�� ���

)

=⇒ β − xi < ε, ∀i ≥ i′ (
�����3�

)

=⇒ −ε < 0 ≤ β − xi < ε, ∀i ≥ i′ (β ≥ xi, ∀i)

=⇒ β
9

x1, x2, . . .
��� .

.

�  gZ Ö 	"�� ��/6f~���� �a�	�P� Ö ��ai��ax 5 �;z T1{
# J�$�J 


(Cauchy sequence):
���

x1,x2, . . .
i�¾«>?@

ε > 0 =⇒
T ª�@_�

j, k ≥ i∗
9

‖xj − xk‖ < ε
Z]Ç[b T ���

i∗ > 0
U È3É T `

�1�?: V �c���Z�%
��&��%����s;s[z T1{
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# J�$PJ #%� !�� � (Cauchy convergence criterion):
���

x1,x2, . . .
U �/.�Z Ö @ ��:
W1�f�

�_9 %
��&��%� 5�Tf{ ��i;:
x1,x2, . . .

U �
R

n �  %;��&��(� 5_Ñ q��_: ��.Pi�12�>�z T1{

3.3 R
n ��������	�
 ¸«¹

 � ËPÐ (bounded set):
�P�

S ⊂ R
n 93:��3��� x ∈ S

i1¾�>?@
‖x‖ ≤ α

Z]Ç�b T ~��
α
U

È;É T `y�1�?:�- 5yÑ `_��s�s_z T1{
���

S ⊂ R
n 93:
Ó��P� 5 -	 �� �3�yi   z��z56����c\�sc���aZ Ö
× z T1{ - �6�Ó��P�«Z

#���� K�� ËPÐ
(compact set)

�
khÄgz T
U : /1032343U ¾��M� T `��������(l Ö %����! #"%$
&('*)�+�, ���- ."/$ &�0�1�)32�46587:9�;=<�> ��?�@*A8BDC�E�F�G�H:I3JLK�GNMLO +

P�Q
3.7.

,*R �- ."/$ &
S ⊂ R

n S�T(U8V�W*X CYLZ )32 :

(a) S S\[L] >:<:^�'8_82�+

(b) S
0�` Kba 2)�c H V�d E S S V*e 0�f�g d CDh <�+

(c) S
0L1 G�H ^�'(_i2kj�l V $ &�m Si (i ∈ I)

0\n G�H
⋂

i∈I

Si = ∅ =⇒ ∃i1, i2, . . . , im ∈ I | Si1 ∩ Si2 ∩ · · · ∩ Sim = ∅.

(d)
j*l V�o $ &�m Si (i ∈ I)

0�n G�H

S ⊂
⋃

i∈I

Si =⇒ ∃i1, i2, . . . , im ∈ I | S ⊂ Si1 ∪ Si2 ∪ · · · ∪ Sim .

p*qir#s�t(u�v�w:x:y�z
(Minkovski sum of sets): { < V $ & S, T ⊂ R

n V}| RL,*~��
�L��� S\T:U '��*�N� a!K )��

S + T = {z ∈ R
n | z = x + y, x ∈ S, y ∈ T}.
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p�qir�w�����y��
(product of a set with a scalar):

$ &
S ⊂ R

n V α (∈ R) � S\TDU '
��� � a K )

:

αS = {z ∈ R
n | z = αx, x ∈ S}.

�������
α = −1, S, T ⊂ R

n
� )�2��

S + αT = S − T
� 7�� K )�+�� a
 �

S
0�1�)�2

T V
! $ &

S \ T
' S 7:9"��� 0$#*l G�H ;&%.��9�+

'
3.8.

$ &
S
C ,*R)(  #" �

T S ^ $ &*� ).2�++� V � J � S + T S ^ $ &:'D_i26+

,�-
: d z0 C U = S + T V $/. d � GLK�G!M�O +�)�2�� � U

0 S z0
010�2:)i2 d E z1, z2, . . .

 ` Kba-K )�+3� V\d E S � S V�d E x1,x2, . . .
�

T V\d E y1,y2, . . .
034�5 H
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�k7?5 H � $�. d z0  U
0\` Kba 2����b>@< �

U
 ^ $ &D'(_i2����  �A >B� K )�+


