
行列式の展開 —準備 1

系 4.12
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...

...

0 an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 · · · a2n

...
...

an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

注意 の第 列は次のように表せる
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行列式の展開 —準備 1

系 4.12
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...

...

0 an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a22 · · · a2n

...
...

an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

注意) A =









a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33









の第 1列は次のように表せる:









a11

a21

a31









=









a11

0

0









+









0

a21

0









+









0

0

a31
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行列式の展開 —準備 2

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





a11

0
0



 +





0
a21

0



 +





0
0

a31





a12 a13

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

0 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23

0 a12 a13

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a31 a32 a33

0 a12 a13

0 a22 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−a21

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+ a31

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a22 a23

∣

∣

∣

∣

= a11(a22a33 − a23a32)−a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)
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行列式の展開 —準備 2

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





a11

0
0



 +





0
a21

0



 +





0
0

a31





a12 a13

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

0 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23

0 a12 a13

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a31 a32 a33

0 a12 a13

0 a22 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−a21

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+ a31

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a22 a23

∣

∣

∣

∣

= a11(a22a33 − a23a32)−a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)

(A-1)
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行列式の展開 —準備 2

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





a11

0
0



 +





0
a21

0



 +





0
0

a31





a12 a13

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

0 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23

0 a12 a13

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a31 a32 a33

0 a12 a13

0 a22 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−a21

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+ a31

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a22 a23

∣

∣

∣

∣

= a11(a22a33 − a23a32)−a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)

(A-1)
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行列式の展開 —準備 2

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





a11

0
0



 +





0
a21

0



 +





0
0

a31





a12 a13

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

0 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23

0 a12 a13

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a31 a32 a33

0 a12 a13

0 a22 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−a21

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+ a31

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a22 a23

∣

∣

∣

∣

= a11(a22a33 − a23a32)−a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)

(A-1)

(P-2)
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行列式の展開 —準備 2

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





a11

0
0



 +





0
a21

0



 +





0
0

a31





a12 a13

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

0 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23

0 a12 a13

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a31 a32 a33

0 a12 a13

0 a22 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−a21

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+ a31

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a22 a23

∣

∣

∣

∣

= a11(a22a33 − a23a32)−a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)

(A-1)

(P-2)
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行列式の展開 —準備 2

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





a11

0
0



 +





0
a21

0



 +





0
0

a31





a12 a13

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

0 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23

0 a12 a13

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a31 a32 a33

0 a12 a13

0 a22 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−a21

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+ a31

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a22 a23

∣

∣

∣

∣

= a11(a22a33 − a23a32)−a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)

(A-1)

(P-2)

(系 4.12)

– p. 2/5



行列式の展開 —準備 2

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣





a11

0
0



 +





0
a21

0



 +





0
0

a31





a12 a13

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

a21 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a13

0 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 a23

0 a12 a13

0 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a31 a32 a33

0 a12 a13

0 a22 a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−a21

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a32 a33

∣

∣

∣

∣

+ a31

∣

∣

∣

∣

a12 a13

a22 a23

∣

∣

∣

∣

= a11(a22a33 − a23a32)−a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)

(A-1)

(P-2)

(系 4.12)
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行列式の展開 —準備 3

補題 4.13
˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j
aij

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(−1)i−1

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j−2

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

系
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行列式の展開 —準備 3

補題 4.13
˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j
aij

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(−1)i−1

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j−2

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

系

– p. 3/5



行列式の展開 —準備 3

補題 4.13
˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j
aij

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(−1)i−1

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j−2

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

=

(P-2)

系

– p. 3/5



行列式の展開 —準備 3

補題 4.13
˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j
aij

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(−1)i−1

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j−2

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

=

系

– p. 3/5



行列式の展開 —準備 3

補題 4.13
˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j
aij

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(−1)i−1

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j−2

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

=

=
(P-2)

系

– p. 3/5



行列式の展開 —準備 3

補題 4.13
˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j
aij

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(−1)i−1

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j−2

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

=

系

– p. 3/5



行列式の展開 —準備 3

補題 4.13
˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j
aij

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

(−1)i−1

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

ai1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 · · · ain

a11 . . . a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= (−1)i+j−2

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

aij ai1 . . . ai,j−1 ai,j+1 · · · ain

0 a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

...
0 ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

...
0 an1 . . . an,j−1 an,j+1 · · · ann

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= =

(系 4.12)
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第j列に関する展開

A =













a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann













の第 j列は次のように表せる:











a1j
...

aij
...

anj











=











a1j

0
...

0











+ · · · +











...
0
aij

0...











+ · · · +











0
...

0

anj











– p. 4/5



第j列に関する展開

A =













a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann













|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1j

0

∗
... ∗

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

...
0

∗ aij ∗
0...

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
...

∗ ∗
0

anj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)1+ja1j |A1j| + · · · + (−1)i+jaij |Aij | + · · · + (−1)n+janj |Anj |

– p. 4/5



第j列に関する展開

A =













a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann













|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1j

0

∗
... ∗

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

...
0

∗ aij ∗
0...

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
...

∗ ∗
0

anj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)1+ja1j |A1j| + · · · + (−1)i+jaij |Aij | + · · · + (−1)n+janj |Anj |

1jA

1jA

– p. 4/5



第j列に関する展開

A =













a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann













|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1j

0

∗
... ∗

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

...
0

∗ aij ∗
0...

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
...

∗ ∗
0

anj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)1+ja1j |A1j| + · · · + (−1)i+jaij |Aij | + · · · + (−1)n+janj |Anj |

A ij

A ij

– p. 4/5



第j列に関する展開

A =













a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann













|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1j

0

∗
... ∗

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

...
0

∗ aij ∗
0...

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
...

∗ ∗
0

anj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)1+ja1j |A1j| + · · · + (−1)i+jaij |Aij | + · · · + (−1)n+janj |Anj |Anj

Anj

– p. 4/5



第 i行に関する展開

A =













a11 · · · a1j · · · a1n
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ai1 · · · aij · · · ain
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an1 · · · anj · · · ann













の第 i行は次のように表せる:

[ai1 · · · aij · · · ain]

= [ai1 0 · · · 0] + · · · + [ · · · 0 aij 0 · · · ] + · · · + [0 · · · 0 ain]

– p. 5/5



第 i行に関する展開

A =













a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann













|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∗

ai1 0 · · · 0

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∗

· · · 0 aij 0 · · ·

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · · +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∗

0 · · · 0 ain

∗

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1)i+1ai1|Ai1| + · · · + (−1)i+jaij |Aij | + · · · + (−1)i+nain|Ain|

– p. 5/5
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