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情報理論（情報メディア創成学類）

講義を始めるにあたって

工藤博幸

１．教科書は，瀧保夫著：『情報論Ｉ』（岩波書店）を使用する．ス
ライド，板書，演習問題プリントも使用する．

２．証明などの詳細に立ち入らず，教科書の第５章まで行う．
・情報とその表現
・情報量
・情報圧縮のための符号化（情報源符号化）
・信頼性向上のための符号化（通信路符号化）
・情報伝送と信号

３．毎回後半に演習問題を解く時間を設け，出席代わりとする．
４．関連したプログラムも書けるように実習を１～２回行う．

・２値画像に含まれる情報量の計算
５．『確率と統計（２年）』の知識を持っていることを前提とする．

関連科目 ー＞ 情報表現法（２年），信号とシステム（２年）

テキスト等の入手方法

☆ 教科書
春日キャンパスの書店で購入

☆ 演習問題プリント
本日配布

☆ スライドのコピー
・ 第１回目の授業分のみ本日配布
・ 残りは指定のＷＥＢサイトから各自ダウンロードして印刷
して，第２回目の授業以降持参

☆ 実習プリント
本日配布

スライドpdfファイルのダウンロード先

http://www.cs.tsukuba.ac.jp/~kudo/japanese.html

ユーザ認証

ユーザＩＤ： ？？？
パスワード： ？？？

授業時間中に教えます

各自ダウンロードして印刷してください

第１章：情報とその表現

１.１ 情報理論とは

情報伝送（通信）に関する数学的理論

“A mathematical theory of communication”

1948年のシャノンの論文 1916-2001

（１） 情報の定量化（第２章）

情報を数学的にどのように数えるか？

例 ① 今年水星が爆発する
② 今年水星が爆発しない

どちらが情報量が大きいか？

（２） 情報源符号化の概念とその限界（第３章）

情報源符号化情報源 伝送

圧縮

Claude E.
Shannon

“情報を伝送する際にどこまで圧縮できるか”

例 A,B,C,Dの４文字を符号化

① A -> 00，B -> 01，C -> 10，D -> 11
AAABCABAADを符号化するのに20個の0,1

② A -> 0，B -> 10，C -> 110，D -> 111
AAABCABAADを符号化するのに14個の0,1

（３） 通信路符号化の概念とその限界（第４章）

通信路符号化情報源 通信路

雑音

“通信路の雑音や誤りに対処し高信頼化を図る”

例 A,B,C,Dの４文字を符号化

ABACD -> AABBAACCDDとして伝送すると誤りが分かる

情報理論の分野

（１） シャノン理論 -> 情報の定量化，符号化の限界
（２） 符号理論 -> 符号化の具体的手法
（３） 信号理論 -> 雑音中に埋もれた信号の推定，信号の設計

情報理論の応用分野

（１） 情報源符号化
音声，画像のデータ圧縮

（２） 通信路符号化
通信，計算機の記憶装置，オーディオ・ビデオ（CD・DVD）

（３） 信号理論
音声・画像処理，生体信号や地震波の解析
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例１ “Ａさんは男で20代である”

全体

男

女

10代
20代

10代
20代

知る前 -> どの状態であるかあいまい
知った後 -> あいまい性が減少

情報量 -> 情報によりどれぐらい少人数に特定できるか

例２ A,B,C,D,E,F,G,Hからなる文字の伝送

“A -> 000，B -> 001，C -> 010，D -> 011，E -> 100，
F -> 101，G -> 110，H -> 111”として３つの1,0で伝送

１.２ 情報とは何か

情報＝“知ることによりあいまい性（不明確さ）が減少するもの”
情報量＝“あいまい性が減少する度合い” 0

1

0

1

1

0

0

1
0

1
0

1
0

1

A

B
C

D
E

F
G

H

記号１

記号２
記号3

記号が１つ送られる度に，あいまい性が
8 -> 4 -> 2 -> 1と減少

例３ 天気予報の情報

仮定 ① 晴と雨が両方とも0.5の確率で起こる
② 天気予報の当たる確率0.8 

天気予報を聞く前 晴 -> 0.5，雨 -> 0.5
晴の天気予報を聞いた後 晴 -> 0.8，雨 -> 0.2

完全に特定できないがあいまい性は減少

情報の表現方法

情報を記号の系列で抽象的に表現 -> 通報
情報の持つ内容や意味は考えない（数学的な扱い困難）

例 “本日は晴天なり”と“今日は良いお天気です”

意味を考えると同じ情報
記号の列（通報）としては違う情報

意味を扱う情報理論 -> 現在のホットな話題

１.３ 情報の種類

通報はあるパラメータの関数

パラメータ

値

例 音声 -> パラメータ＝時間，値＝空気の圧力
文章 -> パラメータ＝文字番号，値＝文字

パラメータと値が離散（ディジタル）か連続（アナログ）かで分類

0

1

2

0

1

2

離散パラメータ離散的通報 離散パラメータ連続的通報

連続パラメータ離散的通報 連続パラメータ連続的通報

離散的
情報

連続的情報

3
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１.４ 情報源の統計的モデル

情報理論の出発点＝情報源が確率モデルで表現できる

確率モデルとは？

ある情報源 から出た多数のデータX Nxxx





,,, 21

情報源

1x


2x


3x


Nx


Nxxx





,,, 21

を分析して を求める)(xP


モデル

Nxxx





,,, 21 に完全な規則性があるわけではないが，統計的
に共通の性質がある時に用いる

例 音声，自然言語，実験データの解析

（ａ） 情報源のモデル化

情報源
単位時間に１つの記号を発生する

2313 aaaaa M 記号系列

ia -> 情報源記号

},,,{ 21 MaaaA  -> 情報源アルファベット

例 英語

}    ,    ,     ,,,,{ ZBAA  ・，

MY NAME IS HIROYUKI KUDO.

単語

文

文法

情報源記号 -> 単語 -> 文
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（ｂ） 自然言語の統計的性質

（１） 第０次近似（各記号独立，等確率）

（２） 第１次近似（各記号独立，英語における文字の出現頻度）

教科書 p.14 単語が長い，X,Z,Wが多い

教科書 p.14 文字と文字の関係が無視されている

（３） 第２次近似（２字組の出現頻度）

O
？ N,R -> 高確率

その他 -> 低確率

各文字の頻度は直前の文字の影響を受ける -> マルコフ性

教科書 p.15

（４） 第３次近似（３字組の出現頻度）

統計モデルで作った英語の文章（教科書p.14～15）

（１） 第０次近似（各記号独立，等確率）

（２） 第１次近似（各記号独立，英語における文字の出現頻度）

（３） 第２次近似（２字組の出現頻度）

（４） 第３次近似（３字組の出現頻度）

XFOML RXKHRJFFJUJ ZLPWCFWKCYJ
FFJEYVKCQSGHYD QPAAMKBZAACIBZLHJQD

OCRO HLI RGWR NMIELWIS EU LL NBNESEBYA
TH EEI ALHENHTTPA OOBTTVA NAH BRL

ON IE ANTSOUTINYS ARE T INCTORE ST S
DEAMY ACHIN D ILONASIVE TUCOOWE AT
TEASONARE FUSO TIZIN ANDY TOBE SEACE
CTISBE

IN NO IST WHEY CRATICT FROURE BIRS
GROCID PONDENOME OF DEMONSTURES OF THE
REPTAGIN IS REGOACTIONA OF CRE

AR
？ E,    -> 高確率

その他 -> 低確率

各文字の頻度は直前の２文字の影響を受ける
-> ２次のマルコフ性

近似の精度を上げる -> 精度は向上 but モデルは複雑

情報源のモデル -> m重マルコフモデルが適切
ある時点の記号の発生確率は直前のm個の記号に依存

１.５ 情報伝送系のモデル

符号器情報源 通信路 復号器 受信者

雑音

A B B A

各パーツの役割

（１） 情報源 -> 通報 を発生する

（２） 受信者 -> 通報 を受け取る

（３） 通信路（channel） -> 情報伝送を行う物理的手段

3213 aaaaa M

3213 aaaaa M

},,,{ 21 NbbbB 通信路記号
-> 通信路に送り込まれ取り出される記号

例 電気通信 }1,0{B

（４） 符号器（coder） -> 情報源記号Aを通信路記号Bに変換

通信路符号化情報源符号化
A B B

データ圧縮
アナログ -> ディジタル

信頼性向上の符号化

例 ディジタルテレビ放送

データ圧縮Ａ／Ｄ変換 ×
通信路符号化

情報源符号化

ＣＤ（コンパクトディスク）

Ａ／Ｄ変換

情報源符号化

通信路符号化

（５） 復号器（decoder） -> 符号化の逆

情報源復号化通信路復号化
ABB

情報源符号化 -> 情報源の統計的性質を利用してデータ圧縮
通信路符号化 -> 通信路の誤りや雑音に対処し信頼性向上

（目的の違うものは別々に考える）

重要

第２章：情報量

概要
（１） 情報の定量化
（２） ２つの事象の間の相互情報量

事象ＡとＢに関係があるときＢを知ってＡに関する情報は
どれだけ得られるか？

例 天気予報を知って天気に関する情報
（３） 連続的情報を離散的情報に変換する操作

２.１ 情報量

（ａ） 情報量の単位

事象 と が各0.5で起こる確率試行Xの結果
＝１（ビット）の情報

1a 2a
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例 ① 0か1か，右か左か，黒か白かなどに対する解答
② サイコロの目が偶数であることを知った
③ 昨日生まれた子供が女であることを知った

注意 でなくてはならない5.0)()( 21  aPaP

（ｂ） 事象の数が多い場合

事象 が各 の確率で起こる試行Xの結果Maaa ,,, 21 
M

1

Ｍ＝８のとき

81 aa ～

41 aa ～
21 aa ～

85 aa ～

43 aa ～

65 aa ～

87 aa ～

1a

2a
3a

4a
5a

6a
7a

8a

８個の場合の数

４個の場合の数

２個の場合の数

確定

１ビット

１ビット

１ビット

３ビット

のとき -> mビット
mM 2

1    2    3    4    5    6    7    8
0

1

2

3

M

mM 2 のとき
-> 情報の連続性から

とする
M2log

（ｃ） 事象の生起確率が等しくないとき

)(aP )(aI確率 の事象が生起したことを知った時の情報量

)(

1
log)( 2 aP

aI  式(2.5)

Why ?

とおき の満たすべき条件)()( pfaI  )( pf

確率の関数

条件１ は の単調減少関数)( pf p

確率 が小さいほど情報量は大きいp

条件２ 加法性)()()( 2121 pfpfppf 

互いに独立な事象ＡとＢの結果を知ったときの情報量
＝(Ａの結果に関する情報量)＋(Ｂの結果に関する情報量)

)( 21 ppf

)( 2pf)( 1pf

条件3 は の連続関数)( pf p

条件４ 1)
2

1
( f 単位情報量の定義

条件１～４を同時に満足する関数形 ->
)(

1
log)( 2 aP

aI 

事象 の自己情報量a

（ｄ） ビットとナット

)(

1
log)(

aP
aI  における対数の底の取り方は任意

2log

elog

-> 情報量の単位ビット（通常）

-> 情報量の単位ナット

２.２ エントロピー

事象 が確率 で生起する
試行X

Maaa ,,, 21  )(,),(),( 21 MaPaPaP 

各事象 の情報量
)(

1
log)( 2

i
i aP

aI ia

（ に依存する）ia

一回の試行で得られる情報量の期待値 )(XH





M

i i
ii aP

aPaIEXH
1

2 )(

1
log)()]([)( 式(2.7)（ビット）

エントロピー（平均情報量）

ia注意 情報量 ->      に依存する)( iaI

エントロピー -> 試行に固有の定数)(XH

例 情報源から のいずれかの記号が発生},,{ 321 aaaA 

1.0)(   ,0.6)(   ,3.0)( 321  aPaPaP

① 情報量

74.13.0log)( 21 aI
74.06.0log)( 22 aI
32.31.0log)( 23 aI

（ビット）

（ビット）

（ビット）

期待値

② エントロピー

298.1)1.0log1.06.0log6.03.0log3.0()( 222 XH
（ビット）

エントロピーの性質

（ａ） 記号数２で の場合}1,0{A

pPpP  )1(   ,1)0(

エントロピー

)()1(log)1(log)( 22 pHppppXH n

)( pHn

0 1
5.0 p

1
性質（１）

性質（２） は で最大値１

性質（３） は凸関数

1)(0  pHn

)( pHn 5.0p

)( pHn
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エントロピー -> 不確定さの度合い

0p 1por          のときは不確定さがない ->  0)( XH
1)( XHのとき不確定さは最大 ->  5.0p

（ｂ） 記号数M>2で の場合},,,{ 21 MaaaA 

エントロピー 



M

i
ii aPaPXH

1
2 )(log)()(

性質（１）

性質（２） は の
とき最大値 をとる

MXH 2log)(0 
)(XH

M
aPaPaP M

1
)()()( 21  

M2log

証明 -> 教科書 p.28～29

２.３ 相互情報量

問題の設定

1a

2a

Ma

)( 1aP

)( 2aP

)( MaP

情報源

1b

2b

Nb
)( ij abP

受信者

雑音のある通信路

受信者が を受け取ったとき， についてどれだけの情報量が
得られるか？

ia
jb

最重要

一般的な定式化

仮定１ 事象 の生起確率はMaaa ,,, 21  )(,),(),( 21 MaPaPaP 

仮定２ 事象 と事象 の間に確率的な
依存関係 ->               で表現

Maaa ,,, 21 
Nbbb ,,, 21 

)( ij abP

事象 を知った時事象 に関して得られる情報量
-> 相互情報量

iajb
);( ji baI

例 ① 天気予報を知って実際の天気について得られる情報量
② 誤りが起こるCDの再生音を聞いて得られる情報量

（ａ） 相互情報量 の導出);( ji baI

考え方

を受ける
前の状態

jb を受けた
後の状態

jb が生起した
ことを知った状態

ia

自己情報量

相互情報量 条件付き自己情報量);( ji baI

)( iaI

)( ji baI

)()();( jiiji baIaIbaI 

（１） 必要な確率 の計算)(   ),(   ),,( jijji baPbPbaP

)( iaP )( ij abPと は与えられている

情報源 通信路

)()(),( ijiji abPaPbaP 





M

i
iji

M

i
jij abPaPbaPbP

11

)()(),()(





M

i
iji

iji

j

ji
ji

abPaP

abPaP

bP

baP
baP

1

)()(

)()(

)(

),(
)( ベイズの公式

)( ji baP )( iaP-> 事後確率 -> 事前確率

（２） 条件付き自己情報量 )( ji baI

jb iaを知った後で を知ったときの情報量
-> 情報量の計算で を事後確率 に置き換える)( iaP )( ji baP

)(log)( 2 jiji baPbaI 

（３） 相互情報量 );( ji baI

)(log)(log)()();( 22 jiijiiji baPaPbaIaIbaI 

条件付き自己情報量自己情報量

)()(

),(
log

)(

)(
log 22

ji

ji

i

ji

bPaP

baP

aP

baP
 式(2.21)

（ｂ） 相互情報量 の性質);( ji baI

性質１ と に関する対称性jbia

);();( ijji abIbaI 

による に関する情報量＝ による に関する情報量iajb jbia

例 天気予報が実際の天気について与える情報量
＝実際の天気が天気予報について与える情報量
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性質２ のとき)()( iji aPbaP  0);( ji baI 嘘はマイナス
の情報量

)()( iji aPbaP  -> が に関する嘘の情報のときjb ia

性質３ と が全く独立（ ）のときjbia )()(),( jiji bPaPbaP 
0);( ji baI

を聞いて に関する情報は全く得られないjb ia

性質４ 全く誤りがない（ ）のときijij abP )(

クロネッカーのデルタ

)();( iii aIbaI 

性質５ )();(   )();( jjiiji bIbaIaIbaI  ，

相互情報量は自己情報量より大きくならない

例 天気予報の情報量≦実際の天気を知ったときの情報量
（百聞は一見にしかず）

（ｃ） 相互情報量の計算例

例 天気予報の相互情報量

仮定 実際の天気Ｘ （ ->晴， ->雨）1a 2a

雨と晴は50％の確率 -> 5.0)()( 21  aPaP

天気予報Ｙ （ ->晴， ->雨）1b 2b

70％の確率で当たる -> 7.0)()( 2211  abPabP

3.0)()( 2112  abPabP

情報源 受信者
1a

2a

1b

2b

0.5

0.5

0.7

0.7

0.3 0.3

X Y

（１） 事後確率 の計算)( ji baP

5.03.05.07.05.0)()( 21  bPbP

7.0
5.0

7.05.0

)(

),(
)()( 2211 




i

ii

bP

baP
baPbaP

3.0
5.0

3.05.0

)(

),(
)()( 1221 




j

ji

bP

baP
baPbaP

ji （ ）
（２） 自己情報量 )( iaI

15.0log)(log)()( 2221  iaPaIaI

2,1i（ ）

（ビット）

（３） 条件付き自己情報量 )( ji baI

515.07.0log)(log)()( 222211  ii baPbaIbaI
（ビット）2,1i（ ）

2,1i（ ）

737.13.0log)(log)()( 222112  ji baPbaIbaI
（ビット）ji （ ）

（４） 相互情報量 );( ji baI

485.0515.01)()();();( 2211  iii baIaIbaIbaI

2,1i（ ） （ビット）

737.0737.11)()();();( 1221  jii baIaIbaIbaI

ji （ ）
（ビット）

0);();( 2211  baIbaI
0);();( 1221  baIbaI

-> 正しい天気予報は正の情報量
-> 嘘の天気予報は負の情報量

２.４ 平均相互情報量

単一確率変数
Ｘ

２つの確率変数
Ｘ,Y

個々の事象の
情報量

全事象に関する
平均情報量

自己情報量

相互情報量

エントロピー)( iaI )(XH

);( ji baI

期待値（平均）

平均相互情報量

);( YXI

平均相互情報量 );( YXI

相互情報量 を結合確率 で平均);( ji baI ),( ji baP

]
)(

)(
[log)];([);( 2

i

ji
ji aP

baP
EbaIEYXI 

次ページへ続く

最重要  
i j ji

ji
i j i

ji
baP

baP
aP

baP
)(

1
log),(

)(

1
log),( 22

エントロピー )(XH )( YXH条件付きエントロピー

)()( YXHXH  式(2.36)

（ａ） 平均相互情報量 の性質);( YXI

性質１ ＸとＹに関する対称性

)()();();( XYHYHXYIYXI 

性質２ 結合エントロピーによる表現

),()()();( YXHYHXHYXI 

),(log),(),( 2 ji
i j

ji baPbaPYXH  結合エントロピー

式(2.39)

式(2.40)
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まとめ

)()();( YXHXHYXI 
)()( XYHYH 

),()()( YXHYHXH 

性質３ 平均相互情報量は負にならない0);( YXI

個々の事象に対する は負になる);( ji baI

証明 -> 教科書 p.40～41

（ｂ） 計算例

情報源 受信者
1a

2a

1b

2b

0.5

0.5

0.7

0.7

0.3 0.3

X Y前回の天気予報の例

実際の天気 天気予報

)()();( YXHXHYXI  から平均相互情報量を求める

（１） 情報源のエントロピー )(XH

1)( XH （ビット）

（２） 条件付きエントロピー )( YXH


i j

jiiji baPabPaPYXH )(log)()()( 2

2)}(log)()()(log)()({ 212121112111  baPabPaPbaPabPaP

対称性

88.02}3.0log3.05.07.0log7.05.0{ 22  （ビット）

（３） 平均相互情報量 );( YXI

12.088.01)()();(  YXHXHYXI （ビット）

（ｃ） 簡単な公式の覚え方（教科書に書いていない）

)(XH )(YH

);( YXI)( YXH )( XYH ベンの図表

),( YXH

)(XH
)(YH
);( YXI
)( YXH
)( XYH
),( YXH

-> Ｘに含まれる平均情報量
-> Ｙに含まれる平均情報量
-> ＸとＹの両方に含まれる平均情報量
-> Ｘには含まれるがＹには含まれない平均情報量
-> Ｙには含まれるがＸには含まれない平均情報量
-> ＸとＹを同時に知った時の平均情報量

２.５ 標本化と量子化

音声や画像などの連続的パラメータ連続的情報を離散的パラメ
ータ離散的情報に変換する手法

量子化標本化

0

1

2

3

入力 出力
パラメータの離散化 値の離散化

（ａ） 標本化（サンプリング）

関数 の間隔Δおきの値
を取り出す

)(tf ),(),0(),(),2(,  ffff
),2( f

Δ

Δ -> サンプリング間隔

サンプリング間隔Δの選び方

Δ

)(tf

t

)(tf

t

滑らかな変化 激しい変化

Δは大きく Δは小さく

根拠 -> 標本化定理

ある関数 が ヘルツ以上の周波数成分を含まないとき，
以下の間隔Δで取った標本値

から一意的に が復元できる

)(tf W
)2/(1 W ),(),2(,  ff

),2(),(),0(  fff )(tf

実際の音声や画像 -> ヘルツ以上の周波数成分を含むW
前置フィルタを使う

標本化アナログ
フィルタ

音声

)2/(1 W以上の周波数
成分を除去
W

（ｂ） 量子化

 ),2(),(),0(),(),2(,  fffff各標本値 に
対し，実数を幾つかの区間に分割し代表値で置き換える

Δ
Δ
Δ
Δ
Δ

5a
4a
3a
2a
1a

代表値

1    2    3    4    5    6    7    8

45542334 aaaaaaaa
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2
)(

2





 ii akfa ならば を で置き換える)( kf ia

画像 -> ８ビット（0～255の整数），音楽 -> 16ビット（０～65535）

量子化の方法

（１） 一様量子化と非線形量子化

（２） スカラー量子化とベクトル量子化

一様量子化 -> 量子化幅Δを一定にとる
非線形量子化 -> 量子化幅Δを不均一にとる

（頻度が高い値を細かく量子化）

スカラー量子化 -> 各標本値を独立に量子化
ベクトル量子化 -> 複数標本値を組にして量子化

（データ圧縮の効果がある）

量子化による誤差 -> 量子化雑音

第３章：情報源と符号化

概要
（１） マルコフ過程による情報源モデルとそのエントロピー
（２） 情報圧縮のための符号化とその限界
（３） 具体的な符号化の方法

３.１ マルコフ情報源

情報源

},,,{ 21 MaaaA 
アルファベット

記号列

nXXXX 321

ある時点の記号 の生起確率
-> 直前のｍ個 に依存する

iX

11 ,,,  imimi XXX 

ｍ重マルコフ過程
（ のとき単純マルコフ過程）1m

nxxx 21ある一つの系列 の生起確率の一般式

),,,(),()()(),,,( 12121312121  nnn xxxxPxxxPxxPxPxxxP 

式(3.1)

（１） 無記憶情報源

各時点の記号の生起は独立

)()()(),,,( 2121 nn xPxPxPxxxP  

（２） ｍ重マルコフ情報源

),,,(),,,( 11121   imimiiii xxxxPxxxxP  mi 

例 のとき1m

)()()()(),,,( 12312121  nnn xxPxxPxxPxPxxxP 

単純マルコフ情報源の例

}1,0{A

無記憶２元
情報源

iY
＋

iX

遅延1iX

排他的論理和2 mod )( 11   iiiii XYXYX
２で割った余り

pPpP  )1(   ,1)0(

pPPpPP  )01()10(   ,1)11()00(

（ａ） 状態遷移図

ｍ重マルコフ過程の動作を記述

状態 -> 直前のｍ個の記号列

出力

マルコフ過程
-> 各時点で記号を出力し別の状態に遷移する動作を繰り返す

例 ２重マルコフ過程

654321 xxxxxx

状態 出力

21, xx 3x
),( 213 xxxP

32 , xx

43, xx

54 , xx

5x

4x

6x

),( 324 xxxP

),( 435 xxxP

),( 546 xxxP

例１ 先の単純マルコフ情報源

状態 )1(   ),0( 10  SS

0S 1S

p/1

p/0
p1/0 p1/1

x/ ：確率ｘで記号 を出力

例２ ２重マルコフ情報源（ ）}1,0{A

2.0)001(   ,8.0)000(  PP
5.0)011(   ,5.0)010(  PP

5.0)101(   ,5.0)100(  PP
8.0)111(   ,2.0)110(  PP

状態 )11(   ),10(   ),01(   ),00( 3210  SSSS

)1(   ),0( 10  SS
pPPpPP  )01()10(   ,1)11()00(
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0S

1S

3S

2S

2.0/1

8.0/0

5.0/0

2.0/0
5.0/1

8.0/1

5.0/0

5.0/1

M元ｍ重マルコフ情報源 -> 状態数 mM

状態 から状態 へ遷移する確率
->遷移確率

jSiS ijij pSSP )(

)11(   ),10( 32  SS

)01(   ),00( 10  SS

2.0)001(   ,8.0)000(  PP

5.0)011(   ,5.0)010(  PP

5.0)101(   ,5.0)100(  PP

8.0)111(   ,2.0)110(  PP























NNNN

N

N

t

ppp

ppp

ppp

P

      

                    

        

        

21

22221

11211








遷移確率行列





N

j
ijp

1

1

（ｂ） マルコフ過程の数学的基礎

（１） 過渡状態

十分時間が経過した後に到達できなくなる状態

0S

1S

2S

3S 4S

過渡

（２） 既約

どの状態 から出発してどの状態 にも行けるjSiS

0S

1S 2S

非周期的

0S

1S 3S

2S

周期的

自分から自分に戻るのにある
整数（≠１）の整数倍の遷移

（３） 高次の遷移確率

状態 から出発してｎ回の遷移で状態 に到達する確率
-> ｎ次の遷移確率

jSiS
)(n

ijp























)(
2

)(
1

)(
2

)(
22

)(
21

)(
1

)(
12

)(
11

)(

      

                           

        

        

n
NN

(n)
N

n
N

n
N

nn

n
N

nn

n
t

ppp

ppp

ppp

P









ｎ次の遷移確率行列

)(n
tP tPを を用いて表現する

① ｎ＝１のとき（ ）ji SS 

ttijij PPpp  )1()1(    ,

② ｎ＝２のとき（ ）ji SSS  

ttt

N

jiij PPPppp 


)2(

1

)2(    ,




何でも良い

③ 一般のｎのとき（ ）ji SSS  

何でも良い

n-1回

tttt
n

t
n

t

N

j
n

i
n

ij PPPPPPppp  



 )1()(

1

)1()(    ,




n回

（４） 定常確率

状態 から出発するマルコフ過程iS

最重要

ji SSSSS       
t=0 t=1 t=2 t=3 t=∞時刻

状態

無限に時間が経過した後で状態 にいる確率分布jS
)(lim n

ij
n

p


-> 定常確率

① エルゴート定理

既約で非周期的なマルコフ過程

初期状態 に依存しない唯一の定常確率 に収束iS )( jSP
)(lim)( n

ij
n

j pSP




② 定常確率 の計算法)( jSP

1)(
1




N

j
jSP

)()(
1

j

N

i
iji SPpSP 



公式

（確率の総和は１）

（定常状態から１回遷移を行っても確率分布は変化しない）
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板書

２つ目の公式の導出

)( 1SP

)( 2SP

)( NSP

1S

2S

NS

jS

t 1t

jp1

jp2

Njp

)()(
1

j

N

i
iji SPpSP 



2S

0S 1S

例 6.0/0 4.0/1

3.0/0

2.0/1

8.0/0

7.0/1


















0.8     0     2.0

0.7     0     3.0

 0     4.0   6.0

tP

遷移確率行列

定常確率は？

公式より 1)()()( 210  SPSPSP

)()(2.0)(3.0)(6.0 0210 SPSPSPSP 
)()(4.0 10 SPSP 

)()(8.0)(7.0 221 SPSPSP 

)(),(),( 210 SPSPSP について解くと

5.0)(   ,1429.0)(   ,3571.0)( 210  SPSPSP

※ 実際にｔ＝０で とすると)0,0,1())(),( ),(( 210 SPSPSP

)0,4.0,6.0())(),( ),(( 210 SPSPSP
)28.0,24.0,48.0())(),( ),(( 210 SPSPSP

)392.0,192.0,416.0())(),( ),(( 210 SPSPSP
)448.0,1664.0,3856.0())(),( ),(( 210 SPSPSP

ｔ＝１

ｔ＝２

ｔ＝３

ｔ＝４

３.２ マルコフ情報源のエントロピー

nXXXX 321情報源 ->

１記号あたりのエントロピー )(XH

（１） 無記憶情報源

板書

別の計算方法

n
tP )](0,0,1[

nXXXX ,,,, 321  は無関係


x

xPxPXH )(log)()( 2 １つの記号だけを考えて十分

（２） マルコフ情報源

nXXXX ,,,, 321  に確率的依存関係

 


1 2

),,,(log),,,(
1

lim)( 21221
x x x

nn
n

n

xxxPxxxP
n

XH 

全記号をまとめて考える必要 -> 計算がたいへん

（ａ） 定常確率を用いたマルコフ情報源のエントロピー

状態 にあるとき記号 の発生確率 -> iS ka )( ik SaP

iS に条件付けたエントロピー

最重要





M

k
ikikS SaPSaPXH

i

1
2 )(log)()(

式(3.24)

定義式から計算したのと等価

状態 の定常確率 で平均iS )( iSP


 


N

i

M

k
ikiki SaPSaPSPXH

1 1
2 )(log)()()(

0S 1S

1.0/1

4.0/0

9.0/0 6.0/1例

エントロピーは？
)0(0 S

)1(1 S
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② エントロピー

① 定常確率

2.0)(   ,8.0)( 10  SPSP

0S に条件付けたエントロピー

1S に条件付けたエントロピー

)1(log)1()0(log)0()( 0200200
SPSPSPSPXHS 

1.0log1.09.0log9.0 22 
469.0 （ビット）

)1(log)1()0(log)0()( 1211211
SPSPSPSPXHS 

6.0log6.04.0log4.0 22 
971.0 （ビット）

定常確率 で平均をとると)( iSP

)()()()()(
10 10 XHSPXHSPXH SS 

971.02.0469.08.0 
5694.0 （ビット）

（ｂ） 相対エントロピーと冗長度

情報源

},,,{ 21 MaaaA 
アルファベット

エントロピーの最大値 maxH

マルコフ性がなく のとき
M

aPaPaP M

1
)()()( 21  

MH 2max log

各記号の発生頻度の偏りやマルコフ性があるときのエントロピー

maxHH 

maxH

H
h  相対エントロピー

（偏りやマルコフ性がない時を基準に）

max

1
H

H
r  冗長度

（情報にどれだけ無駄があるか）

例 ① の無記憶情報源2.0)1(   ,8.0)0(  PP

1max H

72.02.0log2.08.0log8.0 22 H

（ビット）

（ビット）

② 英語の冗長度は約50％

28.0   ,72.0  rh

３.３ 情報源の符号化

符号化
nXXXX 321

},,,{ 21 MaaaA 

'321 nYYYY 

},,,{ 21 NbbbB 
記号の変換

目的
（１） 通信路で使用する記号列への変換
（２） データの圧縮

例
（１） 音声をディジタル伝送のため２元符号に変換
（２） 数値を計算機に記録するため２元符号に変換

符号化の方法

1a

2a

Ma

情報源記号 符号語

1b

21bb

21 bbb N

符号化テーブル

情報源の記号列を１つ
ずつ符号語に変換

Maaa 21 21211   bbbbbb N一対一

符号化の基礎概念

}D,C,B,A{ }1,0{を２元符号 に

記号

Ａ
Ｂ
Ｃ
Ｄ

0.6
0.25
0.1
0.05

確率

平均符号長

00
01
10
11

0
10
110
1110

0
10
110
111

0
01
011
111

0
10
11
01

0
10
11
0

1C 2C 3C 4C 5C 6C

2.0 1.6 1.55 1.55 1.4 1.35

等長
可変長

 
D,C,B,A

          L 確率 符号語長

（１） は正しく復号できない -> 特異符号6C
ＡとＤに同じ符号語

（２） は特異でないが非可逆 -> 一意復号不可能
5C

０ １ １ ０ ０ １ １ ０

A C Ａ Ｄ B
２つ以上の解釈
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（３） ～ は一意復号可能1C 4C

と の相違3C 4C

０ １ １ １ １ １ １ ０

A AＤ Ｄ

3C

4C

-> 符号のパターンが現れた
時点で復号できる

-> 符号のパターンが現れた
時点で復号できない

０ １ １ １ １ １ １ ０ １ １ １ １ １ １

ＤＢ ＤＣ

符号のパターンが現れた時点で復号可能 -> 瞬時復号可能

好ましい符号の条件
（１） 一意復号可能，瞬時復号可能
（２） 平均符号長ができるだけ短い

平均符号長は情報源の統計的性質に依存

Ａ
Ｂ
Ｃ
Ｄ

符号１ 符号２

００
０１
１０
１１

０
１０
１１０
１１１

（１） のとき
4

1
)D()C()B()A(  PPPP

符号１

符号２

22
4

1
2

4

1
2

4

1
2

4

1
1 L

25.23
4

1
3

4

1
2

4

1
1

4

1
2 L

21 LL 

（２） のとき
8

1
)D(  ,

8

1
)C(  ,

4

1
)B(  ,

2

1
)A(  PPPP

符号１ 符号２21 L 75.12 L 21 LL 

符号化の問題
（１） いかなる情報源にはいかなる符号が適するか？
（２） 平均符号長はどこまで短くできるか？

（ａ） 瞬時復号可能性と符号の木

Ａ->０，Ｂ->０１，Ｃ->０１１，Ｄ->１１１が瞬時復号できない理由

０が０１，０１１の語頭になっている
０１が０１１の語頭になっている

瞬時復号可能の必要十分条件（語頭条件）

どの符号語 も別の符号語 の語頭になっていないx y

符号の木

語頭条件の図解

２元の場合

}00{

}01{

}100{

}101{

}1100{
}1101{
}1110{
}1111{

０

１

１

０

０

１

１

０

０

１

１

１

０

０

根 枝

葉（端点）

中間節点

語頭条件
->符号の木において全ての符号語
が葉に対応している

例 の符号の木421 ,, CCC

}11{

}1{
使っては
いけない

}00{
}01{

}110{
}10{

}0{

}011{}1110{

}111{

1C 4C2C

}10{

}11{

０

１

０

１

１

０

０

１
１

１

０
０

０

０

１
１

１

１
１

}0{
}01{

瞬時復号
不可能

（ｂ） クラフトの不等式

1a 2a Ma->           ， ->              ，… ， ->           と符号化

1l 2l Ml

Mlll ,,, 21  -> 符号長

瞬時復号可能な符号のとき に関する制約Mlll ,,, 21 

定性的説明

２元の例

}110{
}10{

}0{

}1110{
養分

１ １／２

１／２

１／４

１／４

１／８

１／８ １／１６

葉にたまった養分の合計

122222 44321  

１／１６

1l 2l 3l

符号語長

全ての符号語が葉に対応している => 12
1





M

i

li

全ての葉に対応する符号語を使う ->

12
1





M

i

li

12
1





M

i

li

全ての葉に対応する符号語を使わない ->

完全符号
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定理

ｒ 元符号の場合も一般化可能

記号の数ｒ 個で符号長 の瞬時復号可能の符号語が
作り得る必要十分条件

Mlll ,,, 21 

1
1





M

i

lir クラフトの不等式

（符号語はいくらでも短くできるわけでない）

３.４ 符号化の基本定理

ブロック化情報源 符号化

マルコフ性

mxxxxx 4321 '21 myyy 

1y 2y

ｎ個ずつまとめる

ｎ -> ブロック長

随伴情報源記号

通報

ｒ 元符号

１記号あたり（１通報あたり）の平均符号長をどこまで短くできるか？

例 ｎ＝２の３元情報源の２元ブロック符号化

入力 ００１２０１２１

1y 2y 3y 4y

ブロック符号化

通報 符号語

001 u
012 u
023 u
104 u
115 u
126 u
207 u
218 u
229 u

00
01

100
101

1100
1101
1110
11110
11111

９通り

瞬時復号可能

出力 ００ １１０１ ０１ １１１１０

入力

００１２０１２１

1y 2y 3y 4y

定理１

Ｍ種類の通報 を持つブロック符号化において，（通
報あたりの）平均符号長Ｌを次式を満たすように符号化できる．

Muuu ,,, 21 

1
log

)(

log

)(

22


r

UH
L

r

UH

)(UH -> 通報のエントロピー 



M

i
ii uPuPUH

1
2 )(log)()(

（証明は時間があれば板書で）

定理１ -> １通報あたりの平均符号長Ｌ
１記号あたりの平均符号長 は？l

n

L
l 

定理１から定理２の導出

と の関係)(XH)(UH
)(  )()(  nXnHUH （式(3.26)）

)(XH -> １記号あたりのエントロピー，ｎ -> ブロック長

定理１に代入すると

nr

XH
l

r

XH 1

log

)(

log

)(

22



ｎを大きくすれば
いくらでも小さくなる

定理２

任意の に対して，ブロック長ｎを十分大きくとれば，１記号
あたりの平均符号長 が次式を満たすように符号化できる．l

0


r

XH
l

r

XH

22 log

)(

log

)(

定理１，２ -> シャノンの第１符号化定理

意味
① ２元符号のとき

ブロック長ｎを大きくとれば，平均符号長 は情報源のエン
トロピー にいくらでも近づけられる．

② ｒ 元符号のとき
ブロック長ｎを大きくとれば，平均符号長 は情報源のエン
トロピー にいくらでも近づけられる．

)(XH
l

l
rXH 2log/)(

実用上の問題点
ｎを大きくとる -> 装置の複雑化，delayが長くなる

例 ３記号A,B,Cを持つ無記憶情報源の符号化

8

1
)C(   ,

8

3
)B(   ,

2

1
)A(  PPP
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（１） 情報源エントロピー )(XH

4056.18log
8

1

3

8
log

8

3
2log

2

1
)( 222 XH （ビット）

（２） ブロック長ｎ＝１の符号化

A
B
C

符号

１
０１
００

5.12
8

1
2

8

3
1

2

1
l

平均符号長

n
XHlXH

1
)()( 

1.4056 1.4056
1

を満足している

（３） ブロック長ｎ＝２の符号化

AA
AB
AC
BA
BB
BC
CA
CB
CC

符号

00
10
1101
010
011
1110
1100
11110
11111

確率

1/4
3/16
1/16
3/16
9/64
3/64
1/16
3/64
1/64

確率が小さいブロックに長い符号

2

5
64

1
)54(

64

3
)44(

16

1
3

64

9
)32(

16

3
2

4

1



n

L
l

4297.1
128

183


n
XHlXH

1
)()( 

1.4056
1.9056

を満足している

ブロック長ｎが長い方が平均符号長 が短かくなるl

通信容量（言葉の定義だけ）

一秒間に 個のｒ 元符号を送れる通信路

rC 2log

ｒ 元符号が１秒間に送ることができる最大の情報量
-> 符号の通信容量

（ビット／秒）

３.５ ハフマンの符号化法

有限のブロック長ｎに対して平均符号長 を最小にする符号
-> 最短符号

l

ハフマンによる最短符号の構成法

文章による説明 -> 教科書 p.80

例 通報 を２元符号化654321 ,,,,, uuuuuu

 ,15.0)( ,15.0)( ,2.0)( ,35.0)( 4321  uPuPuPuP
05.0)( ,1.0)( 65  uPuP

1u

2u

3u

4u

5u

6u

0.35

0.2

0.15

0.15

0.1

0.05

①

②

③

④

⑤

１

０

１

０

１

０

１

０

１

０

0.15

0.3

0.35

0.65

1.0
1u
2u
3u
4u
5u
6u

符号

１
０１１
０１０
００１
０００１
００００

符号の木を作っている，瞬時復号可能で完全

45.2405.041.0)33(15.032.0135.0 l

注意
ハフマン符号は唯一に決まるとは限らない
-> 確率が同じになるとき，最も小さい２つの選び方に任意性

平均符号長 はどのような選び方をしても等価l

1u
2u
3u
4u
5u
6u

符号１

１
０１１
０１０
００１
０００１
００００

符号２

１１
０１
００
１０１
１００１
１０００

符号３

０
１１１
１０１
１００
１１０１
１１００

平均符号長 は
いずれも2.45

l

例 A,B,C,Dを発生する情報源のハフマン符号化

05.0)( ,6.0)( ,25.0)( ,1.0)(  DPCPBPAP

符号

１０１
１１
０
１００

0.1

0.25

0.6

0.05

A

B

C

D

①
②

③
0.1５

0.4
1.0 A

B
C
D

1

０

1

０

1

０

ｒ 元符号への拡張

例 通報 を３元符号化54321 ,,,, uuuuu

,2.0)( ,25.0)( ,4.0)( 321  uPuPuP
05.0)( ,1.0)( 54  uPuP
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1u

2u

3u

4u

5u

0.4

0.25

0.2

0.1

0.05

1u
2u
3u
4u
5u

符号

2
1
02
01
00

0.35

1.0

1

０

２
1

０

２
確率が小さいものをｒ 個ずつ
まとめていく

注意
最後に通報が１つにまとまるためには，通報の数が
（ｒ－１）ｍ＋１（ｍは正の整数）でなくてはならない
-> 確率０の通報を付加して（ｒ－１）ｍ＋１個にして適用

①

②

３.6 JPEGによる画像圧縮（応用）

JPEG
1/200

JPEG
1/100

JPEG
1/150

画像データを小さい歪みで数十分の一に圧縮

画像の表現法

白黒画像は各画素の値を８ビット
（０（黒）～２５５（白））の数値で記録

1N

2N ラスタ走査して一次元系列に変換

5 10 12 15 ------------------- 200 205 203 -------------------------- 40 32 38

１番目 21NN 番目

個の数値系列

（１） 圧縮しないで記録した場合のデータ量 ->         （ビット）218 NN

（２） ハフマン符号化して記録

25621 ,,, uuu 
ハフマン符号化

数値を
の通報と考える

ブロック化
圧縮

あまり圧縮できない（無歪であることを前提としているため）

（３） JPEG 

ハフマン符号化DCT

入力系列をDCT（離散コサイン変換）で変換してからハフマン符号化

キー

21NN

２元

量子化

DCT（離散コサイン変換）


















































),(

       

)1,1(    

                 

),(

      

)1,1(   

2121 NNf

f

A

NNT

T

f

f



fT


f


NN 

画像ベクトル変換係数

NN









1

0

)
2

)12(
cos()()()(

N

n
f N

kn
nfkkT


)11( 

2
)(

1
)0(





Nk
N

k

N




一次元信号の場合

1N

2N DCT ),( 21 kkTf

1k

2k

エネルギーが低次の少数
の変換係数に集中
-> 高次の変換係数を無視
（これによる歪は小さい）

)0,0(

基底

ベクトルを同じ次元のベクトルに変換

11 N

12 N

第４章：離散的通信路と情報の信頼性

４.１ 通信路と通信路行列

概要
（１） 雑音のある通信路の数学的モデル，通信路を通して送ら

れる情報量
（２） 通信路の誤りに対処するための符号化とその限界
（３） 誤りを検出，訂正できる符号化の方法

通信路
入力 出力X Y

雑音

入力情報を出力端
に伝える

X -> 連続，Y -> 連続 連続的通信路
X -> 離散，Y -> 離散 離散的通信路

（ａ） 通信路行列

離散的通信路

雑音がない場合 雑音がある場合

1a

2a

Ma

1b

2b

Mb

1a

2a

Ma

1b

2b

Nb

雑音の影響を
確率的に記述

)( ij abP

)( ij abP 記号 が記号 として伝わる確率
-> 通信路の遷移確率

ia
jb
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





















MNMM

N

N

C

ppp

ppp

ppp

P

      

                    

         

         

21

22221

11211









)( ijij abPp 

通信路行列

一定（無記憶）通信路 ->     が時間で変化しない
記憶がある通信路 -> がマルコフ性により変化する

CP

CP

例 バースト通信路（誤りが一定時間連続して起こる）
-> 記憶がある

通信路行列の性質

一定通信路

入力 出力

},,,{ 21 MaaaA  },,,{ 21 NbbbB 

),,,( 21
)(

n
n xxxx 

),,,( 21
)(

n
n yyyy 

CP

性質１ に対する通信路行列),( )()( nn yx 





n

i
ii

nn xyPxyP
1

)()( )()( 



















   )(   )()( nn
C xyPP 

nN

nM

性質２ 出力記号 の発生確率jb





M

i
ijij paPbP

1

)()( ->入力記号 の発生確率ia)( iaP

性質３ ２つの通信路の縦続接続

通信路１ 通信路２
)1(

CP )2(
CP

入力 出力

CP合成通信路

)2()1(
CCC PPP 

（ｂ） 代表的な通信路

（１） ２元対称通信路（BSC）

１

-１

１

-１

p1

p1

p

p

p -> 誤り率














pp

pp
PC 1        

     1

（２） ２元対称消失通信路

１

-１

１

-１
qp 1

p

p

qp 1

０

q

q

消失

p -> 誤り率， -> 消失率q














qqpp

qpqp
PC        1             

                    1

入力 出力

４.２ 伝送情報量とあいまい度

通信路を通して送られる情報量
＝送信記号の情報量ー雑音により失われた情報量

入力と出力の相互情報量

（１） 独立な１記号だけを送る場合

通信路
X Y

平均相互情報量

)()();( YXHXHYXI 
)()( XYHYH 

),()()( YXHYHXH 
次ページへ続く

)(XH
)(YH

);( YXI

)( YXH

-> 送信記号のエントロピー
-> 受信記号のエントロピー
-> あいまい度（条件付きエントロピー）
（受信記号を受けた後どれだけあいまい性が残っているか）
-> 情報伝送速度（ビット／秒），情報伝送量（ビット／記号）

（受信記号を受けて消滅したあいまい性）

（２） 情報源にマルコフ性がある場合

通信路

),,,( 21
)(

n
n XXXX  ),,,( 21

)(
n

n YYYY 

長さｎの系列を考える

情報伝送速度

n

YXI
YXI

nn

n

);(
lim);(

)()(




ｎ記号間の相互情報量

一定

)()();( )()()()()( nnnnn XYHYHYXI 

第１項

 ),()()()( 213121
)( YYYHYYHYHYH n

),,,( 121  nn YYYYH 





n

i
ii YYYYH

1
121 ),,,( 

第２項





n

i
ii

nn XYHXYH
1

)()( )()(

性質





n

i
ii

nn YXIYXI
1

)()( );();( （等号は情報源が無記憶のとき）

マルコフ性の分だけ損
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４.３ 離散的通信路の通信容量

情報伝送速度 -> 通信路と情報源の両者に依存);( YXI

最重要

通信路を通して伝送できる最大の情報量は？

)}()({max);(max
)()(

XYHYHYXIC
XPXP



この表現の方が使いやすい
無記憶情報源の記号発生確率

“情報源を変化させて伝送情報量が最大になるとき”

C -> 通信容量（通信路容量） （ビット／秒） or （ビット／記号）

計算例

（１） ２元対称通信路

０

１

０

１

p1

p1

p

p

0P

01 P

)0(YP

)1(YP

受信記号の確率

  ,)1()1()0( 00 pPpPPY  )1)(1()1( 00 pPpPPY 

受信記号のエントロピー

)1(log)1()0(log)0()( 22 YYYY PPPPYH 

条件付きエントロピー


x y

xyPyxPXYH )(log),()( 2
次ページへ続く

ppPppPppP 202020 loglog)1()1(log)1([ 

)]1(log)1)(1( 20 ppP 

（０，０） （１，０） （０，１）

（１，１）

)1(log)1(log 22 pppp 

情報伝送速度

)1(log)1()0(log)0();( 22 YYYY PPPPYXI 

)1(log)1(log 22 pppp  （ビット／記号）

上式は のとき最大になるので
2

1
)1()0(  YY PP

)1(log)1(log1 22 ppppC  （ビット／記号）

C

0 1
5.0 p

1

通信路で誤る確率が小さいほど
通信容量は大きい

（２） ２元対称消失通信路

１

-１

１

-１
qp 1

p

p

qp 1

０

q

q

0P

01 P

)0(YP

)1(YP

)1(YP

受信記号の確率

  ,)1()1()1( 00 pPqpPPY  ,)0( qPY 

受信記号のエントロピー

)0(log)0()1(log)1()( 22 YYYY PPPPYH 

  )1)(1()1( 00 qpPpPPY 

)1(log)1( 2  YY PP

条件付きエントロピー

ppqqqpqpXYH 222 loglog)1(log)1()( 

は のとき最大になるから
2

1
0 P)(YH

（ビット／記号）

ppqpqpqqC 222 log)1(log)1())1(log1)(1( 

４.４ 通信路の符号化および復号化

通信路で生じる誤りの影響を抑え信頼性向上
-> 通信路符号化
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1u

2u

3u

4u

Mu

)(
1

nx
)(

2
nx

)(
3

nx
)(

4
nx

)(
5

nx
)(

6
nx

)(
7

nx
)(

8
nx

)(
9

nx
)(

10
nx

)(n
Nx

)(
1

ny
)(

2
ny

)(
3

ny
)(

4
ny

)(
5

ny
)(

6
ny

)(
7

ny
)(

8
ny

)(
9

ny
)(

10
ny

通報集合 符号語 受信語

正

誤り

正

誤り

正

誤り

Ｍ個

ｒ -> 元の数
ｎ -> 記号数

nrN 

集合 nA

離れたＭ個
を選択

NM 

通信路に誤りがあっても
通報を正しく推定できる

符号化

通信路符号化の
考え方

簡単な例

Ｍ＝２

Ｎ＝８

}1{  },0{ 21  uu
}111 ,110 ,101 ,100 ,011 ,010 ,001 ,000{3 A

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x

符号化 )1111(   ),0000( 8211  xuxu

復号化 2876415321 ,,,   ,,,, uxxxxuxxxx 

通信路で１個の誤りが生じても訂正可能

Ｍ＜Ｎのとき，可能な通信路記号系列の一部を使用しない
-> 誤りの検知，訂正が可能となる

nA から選ばれた符号化に用いる系列集合 -> 通信路符号

復号の概念図

1x

1

3x

3

5x

5

8x

8

符号語

nA
受信系列の集合
-> 受信空間

nA

i が送られたと正しく復号
される領域
-> 誤りの訂正が可能な領域

ix

誤りの検出のみが可能な領域

具体的な通信路符号化の方法

パリティ検査符号
ハミング符号
巡回符号

符号理論

（ａ） 符号の効率

通信路符号の冗長性の尺度

可能なＮ個の通信路記号系列からＭ個を選び等確率で用いる

n

M
YXIR 2log

);( -> 情報伝送速度 （ビット／記号）

可能なＮ個を全て等確率で用いる

n

N
YXIR 2

max

log
);( -> 情報伝送速度 （ビット／記号）

maxR

R
 -> 符号の効率（どれだけ冗長になるか）

（ｂ） 復号法

通報 符号 受信
符号化 伝送

}{ iu }{ )(n
ix }{ )(n

jy

復号規則 )( )(n
ji ydu 

関数

誤りの起こる確率が最小になるように復号


j

n
j

n
jCE yydPPP )),((11 )()(


j

n
j

n
j

n
j yydPyP ))(()(1 )()()(


j

n
j

n
j

n
j ydyPydP ))(())((1 )()()(

を送って
が受かる確率

)( )(n
jyd
)(n

jy

（１） 最大事後確率（ＭＡＰ）復号法

)(maxargminarg )(n
ji

u
E

u
i yuPPu

ii

 を最小化

（２） 最大尤度（ＭＬ）復号法

)(maxarg )(

i

n
j

u
i uyPu

i



)()(maxarg )(
i

n
ji

u
uyPuP

i



)( iuP ＝一定と仮定して を最小化EP

EP
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４.５ 通信路符号化の基本定理

伝送速度 と誤り率 の関係EP);( YXIR 

EP

);( YXIR 

悪

良

単調増加

符号化の方法で変化

下限はどこか？

EP
R

を小さく保って をいかに大きくできるか？
を一定に保って をいかに小さくできるか？

R
EP

答 -> シャノンの第２符号化定理

EP

);( YXIR CR 

下限

適切な符号化を行えば，いくらでも通信容量Ｃに近い伝送
速度といくらでも小さい誤り率 が達成できるEP

定理

通信容量がＣ（ビット／秒）の一定通信路
情報源をＲ（ビット／秒）の伝送速度で符号化

（１） R≦Ｃ => 誤り率 をいくらでも小さくする符号化法が存在
（２） Ｒ＞Ｃ => あいまい度 が次式となる符号化法が存在

EP
)( YXH

 CRYXHCR )(

ブロック長を
とすれば

n

EP と同じ意味

実現可能
な範囲

存在定理 -> 具体的な符号化法を示したわけでない

（証明は時間があれば板書で）

実用上の問題点
（１） 具体的な符号化法が存在しない
（２） とすると装置の複雑化，delayが長くなるn

４.６ パリティ検査符号

誤りの検出，訂正が可能な具体的な符号化法

（ａ） パリティ検査

簡単な例（２元）

１の個数が偶数になる
ように を追加1kx通報

),,,( 21 kxxx  ),,,,( 121 kk xxxx 

通信路で１個の誤りが起こる
-> 全体の１の個数が奇数となり誤り検出

誤り検出符号

),,,( 21 kxxx 
1kx

-> 情報記号
-> 検査符号

数学的表現

kk xxxx  211符号化 を追加

復号化 を計算121  kk xxxxS 

2 mod )( baba （ ）






1

0
S

-> 誤りなし

-> 誤りあり
パリティ検査

誤りの検出は可能だが訂正はできない

（ｂ） 一般化（ハミングの単一誤り訂正符号）

ある規則を満たすように
ｎ－ｋ個の を
追加

nk xx ,,1 
通報

),,,( 21 kxxx  ),,,( 21 nxxx 

ある規則

01212111  nnxhxhxh 
02222121  nnxhxhxh 

02211  nmnmm xhxhxh 

1or  0ijh

パリティ検査方程式

knm （ ）

0


XH パリティ検査符号（線形符号）

),( kn

復号の方法

YHS


 を計算

シンドローム 受信記号

0


S
0


S
（１） のとき -> 誤りなし
（２） のとき -> 誤りあり

T
miii hhhS ),,,( 21 




に誤りがあるときix

行列Ｈの 列i

行列Ｈの各列を全て違うものにしておく
-> １つまでの誤りの箇所の特定，訂正可能

例


















1   0   1   0   1    0   1 

1   1   0   0   1    1   0 

 1   1    1   1   0   0   0 

H 情報記号 ｋ＝４
検査符号 ｍ＝３

TS )1,0,0(


TS )1,0,1(


-> に誤り， -> に誤り1x 5x

誤り訂正符号

以外で























0

0

0

0





20

組織符号

    '             

1   0   0     

                           

0    1   0      

 0   0   1       

21

22221

11211

IH

hhh

hhh

hhh

H

mkmm

k

k































ｋ ｍ

ｍ

のとき

（ｃ） 生成行列

符号化 -> ｋ次元空間
からｎ次元空間への写像

検査記号情報記号

A
B
C
D

線形

k2 n2

A

B

C

D

























































knknn

k

k

n u

u

u

ggg

ggg

ggg

x

x

x











  
 

    

                 

    

    

      
 

2

1

21

22221

11211

2

1

ｎ

ｋ

UGX



通報符号

G -> 生成行列

例 組織符号

    '   IHH  -> 









'

  
  

H

I
G

４.７ CDにおけるデータ記録（応用）

CDは記録密度は高いが読み込みエラーが起きやすい
-> 誤り訂正符号不可欠

② データCD（CD-ROM，Compact Disc Read-Only-Memory）

記録するものがデータか音楽かで２つの規格

① 音楽用CD（CD-DA，Compact Disc Digital Audio）

量子化
（16ビット）

標本化
（44.1KHz）

リードソロモン
符号圧縮

なし

リードソロモン
符号圧縮

なし

ディジタル
データ

誤り訂正符号

音楽とデータで一番違う点
-> 誤り訂正符号で修正できないエラーの取り扱い（傷や劣化）

音楽
（滑らかに変化）

)( kf

k

)( kf

k

誤り訂正符号で
修正できないエラー

補間で近似的に回復

修正

ディジタルデータ
（ランダム性大きい）

0 0 1 0 1 0 1 1 1 修正できない

リードソロモン符号

組織符号の１つで，符号化・復号化の処理は複雑だがバース
ト誤り（誤りが２つ以上続く）を訂正できる

第５章：情報伝送と信号

５.１ 信号とスペクトル

概要
（１） 通信路内部での信号伝送の解析法
（２） 標本化定理
（３） 通信方式の基礎（ＡＭ，ＦＭの原理）

離散通信路の内部

00110

アナログ
通信路

0

1

0

1

0

)(tf

t

アナログ信号

光ファイバ
電線
無線 0

1

0

1

0

)(tf

t
入力

00110

出力

信号 -> 通報の通信路内部での物理的表現

（ａ） 信号の解析

フーリエ解析 ->  任意の信号を正弦波の重ね合わせで表現

（１） 非周期波形

フーリエ変換






 dtetfiF ti )()(





 


 deiFtf ti)(

2

1
)(

順変換

逆変換

正弦波
重ね合わせ

)sin()cos( tite ti  
オイラーの公式

-> 角周波数， -> 周波数スペクトル)( iF
)()()(  ieiFiF 

振幅
位相
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意味

各周波数成分が原信号にどれだけ入っているか

)(tf

t  t 

  

直流成分

))(()()(    titi eiFeiF

各正弦波が置かれている状態

振幅
位相

0t
t

t

)0(
2

1
iF


t

周波数 の波0
tieiF 0)(

2

1
0




周波数 の波
tieiF 


)(

2

1

)(F /)(

t 

周波数 の波1
tieiF 1)(

2

1
1






（２） 周期波形 )(tf

t

2/T 2/T 2/3T 2/5T

周期





2/

2/

2

)(
1 T

T

T

kt
i

k dtetf
T

d








k

T

kt
i

kedtf
2

)(

フーリエ級数

順変換

逆変換

-> 周波数（ との対応 ）， -> 周波数スペクトル
（フーリエ係数）

kdk
ki

kk edd 

振幅
位相


T

k 2


（３） 通信路の特性はフーリエ解析で記述

通信路

)(tf

t
)(tg

t
入力 出力

)(

)(
)(



iF

iG
iH  -> 通信路に固有

伝達関数
（周波数特性）

各周波数成分をどれだけ通過させるか

)( iH ))(arg( iH





０

振幅特性 位相特性

０

aiH )( 理想  biH ))(arg(理想

定数 定数

計算例

（１） )(tf

t
a a

b


 ab

iF
sin2

)( 

板書で計算

（２） )(tf

t
a a a3

板書で計算














0)even,:( 0 

odd):( )/(2 

)0( 2/ 
2

kk

kkb

kb

dk 
b

５.２ 標本化定理

t

)(tf

t

)( kf

標本化

復元？

定理

のフーリエ変換 はW以上の周波数成分を含まない


サンプリング間隔

)(tf )( iF

))2/((2

))}2/((2sin{
)

2
()(

WktW

WktW

W

k
ftf

k 


 


 


=>

WiF  2for    0)( （ ）

標本値 標本化関数

証明

フーリエ変換とフーリエ級数を使う

（１） のフーリエ変換から)(tf


W

W

ti deiFtf




 


2

2
)(

2

1
)( (a)

（２） を周期関数とみなしてフーリエ級数展開)( iF
)( iF


W2 W2０









k

W

k
i

keciF 2)(


 








deiF
W

c
W

W

W

k
i

k  
2

2

2)(
4

1

(ｂ) (ｃ)
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式（ａ）と式（ｃ）の比較により

)
2

(
2

1

W

k
f

W
c k  (ｄ)

式（ａ）,（ｂ）,（ｄ）から










dee
W

k
f

W
tf tiW

W

W

k
i

k
 






2

2

2 ))
2

(
2

1
(

2

1
)(








 de
WW

k
f

W

W

Wkti

k
 







2

2

))2/((

4

1
)

2
(

))2/((2

))}2/((2sin{
)

2
(

WktW

WktW

W

k
f

k 


 


 


／／

物理的意味

t

)(tf

t

)( kf
標本化



)( iF


W2 W2

)(' iF


W2 W2

フーリエ変換 /2

)(' iF標本化後の
-> 標本化前の の繰り返し)( iF

)(' iF の一周期分だけをフィルタ で取り出す)( iH

)(')()(  iFiHiF 











W)2( 0 

W)2(  1 
)(




iH

フィルタ

両辺のフーリエ逆変換 -> 標本化定理

サンプリング間隔が大きいと何故復元できないか

)(' iF



/2 が大きいとスペクトルが重なる
-> フィルタ で取り出せない)( iH

エリアシングと呼ぶ

W2 W2

５.３ 通信方式の基礎

変調

)( iF

W2 W2


)( iH

0


０

０

復調

無線

0 のまわりに通過帯域
がある高周波通信路

)( iF

W2 W2


０

受信信号 )(tf

基底帯域信号 )(tf

伝達特性

変調 -> 基底帯域信号を伝送に適した
帯域信号に変換

復調 -> 変調の逆の操作

)( iF


０ 0

高周波帯域

変調の目的

（１） 通信路の通過帯域が高周波の場合

無線，有線の一部

（２） 周波数多重化（ＦＤＭ）

)( iF


)( iF


)( iF



)(1 tf )(2 tf )(3 tf

変調

)( iF


)(1 tf )(2 tf )(3 tf

チャンネル１ ２ ３ ４

受信側 -> フィルタで希望チャンネルの帯域のみを取り出す

変調の方法

搬送波（高周波の正弦波）のパラメータを基底帯域信号で変化

振幅 を変化 -> 振幅変調（ＡＭ）
周波数 を変化 -> 周波数変調（ＦＭ）
位相 を変化 -> 位相変調（ＰＭ）

)cos(  tA C

A




（ａ） 振幅変調（ＡＭ）

)cos())(1()(   ttkvAtf C

変調波 振幅

A

Ak

簡単のため

)cos()(  pttv のとき

包絡線
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周波数スペクトル（単一正弦波 のとき）pttv cos)( 

})cos{(
2

)cos()(   tp
Ak

tAtf CC

})cos{(
2

  tp
Ak

C

)( iF



C pC pC 

上側波帯下側波帯 帯域幅

p2

が一般の信号の場合)(tv

)( iF



C WC  2WC  2

)( iF


W2W2

変調

（rad/s）

３つの異なる伝送方式
（１） 搬送波＋両側波帯
（２） 両側波帯
（３） 単側波帯のみ -> 帯域幅削減

（ｂ） 位相変調と周波数変調（ＰＭ，ＦＭ）

))(cos()( 0  tmvtAtf C

位相変調

位相

-> 変調指数m

周波数変調

)(cos)( tAtf  の瞬時周波数 -> 
dt

td
t

)(
)(

 

)()( tvt dC  として

  ))(cos() )( cos()( 0 dttvtAdttAtf dC

)2/( d -> 周波数偏移

周波数変調と位相変調の関係

)(tv を微分した後周波数変調 -> 位相変調
を積分した後位相変調 -> 周波数変調)(tv

周波数スペクトル（単一正弦波 のとき）pttv cos)( 

)coscos()( 0  ptmtAtf C

位相変調

周波数変調

)'sincos()( 0 


 pt
p

tAtf d
C p

m d


等価

上式を正弦波の和に分解

}
2

)cos{()()( 








 tpmJtf C

次ベッセル関数


Cp

1 m のとき実質的に 0)( mJ

1m

1)1(  mm  の範囲のスペクトルのみ考えればよい

1m
=> 帯域幅 （rad/s）
=> 帯域幅 （rad/s）

p2
pm )22( 

ＡＭと同じ


