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何故，
非線形部分空間法を考えるのか？

• 何だかよくわからないけど「非線形分
布」としか呼びようが無いものが実在す
るから．

• そういうものが無いのに考えるのはあま
り賢い考え方では無い

– 今だから白状しますが，僕も昔そういうこと
をやっていました．
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非線形分布ってどういうもの?

-実験的に-

平均すると
顔では無い

⇒非線形分布!?•画像のあるところが学習データ，+は未知データ
•UMIST顔画像DBの画像を主成分分析[1]
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色々な非線形主成分分析

• Gnanadesikanの方法[3]

– 高次多項式への変換を考える．

• 入江の方法[4]

– 多層パーセプトロンの利用

• 90年代まではうまい方法が無かった．

• どう，うまくないのでしょう？
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Gnanadesikanの方法(1)

2次の主成分分析(2次元)

2次の主成分分析(3次元)

3次の主成分分析(2次元)

この様な変換で非線形変換してから普通の主成分分析を行う．

任意の次数の非線形主成分分析が構成出来る．
低次元のデータでは良好に動作する(判別分析への応用例が
[5])． 8



Gnanadesikanの方法(2)

次元数が非常に大きくなる．d 次元のデータに
対して2次の非線形主成分分析は

次行列の対角化を扱うことになる．

原空間が100次元の時，2次の非線形主成分分析
は5150次元の問題になる→使いにくい

簡略版を文字認識に適用した例はある[6].

ちなみに３次だと

9



概要

1. 何故，非線形部分空間法を考えるのか？

2. 「非線形主成分分析」．ベタな例．

3. 核と核非線形主成分分析

4. 核非線形部分空間法と核非線形相互部分
空間法

5. 核非線形相互部分空間法の応用

10



核，核関数，カーネルマシン

• 最近話題常識の非線形認識手法[7] ．

• 元々は60年代のAizermanらの ポテン
シャル関数法 [8]．

•非線形機械が便利に使える
• 色々難しい話もあるけど，出来るだけ
実用的に(難しい話は赤穂[7]，前田[9]などを参照)．
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核による非線形化のプロセス

• 従来からある線形なアルゴリズムを内積だけ
の計算に書き換える．

• 内積を適切な核と置き換える

⇒新非線形アルゴリズム完成!

実際，1998-2005年くらいまではこうした論
文がたくさん見られた．(簡単に量産出来た)

でも「核」って一体何？
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核とは何か
代数方程式

と等価な積分方程式

において k(x, x’)を「核」もしくは「積分核」という．
-kernel の元々の意味は「種」(www.alc.co.jp ではレベル7)

どうやって利用するんでしょう？
ちょっと数学的な準備をします．

ここで座標のインデックスを
整数から実数に拡張している．
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核の展開

代数方程式

を満たす行列(核)は，
固有値，固有ベクトル(関数)を用いて

積分方程式

の様に展開出来る．
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核の展開の解釈
変数 x を

の様な高次元(時として無限次元)のベクトルに
変換したものと解釈できる．

核はこの様な高次元空間の内積と考えて良い．
⇒内積の代わりにある核を使うことは
その核に対応する非常に高次元の

非線形変換を行ったことと等しい⇒便利 16



ポテンシャル関数法
-最初のカーネルマシン-

• m個の学習パターンを全て記憶し

• を識別関数として用いる．
• kとしては

• 等が用いられる
• 類似度 = 内積 → 核と考えると素直に理解
できる．
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ポテンシャル関数法の動作(1)

複雑な識別面を作ったり，サンプルをぼかして対雑
音性能を上げたりできる
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•画像のあるところが学習データ.+,×は未知データ
•UMIST顔画像DBを利用[1]



ポテンシャル関数法の動作(2)

カーネルパラメータ σ により様々な形に密度関数
を近似できる．σが小さいほどデータの情報を重視
した近似になる．
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ちょっと改良してみよう

m個の学習パターンを全て記憶

例えば，

こうしてみる．αを変えることで色々な情報処理が出来る
じゃあ，どういう風にαを変えるの？
⇒Support Vector Machine, Kernel PCA

ここを改良す
る手もある
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核による非線形化のプロセス
(再掲)

• 従来からある線形なアルゴリズムを内積
だけの計算に書き換える．

• 内積を適切な核と置き換える

⇒新非線形アルゴリズム完成!

• このプロセスに従って Kernel PCAを作っ
てみましょう．
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従来からある線形の主成分分析(1)

簡単のため，
データの重心が原点と一致している場合を考える

m個のデータがある場合のn次元データ行列

を考える．普通の主成分分析は分散共分散行列XtXの固有値問題
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として与えられる．これは n×n 行列の対角化で求解できる．
m≪n の場合の解法としてよく知られている通り，



従来からある線形の主成分分析(2)
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グラム行列XXtの固有値問題を考えると，固有ベクトルα，

固有値λは

という関係で結ばれている[10]．

の解として与えられる．
V と α は



従来からある線形の主成分分析(3)

従って，主成分分析のアルゴリズムは
グラム行列

の対角化と得られた固有ベクトルを

で写像して分散共分散行列の
固有ベクトルを計算する．
という風に構成出来る．

Xを成分で書いて両辺に写像すべきデータをかけると

となって全て内積
で書けた
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内積を適切な核と置き換える

グラム行列は

写像は

となって
Kernel Principal Component analysis 

完成!
25



Pseudo code

主成分分析

• C=D’*D;

• [evec,eval]=eig(C)

核非線形主成分分析

• for i=1:dn
– for j=1:dn

• K(I,j)=exp((D(I,:)-
D(j,:))^2/sigma ;

– end

• end

• [evec,eval]=eig(K/dn)

• for i=1:dn
– evecs(:,i)=evec(:,i)/sqr

t(eval(i));

• end
26

核を使うとMATLAB等の機
能が使えなくて実装は大

変になることが多い
写像のときはデータ行列

との核を計算する．
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核非線形部分空間法

そのものを識別規則として用いることができる．
ポテンシャル関数法の改良と考えることもできる．

最初の Kernel Based Subspace method[11]

xが正規化されていると考えると
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核非線型相互部分空間法

核な部分空間法が出来たのなら相互部分空間法も
出来るはず, という単純な発想[12].

辞書側 入力側

従って，基底の内積は

基底の内積が計算出来たので，後は普通の相互部分空間法
29



物体認識実験の例
-ETH80 animals-

•2自由度で回転する剛
体画像のDB[13].
•（多分）湾曲構造
•文献[14]と同じ実験
条件．
•ただしカーネルパラ
メタ，辞書側次元数，
入力側次元数，使う
正準角の数は色々変
えて

30
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ETH80 animalsのクラス

31



ETH80物体認識実験結果

堀田先生配布のMSM.m と KMSM.m を用いて実験．
Kernelizeしたことで劇的に認識率が向上する．

部分空間次元数

認
識

率
（

%
）
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核非線形相互部分空間法(KMSM.m)

相互部分空間法(MSM.m)

90%

70%

50%



ETH80物体認識実験結果

• 今回の実験は簡単のため，入力側，辞書
側次元数を同じにしているが色々パラ
メータを振ったり，前処理をMATLAB
Toolboxに変えたりすると認識率が変わる

• 配布プログラムでいろいろ試してくださ
い（最後に堀田先生から説明がありま
す）

• これまで最高 99.7% 詳細はPRMU/CVIM9月
研究会にて発表予定．
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最後に注意事項

• 核非線形(相互)部分空間法は非線形分布
を相手にした時に高い認識率を達成する．
– 柔物体，音声，ジェスチャ認識，宇宙機の異
常検出などにも応用例がある[15-18] .

• しかし(当然?)，相手が線形の時には無力．
– 正面顔，高度な特徴抽出した文字認識問題な
どでは認識率が上がらない(下がる場合もあ
る)．

• 処理量は大．実装も面倒．
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Thank you for your 

attention!

Let’s use Subspace 

Method!!
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