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目次

2.複素NMF [H. Kameoka et al., 2008]

–NMFにおける問題点

–解決のためのアイディア

–NMFとどう関係しているのか

1.非負値行列因子分解（NMF）とは

–何に使えるのか（音響信号処理を題材として）

–どのような性質があるのか

–どのように求めるのか

–統計モデルとしての解釈とアルゴリズムの一般化

–他の技術とどう関係しているのか
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非負値行列因子分解(NMF)とは

•非負値行列を２つの非負値行列の積で表現

•行列因子分解の応用場面

– ブラインド信号分離(Blind Signal Separation)

– 次元圧縮
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なぜ非負値なのか？その意図は？

•データ行列の非負性

– 実世界には非負値データが多い
（例）パワースペクトル，画素値，度数，

•基底行列の非負性

– 「非負値データの構成要素もまた非負値データ
であるべき(でないと物理的に意味をなさない！)」
という考え方

（例）負の値をもったパワースペクトルなんて解釈のしようがない

•係数行列の非負性

– 構成要素の混ざり方は「足し算」のみ

– 係数行列をスパースに誘導基底の情報量をアップ
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係数行列の非負性について

• 係数が負の値を取っても良い場合

観測データ 基底ベクトル

+ )

係数
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係数行列の非負性について

• 係数が負の値を取ってはならない場合

観測データ 基底ベクトル

+ )

係数

スパース
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PCAとNMFの比較

観測データの平均値ベクトル
（ハイハット/スネアドラム/バスドラムの音量パターン）

PCA
基底

NMF
基底

各図は[D.P.W Ellis & J. Arroyo, 2004]より抜粋

HH
SN
BD

時刻

各図が１つのベクトルに対応
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NMFが生まれた背景

•画像処理分野で生まれた技術 [D.D. Lee & H.S. Seung, 1999]

–顔画像から顔パーツを抽出するのが目的

–概念自体は９０年代前半に登場 [P. Paatero & U. Tapper, 1994]

•音のスペクトルを画像と
見なして適用（後述）
音声分離・自動採譜等
[P. Smaragdis et al., 2003]
以降極めて多数…

•効率的な反復アルゴリズム
[D.D. Lee & H.S. Seung, 2000]

[D.D. Lee & H.S. Seung, 1999]より抜粋
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時刻→

NMFで音声スペクトログラムを分解してみる

•音響信号

低ランクスペクトログラム

音声スペクトログラム

基底数30

基底数10

基底スペクトル

各
基
底
の

ア
ク
テ
ィ
ビ
テ
ィ

繰り返し現れるスペクトル
パターンが獲得される

短時間フーリエ変換
（時間周波数分解）

絶対値をとる

：時刻 に周波数 の成分が
どれほど含まれているか

周
波
数

→

時刻→

周
波
数

→
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何に使えるのか？（1/3）

•自動採譜 [P. Smaragdis et al., 2003]

J.S. Bach: Fuge #16 in G minor

[P. Smaragdis et al., 2003]より抜粋
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何に使えるのか？（2/3）

•教師ありモノラル音源分離 [P. Smaragdis et al., 2007 ]

音声（学習データ）

チャイム（学習データ）

混合信号（テストデータ）

固定

各図は[P. Smaragdis et al., 2007]より抜粋
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何に使えるのか？（3/3）

•音の「超解像」
[P. Smaragdis & B. Raj, 2007 ]

低サンプリングレートの信号

高サンプリングレート信号の学習データ

高周波帯域が復元された信号

（固定）

各図は[P. Smaragdis & B. Raj, 2007]より抜粋
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NMFの基本問題

• 個の観測データ(非負値ベクトル) 

• 個の非負値基底ベクトル の非負結合で
どの観測データも良く表現できる基底セットを求めたい

 のとき，各基底ベクトルはいくつかの観測データで共起
するパターン（パーツと呼ぶ）を表現するよう誘導される

• 想定する状況
–データは非負値

–高々 種類のパーツだけですべての観測データは構成されている

–パーツの和で観測データをモデル化
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どんな性質があるのか？

• Frobeniusノルム規準のNMF

データ数 基底数

と が
張る「凸錐」

と が張る部分空間

凸錐

と のなす角を
大きくした方がお得！

陽に制約を入れていないのに
基底が直交化される傾向に？

斜交基底だから係数はスパースに
なりやすい？
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どうやって求めるのか

• NMFにおける代表的な最適化規準

– Frobeniusノルム

– Iダイバージェンス（一般化KLダイバージェンス）

•押さえておくべき基本原理

– 補助関数法

– 凸丌等式（Jensenの丌等式）
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NMFにおける代表的な最適化規準

• Frobeniusノルム規準

• Iダイバージェンス（一般化KLダイバージェンス）

いずれも のとき ０ になる

なんとかしたい部分

なんとかしたい部分
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押さえておくべき基本原理（1/2）

•補助関数法
– を満たす を補助関数と定義

– 反復アルゴリズム

– 収束性

目的関数 補助関数

[1]

[2] [1]

[2]

目的関数を直接最小化するのが難しいなら、
とりあえずその上限関数を作ってみよう！
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押さえておくべき基本原理（2/2）

• Jensenの丌等式

– ：凸関数

–

右辺

左辺

の場合：

例えば、
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Frobeniusノルム規準のNMFアルゴリズム

• 下線部に対してJensenの丌等式を立ててみる

• 目的関数

• 補助関数が完成 または ごとの二次関数の和になっている
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Frobeniusノルム規準のNMFアルゴリズム

• 補助関数が完成したらあとはステップ１とステップ２
を導出すればOK!

[1]

[2]

代
入
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Iダイバージェンス規準のNMFアルゴリズム

• 下線部に対してJensenの丌等式を立ててみる

• 目的関数

• 補助関数が完成
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Iダイバージェンス規準のNMFアルゴリズム

• 補助関数が完成したらあとはステップ１とステップ２
を導出すればOK!

[1]

[2]

代
入
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統計モデルとしての解釈

• NMFは以下を仮定した最尤推定問題と等価

– Frobeniusノルム規準

– Iダイバージェンス規準

正規分布

Poisson分布
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NMFアルゴリズムの一般化

• Bregmanダイバージェンス [L.M. Bregman, 1967]

は任意の微分可能な凸関数

と が近いほど小さい

例) 二乗誤差，Iダイバージェンス，板倉齋藤距離







ただし距離の公理
は満たさない(対称
性が成り立たない)

→指数分布族と対応
[A. Banerjee et al., 2005]
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Bregmanダイバージェンスと対応する距離尺度

二乗誤差 二乗誤差

Iダイバージェンス 双対Iダイバージェンス

板倉斎藤距離 双対板倉斎藤距離

観測値

[I.S. Dhillon & S. Sra, 2005]

[H. Kameoka et al., 2006][C. Févotte et al., 2008]

NMF型モデル
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Gauss分布 Gauss分布

Poisson分布 Gamma分布

指数分布 逆Gamma分布

Bregmanダイバージェンスと対応する尤度関数

観測値 NMF型モデル
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NMFアルゴリズムの（できるだけ）一般化

• βダイバージェンス [S. Eguchi & Y. Kano, 2001]

例) 二乗誤差，Iダイバージェンス，板倉齋藤距離







Bregmanダイバージェンスにおいて

と置いたもの
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NMFアルゴリズム： βダイバージェンス最小化

• 目的関数

• 補助関数の設計方針

– 凸丌等式

– 接線丌等式

凸関数

凹関数

凸関数項の上限を凸丌等式，凹関数項の上限を接線丌等式
を使って設計し，補助関数を構成 [H. Kameoka et al., 2006]

[M. Nakano et al., 2010]

凸/凹 凸/凹
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NMFアルゴリズム： βダイバージェンス最小化

• 補助関数
[M. Nakano et al., 2010]

（例） のケース：

凸

凹

凸

凹

ただし，
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NMFアルゴリズム： βダイバージェンス最小化

• 補助関数
[M. Nakano et al., 2010]

（例） のケース：
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NMF と pLSA [T. Hofmann, 1999] との関係
(probabilistic Latent Semantic Analysis)

•各行列要素を確率だと考えてみよう
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NMF と pLSA [T. Hofmann, 1999] との関係

• pLSAでは各文書中の単語数 から
を推定

と の
Iダイバージェンス
最小化と同じ意味

(probabilistic Latent Semantic Analysis)
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NMF と Sparse coding [B.A. Olshausen, 1996] との関係

• 個の観測データ(実数値ベクトル) 

• すべての観測データが 個の実数値基底ベクトル の
”スパース”な線形結合で表される基底セットを求めたい

–exactなreconstruction

–approximation

• スパース性コスト [B.A. Olshausen, 1996][G. Harpur, 2000]

–Lpノルム

NMFでは副次効果的に
スパースになっていたのに
対し，sparse codingで
はスパース性コストにより
強制的にスパース化

尖度

勾配法等
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NMFによる振幅スペクトログラムの分解表現の問題点

•振幅スペクトルの加法性を仮定した丌正確なモデル

– 振幅スペクトルは本当は非加法的 （加法的なのは波形！）

モデル自体に誤差を含んでいる

•位相情報の放棄

– 推定したモデルが波形に対応しない

– 波形領域で実現される多くの信号処理法と組み合せられない

観測振幅スペクトルを振幅スペクトルパーツの和でモデル化

振幅スペク
トルの世界

NMFモデルが
仮定される世界

広い
応用展開

周波数成分の
含有率の情報

位相を捨てるため元に戻せない！

波形の世界
(豊富な情報)

複素スペクトルの世界
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振幅スペクトルの非加法性について

（波形同士は加法的）

・・・線形な変換

（もちろん加法的）

・・・非線形な変換

NMFモデル

振幅スペクトル？

音響信号
短時間フーリエ変換
（時間周波数分解）

絶対値をとる

：時刻 に周波数 の成分が
どれほど含まれているか

（振幅スペクトル
同士は非加法的）
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新モデル「複素NMF」の提案

観測振幅
スペクトログラム

行列Y

従来のNMFの捉え方 何種類かの音
からなると仮定

音１の
振幅スペクトル

パーツ

rank1行列
（ある特定音のみの
振幅スペクトログラム）

音１がいつ鳴っているか
を表すアクティビティ

時間

周
波
数

観測複素
スペクトログラム

行列Y

複素NMFの考え方

非rank1
複素行列

（ある特定音のみの
複素スペクトログラム）

周
波
数

位相
スペクトログラム

加法性が
成り立つ！

要素の絶対値
をとると“rank1”

これが疎になる
ようにパラメータ
を推定したい

複素NMFモデル
複素スペクトログラム をモデル化

行列積の形にならない！
（新しいクラスのスパース表現モデル）
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• 定義
– 複素スペクトログラム

– 振幅スペクトル基底

– 位相スペクトログラム

– ゲイン

• 最適化問題

複素NMFアルゴリズム

音響信号モデル

スパース正則化項

一般化正規分布
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• 補助関数法

複素NMFアルゴリズム

subject to

Step 1)

回目の反復計算後のパラメータ値:

Step 2)

は増加しない！

を満たす任意の定数
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[条件2]

NMFと等価となる条件

Step 1)

Step 2)

Step 3)

[条件1]

を に
初期設定する

は
Step1, Step2に対して
丌動点になっている

を実行

複素NMFはNMFを包含

を満たす任意の定数

Lee & Seungの二乗誤差規準のNMFアルゴリズム[Lee & Seung, 2000]と等価!
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NMFによる
モノラル信号分離
デモンストレーション
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「ソ」以外は音量オフ
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「ソ」だけ音量オフ
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一部の基底関数に対してのみスペクトル
伸縮変形を施し、混合信号を再構成
（スペクトル伸縮はピッチトランスポーズ
に相当。例えばトランスポーズ「－１」は、
半音下げという意味。）
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まとめ

2. 複素NMF [H. Kameoka et al., 2008]

–NMFにおける問題点

–解決のためのアイディア

–NMFとどう関係しているのか

1. 非負値行列因子分解（NMF）とは

何に使えるのか（音響信号処理を題材として）

どのような性質があるのか

どのように求めるのか

統計モデルとしての解釈とアルゴリズムの一般化

他の技術とどう関係しているのか
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