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目的と内容

目的と内容

パターン認識法の一つである部分空間法 (CLAFIC) を理解することを目
的とし，そのために必要な以下の内容について解説する：

数学的準備 (ベクトルによる偏微分，ラグランジュ乗数法)

部分空間法 (CLAFICの直感的な理解．相互部分空間法，非線型部
分空間法への橋渡し)

MATLAB/Octaveを用いた手書き数字パターン認識の実験

本講演で使用するプログラムは以下のページからダウンロード可能：

http://www.tuat.ac.jp/∼s-hotta/ss2010

http://www.tuat.ac.jp/~s-hotta/ss2010
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数学的準備

線型部分空間

線型部分空間とはなんですか？ 1/3

これは部分空間ですか？ [1]

0

これは空間の一部分で “部分空間”ではない

英語では subspace．subは (身分や質が) 下，下位等の意味 ( ⇐⇒
super)

もとの空間よりも次元数 (空間に置ける座標軸の本数) が小さい空
間 (上の図では 2，1，0次元)
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数学的準備

線型部分空間

線型部分空間とはなんですか？ 2/3

どれが線型部分空間ですか？

0

②
①

③

1⃝が正解
足し算・引き算・スカラー倍が可能な集合
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数学的準備

線型部分空間

線型部分空間とはなんですか？ 3/3

0

1

②
①

線型部分空間でなければ同じ直線上に存在する点同士の足し算・引き算・スカラー倍が同じ直線上にのらない

2⃝と 3⃝は点同士の足し算，スカラー倍が外に飛び出す
2⃝は集合上の任意の点を独自の原点と定めれば線型部分空間
のように扱える (affine subspace, linear manifold, linear
variety)
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数学的準備

内積とノルム

内積とノルム

本講演ではパターンを d次元の縦実ベクトルで表現:

x =

x1

...
xd

 , x⊤ = (x1, ..., xd)

内積の例：
x⊤x =

∑d
i=1 x2

i =∥x∥2

xのノルム: ∥x∥ =
√

x⊤x

二つのベクトルのなす角度:

cos θ = x⊤y
∥x∥∥y∥

正規化されたパターン同士の
ユークリッド距離:∥∥∥ x
∥x∥ − y

∥y∥

∥∥∥2

= 2(1 − cos θ)

半径1

n + 1 次元空間における n 次元単位球面

(n ≥ 3 のとき超球面と呼ぶ)
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数学的準備

部分空間への正射影

部分空間への正射影

r次元線型部分空間を張る d次元正規直交ベクトルを u1, u2, ...,ur と
し，それらを並べた d × rの行列 (部分等長行列) を
U = (u1|u2| · · · |ur)とする (U⊤U = I)

0

x~

x

1u

2u

1c

2c

Rr での x̃の座標：c = U⊤x = (u⊤
1 x|u⊤

2 x| · · · |u⊤
r x)⊤

Rd での x̃の座標：x̃ = Uc = UU⊤x (xのUによる展開)

UU⊤ は直交射影行列と呼ばれる
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数学的準備

ベクトルによる偏微分

ベクトルによる偏微分

∂
∂x は xに関する偏微分を表し，その第 i成分が ∂

∂xi
となるベクトル

∂

∂x
=

(
∂

∂x1
· · · ∂

∂xd

)⊤

例 (1)：内積 f = x⊤x =
∑d

i=1 x2
i を xで偏微分すると

∂
∂xf = ∇f =

(
∂f
∂x1

· · · ∂f
∂xd

)⊤
= (2x1 · · · 2xd)⊤ = 2x

例 (2)：d× dの対称行列をAとしたとき，二次形式 f = x⊤Axを
xで偏微分すると ∂

∂xf = 2Ax

例 (3)：双一次形式 f = x⊤Ayを xで偏微分すると ∂
∂xf = Ay



(11)

部分空間法研究会 2010

数学的準備

arg，max，subject to の意味

arg，max，subject toの意味

それぞれどのような意味でしょうか？

max f(x)
f(x)の最大値
max
∥x∥=1

f(x)

∥x∥ = 1を満たす xが与える f(x)の最大値
argmax

x
f(x)

f(x)を最大にする xの集合．この argは偏角ではなく，引数
という意味．argmin

x
f(x)も同様に定義できる

subject to · · ·
· · · のもとで，という意味．s.t. と略記する場合もある

max
x

f(x), s.t. · · ·
xに関する制約条件下での f(x)の最大値
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数学的準備

ラグランジュ未定乗数法

ラグランジュ未定乗数法の解法レシピ

制約条件のもとで関数の極値を求める方法の一つ [2, 3]．主成分分析，
SVMの導出等，知っていれば多くのパターン認識に関する問題が解ける

問題設定

制約条件 g(x) = 0のもとで関数 f(x)の極値を求めよ

ラグランジュ乗数 λを用いてラグランジュ関数を導入

L = f(x) − λg(x)

制約条件のもとで関数が極値をとる点は次式を満たす1：

∂

∂x
L = ∇f − λ∇g = 0,

∂L

∂λ
= 0

上記から d + 1個の方程式が得られる．一方，未知数は x1,...,xd, λ
の d + 1個なので，方程式の解を求めることができる

1付録 1参照
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数学的準備

ラグランジュ未定乗数法

ラグランジュ未定乗数法の例

(部分空間法で頻出する例) Aを半正定値対称行列とする．u⊤u = 1の制約条件
のもと，u⊤Auの最大値を求めよ

max
u

u⊤Au

s.t. u⊤u − 1 = 0

ラグランジュ乗数 λを用いてラグランジュ関数を導入

L = u⊤Au − λ(u⊤u − 1)

制約条件のもとで関数が極値をとる点は次式を満たす：

∂L/∂u = 0, ∂L/∂λ = 0

∂L/∂u = 2Au − 2λu = 0より，解は以下を満たす：

Au = λu

これは固有値問題2．求める解は最大固有値に対応するAの固有ベクトル
(左から u⊤ を掛けてみよう．u⊤u = 1に注意)

2固有値，固有ベクトルについては付録 2を参照
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部分空間法

CLAFIC

部分空間法 - CLAss-Featuring Information Compression -

クラスらしさを部分空間で表現する方法 [4, 5]．部分空間法は主
に三つの観点から独立に見出された経緯がある

クラスの特徴を統計的に抽出する [6]

視覚情報に関する理論から [7]

統計学からみて自然な発想 (縮退ガウス分布)
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部分空間法

CLAFIC

CLAFICの識別則

問題設定：総数 n個の d次元訓練パターン xi (i = 1, ..., n)が
与えられており，それらがC個のクラスのいずれか一つに属
するとする

クラス jに属する訓練パターンを良く近似できる部分空間を
張る正規直交ベクトルを並べた行列をUj とする

未知パターン xが与えられたとき，xを良く近似できる部分
空間が属するクラスを以下の識別則に基づき出力する：

CLAFICの識別則

max
j=1,...,C

{∥U⊤
j x∥} = ∥U⊤

k x∥ ⇒ x ∈ class k
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部分空間法

CLAFIC における識別則の直感的な理解

CLAFICにおける識別則の直感的な理解

x

0

xU T
j

jU
x

jd

class j

x

0
x

class j

部分空間法 最小距離法

CLAFICにおける原点は各クラス共通

未知パターン xを部分空間を使って最も良く近似できるクラ
スへ分類する
⇒ d2

j = ∥x∥2 − ∥U⊤
j x∥2が最小のクラスへ分類する．ただ

し，∥x∥2が全クラス共通なので，結局 ∥U⊤
j x∥2が最大とな

るクラスへ分類すれば良い
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部分空間法

cos θ 最大化基準から見た CLAFIC - 相互部分空間法への橋渡し -

cos θ最大化基準から見たCLAFIC 1/3

Uを部分空間を張る正規直交ベクトルを並べた d × rの行列とする．ノ
ルムが 1に正規化された未知パターン xとUの線型結合パターンUc
とのなす角度の最大値を c⊤c = 1の制約条件のもとで求めよ:

max
c

x⊤Uc = cos θ

s.t. c⊤c − 1 = 0
(1)

なお ∥x∥ = 1，∥Uc∥ =
√

(Uc)⊤(Uc) =
√

c⊤Ic = 1，クラスの添え字
j を省略していることに注意

1u
2u

x

Uc
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部分空間法

cos θ 最大化基準から見た CLAFIC - 相互部分空間法への橋渡し -

cos θ最大化基準から見たCLAFIC 2/3

式 (1)のラグランジュ関数を導入 L = x⊤Uc − λ
2 (c⊤c − 1)

∂L/∂c = U⊤x − λc = 0より，解は以下を満たす：

c =
1
λ
U⊤x (2)

制約条件より

c⊤c =
1
λ2

(U⊤x)⊤(U⊤x) =
1
λ2

∥U⊤x∥2 = 1

となるから λ = ∥U⊤x∥であることがわかる
求めた λを式 (2)に代入すれば

c =
U⊤x

∥U⊤x∥

となる．これは xをUの張る部分空間へ正射影したパターンをノ
ルム 1に正規化したものに他ならない
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部分空間法

cos θ 最大化基準から見た CLAFIC - 相互部分空間法への橋渡し -

cos θ最大化基準から見たCLAFIC 3/3

求めた c = (U⊤x)/∥U⊤x∥を x⊤Ucに代入すると

cos θ = x⊤Uc =
x⊤UU⊤x

∥U⊤x∥
=

∥U⊤x∥2

∥U⊤x∥
= ∥U⊤x∥ = λ

したがって最大の cos θを与える部分空間上のパターンは
(U⊤x)/∥U⊤x∥ ∈ Rr，または (UU⊤x)/∥U⊤x∥ ∈ Rdで与えられ，
その cos θの値は ∥U⊤x∥である

1u
2u

x

xU

xUU
Uc

T

T

=
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部分空間法

cos θ 最大化基準から見た CLAFIC - 相互部分空間法への橋渡し -

相互部分空間法への拡張

未知パターン xを部分空間上のパターンに変更することで，相互部分空
間法に容易に拡張できる：Vを部分空間を張る正規直交ベクトルを並べ
た d × sの行列とする．Vの線型結合パターンVbとUの線型結合パ
ターンUcのなす角度の最大値を b⊤b = 1，c⊤c = 1の制約条件のもと
で求めよ:

相互部分空間法への拡張

max
b,c

(Vb)⊤(Uc)

s.t. b⊤b − 1 = 0, c⊤c − 1 = 0

これもラグランジュ未定乗数法で解ける．詳しくは午後のチュートリア
ルを参照
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部分空間法

部分空間の求め方

Uをどのように求めるか？ 1/2

部分空間へ正射影したパターンのバラツキが大きい軸から r本を
選ぶ (下の例では赤の部分空間)

0
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部分空間法

部分空間の求め方

Uをどのように求めるか？ 2/2

n個の訓練パターン x1, ...,xn が与えられた場合，はじめに
yi = u⊤

1 xi のバラツキ (y2
i ) が最大となる u1 を求めることを考

える：

max
u1

n∑
i=1

(u⊤
1 xi)2 = u⊤

1

(
n∑

i=1

xix
⊤
i

)
u1

s.t. u⊤
1 u1 − 1 = 0

ラグランジュ未定乗数法から，解は行列D =
∑n

i=1 xix
⊤
i の最大固

有値 λ1 に対応する固有ベクトルであることがわかる

一般に，バラツキの値が r番目に大きい正規直交ベクトル ur はD
の r番目に大きい固有値 λr に対応する固有ベクトルで与えられる

クラスごとに r次元の部分空間を張る固有ベクトルを並べた行列
Uj = (u1| · · · |ur)を求め，それらを識別に用いる
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部分空間法

部分空間の求め方

次元数 dが大きい場合 (非線型部分空間法への橋渡し)

訓練パターンを並べた d × nの行列をX = (x1| · · · |xn) とする
dが大きい場合，d × dの行列D = XX⊤をメモリに格納す
るのは困難

固有値，固有ベクトルを計算するのも大変

n ≪ dのときは n× nの行列N = X⊤Xの固有ベクトルと固
有値からUを計算した方が効率的

※固有ベクトルを求めるだけならばX⊤Xを nで割る必要はない
(固有値が n倍される)
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部分空間法

部分空間の求め方

固有ベクトルの変換公式

行列N = X⊤X ∈ Rn×nの r個の 0でない固有値を大きなものか
ら順に λ1, ..., λr (D = XX⊤の固有値と同じ) とし，それぞれに
対応する固有ベクトルを v1, ...,vr ∈ Rnとする．i番目に大きい
固有値に対応する d次元の固有ベクトル uiは以下で求めること
ができる [8]：

固有ベクトルの変換公式

ui =
±Xvi√

λi

超高次元 (または無限次元) の固有ベクトルもこれで表現できる
⇒ 非線型部分空間法で利用できる
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計算機実験

手書き数字パターン認識の実験

実験には http://www.gaussianprocess.org/gpml/data/
で公開されている USPS手書き数字データを使用

16 × 16ピクセルの手書き数字パターンを 256次元のベクト
ルにしたもので，未知 ·訓練パターン数はそれぞれ 4649
実験で使用するプログラムは makedata.mと clafic.m

http://www.gaussianprocess.org/gpml/data/
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計算機実験

makedata.m

データに関する注意と makedata.mの内容

オリジナルの USPSデータは未知パターンと訓練パターンの
収集方法が異なるため，前述のウェブサイトで公開されてい
るものは以下のような修正が施されている：

未知パターンと訓練パターンをランダムに混ぜた後，同数の
未知パターンと訓練パターン集合に分割
画素値が [−1, +1]となるようにスケーリング

ただし，上記のデータは原点が 0である保障がないことと，
画像が横向きに保存されていること，ならびにクラスラベル
が pair-wiseな形式で保存されていることから，以下のような
修正を makedata.mを用いて行う：

画像を縦方向に変換
画素値が [0, +1]となるようにスケーリング
クラスラベルを 0から 9となるように修正

修正を施したデータは usps.matという名前で保存
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計算機実験

clafic.m

clafic.mの内容

clafic.mを実行すると以下の結果が表示される

Figure 1：各クラスで求められた固有値の大きい上位 10個に
対応した固有ベクトル

Figure 2：imgnum番目の未知パターンのUj による展開を画
像化したもの (r = 13)

識別率と 1パターンあたりの平均識別時間

なお，プログラム先頭の rや imgnumの値を変えると結果がかわ
るので，いろいろと値を変えてみよう
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計算機実験

記号の意味

発表資料とプログラムで使われている記号の対応表

意味 発表資料 プログラム
クラス数 c nclass
次元数 d d

未知 ·訓練パターン数 n ndata
第 i訓練パターン xi trai(:,i)

第 i訓練パターンのラベル trai_label(i)
第 i未知パターン x test(:,i)

第 i未知パターンのラベル test_label(i)
クラス jの部分等長行列Uj Uj C(j).U
ベクトル xと yの内積 x⊤y x’*y

ベクトル xのノルム ∥x∥ =
√

x⊤x norm(x)
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計算機実験

実行結果

Figure 1のキャプチャ画面

各クラスのパターンの変動が観察できる
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計算機実験

実行結果

Figure 2のキャプチャ画面

test sample
class 0 class 1 class 2 class 3 class 4 class 5 class 6 class 7 class 8 class 9

未知パターンの各Uj による展開 (UjU⊤
j x)

正しいクラスでは未知パターンを良く近似できる
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計算機実験

比較実験

実験条件

CPU 1.86GHz，メモリ 2GB，32bitのWindows，MATLAB (R14) を使用

識別法
ベイズ決定則 単峰ガウス分布 (正則化あり)

マハラノビス距離 正則化あり
線型判別分析 正則化なし
最小距離法 各クラスの重心との距離で識別
最近傍決定則 最近傍パターンのラベルを出力

部分空間法 (r = 13) CLAFIC
部分空間法 (累積寄与率) CLAFIC

線型 SVM one-against-all
非線型 SVM one-against-all, RBF Kernel



(41)

部分空間法研究会 2010

計算機実験

比較実験

部分空間の次元数の決め方

累積寄与率 λ̄ =
∑r

i=1 λi/
∑rank(D)

j=1 λj でクラスごとに決定

分割学習法：訓練データを二つにわけ，一方を未知パターン
とみなして rをクラス共通で決定 (下図参照)
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計算機実験

比較実験

実験結果

識別時間は一つの未知パターンを分類するのに必要な平均時間

識別法 識別率 (%) 識別時間 (s) 辞書サイズ (KB)
ベイズ決定則 96.5 0.003 5140.2

マハラノビス距離 97.1 0.002 5140
線型判別分析 92.0 0.002 532
最小距離法 85.8 3 × 10−5 20
最近傍決定則 97.4 0.01 9298

部分空間法 (r = 13) 96.9 6 × 10−4 260
部分空間法 (λ̄ = 0.95) 94.3 5 × 10−4 231

線型 SVM 93.9 136.8 3656
非線型 SVM 98.0 222 5352
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まとめ

部分空間法の特長

部分空間法の特長

特徴抽出と識別を同時に行うことができる

クラスの追加・削除が容易

高速な識別が可能

辞書サイズを部分空間の次元数 rで調整できる

パラメータは rのみ (累積寄与率，交差検定で決める)

学習により識別率を向上できる

理論的な拡張が容易

複合類似度法，混合類似度法
直交部分空間法，学習部分空間法
カーネル非線形部分空間法
相互部分空間法，相互投影距離法，tangent distance
k-subspace clustering，(fuzzy) k-varieties clustering
上記の組合せ
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まとめ

部分空間法の難点とその回避法

部分空間法の難点とその回避法

次元数が小さい場合 (例えば d = 2) に識別率が低下 [9]

複雑な決定境界を持つパターン分布では識別率が低下

カーネル非線形部分空間法
local subspace classifier (入力近傍に限定した投影距離法)

※これらは計算時間，メモリ容量およびパラメータ数が大き
くなる傾向がある

クラス数が増加すると識別率が低下

カーネル非線形部分空間法
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付録 1

付録 1: ラグランジュ未定乗数法の直感的な理解

0=)(xg

.const)( =xf

g∇

f∇

二変数の場合の例

制約条件 g(x) = 0と f(x)の等高線の法線ベクトルが極値で平行

∇f = λ∇g



(48)

部分空間法研究会 2010

付録 2

付録 2: 固有値，固有ベクトルの直感的な理解

Au = λu (u ̸= 0)が成り立つとき uをAの固有ベクトル，λを固有値とよぶ

-10 -5 0 5 10-10-8
-6-4
-20
24
68
10

1x

2x

-10 -5 0 5 10-10-8
-6-4
-20
24
68
10

1x

2x

例：Aを A =

„

1/5 1/4
1/4 1/5

«

，xを任意の座標とする．青い点をAxで変換す

ると，赤い ×へ移動する．移動の軌跡を緑の線で表すと，連続した二本の直線
が現れる (この直線上にある点の位置ベクトルの方向が変化してないから)．こ

の二本の直線の方向を与えるものが固有ベクトル，その直線上の移動量が固有値
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