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序文

本研究会は，部分空間法の歴史的意義を確認するとともに，今後の理論的，実用的な可能性を探

るための議論の場を提供することを目標として企画されました．部分空間法は，渡辺，飯島によ

り提案されてから約 40 年が経っており，当初，このような研究会を開催して果たしてどの程度の

参加や発表があるのだろか危惧していました．しかし最終的には会場変更やプログラム編成に頭

を抱える程の申込を頂きました．委員一同，この大きな反響に，普遍な基盤理論に対する皆様の

強い思いを感じずにはいられません．

部分空間法はアルゴリズムの簡潔性と同時に大きなポテンシャルを持つ方法です．言うまでも

なく，部分空間法の基礎である部分空間の概念は，科学全般における共通的な概念であります．し

たがって，部分空間法の背後に，多変量解析，統計学などの様々な分野の拡がりを鮮明に見てい

る方も多いのではないでしょうか．もちろん，部分空間法はパターン認識のための極めて重要な

理論であるばかりではなく，この 30 年以上，文字認識や顔画像認識など様々な現場でのテストに

耐えてきた実用的な技術でもあります．さらに，部分空間法は，日本発の技術であるという意味

で国内での議論が重要な技術です．

この主旨のもと，論文そのものの新規性は必ずしも問わず，新しい可能性を探るための論文を

幅広く募集しました．その結果，新規提案も含めて，部分空間法の有効性を再認識する研究や，今

後の理論拡張に可能性を見出せる研究など，充実した研究論文が揃いました．さらに，本研究会

では，これらの一般講演に加えて，部分空間法の有効性やそのポテンシャルをより理解してもら

う目的で，名古屋大の村瀬洋教授による特別講演，および東芝の黒沢由明氏による「部分空間法

入門」と題したチュートリアルも企画しました．これらの講演を通して，部分空間法の奥深さを

皆様に改めて感じて頂ければ，委員一同の喜びです．

本研究会はMIRU として初の試みであるMIRU2006 サテライトワークショップとして開催さ

れます．最後になりましたが，サテライトとして開催することをご承認頂いた村瀬、谷口両委員

長をはじめとした実行委員各位，協賛学会各位，また本研究会の開催に当たり，会場をご提供頂

いた東北文化学園大学をはじめとして，様々な準備にご協力頂いた多くの方々に深く感謝いたし

ます．本研究会が，部分空間法の有効性と可能性を再認識する機会を提供すると共に，参加者皆

様の研究の進展の一助になることを祈念しております．

部分空間法研究会 Subspace2006 実行委員長 福井和広

実行委員 内田誠一, 大町真一郎, 坂野 鋭

佐藤 敦, 佐藤真一, 佐藤洋一, 牧 淳人

顧問 前田賢一
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部分空間法研究会 Subspace2006

話者認識における核非線形相互部分空間法の適用に関する検討

市野 将嗣† 坂野 鋭†† 小松 尚久†

† 早稲田大学理工学部 〒 169–8555 東京都新宿区大久保 3–4–1
†† （株）NTTデータ 〒 104–0033 東京都中央区新川 1–21–2茅場町タワービル 7F

E-mail: †{ichino,komatsu}@kom.comm.waseda.ac.jp, ††sakanoh@nttdata.co.jp

あらまし 本稿では核非線形相互部分空間法を用いた音声に基づく話者認識のアルゴリズムを提案し,実験的に有効性

を示す. 従来より音声による話者認識において，混合ガウス分布モデルが用いられている．しかしながら，音声データ

の分布によるアルゴリズムの妥当性の検証について十分には行われていない．分布に湾曲構造のような非線形構造が

認められる場合には，カーネルマシンに代表される非線形アルゴリズムを用いることが有効である可能性がある．そ

こで我々は，扱う対象の分布について調べ，非線形性を示すことを実験的に確認した．それを踏まえ，非線形アルゴ

リズムのひとつである，核非線形相互部分空間法を適用することで，従来より用いられている混合ガウス分布モデル

に比較して高い識別率が得られることを示す．

キーワード 音声，テキスト提示型話者認識，LPCケプストラム，核非線形相互部分空間法

A study on using the Kernel Mutual Subspace Method in speaker

recognition

Masatsugu ICHINO†, Hitoshi SAKANO††, and Naohisa KOMATSU†

† Department of Science and Engineering,Waseda University Okubo 3–4–1, Shinjuku-ku, Tokyo,169–8555
Japan

†† NTT Data Corporation Kayabacho Tower, 1–21–2 Shinkawa,Chuo-ku, Tokyo,104–0033 Japan
E-mail: †{ichino,komatsu}@kom.comm.waseda.ac.jp, ††sakanoh@nttdata.co.jp

Abstract We propose a method of speaker recognition based on voice by using the kernel mutual subspace method.

The Gaussian Mixture Model has already been developed as an algorithm for person authentication using voice.

However, it is not sufficiently discussed the verification of the algorithm using the distribution of voice data. When

the distributions are nonlinear properties like curved structures, it is possible that using the nonlinear algorithms

like the kernel machines is effectiveness. So, we have investigated the distributions of voice data in feature space

and experimentally obtained their nonlinear properties. We experimentally demonstrate the proposed method’s

effectiveness with simulation results and show that the method achieved higher accuracy than that of using the

Gaussian Mixture Model.
Key words voice, text prompted speaker recognition, LPC cepstrum, kernel mutual subspace method

1. ま え が き

本稿では核非線形相互部分空間法を用いた音声に基づく話者

認識のアルゴリズムを提案し,実験的に有効性を示す.

音声による個人認証はマイクロフォンなどで実装できるため，

携帯電話や PCに備え付けのマイクなど，身近なところで利用

できる．また，発話は人間が普段から行っている自然な動作で

あるため，指紋などによる個人認証に比べ，ユーザの心理的な

負担が少ない．そのため，音声による個人認証は高レベルのセ

キュリティを必要としない場面での簡便な個人認証方式として

注目されている.

音声による個人認証のためには特定のパスワードを用いるこ

とを前提としたテキスト固定型，何を話してもよいテキスト自

由型，認証システムが話す言葉を指定するテキスト提示型の 3

つの方法が提案されている．

本研究では，個人認証方式としてテキスト提示型を採用する．

認証を行う際，本人の特徴の現れやすいテキストを提示するこ

とによって認証精度の向上が期待できる．また，事前に録音を

1



しておくことが困難であるため，なりすましの問題が軽減され

る．それに対してテキスト固定型，テキスト自由型は録音装置

から出力された音声を用いるなりすましに弱いことが指摘され

ている．

従来，音声による個人認証の研究は記憶した音声情報との照

合の問題として捉えられ，音素の類似性を比較するアプローチ

が行われてきた．

その中でも，隠れマルコフモデル（Hidden Markov Model，

以下 HMM）や動的計画法 (dynamic programing，以下 DP)

による認識が試みられてきた [1] [2]. これらは特定の情報を学

習・認識するものであり，テキスト固定型の音声認証アルゴリ

ズムとの親和性が高い. しかし，HMMや DPなどに基づく音

声認識手法では，時系列情報を利用するため，明らかにテキス

ト固定型以外への応用が困難である.

また，同様のアプローチとして，混合ガウス分布モデル

(Gaussian Mixture Model,以下 GMM)が用いられている [3]．

GMMは時系列情報を利用しないためテキスト自由型，テキス

ト提示型の音声認証アルゴリズムとも共用することが可能で

ある．

GMMは話者認識のアルゴリズムとして広く用いられている

にもかかわらず，音声データの分布によるアルゴリズムの妥当

性の検証は十分には行われていない．音声データの分布の様子

を考慮して話者認識のアルゴリズムを選択することにより，さ

らに高性能な認識系が構成できる可能性がある.

著者らは既に音声において非線形性が存在することを確認し

ている [4]．音声データの分布に非線形構造が認められる場合，

線形性を仮定したアルゴリズムでは分布を十分正確に近似する

ことが出来ず，認識精度の低下を引き起こすことになる．

また，音声データの分布の非線形性を考慮した話者認識の研

究として，核非線形部分空間法 [5] [6] を適用した例がある [7]．

そこでは，核非線形部分空間法を適用した際の識別性能は，

GMMを用いた際の識別性能に匹敵することが示されている．

音声による個人認証は，連続的な音声入力を仮定している．

しかし，GMMあるいは核非線形部分空間法では，これを単一

の音声認識問題の連続したものとして扱っている.

本研究では，音素の連続する軌跡の形状を比較するアプロー

チにより連続的な入力音声を積極的に利用し，さらに高性能な

認識系を構成することを目指す．

こうした話者認識装置において重要なのは音素の連続する軌

跡がどのような形状を取るかである．

本研究では，特徴抽出系として LPCケプストラムを用いる．

LPC ケプストラムは本来，音声認識のために開発された特徴

抽出系であり，個人性よりも音声信号の特徴を残している可能

性がある．各個人の同一音声が個人の別の音素より離れて分布

している可能性がある．つまり，各個人の音素の連続する軌跡

は非線形に絡み合って存在する可能性がある．軌跡の形状を正

確にモデル化できない場合には，他のカテゴリに誤認識してし

まう．

以上を踏まえて，本稿においては，非線形分布が存在し，連

続的な入力が仮定できる場合に強力な識別アルゴリズムとして

知られている核非線形相互部分空間法を用いることを提案する．

以下，2.では，非線形,連続分布条件下での話者認識アルゴリ

ズムを提案する. また，3.では XM2VTSデータベースを用い

た実験により提案手法の有効性を示す. さらに，4.ではまとめ

と今後の課題である.

2. 核非線形相互部分空間法

2. 1 相互部分空間法

相互部分空間法（Mutual Subspace Method,以下MSM) [8]

[9] は，認識対象の入力として複数データが利用できる場合に

適用され，入力ベクトル集合も主成分分析を用いて部分空間で

表現し，テンプレートの部分空間との間の角度を類似度として

識別を行う．この角度に基づいた識別は正準角の概念を用いる．

2つの部分空間 V, W のなす正準角 θ の余弦は，次のように

計算される [8]．

テンプレートの部分空間を V，入力された時系列データに対

する部分空間をW とする．V の部分空間の次元をM，W の部

分空間の次元をN とし，φm(m = 1, · · · , M), ψi(i = 1, · · · , N)

を各部分空間 V, W における正規直交基底ベクトルとする．次

いで，式 (1)で表される行列X の固有値問題を解き，その最大

固有値を第 1正準角に対応する類似度 Smutual とする．また，

N <= M(1 <= i, j <= N)とする．

ここで，

X = (xij) (1)

xij =

M∑
m=1

(ψi · φm)(φm · ψj) (2)

とおくと，

XU = ΛU (3)

となる. ここで U は X の固有ベクトル，λmax は固有値 Λの

最大値である. 故に，第 1正準角に対応する類似度 Smutual は，

Smutual(V, W ) = λmax = cos2 θ (4)

となる．

さらに，式 (1)の固有値問題の第 j 固有値を第 j 正準角に対

応する類似度として扱うことができる [10]．

MSMでは，学習データと入力データの変動の少ない統計量

同士を比較することになり，扱う対象に非線形性がない場合に

は強力な物体認識手法になる．

2. 2 核非線形相互部分空間法

前節で導入した MSM は，扱う対象に非線形性がある場合

には，十分な精度を達成できないという問題がある．このよ

うな非線形性の問題を解決するために，坂野らによって相互部

分空間法と核非線形主成分分析 (Kernel Principal Component

Analysis，以下 KPCA) [11]を融合した核非線形相互部分空間

法 [12](Kernel Mutual Subspace Method, 以下 KMS) が提案

されている．

Schölkopfにより提案された強力な非線形PCAであるKPCA

2



では，非線形な関数表現を考えるために関数空間（注1）への非線

形写像

Ψ : Rn → F , ~x → ~X (5)

を考える．ただし，F は極めて高次元もしくは無限次元の関数
空間である．

次のm×m行列

Kij = (Ψ(~xi) ·Ψ(~xj)) (6)

を定義し，

mλα = αK (7)

なる固有値問題を解き，特異値分解の公式に従い，

V =
1

λ
αΨ(~x) (8)

の形で基底ベクトルを計算する．Ψ(·)の選択のためには，Mercer

の条件

k(~x, ~y) = (Ψ(~x) ·Ψ(~y)) (9)

を満たすような写像を選ぶ．このような写像が選択できた場合

には，Ψ(~x) ·Ψ(~y)は単に関数 k(~x, ~y)を計算することに帰着さ

れる．これより，

V ·Ψ(~x) =
1

λ

m∑
i=1

αik(~xi, ~x) (10)

のようになり，高次元の固有ベクトル V をあらわに求めないで

も，その写像を計算できるようになる．

KMSでは，辞書側と入力側の部分空間の角度を類似度とし

て扱う．ここで，V を辞書側部分空間の基底ベクトル，W を

入力側部分空間の基底ベクトルとする. V，W はそれぞれ辞書

側，入力側データから KPCAによって計算された部分空間の

基底ベクトルであり，ノルムが正規化されていると仮定すると，

辞書登録されたm個の音声群とm′ 個の入力された音声系列の

類似度は，(V ·W )の大きさで評価される．(V ·W )は F 上の
内積であるから，この値をあらわに有限の時間で計算すること

ができない．しかし，V, W を

V =

m∑
i=1

αiΨ(~xi) (11)

W =

m′∑
j=1

α′jΨ(~x′j) (12)

と表現することにより，(V ·W )の表式は

V ·W =

m∑
i=1

αiΨ(~xi) ·
m′∑
j=1

α′jΨ(~x′j) (13)

=

m∑
i=1

m′∑
j=1

αiα
′
j(Ψ(~xi) ·Ψ(~x′j)) (14)

（注1）：関数空間のベクトルについても有限次元のベクトル空間の記号・用語

(「行列」，転置の記号) を用いることとする．

となる．

ここで，式 (14)に式 (9)を代入すると，

V ·W =

m∑
i=1

m′∑
j=1

αiα
′
jk(~xi, ~x

′
j) (15)

となり，有限の時間で類似性が評価できることがわかる．実際

に類似度を評価するには式 (1)，(2)，(3)に式 (15)を代入すれ

ばよい．

3. 認 識 実 験

本節では, 音声による話者認識に KMS を用いた際の実験結

果を示す. 最初に実験系の概要を示し, 音声データの分布の様

子を調べ, 認識実験結果を報告する.

3. 1 実験系の概要

3. 1. 1 特 徴 抽 出

本研究で用いる話者認識装置では音声のうち有音のみを対象

とした．発話動作による連続的な音声情報を解析するためで

ある．

KMS は，データを部分空間で表現する際，サンプル数の 3

乗に比例する処理量を有する．また，認識時の類似度を計算す

る際には，すべての学習データ，認識対象データの間での核関

数を計算することになり，処理量が大きい．本研究では，計算

時間の発散を防ぐために, 学習データのサンプル数を削減する

ことにより処理量削減を行った. 具体的には，学習データに対

して k-平均法を行った際に求められるクラスタ中心を学習デー

タとして用いた [13]．

また，特徴抽出系として LPCケプストラムを用いた. LPC

ケプストラムは話者認識のための特徴抽出系として最も多く用

いられていることから話者認識装置で採用することとした.

この特徴抽出系と KMSを用いた個人認証方式の概要を図 1

に示す．

3. 1. 2 実験データ

実験データとして，大規模データベース XM2VTS [14]を使

用した．XM2VTSは 295人の被験者を一ヶ月間隔で 4回撮影

した (1 回ごとに 1 時期とし，合計 4 時期あるとする) データ

ベースである．発話した際の動画像 (顔画像と音声)が収録され

ている．

今回の実験データとして，40人分 (男性 26人，女性 14人，4

時期分)を用いた．本研究では，あらかじめ「0,1,2,3,4,5,6,7,8,9」

(英語)の 10個の数字を発話した際の音声のデータをシステム

に登録し，認証時に毎回数字の並びを変化させた数字列を

提示し，その数字を連続で読み上げることにより認証すると

いうテキスト提示型話者認識を想定している．そのため，学

習データは「0,1,2,3,4,5,6,7,8,9」(英語)の 10個の数字を連続

で読み上げたデータを 1 つのデータとし，テストデータは

「5,0,6,9,2,8,1,3,7,4」(英語)の 10個の数字を連続で読み上げた

データを 1つのデータとして評価した．そして，4時期中の 2

時期分を学習データ，テストデータとして用いた．また，残り

の 2時期分の学習データとテストデータに関しても実験を行っ

た．ただし，学習データとテストデータの選択に関して，同一

3



LPC

LPC

図 1 実験系の概要

時期のデータを選んでいない．2回実験を行い，2回分をあわせ

て実験結果としている．1時期につき同じテキストを 2回発話

しているので 1回の実験につき学習データは 1人あたり 4デー

タ，テストデータは 1人あたり 4データを用いた．結局 2回の

実験でテストデータとして 40×4×2=320データを用いた．

1人あたり 4データ (あわせて 16秒前後)を用いて辞書部分

空間を表現し，1人あたり 1データずつ (4秒前後)を用いて入

力部分空間を表現した．

発話区間抽出では，実験で使用するフレームを選択する．実

験で使用するフレームとして，音声波形の有音に対応するフ

レームのみを手動で切り出した結果を用いた．その後，線形予

測分析を行い LPCケプストラムを算出し，特徴ベクトルとし

て用いた．

実験諸元を表 1に示す．

表 1 実 験 諸 元

サンプリング周波数 32[kHz]

フレーム長 32[ms]

フレーム周期 8[ms]

特徴抽出 LPC ケプストラム

LPC ケプストラム次元数 24

3. 2 実 験 結 果

3. 2. 1 音声データの分布

線形主成分分析により特徴ベクトルを 2次元に写像すること

で音声データの分布の様子について調べた．

図 2は「3」(three)を発話した音声データ 1人分を線形主成

分分析により 2次元に写像した結果である．散布図の x軸，y

軸がそれぞれ第 1，第 2主成分に対応している．テストデータ

を+印，全テストデータの平均値を黒四角で示した．発話する

ことによる軌跡の概形を実線で示した．

図 2 線形主成分分析による音声データの分布の散布図

この散布図において，音声データは，混合ガウス分布とも湾

曲構造とも認識できる分布をしていることがわかる．「3」を発

話する際の軌跡に着目すると，一本の湾曲した軸上を移動する
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ことがわかる．

さらに，データの重心の周りにはサンプルが少ないことより，

この分布は非線形構造を持つと考えられる．

LPCケプストラムは本来,音声認識のために開発された特徴

抽出系であり, 個人性よりも音声信号の特徴を残している可能

性がある. つまり, 各個人の同一音声が個人の別の音素より離

れて分布している可能性がある．そのため，他人の同じ数字の

分布についても同様の非線形構造を取ると考えられる．

3. 2. 2 識 別 結 果

音声に関して，KMSを適用することの有効性を確認するた

めに，話者認識において広く用いられているGMMとの比較を

行った．

KMSについては大幅な処理時間の削減と部分空間次元数に

よらず安定した識別率を得ることを考慮して，学習サンプル

を 80%削減した．GMMについてはサンプル削減を行わない．

GMMは複数の入力を仮定した方法ではないため，複数回の認

識処理の類似度の平均を類似度として用いた. KMSは第 1正準

角から第 10正準角まで考慮した類似度の平均を類似度とした．

核関数として，ガウス型動径基底関数

k(~x, ~y) = exp

(
−||~x− ~y||2

2σ2

)
(16)

を用い，予備実験により適切と思われる σ を設定した．

識別結果を表 2に示す．テストデータ数を考慮すると，KMS

が GMM より高い識別性能を示すことがわかる．また，図 3

に照合精度特性 (Receiver Operating Characteristic Curve,

以下 ROC 曲線) を示す．図において横軸が FRR(False Re-

ject Rate)，縦軸が FAR(False Accept Rate) を表す．図 3よ

り KMSが GMMと比較して高い識別性能を示すことが確認で

きた．

図 4に累積識別精度特性 (Cumulative Match Characteristic

Curve) を示す．図において，縦軸が累積識別率 (Cumulative

Match Rate, 以下 CMR)，横軸が順位を表す．この図より，

KMSは GMMと比較して高い CMRを示すことがわかる．ま

た，KMSを用いて誤識別した場合においても識別候補の上位

に本人が判定される．つまり，唇動作などの他のモダリティと

統合した場合にもKMSはGMMより高精度化できる可能性が

あると考えられる.

表 2 識 別 結 果

識別手法 KMS GMM

識別率（%） 83.8 80.0

σ 0.7 -

辞書次元数 13 -

入力次元数 10 -

3. 2. 3 考 察

今回の実験において，KMSが GMMより高い識別性能を示

した理由について考察する．

KPCA により特徴ベクトルを 2 次元に写像することで音声

データの分布の様子について調べた．
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図 4 累積識別精度特性

図 5は図 2と同一の音声データ 1人分 (「3」)を KPCAに

より 2次元に写像した結果である．散布図の x軸，y軸がそれ

ぞれ第 1，第 2主成分に対応している．テストデータを+印で

示した．核関数として，ガウス型動径基底関数を用い，図は，

σ = 0.1の結果である．

核関数の式 (16)を見てもわかるように σ が小さいときには

関数が鋭くなり，複雑な分布を近似できる．図 5より，今回は

σ が非常に小さい値で線形性を示すことがわかる．つまり音声

データは，非常に強い非線形性を示していることがわかる. こ

の結果は，英語の音素は 44個あるため，音声データとして取

りえる状態が多く，複雑な分布になると考えられることとも一

致する．

GMMを用いる場合，複雑な分布を表現するためには，混合

数を大きくする必要がある．混合数が大きい場合，多くの学習

データが必要となる．学習データが十分でない場合は，過学習

を起こしてしまい，精度低下につながる．

それに対して，KMSを用いる場合，音素の連続する軌跡の

形状を核関数のパラメータを調整して扱うため，多少学習デー

タが少なくても複雑な分布を表現できると考えられる．

そこで，KMSに関してサンプル削減量と識別率の関係につ

いて調べた．結果を図 6に示す．縦軸が識別率，横軸がもとの

サンプル数に対するサンプル削減数の割合を表す．90%のサン
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プルを削減した場合においてもほとんど識別率が低下していな

いことがわかる．

多少学習データが少なくても複雑な分布を表現できることは，

図 6および 80%のサンプルを削減し残り 20%のサンプルのみ

を用いて実験した KMSの識別性能がサンプルを削減しないで

実験した GMMの識別性能より高いことからわかる．

以上より，今回の実験においては，KMSが GMMより高い

識別性能を示したと考えられる．
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図 5 核非線形主成分分析による音声データの分布の散布図
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4. む す び

テキスト提示型話者認識に適用可能な音声による話者識別の

アルゴリズムを提案した．

発話時における音声が，音声空間において非線形性を示すこ

とを実験的に確認した．この結果を踏まえて音声による個人認

証に KMSを適用した．識別実験の結果より，提案手法が有効

である可能性を示した．

さらに，より大規模なデータで再検証を行い，KMSを用い

ることの有効性を確認していく予定である．

我々は，唇動作に関しても非線形性の存在を実験的に確認し

ている．それを踏まえて，唇動作による話者認識のアルゴリズ

ムとして KMS を適用することの有効性を確認している [15]．

今後は，音声，唇動作の 2つのモダリティを用いた多重バイオ

メトリックシステムの構築および精度向上に関する検討を進め

ていく予定である．MIRU2006において，音声，唇動作の 2つ

のモダリティを用いた多重バイオメトリックシステムについて

発表する予定である [16]．
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Abstract In this paper, we discuss on Multi-port Eigenspace Method [1], [2], an supervised manifold learning of

pose parameters. This method is based on BPLP [3], [4], a method of intensity interpolation, and operates a linear

mapping of projection to a subspace as a regression to a group. First we describe the method, and show that the

important part of it is a least norm solution of a system of equations. Then we illustrate the projection by the

system, and the effect of the number of learning samples.
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1. は じ め に

画像に写る物体の姿勢パラメータ推定はコンピュータビジョ

ンの重要な問題として多くの研究がなされている。その多くは

既知形状の剛体を仮定し、運動や投影の解析的モデルを採用し

て最適化問題を解くものである。それに対して村瀬ら [5], [6]の

パラメトリック固有空間法は、形状や投影を仮定せず、連続的

に変化するパラメータ列とそれに付随する画像系列を学習セッ

トとし、その画像列が固有空間中に描く軌跡（多様体）を認識

に用いる、いわばパターン認識的姿勢推定問題を提起した。

多様体を描く非線形性の強い画像列のようなデータを扱う手

法は、現在二つある。一つは非線形主成分分析 (kernel PCA,

kPCA) [7], [8] などのカーネルトリックを利用した手法である。

もう一つは、多様体を低次元に展開する多様体学習 (manifold

learning) [9]である。前者は直感的な主成分方向が得られない

のに対して、後者は主観的に意味のありそうな低次元の軸を見

つけることができるとされている。どちらも主な目的は教師な

しのデータ解析である。

パラメトリック固有空間法が扱うのは教師付き問題や回帰

である。しかし、カーネルトリックを用いたものには SVM回

帰 [10]などの回帰手法が提案されているのに対し、多様体学習

で教師付き問題を扱っているものはほとんどない。多様体学習

の火付け役となった LLE(Locally Linear Embedding) [11] や

Isomap [12]は、もともと主成分分析 (PCA, Principal Compo-

nent Analysis)や多次元尺度構成法 (MDS, Multidimensional

Scaling) が非線形データに対処できない問題に対して提案さ
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れた教師なし学習である。その後も Hessian Eigenmap [13],

Laplacian eigenmap [14]などが出現しているが、やはり非線形

データである多様体を扱う教師なし学習法である。

本稿で議論する内容は、パラメトリック固有空間法と同様

に、多様体を扱う教師付き問題としての姿勢パラメータ推定

手法「マルチポート固有空間法」である。これは欠損画素の

輝度値を推定して画像を補間する BPLP(Back Projection for

Lost Pixels) [3], [4]を基に、2000年に天野が提案 [1]し、その

後 EbC(Estimation-by-Completion)法 [2]として整理された。

この手法（以下本手法）は次のような性質を持つ。

まず、数直線への回帰ではなく、群の元への回帰問題を扱う

ことである。通常の回帰問題は

y = f(x),x ∈ RN , y ∈ R

という形式である。しかし姿勢パラメータは、1軸回転なら S1

（3 次元の回転であれば SO(3)）で表される回転群への回帰で

あり、

y = f(x),x ∈ C ↪→ RN , y ∈ S1

という形式になる。ここで C はRN に埋め込まれた多様体であ

り、↪→は埋め込みを表す。多様体と群の対応を見つけ出す手法
には、Gongら [15]によって提案された APD (Anchor Points

Diffusion)がある。しかし APDは semi-supervised の多様体

学習であり、推定された対応関係では位相が保存されないため、

回帰問題を扱うには不向きである。

次に、空間への投影という線形計算で推定できることであ

る。一般に部分空間を用いた認識では、未知サンプルを部分空

間に投影するため、線形計算というメリットがある。しかし、

パラメトリック固有空間法のパラメータ推定にはスプライン

曲線との最近傍探索が必要になってしまう。また多様体学習の

多くは、学習サンプルによる多様体を表現するための手法で

あり、未知サンプルが与えられた場合には基本的には再計算を

行わなければならない。最近になって、再計算をせず逐次的に

学習した多様体を更新する手法 [16], [17] も提案されてはいる

が、更新の必要がない未知サンプル識別ということは考慮され

ていない。未知サンプルと学習された多様体の関係を指摘し

た Heら [18]は、線形計算を用いた教師なし多様体学習である

NPE (Neighborbood Preserving Embedding)を提案している

が、回帰問題を扱うものではない。本手法は部分空間への投影

を用いた線形計算で回帰問題を扱うものである。

図 1に、1軸回転の場合の本手法の概念図を示す。この場合

推定パラメータは回転角度 φの 1パラメータだけであり、これ

はある 2次元平面上の単位円周 S1 上の点で表されるとみなす

ことができる。本手法は、画像列がなす多様体 C から S1 への

線形写像を求めるものである。

本稿ではマルチポート固有空間法について議論するものであ

り、[2]の補遺にあたるものである。以下 2節ではマルチポート

固有空間法を説明し、3節では本手法の主要部分は連立方程式

による最小ノルム推定であることを示す。4節では図 1 で示し

たような平面への投影がどのようなものかを説明し、5節では

図 1 1 パラメータの場合のマルチポート固有空間法の概念図

学習のサンプル数の影響について述べる。

2. 手法の概要

ここではマルチポート固有空間法の概要について述べること

にする。

2. 1 問 題 設 定

ある nin次元入力ベクトルxinが、それに付随するパラメータ

φとともに与えられたとき、そのパラメータを表す nout 次元出

力ベクトル xout を考える。ここで xin は角度 φ ∈ S1 = [0, 2π)

の方向から撮影された学習画像であり、座標 i(i = 1, . . . , nin)

の輝度値を xin[i] とするベクトルである。また xout は角度 φ

の位相を持つ正弦波（注1）であり、以下の式で表される。

xout[i] = K sin(ωi − φ) + offset (1)

ここで i = 1, . . . , nout である。

この xout を xin に対するトラック情報と呼ぶ。xout と xin

を対にして固有空間を生成し、xin のみからトラック情報であ

る xout を BPLPにより推定（復元）することがマルチポート

固有空間法である。

2. 2 固有空間の学習

次に学習について説明する。入力ベクトル xin とトラック情

報 xout を対にしたベクトル

x =

(
xin

xout

)
(2)

を一つの n次元学習ベクトル (n = nin + nout)として考え、M

個の学習ベクトル {x1,x2, . . . ,xM}から固有空間 E を生成す

る（詳細は省略）。

この固有空間 E の第 i 固有ベクトルを ei(i = 1, 2, . . . , M)

とすると、学習ベクトルと同様に

ei =

(
ein

i

eout
i

)
(3)

と分解できる。

（注1）：周波数は ω = k
nout π とし、通常は k = 2 つまり出力ベクトルの長さ

が波長になるものを用いるが、k = 1 などでもよい。
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ここで固有空間 E を表す以下の n × M ′ 行列 E （ここで

M ′ <= M）を考える。

E = (e1 e2 . . . eM′) (4)

すると、同様に

E =

(
Ein

Eout

)
(5)

と分解できる。ここで、Einは nin×M ′行列、Eoutは nout×M ′

行列である。

2. 3 パラメータの推定

新たな未知データ xin が与えられると、BPLPより

x∗ = E(ET ΣinE)−1ET Σin

(
xin

0

)
(6)

によって復元データ x∗ が得られる。ここで

Σin =

(
Inin 0

0 0

)
(7)

は n × n行列であり、Inin は nin 次元の単位行列である。

ここで式 (6)を以下のように変形する。

x∗ = E(ET ΣinE)−1ET Σin(xin0) (8)

= E(ET ΣinΣinE)−1EinT
xin (9)

= E(ET ΣinT
ΣinE)−1EinT

xin (10)

= E((ΣinE)T (ΣinE))−1EinT
xin (11)

= E

(
Ein

0

)T (
Ein

0

)−1

EinT
xin (12)

= E(EinT
Ein)−1EinT

xin (13)

さらに、x∗ のうちトラック情報部分を抽出する n × n行列

Σout =

(
0 0

0 Inout

)
(14)

を定義する。すると、

x∗ =

(
xin∗

xout∗

)
(15)

と分解できるので、

xout∗ = Σoutx∗ (16)

= ΣoutE(EinT
Ein)−1EinT

xin (17)

= (ΣoutE)(EinT
Ein)−1EinT

xin (18)

= Eout(EinT
Ein)−1EinT

xin (19)

とトラック情報の推定値 xout∗ が得られる。

2. 4 位相の推定

トラック情報の推定値ベクトル

xout∗ = (xout∗[0],xout∗[1], . . . ,xout∗[nout − 1])T (20)

が得られたとき、次のスカラー量 S, C を定義する。

S =

nout−1∑
i=0

xout∗[i] sin iω (21)

C =

nout−1∑
i=0

xout∗[i] cos iω (22)

すると、位相 φは次式で求めることができる。

φ = tan−1
(

C

S

)
(23)

詳細は付録 1.節を参照。

2. 5 内積による位相推定

前項で示した方法は、一旦 xout を推定してから A, B を計算

するものであった。ここでは、xin から直接 A, B を計算する方

法を示す。

まずベクトル

s = (sin 0, sin ω, sin 2ω, . . . , sin((nout − 1)ω))T (24)

c = (cos 0, cos ω, cos 2ω, . . . , cos((nout − 1)ω))T (25)

を定義する。すると、式 (21),(22)を変形して

S =

nout−1∑
i=0

xout∗[i] sin iω (26)

= sTxout∗ (27)

= sT Eout(EinT
Ein)−1EinT

xin (28)

= s′Txin (29)

ここで s′T = sT Eout(EinT
Ein)−1EinT

とする。同様に

C =

nout−1∑
i=0

xout∗[i] cos iω (30)

= cTxout∗ (31)

= cT Eout(EinT
Ein)−1EinT

xin (32)

= c′Txin (33)

ここで c′T = cT Eout(EinT
Ein)−1EinT

とする。

s′, c′ はともに nin 次元のベクトルであり、入力された未知

データ xin と s′, c′ の内積をとることで S, C が計算できること

になる。s′, c′ は未知データに依存せず、固有空間を求めた時

点であらかじめ計算しておけるので、未知の入力 xin が変わっ

ても内積だけで計算が可能である。

2. 6 複数パラメータの推定

上記のように、角度 φ だけでなく位置 x, y などの他のパラ

メータも同時に推定するためには、それらに対応するトラック

情報を付加する。

つまり
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x =


xin

xout

xout2

xout3

 (34)

として学習し、推定はそれぞれのパラメータで別々に行う。導

出の詳細と実際の推定実験結果は [2]を参照。

このように、一つのパラメータ (single port)だけでなく、複

数のパラメータ (multi-port)を推定するため、マルチポート固

有空間法と呼ぶ。

3. 連立方程式の最小ノルム推定について

式 (19)は線型方程式であり、

xout∗ = Axin (35)

と書き直すことができる。つまり、この行列 Aを推定すればよ

いことになる。ここでは、連立方程式の Aを推定することが式

(19)と等価であることを（条件付で）示す。つまり本手法は、

Zout = [xout
1,x

out
2, . . . ,x

out
M ] (36)

Z in = [xin
1,x

in
2, . . . ,x

in
M ] (37)

を与えて、

Zout = AZin, A = [a1,a2, . . . ,anout ]T (38)

を満たす nout × nin の行列 Aを求めることと同じである。こ

こで各 aj は nin 次元の列ベクトルである。

まず列ベクトルを並べた行列 Zout の行を取り

Zout ≡ [zout
1 ,zout

2 , . . . , zout
nout ]

T (39)

とする。すると式 (38)の j 行目は

zout
j

T
= aT

j Z in (40)

zout
j = Z inT

aj (41)

となる。ここで最小ノルム型一般逆行列を用いると

aj = Z in(Z inT
Z in)−1zout

j (42)

と表せる。したがって、

[a1 a2 · · · ] = Z in(Z inT
Z in)−1[zout

1 zout
2 · · · ] (43)

AT = Z in(Z inT
Z in)−1ZoutT

(44)

A = Zout(Z inT
Z in)−T Z inT

(45)

となる。

ここで

Z =

[
Z in

Zout

]
(46)

なる行列 Z を考える。これを特異値分解して

Z = EDV T (47)

とすると、式 (5)と同様に

E =

(
Ein

Eout

)
(48)

と書けるので、

Z in = EinDV T (49)

Zout = EoutDV T (50)

となる。これを式 (45)へ代入すると、

A = EoutDV T(
(EinDV T )T EinDV T

)−T
(EinDV T )T (51)

= EoutDV T(
(DV T )−1(EinT

Ein)−1(V DT )−1
)T

V DT EinT
(52)

= EoutDV T

(V T D)−T (EinT
Ein)−T (DT V )−T V DT EinT

(53)

= Eout(EinT
Ein)−1EinT

(54)

したがって、これは式 (19)と同等であり、本手法は入力と出

力のベクトルをノルム最小の線形関係で結びつけるものに等し

い。ただし上記の議論では、M = M ′ > nin > nout、つまり次

元削減がなくサンプル数が入力次元より大きいことを仮定して

いる。

計算コストの比較は [2]を参照。

4. 平面への投影について

前節で示したように、本手法の主要部分は連立方程式であり、

また付録に示すように、複素平面上（もっと一般に R2 平面）

の単位円への投影と見ることができる。ここでは、連立方程式

とそのような投影との関係を、見通しをよくするために 1軸回

転の姿勢パラメータ推定に議論を絞り、本手法の単位円への写

像がどのようなものかを説明する。

式 (38)より、入出力関係は

xout
i =



aT
1 x

in
i

aT
2 x

in
i

...

aT
j x

in
i

...

aT
noutx

in
i


(55)

である。ここで本手法では、トラック情報 xout
i は与えられた

パラメータに対応する位相 φi をもつ周期 ω の正弦波であるの

で、以下のようなベクトルである。
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xout
i =

(
sin(ω − φi), sin(2ω − φi), . . . ,

sin(jω − φi), . . . , sin(Nω − φi)
)T

(56)

=

(
sin

(
1

N
π − φi

)
, sin

(
2

N
π − φi

)
, . . . ,

sin
(

j

N
π − φi

)
, . . . , sin

(
N

N
π − φi

))T

(57)

ただし情報トラックの長さ nout が半周期分になるような周期

ω = π
nout を考え、見易さのため N = nout とおく。

すると、式 (55)の j 行に注目すると

aT
j x

in
i = sin

(
j

N
π − φi

)
(58)

である。これは平面の方程式とみなすことができる。すなわち、

法線が aj で、原点からの距離が sin
(

j
N

π − φi

)
である超平面

が、点 xin
i を通る（もしくはその超平面上に xin

i が乗ってい

る）ことを意味する。（注2）

同様に式 (55) のすべての行を考えると、法線がそれぞれ

a1, . . . ,aN である超平面がすべて点 xin
i を通り、それぞれの

超平面の原点からの距離が sin
(

1
N

π − φi

)
, . . . , sin

(
N
N

π − φi

)
である。

また出力の次元は入力の次元よりも小さい（nin > nout = N）

ため、高々rank(A) = N である。1軸回転の姿勢パラメータ推

定の場合、出力は R2 上の単位円と考えられるため、実際には

rank(A) = 2 である。つまり各法線ベクトル a1, . . . ,aN のう

ち 2つが独立である。

4. 1 N = 2の場合

N = 2、つまり情報トラックのベクトルの要素が 2の場合、

以下のようになる。

aT
1 x

in
i = sin

(
1

2
π − φi

)
= cos φi (59)

aT
2 x

in
i = sin

(
2

2
π − φi

)
= sin φi (60)

すなわち、行列 Aによって点 xin は法線 a1,a2 が張る平面

に投影される（図 2参照）。また原点からの距離が sin φi, cos φi

であるため、二つの平面は直交する（つまり a1 ⊥ a2）。

4. 2 N > 2の場合

N > 2、つまり情報トラックのベクトルの要素が 2より大き

くても、1軸回転のパラメータだけであれば、図 3のようにな

る。つまり行列 Aによって、点 xin は法線 a1, . . . ,aN が張る

2次元平面（rank(A) = 2)なので）に投影される。また xin を

通る平面群は、原点からの距離が sin に従うため、それぞれ等

角度 π
N
で交わる。

4. 3 内積をとった場合

2. 5節において、出力トラック情報ベクトルと s, cとの内積

について述べた。これは N > 2の場合に出力を S, C の 2要素

にする操作であるが、前項と同様に解釈することができる。

まず s, cを以下のようにとる。

（注2）：距離が負になる場合には、法線ベクトルが逆を向くと考えればよい。

図 2 N = 2 の場合

図 3 N > 2 の場合

s =

(
sin

1

N
π, sin

2

N
π, . . . , sin

N

N
π

)T

(61)

c =

(
cos

1

N
π, cos

2

N
π, . . . , cos

N

N
π

)T

(62)

これを式 (55)の両辺にかける。sの場合、まず左辺は

sTxout
i =

N∑
j

sin
j

N
π sin

(
j

N
π − φi

)
(63)

=
1

2

N∑
j

{
cos

(
2j

N
π − φi

)
− cos φi

}
(64)

= −N

2
cos φi (65)

となり、右辺は

sT



aT
1 x

in
i

aT
2 x

in
i

...

aT
j x

in
i

...

aT
noutx

in
i


=

N∑
j

{
sin

j

N
π(aT

j x
in

i)
}

(66)

=

(
N∑
j

sin
j

N
πaT

j

)
xin

i (67)

したがって、
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(
N∑
j

sin
j

N
π aT

j

)
xin

i = −N

2
cos φi (68)

となる。これは、a1, . . . ,aN の sinによる重み付け和を法線と

し、原点からの距離が N
2

cos φi である平面が点 xin を通るこ

とを意味する。

cの場合も同様にすると、(
N∑
j

cos
j

N
π aT

j

)
xin

i = −N

2
sin φi (69)

が得られる。

式 (68) と式 (69)のうち、重み付け法線部分をそれぞれ ¸,˛

とおいてこれらの式を書き直すと、以下の式が得られる。

¸Txin = sin φi, ˛Txin = cos φi (70)

これは N = 2 の場合における式 (59)、式 (60) と同じ形式で

ある。

つまり、N > 2の場合であっても、s, cとの内積をとること

によって N = 2と同様の平面への投影を得ている。

5. サンプル数と線形写像の学習について

前節までで、本手法の主要部分は線形連立方程式の最小ノル

ム推定であり、推定されたその線形写像が画像列がなす多様体

上の点を 2次元平面上の単位円に写像することを説明した。こ

こでは、実際にそのような写像が得られるのかどうかを、次元

とサンプル数の点から説明する。

本手法の入出力を関係づける式 (38)は

[xout
1, . . . ,x

out
M ] =


aT

1

...

aT
nout

 [xin
1, . . . ,x

in
M ] (71)

であるが、一部分だけに注目すると

xout
i = aT

j x
in

i (72)

である。ここで未知数は nin 次元ベクトル aj なので、式が nin

あれば一意に決まる。しかし i = 1, . . . , M なので、M < nin

ならば式 (71)を満たす無数の解が存在する。

つまり、学習サンプル数M が、入力画像の次元 nin よりも

小さい場合、学習セットを完全に記述する行列 Aが存在し、こ

の行列により学習画像の多様体上のサンプル点は厳密に 2次元

平面上の単位円に投影される。

学習サンプル数M が、入力画像の次元 nin よりも大きい場

合、学習画像は厳密には 2次元平面上の単位円周上には写像さ

れず、その付近に（最小二乗の意味で）投影される。

[2] の実験に用いている COIL-20 [19] は、画像サイズが

nin = 128 × 128 であり、サンプル数は M = 72 枚なので、

十分に上記の条件を満たしている。しかし、学習画像は単位円

に厳密に投影できてはいるが、学習セットにない未知サンプル

を投影した場合に単位円周上に乗るという保証はない。ただし

ある条件が満たされる場合には、単位円周上に乗り未知サンプ

ルの推定が行われる（ [2]参照）。

(a) (b)

図 4 サンプル数と学習される投影の関係。(a) M < nin の場合。(b)

M > nin の場合。

6. お わ り に

本稿では、線形写像によって多様体の教師付き学習をおこな

うマルチポート固有空間法について議論した。

本稿での内容をまとめると、以下のようになる。

• マルチポート固有空間法は学習時の入出力ベクトルを連

結して固有空間による学習を行い（2. 2 節）、BPLP により推

定を行う（2. 3節）ものである。出力ベクトルが冗長であって

も、ベクトルの内積により冗長さを除いている（2. 5節）。

• 本手法の処理は、学習時の入出力を線形写像で関係付け

た連立方程式の最小ノルム解推定に等しい（3.節）。

• 1軸回転パラメータの場合、付属する出力ベクトル（情報

トラック）を正弦波として定義しているため、線形写像によって

入力ベクトルは平面上の単位円周 S1 上に投影される（4.節）。

• 学習サンプル数M が入力画像の次元 nin よりも小さい

場合、線形写像 Aは無数に存在し、学習時の入力ベクトルは単

位円への投影は厳密にされる（5.節）。

本手法は、画像補間のための手法である BPLP [4]から出発

している。つまり、欠損画素の輝度値推定を出力ベクトルによ

るパラメータ推定に置き換えたものである。これが学習の入出

力ベクトルを連結するということと同じになっている。学習の

入出力ベクトルを連結するというアイデアは素朴なものであり、

Active Appearance Model [20]やEigen-points [21]などにも同

様のものが見られる。DCCA (Dynamic Coupled component

Analysis) [22] を提案した Torre らは、このようにして関係付

られた場合には一方から他方の推定は最適なものではないと指

摘している [22]。しかし、3. 節で述べたように、この考え方は

（次元を削減しなければ）連立方程式による推定と同じであり、

この意味では最適な推定になっていると思われる。逆に、出口

ら [23]～[25]は入出力を線形写像で結び付けており、こちらも

同様に素朴な考え方である。

次元を削減した場合にはどうなるだろうか。出口ら [24], [25]

は入出力を線形写像で直接関連付けた場合の学習能力とパラメ

トリック固有空間法に対して、本節と同様の議論を行っている。

それによると、固有空間による次元削減が汎化性能を向上させ

ているとされているが、本手法における学習の汎化性能も同様

に議論することができると思われる。また学習サンプル数と入
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力の次元についても、本稿と同じ議論がなされており [24], [25]、

学習サンプル数が入力の次元より小さい場合には（当然ながら）

無数の解が存在することを指摘している。

また [2]でも述べているが、式 (13)と式 (19)より、

xin∗
= Ein(EinT

Ein)−1EinT
xin ≡ Ein‚ (73)

xout∗ = Eout(EinT
Ein)−1EinT

xin ≡ Eout‚ (74)

である。つまり入力の最良近似係数 ‚ を用いて、出力を近似し

ていることになる。この考え方は Vetterらの Linear class [26]

に見られる。彼らは 3次元ベクトルに対して剛体変換を行って

も不変であることを利用しているものであるが、細井ら [27]は

2次元の固有画像に対して同様の処理を行っている。このまま

の形では、係数をそのまま用いるという考え方の有効性が見え

にくいが、本稿で示したように、「入力の最良近似係数を出力の

近似に用いる＝入出力を線形で結びつける＝入出力ベクトルを

連結して固有空間を作成する」という形で見通せると思われる。

最後に、画像もしくはベクトルの一部分（入力）から他の部

分（出力）を推定するという本手法の考え方は、もっと一般的

に扱えるということを指摘しておく。Iwamura ら [28] は文字

検出のために部分画像中の基点から特徴点への投票を行ってい

る。投票と連立方程式は異なる処理ではあるが、どちらも入出

力を関係付ける写像とみなすことで、共通した問題を解くこと

ができるかもしれない。

謝 辞

有益なコメントや議論をしていただいた新潟大学自然科学系

情報理工学系列 山田寛喜氏、九州大学大学院システム情報科学

研究院 内田誠一氏、広島大学大学院理学研究科数学専攻 田丸

博士氏に感謝致します。

文 献
[1] 天野敏之：マルチポート固有空間法による物体の位置・姿勢検出

— 数枚の画像相関からのパラメータ推定法の提案 —, 名古屋工
業大学電気情報工学科佐藤研究室 内部資料 (2000.6.27).

[2] 天野敏之, 玉木徹：Estimation-by-Completion: 3 次元物体の
線形姿勢推定手法, MIRU2006 (2006), in print.

[3] 天野敏之, 井口征士：固有空間照合法を用いた BPLP による画
像補間, MIRU2000, Vol. 1, pp. 217–222 (2000).

[4] 天野敏之, 佐藤幸男：固有空間法を用いたBPLPによる画像補間,

電子情報通信学会論文誌 D-II, Vol. J85-D-II, No. 3, pp. 457–

465 (2002), http://search.ieice.org/bin/summary.php?

id=j85-d2 3 457&category=D&year=2002&lang=J&abst=.

[5] 村瀬洋, シュリーナイヤー：2 次元照合による 3 次元
物体認識―パラメトリック固有空間法―, 電子情報通
信学会論文誌 DII, Vol. J77-D2, No. 11, pp. 2179–

2187 (1994), http://search.ieice.org/bin/summary.php?

id=j77-d2 11 2179&category=D&year=1994&lang=J&abst=.

[6] Murase, H. and Nayar, S. K.: Visual learning and recogni-

tion of 3-D objects from appearance, IJCV, Vol. 14, No. 1,

pp. 5–24 (1995), http://dx.doi.org/10.1007/BF01421486.

[7] Scholkopf, B., Smola, A. and Müller, K.-R.: Nonlinear Com-

ponent Analysis as a Kernel Eigenvalue Problem, Neu-

ral Computation, Vol. 10, pp. 1299–1319 (1998), http:

//neco.mitpress.org/cgi/content/abstract/10/5/1299.

[8] 坂野鋭ー：パターン認識における主成分分析―顔画像認識を例
として―, 統計数理, Vol. 49, No. 1, pp. 23–42 (2001), http:

//www.ism.ac.jp/editsec/toukei/pdf/49-1-023.pdf.

[9] Law, M.: Manifold Learning, online (accessed 2006.6.28),

http://www.cse.msu.edu/∼lawhiu/manifold/.

[10] Smola, A. J. and Schölkopf, B.: A Tutorial on Sup-

port Vector Regression, NeuroCOLT Technical Report

NC-TR-98-030, Royal Holloway College, University of

London, UK (1998), http://www.kernel-machines.org/

papers/tr-30-1998.ps.gz.

[11] Roweis, S. T. and Saul, L. K.: Nonlinear Dimensionality

Reduction by Locally Linear Embedding, Science, Vol. 290,

No. 5500, pp. 2323–2326 (2000), http://www.sciencemag.

org/cgi/content/abstract/290/5500/2323.

[12] Tenenbaum, J. B., Silva, de V. and Langford, J. C.: A

Global Geometric Framework for Nonlinear Dimensional-

ity Reduction, Science, Vol. 290, No. 5500, pp. 2319–

2323 (2000), http://www.sciencemag.org/cgi/content/

abstract/290/5500/2319.

[13] Donoho, D. L. and Grimes, C.: Hessian eigenmaps: Locally

linear embedding techniques for high-dimensional data,

PNAS, Vol. 100, No. 10, pp. 5591–5596 (2003), http:

//www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.1031596100.

[14] Belkin, M. and Niyogi, P.: Laplacian Eigenmaps for Di-

mensionality Reduction and Data Representation, Neural

Computation, Vol. 15, No. 6, pp. 1373–1396 (2003), http:

//people.cs.uchicago.edu/∼misha/paper1.pdf.

[15] Gong, H., Pan, C., Yang, Q., Lu, H. and Ma, S.: A Semi-

Supervised Framework for Mapping Data to the Intrin-

sic Manifold, ICCV2005, Vol. 1, pp. 98–105 (2005), http:

//doi.ieeecomputersociety.org/10.1109/ICCV.2005.18.

[16] Kouropteva, O., Okun, O. and Pietikäinen, M.: Incremen-
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付 録

1. 位相推定の原理

ここでは、式 (21)と式 (22)で推定される位相 φについて考

察する。

1. 1 連続の場合

まず離散的な定式化から一旦離れて、連続的な定式化につい

て見る。

まず式 (21)における xout を、要素の添字 iで表されるベク

トルではなく、時間 tの関数

xout(t) = K sin(ωt − φ) + D (A·1)

として考える。すると、

S =

∫ T

0

xout(t) sin ωt dt (A·2)

ここで T = 2π
ω
である。これを式変形すると、

S =

∫ T

0

xout(t) sin ωt dt (A·3)

= K

∫ T

0

sin(ωt − φ) sin ωt dt + D

∫ T

0

sin ωt dt (A·4)

=
−K

2

∫ T

0

cos(2ωt − φ) dt +
K

2

∫ T

0

cos φ dt (A·5)

=
−K

2

[
1

2ω
sin(2ωt − φ)

]T

0
+

K

2
cos φ [t]T0 (A·6)

=
−K

4ω
{sin(2ωT − φ) sin(−φ)} +

K

2
T cos φ (A·7)

=
−K

4ω
{sin(4π − φ) sin(−φ)} +

Kπ

ω
cos φ (A·8)

=
−K

4ω
{sin(−φ) sin(−φ)} +

Kπ

ω
cos φ (A·9)

=
Kπ

ω
cos φ (A·10)

C についても同様に

C =

∫ T

0

xout(t) cos ωt dt (A·11)

= K

∫ T

0

sin(ωt − φ) cos ωt dt

+ D

∫ T

0

cos ωt dt (A·12)

=
K

2

∫ T

0

sin(2ωt − φ) dt

+
K

2

∫ T

0

sin(−φ)t dt (A·13)

=
K

4ω
[cos(2ωt − φ)] +

K

2
sin φ [t]T0 (A·14)

=
K

4ω
{cos(4π − φ) − cos(φ)} +

Kπ

ω
sin φ (A·15)

=
K

4ω
{cos(φ) − cos(φ)} +

Kπ

ω
sin φ (A·16)

=
Kπ

ω
sin φ (A·17)

よって

C

S
=

sin φ

cos φ
= tan φ (A·18)

したがって

tan−1
(

C

S

)
= φ (A·19)

以上のように、位相 φが計算できることが分かる。

1. 2 複素フーリエ変換

S, C は実数なので、複素数 C + jS を考える。ここで j は虚

数単位である。いま、正弦波の周波数を ω0 とすると、

xout(t) = K sin(ω0t − φ) + D (A·20)

である。前項の計算式を用いると、

C + jS =

∫ T

0

xout(t) cos ω0t dt

+ j

∫ T

0

xout(t) sin ω0t dt (A·21)

=

∫ T

0

xout(t)(cos ω0 + j sin ω0t) dt (A·22)

=

∫ T

0

xout(t)e−jω0t dt (A·23)

これは xout(t) のフーリエ変換に他ならない。ここで x(t) の

フーリエ変換を F [x(t)](ω)とすると、

C + jS = F [xout(t)](ω0) (A·24)

である。また xout は周波数を ω0 しか持たないので、

F [xout(t)](ω) =

C + jS, ω = ω0

0, ω |= ω0

(A·25)

となる。

以上より、位相 φ = ∠(C + jS)、つまり複素数 C + jS の偏

角で表されている。
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1. 3 離散フーリエ変換

複素フーリエ変換と同様に、離散フーリエ変換も以下のよう

に考える。

S =

nout−1∑
k=0

xout[k] sin kω0 (A·26)

C =

nout−1∑
k=0

xout[k] cos kω0 (A·27)

より、

C + jS =

nout−1∑
k=0

xout[k] cos kω0

+ j

nout−1∑
k=0

xout[k] sin kω0 (A·28)

=

nout−1∑
k=0

{
xout[k] cos kω0

+ jxout[k] sin kω0

}
(A·29)

=

nout−1∑
k=0

xout[k](cos kω0 + j sin kω0) (A·30)

=

nout−1∑
k=0

xout[k]e−jkω0 (A·31)

=

nout−1∑
k=0

xout[k]e
−j

2πkn0
nout (A·32)

ここで ω0 = 2π n0
nout とおいた。また N = nout, xk = xout[k]

とおくと、

C + jS =

N−1∑
k=0

xke−j
2πkn0

N (A·33)

これは xk の離散フーリエ変換に他ならない。

ここで x[i]の離散フーリエ変換を F [x[i]](n)とすると、

C + jS = F [xout[i]](n0) (A·34)

である。また xout は周波数を ω0 しか持たないので、

F [xout[i]](n) =

C + jS, n = n0

0, n |= n0

(A·35)

となる。
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Abstract An planar area in the world is called a dominant plane, which corresponds to the largest part in an

image. Dominant plane detection is an essential task for autonomous navigation of a mobile robot equipped with

a vision system, since it is possible to assume that a mobile robot moves on the ground plane which corresponds

to the dominant plane. In this paper, we develop an algorithm to detect the dominant plane from a sequence of

images using optical flow and Independent Component Analysis. Optical flow is observed through an uncalibrated

camera mounted on a mobile robot. We show that optical flow is a linear combination of flows of a dominant plane

and obstacle areas. Therefore, ICA allows us to separate optical flow on the dominant plane and obstacle areas

from the observed optical flow. We present some experiments for dominant plane detection using a synthetic image

sequence and a real image sequence obtained by a mobile robot.

Key words Independent Component Analysis, Optical flow, Obstacle detection, Robot vision

1. Introduction

In this paper, we aim to develop an algorithm for obstacle

detection by applying Independent Component Analysis [7]

to optical flow observed by means of a vision sensor mounted

on a mobile robot.

Independent Component Analysis(ICA) is a statistical

technique for separating mixture signals. The mixture sig-

nals are observed as a linear combination of blind source

signals. It is assumed that the source signals are statistical

independent. Recently, ICA is used in the fields of image

analysis, such as texture analysis [8] [11] [17], face recogni-

tion [2] [13], natural image analysis [3] [6], and medical image

analysis [12] [18]. However, ICA is not so much used in time-

varying image processing, such as optical flow computed from

an image sequence.

Optical flow [1] [9] [14] is an apparent motion of the scene.

Additionally, optical flow can be obtained as a fundamen-

tal feature in the scene [19] comparing with a gray or color

value of an image. Therefore, the use of optical flow is

an appropriate method from the viewpoint of the affinity

between the robot and human being. Using optical flow,

algorithms for obstacle detection for robot navigation are

proposed [15] [5] [16]. Enkelmann [5] proposed an obstacle-

detection method using the model vectors from motion pa-

rameters. Santos-Victor and Sandini [16] also proposed an

obstacle-detection algorithm for a mobile robot using the in-

verse projection of optical flow to ground floor, assuming

that the motion of the camera system mounted on a robot is

pure translation with a uniform velocity. However, even if a

camera is mounted on a wheel-driven robot, the vision sen-

sor does not move with uniform velocity due to mechanical

errors of the robot and unevenness of the floor.

Optical flow can be assumed to be the mixture pattern ob-

served through a moving camera in an environment. There-

fore, ICA is suitable for the separation of optical flow. Our

algorithm detects obstacles and a ground plane from opti-

cal flow observed through a uncalibrated camera mounted

on a mobile robot by using ICA. First, optical flow is com-

puted from a pair of successive images observe through a

camera mounted on a mobile robot without any obstacles.

This optical flow is called planar flow. Next, optical flow in

the environment where obstacles exist and the planar flow is

used for input signals of ICA. Then, ICA outputs two opti-

cal flows as independent components. Our algorithm detects

obstacles and ground plane from these output optical flows.

In Section 2, we briefly present ICA, and we show that

separation of pixels in a scene applies ICA to flow vectors of

pixels. Section 3 presents an algorithm for the detection of

obstacles and a ground plane from optical flow. In Section
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4, we show experiments for the detection of obstacles using

a real image sequence observed by the camera mounted on

a mobile robot. we show the validity of own method for a

robot navigation.

2. Application of ICA to optical flow

ICA [7] is a statistical technique for the separation of orig-

inal signals from mixture signals. Assume that the mixture

signals x1(t) and x2(t) are expressed as a linear combination

of the original signals s1(t) and s2(t), that is,

x1(t) = a11s1(t) + a12s2(t), (1)

x2(t) = a21s1(t) + a22s2(t), (2)

where a11, a12, a21, and a22 are weight parameters of the lin-

ear combination. Using only the recorded signals x1(t) and

x2(t) as an input, ICA can estimate the original signals s1(t)

and s2(t) based on the statistical properties of these signals.

We apply ICA to optical flow observed by a camera

mounted on a mobile robot for detection of the feasible region

on which the robot can move. The optical-flow fields are suit-

able for the input signals to ICA, since optical flow observed

by the moving camera is expressed as the linear combina-

tion of the motion field of the ground plane and the other

objects, as shown in Fig1. Assuming that the motion field

of the ground plane and the other objects are spatially inde-

pendent components, ICA enables us to detect the ground

plane on which robot can moves. For each image in a se-

quence, we assume that optical flow vectors in the ground

plane corresponds to an independent component. as shown

in Fig.2.

3. Algorithm for obstacle detection from
image sequence

In this section, we develop an algorithm for the detection

of obstacles from the image sequence observed by a cam-

era mounted on a mobile robot. When the camera mounted

on the mobile robot moves on the ground plane, we obtain

successive images which include a ground plane area and

obstacles. Assuming that the camera is mounted on a mo-

bile robot, the camera moves parallel to the ground plane.

Since the computed optical flow from the successive images

describes the motion of the ground plane and obstacles on

the basis of the camera displacement, the difference between

these optical flow vectors enables us to detect the ground

plane area. The difference of optical flow is shown in Fig.3.

3. 1 Learning supervisor signal

First, we capture image sequence Î(x, y, t) at time t with-

out obstacles as shown in Fig.4 and compute optical flow

û(t) = ( dx
dt

, dy
dt

) as

û(t)⊤∇Î(x, y, t) + Ît = 0, (3)

Camera

Ground Plane

Obstacle

Camera Motion

Fig. 1 Top-left: Example of camera displacement and the envi-

ronment with obstacles. Top-right: Optical flow observed

through the moving camera. Bottom-left: The motion

field of the ground plane. Bottom-right: The motion field

of the other objects. Optical flow(top-right) is expressed

as the linear combination of bottom motion fields.

y

x

t0 t1 t2 t3 t4 t5 t

u(t0)

u(t1)

u(t5)

u(t2)

u(t3)

u(t4)

Fig. 2 Dominant vector detection in a sequence of images. u(ti)

corresponds to the dominant vector which defines the

ground plane at time ti.

where x and y are the pixel coordinates of a image. For the

detail of the computation of this equation, see [1] [9] [14].

After we compute optical flow û(t), frame t = 0 . . . n, we

create the supervisor signal û,

û =
1

n

n∑
t=0

û(t). (4)

3. 2 Ground plane detection using ICA

Next, we capture image sequence I(x, y, t) with obstacles

as shown in Fig.5 and compute optical flow u(t) in the same

way.

Optical flow u(t) and the supervisor signal û are used as

an input signal for ICA. Setting v1 and v2 to be the output

signals of ICA, v1 and v2 are ambiguity of the order of the

each components. We solve this problem using the difference

between the variance of the length of v1 and v2.
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Camera

Ground plane

Camera displacement T

Obstacle

Image Plane

T

T

Optical flow

Fig. 3 The difference of optical flow between the ground plane

and obstacles. If the camera moves in the distance T par-

allel to the ground plane, optical flow vector at the obsta-

cles area in the image plane shows that the obstacle moves

in the distance T , or optical flow vector at the ground

plane area in the image plane shows that the ground plane

moves in the distance T . Therefore, the camera observes

difference optical flow vector between the ground plane

and obstacles.

Camera

Ground Plane

Camera motion

Fig. 4 Captured image sequence without obstacles. Top: Exam-

ple of camera displacement and the environment without

obstacles. Bottom-left: An image of the ground plane

Î(x, y, t). Bottom-right: Computed optical flow û(t).

Setting l1 and l2 to be the length of v1 and v2,

lj =
√
v2

xj + v2
yj , (j = 1, 2) (5)

where vxj and vyj are arrays of x and y axis components of

output vj , respectively, the variance σ2
j are

σ2
j =

1

xy

∑
i∈xy

(lj(i) − l̄j)
2, l̄j =

1

xy

∑
i∈xy

lj(i), (6)

Camera

Ground Plane

Obstacle

Camera Motion

Fig. 5 Optical flow of the image sequence. Top: Example of

camera displacement and the environment with obstacles.

Bottom-left: An image of the ground plane and obstacles

I(x, y, t). Bottom-right: Computed optical flow u(t). In

a top-middle area, where exists the obstacle, the lengths

of optical flow vectors are longer than the flow vectors in

the other area.

where lj(i) is the ith data of the array lj . Since the motions

of the ground plane and obstacles in the image is different,

the output which expresses the obstacle-motion has larger

variance than the output which expresses the ground plane

motion. Therefore, if σ2
1 > σ2

2 , we detect ground plane using

output signal l as l = l1, else we use output signal l = l2.

Since the ground plane occupies the largest domain in the

image, we compute the distance between l and the median

of l. Setting m to be the median value of the elements in the

vector l, the distance d = (d(1), d(2), . . . , d(xy))⊤ is

d(i) = |l(i) − m|. (7)

We detect the area on which d(i) ≈ 0, as the ground plane.

3. 3 Procedure for obstacle detection

Our algorithm is summarized as follows. Learning phase

is,

（ 1） Robot moves on the ground plane in the small dis-

tance.

（ 2） Robot captures a image Î(u, v, t) of ground plane.

（ 3） Compute optical flow û(t) between the images

Î(u, v, t) and Î(u, v, t − 1).

（ 4） If time t > n, compute the supervisor signal û using
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Eq.(4). Else go to step 1.

Next, ground plane recognition phase is,

（ 1） Robot moves in the environment with obstacles in

the small distance.

（ 2） Robot captures a image I(u, v, t).

（ 3） Compute optical flow u(t) between the images

I(u, v, t) and I(u, v, t − 1).

（ 4） Input optical flow u(t) and the supervisor signal û

to ICA, and output the signal v1 and v2.

（ 5） Detect the ground plane using the algorithm Section

3.2.

Figure 6 shows the procedure for ground plane detection

using optical flow and ICA.

Create supervisor signal u

Compute optical flow u(t)

Input u and u(t) 

Output v1 and v2 

Detect ground plane

Fast ICA

Robot moves t=t+1 

Capture image I(x,y,t)

^

^

Compute optical flow u(t)

Robot moves t=t+1 

Capture image I(x,y,t)

^

t > n

no

yes

^

Learning phase Recognition phase

Fig. 6 Procedure for ground plane detection using optical flow

and ICA.

4. Experiment

We show experiment for the ground plane detection using

the procedure in Section 3.

First, the robot equipped with a single camera moves for-

ward with uniform velocity on the ground plane and capture

the image sequence without obstacles until n = 20. For

the computation of optical flow, we use the Lucas-Kanade

method with pyramids [4]. Using Eq.(4), we compute the su-

pervisor signal û. Figure 7 shows the captured image and

the computed supervisor signal û.

Next, the mobile robot moves on the ground plane toward

the obstacle, as shown in Fig.8. The captured image se-

quence and computed optical flow u(t) is shown in the first

and second rows in Fig.9, respectively. Optical flow u(t) and

supervisor signal û are used as an input signal for fast ICA.

We use the Fast ICA package for MATLAB [10] for the com-

putation of ICA. The result of ICA is shown in the third row

in Fig.9.

Figures10-12 show other experiment results. In Fig.10,

the mobile robot rotates in front of the obstacle. In Figs.11

and 12, we experiment using synthetic image sequence in a

Fig. 7 Left: Image sequence Î(x, y, t) of the ground plane. Right:

Optical flow û used for the supervisor signal.

Fig. 8 Experimental environment. The obstacle exists in front

of the mobile robot. The mobile robot moves toward the

obstacle.

simulated environment for the translational and rotational

motion.

5. Conclusion

We developed an algorithm for obstacle detection from a

sequence of images observed through a moving uncalibrated

camera. The use of the ICA for optical flow enables the

robot to detect a feasible region in which robot can move

without requiring camera calibration. These experimental

results support the application of our method to the nav-

igation and path planning of a mobile robot with a vision

system. For each image in a sequence, the ground plane

corresponds to an independent component. This relation

provides us a statistical definition of the ground plane.

The future work is autonomous robot navigation using

our algorithm of ground plane detection. If we project the

ground plane of the image plane onto the ground plane using

a camera configuration, the robot detects the movable region

in front of the robot in an environment. Since we can ob-
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Fig. 9 The first, second, third, and forth rows show observed image I(x, y, t), computed

optical flow u(t), output signal v(t), and image of the ground plane D(x, y, t),

respectively. In the image of the ground plane, the white areas are the ground

planes and the black areas are the obstacle areas. Starting from the left column,

t = 340, 359, 374, and 393.

Fig. 10 Rotational motion. Image sequence(left column), computed optical flow(middle

column), and detected obstacles(right column).

tain the sequence of the ground plane from optical flow, the

robot can move the ground plane in a space without collision

to obstacles.
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あらまし  本論文で著者らは固有空間法、ならびに部分空間法を階層的に利用することで、画像情報のみから人

工建造物の中を移動する自律型ロボットに必要な自己位置情報の推定を行っている． 全方位画像が得られた後、第

1 層で進行方向を推定し，次の層では環境のトポロジカルマップを利用し高域な範囲での自己位置を大まかに推定

する．さらに次の層においてより詳細な自己位置の推定を行うことで，自己位置を推定することが可能となる． 
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Hierarchical Self-Localization Method based on Subspace Method 
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Abstract  In this paper, we proposed the hierarchical self-localization method for an autonomous robot which has an 
omni-directional camera. Our proposal hierarchical architecture consists of two hierarchs. Upper one is designed to estimate a 
global position. In this hierarch, the accuracy of self-localization estimation is improved by using a probabilistic automaton 
based on a topological map. Lower one is designed to estimate a more detail position. In this hierarch, a probabilistic 
automaton is also applied to increase the capability of estimating a robot’s position. The experiment was carried out with a real 
robot - KITARO. 
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1. はじめに  

 
近年，自律型移動ロボットに関する研究が盛んに行

われ，今後もこの分野における発展は大いに期待され

ている．特に，日常の場で自律的に活動し，人に様々

なサービスを提供するロボットの開発が期待され，活

発に研究がなされている．著者等は自律型移動ロボッ

ト KITARO を作成し，人の身近な環境で動作し人とコ

ミュニケーションをとることができるシステムの構築

を目指している [1]．このような自律型移動ロボットが

自律動作を行うにあたり，自己位置推定に基づく経路

生成，自律移動の機能が必要である．  
一般に自律型移動ロボットには距離センサや視覚

センサが備えられ，それらの情報を利用し，組み合わ

せることで環境認識，環境地図生成，デッドレコニン

グ等を行い，自己位置推定，及び自律走行を実現する

[2-7]．文献 [3]では全方位ステレオ視とレーザーレンジ

ファインダから得られる時系列情報をセンサや環境の

特徴を考慮し統合を行い，環境地図を構成する手法，

ならびに自己移動量推定手法を提案している．しかし，

各センサの特徴を表すモデルは設計者の経験によるこ

とが大きく，あらゆる環境で利用可能なモデルを構築

することが困難である．そこで，環境が持つ多くの情

報，外壁の色等を一度に把握できる視覚センサから得

られる情報に基づく自己位置認識が注目されている

[2]．本論文では，特に全方位視覚センサから得られる

情報に着目した自己位置認識手法を提案する．視覚セ

ンサを用いた自己位置推定手法の一つに，環境内に一

意に識別可能な物体（ランドマーク）を用いる手法が

ある [9]．ランドマークを用いる手法は自己位置の算出

を簡便に，また精度良く行うことが可能である．しか

し，幾つかのランドマークは常に観測可能でなければ
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ならず，生活環境での利用を目的であるならば，人等

の動的な障害物により隠されると自己位置推定が困難

になること，ランドマークの設置等には多くのコスト

がかかることの問題が挙げられる．  
そこで，実際に動作する環境で得られた記憶画像の

みからの自己位置推定を実現する手法が注目されてい

る [10-12]．これらの手法には，固有空間法を用いて画

像情報を効率よく記憶し，照合を行うものが提案され

ている [10][11]．特に文献 [12]では全方位画像のパノラ

マ展開した後、その自己相関画像を用いて固有空間を

構成し自己位置推定を行うことで，全方位カメラの軸

周りの回転に対し不変な情報を抽出し自己位置認識に

用いている．しかし，自己相関画像は障害物の影響を

受けやすく，また自己位置として推定すべきパラメー

タにロボットの姿勢を含む際は姿勢推定のために別の

特徴を用いる必要がある．著者等も固有空間法を用い

た段階的な自己位置推定 [13]を提案している．提案手

法では，ロボットが移動する環境全体を大域的環境と

呼び，大域的環境を幾つかに分割し，それらの区間を

局所領域と呼ぶ．自己位置を推定する際には，最初に

姿勢推定のために構築された固有空間上で記憶画像と

入力画像を比較し，姿勢の推定を行う．その後どの局

所領域に存在するのかの推定を，各局所領域の記憶画

像により構成された部分空間との距離に基づき行う．

ここまでの処理を大域的自己位置推定と呼ぶ．その後，

局所領域の自己位置変化により得られる画像群により

構成された固有空間上で詳細な自己位置を推定する．

また，動的物体の映り込みによる画像の部分的な変化

に対応するため，全方位画像を幾つかの方向に分割し，

それぞれ自己位置推定を行いそれらの結果を統合する．

しかし，現時点での測定結果のみを用いて推定を行う

ため，時系列な情報や地図情報が付加されておらず，

ノイズ的な画像が入力されることにより不安定な動作

を示すことが確認されている．また，局所領域内の推

定で学習画像を取得する際，画像１枚１枚の世界座標

が既知である必要があり，画像取得に膨大なコストが

かかる．  
本論文では文献 [13]の手法に基づき，確率オートマ

トン [14]を用いることで大域的環境においてそれぞれ

の局所領域間が持つ位相関係，及び時系列情報を反映

した自己位置推定手法を提案する．また，その結果と

して得られる局所領域の確率を基に，候補領域内で詳

細な自己位置推定を階層的に行う枠組を提案する．  
 

2. 部分空間法、および固有空間法に基づく段階

的自己位置推定手法［13］  
 
本論文では，自己位置推定問題を自律型移動ロボッ

ト KITARO が動作することで環境に対して変動するこ

とが可能なパラメータを推定する．具体的には，動作

環境をある１フロア (平面 )とし，その環境内をいくつ

かのクラスに分類し，ロボットの姿勢推定，大域的自

己位置推定 (領域推定 )をまず行い，次に局所的自己位

置推定 (位置推定 )を行い詳細な自己位置を推定する．

ロボットは位置情報である座標（x, y），その座標値を

含む領域ω，および姿勢θのパラメータを推定する．  
まず環境内でロボットを手動で操作しスタート地

点からゴール地点までロボットを走行させる．その際

にロボットに備え付けられた全方位視覚センサから画

像を取得し，記憶する．この得られた全方位画像をパ

ノラマ展開し，輝度画像に変換後，画像を縮小して

Prewitt フィルタを用いてエッジ抽出を行ったものを

特徴ベクトルとし，照明変動への対応を図る．記憶画

像群に基づき，まずは姿勢推定の為の固有空間を構成

する．また，局所領域毎に部分空間を構成する．自律

移動時は，ロボットが観測した一枚の入力画像を特徴

ベクトルへ変換し，固有空間法で次元圧縮された空間

で任意の地点の各姿勢における記憶画像と距離を算出

し，NN 法に基づき姿勢の推定を行う．次に，姿勢推

定結果に基づきパノラマ展開画像をシフトし基準方向

に合わせた画像に処理した後，前後左右 90°の画像へ

4 分割し，それぞれの方向毎に各局所領域の部分空間

との距離を算出する．4 分割したことにより，現実世

界でのノイズ（人物の進入等）がパノラマ画像のある

箇所に局所的に発生しても頑健に位置推定を行える．  
本手法では 4 方向の画像それぞれで部分空間との距

離演算を行い，総和が最も小さな局所領域にロボット

が存在すると推定する大域的自己位置推定を行い，そ

の後，その部分空間内に存在する記憶画像のサンプル

との NN 法で最終的な自己位置推定の結果を返す局所

的自己位置推定を行う．  

図１：大域的領域推定の流れ
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3. 階層的自己位置推定手法  
3.1. 階層的自己位置推定手法のながれ 

 
ある時刻に得られた１枚の画像のみに基づく自己

位置推定では，照明条件の突然の変化や記憶画像には

存在しない物体の影響から，結果に誤差がでることが

多い．このような問題に対し，時系列情報や各領域の

位相情報を考慮することで解決を図る．  
本論文で想定する廊下環境は，両側を壁に囲まれて

おりドアが一定間隔で存在する空間である．そのため，

ある区間では類似性の高い空間が続くこととなり，そ

のなかでの詳細な位置推定は画像からでは困難である．

しかし，どの区間を走行中か，その区間に入ったばか

りか，それともその区間の走行を終えるのか等は画像

から推定可能と考えられる．  
まず始めに，設計者があらかじめ走行する廊下環境

を全方位視覚センサから得られる画像の類似性に基づ

き局所領域に区切る．その後，各局所領域の位相関係

を考慮したトポロジカルマップを構築する．最後に各

局所領域での自己位置推定を行うために必要な情報に

基づき取得画像を分ける．具体的には，直線の廊下で

あれば右端，中央，左端の３領域と，局所領域の移り

変わる箇所付近 (局所領域の両端 )か中間かの３領域の

推定を行う．ロボットはその組み合わせから考えられ

る 9 つの領域のどこにいるかの推定を行い，その結果

を局所的領域推定とする．  
姿勢と大域的領域の推定は文献 [13]にて紹介する固

有空間法，および部分空間法に基づく手法を用いる．

この 2 階層の自己領域推定によって，大域的領域推定

でロボットの姿勢，および現在ロボットが存在する局

所領域の推定を行う．そこで過去の自己位置推定結果

とトポロジカルマップから得られる情報に基づきロボ

ットの存在する確率に重みをかける．その後，ロボッ

トが存在する確率が高い局所領域のみに関して，局所

的自己位置推定を行う．次節でトポロジカルマップに

基づく確率的な大域的領域推定について述べる。  
 

3.2. 階層的自己位置推定手法  
 
文献 [13]での自己位置推定における大域的領域推定

は，各局所領域で獲得した画像群から構成される部分

空間と入力画像との距離に基づき行われている．本論

文では新たにトポロジカルマップに基づき生成される

確率オートマトンに基づき自己位置推定を行う．確率

オートマトンとは，ある局所領域 ωiに対応する状態 i
から j へ遷移する確率を要素として持つ行列 A で表現

される．  

 

A =
a11 L a1n

M O M

an1 L ann

⎛ 

⎝ 

⎜ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 

⎟ 
⎟  
      （1）  

⎟

ここで n は状態数である．また，遷移確率 a は入力画

像と各局所領域が持つ部分空間までの距離 D，および

トポロジカルマップから得られる空間的移送関係を反

映した行列 M を用いて以下のように定義する．  

aij = mij exp(−αD j )        （2）

D j =
D j − min

k
(Dk )

max
k

(Dk ) − min
k

(Dk )
     （3）  

 
ここでαは定数である．具体的に図 2（上）に示すよ

うに環境を仮定すると，図 2（下）に示すトポロジカ

ルマップが得られ，行列 M は以下に示される．  
 

M =

m11 m21 m31 m41 m51

m12 m22 m32 m42 m52

m13 m23 m33 m43 m53

m14 m24 m34 m44 m54

m15 m25 m35 m45 m55

⎛ 

⎝ 

⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 

⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟  

 （4）  

⎟

 =

1 ε 0 0 0
ε 1 ε 0 0
0 ε 1 ε 0
0 0 ε 1 ε
0 0 0 ε 1

⎛ 

⎝ 

⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 

⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟ 
⎟ ⎟ 

      （5）  

 

ここでεは 0<ε<1 の定数であり接続した領域への遷

移確率を反映した値である．結果，時刻 t におけるト

ポロジカルマップを考慮した大域的自己位置推定確率

P は，以下のように定義される．  

Pω i
(0) =

1
n
         （6）  

Pω i
( t ) =

′ P ω i
( t )

′ P ω j
( t )

j = 1

n∑
    （7）  

 

 

′ P ω1
(t)

M

′ P ωn
(t)

⎛ 

⎝ 

⎜ 
⎜ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 

⎟ 
⎟ 
⎟ 

= A
Pω1

(t −1)
M

Pωn
(t −1)

⎛ 

⎝ 

⎜ 
⎜ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 

⎟ 
⎟ 
 
        （8）  

⎟

 

ここで n は状態数である．また，確率 P の下限を  
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  ′ P ω i
(t) > η                 (9) 

とし，すべての状態へ遷移する確率を残す．また，  

max
k

(Pωk
(t)) < th              (10) 

のときは照明の瞬間的な変動や同物体の接近等により

記憶画像とのマッチングでは現在の状態が正確に推定

できないと判断し，局所領域内での詳細な自己位置推

定（局所的自己位置推定）を行わず，ロボットはその

位置に停止し，一定時間画像を獲得し続ける等の処置

を行うものとする．  

 

3.3. 局所的自己位置推定手法  
 
大域的自己位置推定の結果，時刻 t でロボットがあ

る局所領域に存在している確率が高いと判断すると各

局所領域内で大域的推定と同様に確率オートマトンに

よる局所的自己位置推定を行う．このとき局所領域内

における状態の切り方は，得られる記憶画像の近似し

ている領域内でも，画像に変動がおきる箇所（局所領

域の切り替わる箇所等）毎に，設計者が分割する．具

体的に図３（上）の環境で，状態 ω1， ω3， ω5の廊下

については図 3 で示すような 9 つの状態へ切り分け適

用し，エレベータホールの ω2， ω4ではそれぞれ図４

に示すように分割した．  

また，ある局所領域において，別の局所領域に隣接す

る状態（図３中の 7，8，9 等）に存在する確率が高い

ときには，次時刻の大域的自己位置推定に用いる定数

（本論分ではε）を k 倍する．これは，局所領域の遷

移が発生する可能性が高いことをオートマトンの遷移

確率に明確に反映させるためである．  

 

図３：廊下局所領域内状態（ ω1，ω 3，ω5）

 

図２：実験環境（上）とトポロジカルマップ（下）

図４  ：エレベータホール局所領域内状態  
（ ω2， ω4）  

4. 実験結果と考察  
 
九州工業大学情報工学部の総合研究棟，及び研究棟

の 6 階（図 2）にて取得した画像データに基づき評価

実験を行った．まず，大域的領域推定に用いる固有空  
間，ならびに部分空間構成の為に表 1 に示す枚数の記

憶画像の取得を行った．姿勢については取得画像をパ

ノラマ展開する開始点をずらすことで 5°刻みの画像

群を擬似的に生成したものを用いた．その後，別の日

時に評価用の画像取得を行った．この時，実際にロボ

ットを走行させ得られた画像から一定間隔で評価画像

を取得している．局所領域に関しても同様に表 2 に示

す．大域的領域推定における領域 ω5に関しては領域

ω3と同様の部分空間を用いた．また，今回の評価画像

における大域的自己位置推定確率の遷移を図 5 に，ま

た，領域 ω1での局所領域推定確率を図 6 に示す．画像

取得の際，ロボットは ω1〜 ω5までを順番に通過し，ω1
内では図 3 に示す２，５，８の順番で通過している．

最後に，本実験で用いたパラメータを以下に示す．  
43.005.007.06.0 ===== kthηεα  

表 1，及び表２の結果より，本提案手法により，従

来手法と比較して精度の高い大域的自己位置推定が可

能となったことが確認された．推定誤りと評価したほ

とんどは状態遷移が発生しているときであり，推定結

果として特に問題ない箇所が大半である．また，提案

手法により画像のみの推定では困難である領域 ω3と
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ω5，つまり同じような画像が取得される領域での区別

が可能であることが確認された．このことにより，非

常に類似性の高い画像が多く入る建造物の中でも自己

位置認識が実現できる可能性が示された．ただし，本

実験ではスタート地点の廊下が画像から判断しやすい

ものであった為，状態推定結果の早期収束が確認され

たと思われる．今後は類似性の高い空間が多い場所か

ら自己位置認識を開始する等様々な実験を行い，より

深い特性の解析を行う．  

状態  1ω  
2ω  ω3

 
4ω  5ω  

学習画像 (枚） 1011 1056 1018 1066 ―  

評価画像 (枚 ) 86 48 152 122 40 

提案 :正答 (%) 100 100 100 100 97 

従来 :正答 (%) 100 80 95 82 ―  

表１：大域的自己位置推定結果  

状態  1ω  
2ω  ω3

 
4ω  5ω  

学習画像 (枚） 6977 1765 6647 1978 5407 

評価画像 (枚 ) 86 48 152 122 40 

提案 :正答 (%) 85 100 86 88 73 

表２：局所的自己位置推定結果  

5. 実験結果と考察  
 
本論文では全方位画像に基づき階層的に自己位置

推定を行う手法を提案した．本手法では，まず文献 [13]
で示された固有空間法に基づく姿勢推定，及び部分空

間法に基づく領域推定を行う．その後，前もって作成

したトポロジカルマップに基づく確率オートマトンに

より領域毎にロボットの存在確率を算出する手法であ

る．結果，時系列的な部分空間との距離情報と環境の

トポロジカルな関係を反映した自己領域推定を行うこ

とが可能となった．今後の課題としては，現在，大域

的領域，および局所的領域を手動で分割し部分空間を

構成している点を，領域の自動的な分割へ変更するこ

とが挙げられる．  
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Abstract Prediction of human cell response to anti-cancer drugs (compounds) from microarray data is a chal-

lenging problem, due to the noise properties of microarrays as well as the high variance of living cell responses to

drugs. Hence there is a strong need for more practical and robust methods than standard methods for real-value

prediction. We devised an extended version of the off-subspace noise-reduction (de-noising) method to incorporate

heterogeneous network data such as sequence similarity or protein protein interactions into a single framework.

Experimental results show that prediction performance is improved by combining a prediction method with our

de-noising method.

Key words microarray data, anti-cancer drugs, network-based de-noising, off-subspace de-noising method

1. Introduction

Cancer diagnosis based on gene expression data has been

widely and extensively explored in the clinical research field

since the earlier papers on gene expression arrays were pub-

lished. Early studies mainly focused on the classification of

cancer types, for example, discrimination of leukemia classes,

a field in which powerful classifiers such as support vector

machines are applied and the predictions are largely success-

ful [6].

Recent cancer phenotype analysis is shifting from predict-

ing a class to predicting a real-valued response. For example,

predicting the effects of anti-cancer drugs（注1）is an important

problem in cancer therapy, since a careful choice of proper

not only drug but also dosage is required for different cancer

cells and patients to maximize effectiveness and minimize

deleterious side-effects. Although the drug response itself

is a continuous quantity, this problem has often been sim-

plified to the binary classification problem of drug sensitive

vs. drug resistant [9], [12], [13]. Among the drug sensitivity

classification studies, Staunton et al. [13] selected 232 out of

5,084 compounds or drugs to classify 60 cells（注2） by a sum

of vote type classifier. According to their results, the rate

of correct classification is significantly better than random

（注1）：In this paper, compounds are referred to as drugs.

（注2）：To be exact, the term ‘cell’ should be called a cell line.

classification.

In constrast to the simplified problem of classification, di-

rect prediction of real-valued responses of a cancer drug from

microarray data is not an easy task due to the noisy prop-

erties of both microarray technology and living cell experi-

ments. Despite the limitation of available data, Mariadason

et al [11] attempted to predict the cell apoptosis response

against a chemotherapeutic agent (5-FU) by principal com-

ponent regression (PCR). The leave-one-out test for 30 dif-

ferent cells in their analysis gives correlation coefficients of

predicted and observed responses as low as 0.46. Gruvberger-

Saal et al [7] also tried to predict the real-valued response of

an estrogen receptor from gene expressions using artificial

neural networks used in their earlier study.

In this paper, we focus on the noise and errors in microar-

ray data that potentially degrade prediction performance.

De-noising is similar to missing value estimation. Both in-

fer the true values. Typical methods for missing value im-

putation (e.g. [4], [15]) capture the important dimensions by

principal component analysis (PCA). However, they do not

exploit the side information about genes, such as sequence

similarity, GO classification, or protein-protein interactions,

though those heterogeneous data sources are expected to be

useful for identifying related genes, and furthermore to effec-

tively correct noisy data.

We devise a new de-noising method using the side informa-

tion represented as a network, where the nodes correspond to
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d-dim. gene expression space

Network derived from side information 

Fig. 1 De-noising based on a network. In the top figure, the

target expression vector to be de-noised is depicted as a

red point. Black points are the neighbors in the network

(below) derived from side information; gray points are vec-

tors which are not directly connected (i.e. related) to the

target vector in the network. The edge of the network is

depicted by a solid line. A dashed curve indicates the cor-

respondence between data in a network and the expression

vector. De-noising is done by robust projection onto the

principal subspace made from only the neighbors. In this

case, the subspace (gray line) is obtained by PCA of the

target and the four neighbors.

the genes, and the edges represent relations among the genes.

In de-noising the expression data of a certain gene, we only

look at its neighborhood genes in the network. A princi-

pal subspace is made only from the neighborhood expression

data, and the target vector is de-noised by robust projection

(Figure 1). Here, we use a so-called “off-subspace” projec-

tion method [16] to prevent over-de-noising. This projection

algorithm is formulated as a linear program, which can be

efficiently solved even for a large number of neighborhood

genes. The basic idea of our method is similar to local PCA

approaches [14], where de-noising is done by projection to lo-

cal subspaces. However, the novelty of our method is that

the neighborhood relation is determined by the network.

Typically we have multiple data sources as the side infor-

mation, which are represented as multiple networks. When

a principal subspace is derived from each network, we have

a set of subspaces for each expression vector. A simple way

is to take the sum of all subspaces, and project each tar-

get expression vector onto the combined subspace. However,

since some of the networks might not be useful for de-noising,

it is preferable to select important subspaces automatically,

and then take the sum of those subspaces. To this end, we

extend the off-subspace projection method to deal with mul-

tiple networks. Network selection is implemented by giving

a non-negative weight parameter to each network, optimiz-

ing the weight vector, and removing the networks with zero

weights. The de-noising problem for multiple networks is

also formulated as a linear program.

In predicting drug responses, it is often the case that the

responses for many drugs are predicted from a microarray

gene expression dataset. In this case, our problem is to learn

a vector-to-vector mapping, where the output vector is com-

posed of drug responses. Since the output vector provided for

training is also noisy, our network-based de-noising method

can also be applied to the output vector. As we have no side

information about drugs, the correlation coefficients among

the output vectors are used to construct a network.

In numerical prediction experiments using the drug re-

sponse data by Staunton et al. [13], our method with multiple

networks outperformed standard prediction method, PCR,

significantly. Note that the output de-noising was also ef-

fective to enhance the accuracy of prediction. The improve-

ment of correlation between true responses and predictions

was observed for 930 drugs out of 1,427 drugs. The num-

ber (930/1,427=0.65) is statistically significant (p < 10−2)

in a cumulative binomial distribution model under the null

hypothesis that half of the drugs (714) are chosen by chance.

2. De-Noising with a Single Network

The dataset we analyzed contains one microarray hy-

bridization experiment [1] for each cell sample. Let d denote

the number of hybridizations and N denote the number genes

used in the analysis. We consider the d dimensional space of

hybridizations populated by N points representing individ-

ual genes. In our drug response case, which has expressions

of 60 cell samples for each gene, d = 60. Unfortunately in our

application, the N points are generally quite noisy. Thus our

goal is to “correct” the N points in a way which effectively

reduces noise while maintaining signal.

2. 1 Derivation of Subspaces

Let us define xi as the d-dimensional gene expression vec-

tor of the i-th gene. Our task is to de-noise xi using other

vectors and a network which is represented by the N × N

symmetric matrix W . The (i, j) element wij represents the

strength of the edge between two nodes i and j. If there is

no edge, wij = 0. The principal subspace for the i-th gene is

computed using the neighborhood nodes only, i.e., the nodes

with wij |= 0. The basis vectors of the subspace are ob-

tained as the principal eigenvectors zis, s = 1, . . . , ni, of the
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following covariance matrix,

Si =

∑N

j=1
wijxjx

�
j∑N

j=1
wij

(1)

The weighting covariance matrix represents the distribution

of neighbors, and thereby yields the subspace by taking ma-

jor eigenvectors as the basis vectors. We determine the num-

ber of basis vectors, ni according to the Kaiser-Guttman

rule [8]: the number of basis vectors is set as the number

of eigenvalues greater than one in the normalized covariance

matrix S̃i in which [S̃i]kl = [Si]kl/
√

[Si]kk[Si]ll.

2. 2 Off-subspace Projection

Most simply, de-noising is done by projecting xi to the

subspace in terms of the least squares error. However, when

the number of neighborhood nodes is small, or the non-zero

weights wij are concentrated in only a few neighbors, the di-

mensionality of the local subspace can be too small. In that

case, simple projection may result in an unacceptably large

loss of signal, called over-de-noising.

Tsuda and Rätsch [16] addressed this by devising an off-

subspace projection method (Figure 2) which corrects the

data to a point generally closer to, but not necessarily in the

subspace. Let x̄ denote the de-noised result of xi, which is

obtained by solving the following optimization problem,

min
x̄,vs

d‖x̄ −
ni∑

s=1

vszis‖∞ + β0‖xi − x̄‖1, (2)

where β0 is a non-negative constant parameter. Multiply-

ing the first term by d is a convenient normalization which

reduces the dependence of the numerical value of β0 on d.

With a suitable transformation in Eq. 2 can be efficiently

minimized with standard linear programming.

As can be seen, the objective function in Eq. 2 is the sum

of two distances; the distance between the subspace and the

off-subspace point x̄, and the distance between x̄ and the in-

put vector xi. The two distances are measured with different

norms; the former with �∞, the later with �1.

If β0 → ∞ and if �∞-norm is replaced with �2-norm, this

becomes a least square method and the resulting off-subspace

solution x̄ is equal to xi. As β0 decreases, x̄ becomes close

to the subspace.

Now let us describe the �1-norm and �∞ norm. Since the

�1-norm regularizer yields a sparse vector as the optimal so-

lution, this algorithm almost corrects only the contaminated

elements in xi without change of the non-contaminated el-

ements. The �∞ norm has similar behavior to the �2-norm.

Indeed, experiments in [16] show that the �∞ and �2 achieve

similar de-noising performance. If �2 is used, the optimiza-

tion problem can be transformed into a quadratic program-

ming problem. If �∞ is used, the problem is a linear pro-

gram, which can be solved more quickly and more stably

-norm

-norm
Off-Subspace
Solution

On-Subspace
Solution

Fig. 2 Off-subspace de-noising method. This figure illustrates

how to de-noise an expression vector using a principal

subspace. Instead of simple projection, we simultaneously

find two points (off-subspace solution and on-subspace so-

lution) which minimize the sum of �1-norm distance and

�∞-norm distance given in Eq. 2.

than quadratic programs.

3. De-Noising with Multiple Networks

We further introduce a way to incorporate heterogeneous

data sources into the noise reduction process by weighting

the multiple networks Wk, k = 1, . . . , m. The advantage

of this method is its ability to incorporate various kinds of

biological knowledge into a single framework.

Denote the s-th basis vector obtained from the k-th net-

work by z
(k)
is . To put it more precisely, each network yields

the weighted covariance matrix S
(k)
i and we take n

(k)
i ba-

sis vectors z
(k)
is , (s = 1, · · · , n

(k)
i ) from S

(k)
i . To use all the

subspaces gained from the networks, one can take the sum of

the subspaces and apply the off-subspace projection method.

Then, the optimization problem can be described as

min
x̄,v

(k)
is

d‖x̄ −
m∑

k=1

n
(k)
i∑

s=1

v
(k)
is z

(k)
is ‖∞ + β0‖xi − x̄‖1. (3)

Note that any point in the sum of the subspaces can be rep-

resented as
∑m

k=1

∑n
(k)
i

s=1 v
(k)
is z

(k)
is . To automatically select

important subspaces, we need to introduce a regularization

term to the above optimization problem so that all the coef-

ficients v
(k)
is of unnecessary networks degenerate to zero.

For that, we introduce the upper bound of the absolute

values of the coefficients of the k-th subspace as

tk = max
1<=s<=ni

|v(k)
is | = ‖

[
v
(k)
i,1 , · · · , v

(k)
i,ni

]
‖∞,

and penalize the �1-norm of the vector of upper bounds

t = (t1, · · · , tm)� as follows,

min
x̄,v

(k)
is

d‖x̄−
m∑

k=1

ni∑
s=1

v
(k)
is z

(k)
is ‖∞+β0‖xi−x̄‖1+β1‖t‖1 (4)

Due to the regularizer, some elements of t are exactly zero at
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the optimal solution Moreover one can control the number of

nonzero elements with the constant parameter β1. If tk = 0,

all the coefficients of the k-th network are zero, implying that

that network is not used at all in deriving the de-noised re-

sult x̄. This optimization problem can also be transformed

into a linear program which can be solved efficiently (details

not shown).

4. Experimental Settings

In the following experiments, our task is to predict the drug

resistance levels of cells based on their gene expression data.

By combining our novel de-noising methods and a standard

prediction method, we wish to predict the resistance levels

of the test cells accurately by learning from the input-output

relations of the training cells.

The drug resistance dataset by Staunton et al. [13] con-

tains the expression level of 6,817 genes from 60 human can-

cer cells. Among them, we pre-selected 2,067 highly variant

genes (details not shown). For each cell, the drug resistance

levels for 5,084 drugs are available as well. Those resistance

levels are measured on a continuous scale by growth inhibi-

tion score (GI50). Prediction would be too easy, when the

drug resistance levels are almost constant among cells. So

we chose 1,427 drugs whose gap between the maximum and

minimum levels was more than 0.5 after log-normalization.

We applied our network-based de-noising method in two

ways. First, the expression profiles, i.e., the input of predic-

tion, are de-noised with various networks. In the following

experiments, we built three networks based on the correla-

tion coefficients of the profiles, the gene ontology (GO), and

the protein-protein interactions. Here, the vector being the

de-noised xi is the 60-dimensional expression vector of the

i-th gene. Second, we also de-noised the vector of drug resis-

tance levels, i.e., the output of prediction. Here, the vector

xi is composed of resistance levels of training cells for the

i-th drug, and apply Eq. 4 to de-noise xi. In this case, we

used only one network based on the correlation coefficients

of the resistance level vectors. Namely, m = 1.

A schematic representation of the entire process is shown

in Figure 3.

For predicting drug responses from the de-noised expres-

sion data, we tested a standard prediction algorithm, princi-

pal component regression (PCR). PCR is also used in Mari-

adason et al. [11]. For training cells, the Pearson correlation

between the de-noised expression data of each of the 3,725

genes and (de-noised) responses of a drug of interest were

calculated, and the 50 highest absolute value correlations

(i.e., corresponding to 50 genes) were selected. To reduce

the number of genes to a smaller set of variables, PCA was

performed. From the PCA, the principal components (PCs)

having the dpca largest eigenvalues were selected. Next we

get the parameters, a ∈ �dpca and b ∈ �, of a linear regres-

sion function g(z|a, b) = a�z + b by least square manner,

where z ∈ �dpca is the dpca PCs of a cell. Namely, we find

the values of {a, b} which minimize the sum-of-square er-

rors:
∑

i
(g(zi|a, b) − yi)

2 where zi ∈ �dpca and yi are the

PCs and the drug response of i-th training cell, respectively.

Once the regression function g(z|a, b) was derived, the dpca

PCs corresponding to the test cell were computed and sub-

stituted into the derived regression function to yield a pre-

diction of response of the test cell.

4. 1 Building Networks

Here we describe the details of network construction,

namely, the computation of matrix W . The first four net-

works are used for de-noising the input (i.e., expression data),

and the last one is for the output (i.e., drug resistance levels).

a ) Expression correlation

Presumably, as seen in missing value estimation, the most

informative relations between genes for noise reduction can

be obtained from co-expression. Thus, we use the Pearson

correlation coefficient of expression as one of the heteroge-

neous data sources. The correlation is converted to proba-

bility under the hypothesis of H0 : r = 0 using one sample

t-test, and the probability value is assigned to the weight wij .

Notice that the expression data are not only the input of pre-

diction, but also used for de-noising themselves.

b ) Sequence similarity

To build a network based on the sequence similarity, the

RNA sequences corresponding to the genes were extracted

via GenBank accession numbers [3] described in the annota-

tion fields of the gene expression data. The sequence sim-

ilarity was computed by FASTA. Only the highest e-value

between two sequences was used when there were multiple

local alignment candidates. If the e-value was more than

10−5, wij was set to zero, otherwise wij was set to the nega-

tive logarithm of the e-value. Among the 2,046 highly variant

genes, only 550 were found to have edges to other genes.

c ) Gene ontology

Gene ontology data were downloaded from the GO an-

notation project (GOA) [5]. The GenBank accessions [3]

were translated to protein IDs and checked for any GO-

relationships for gene pairs at the protein level. The edge

strength wij was determined as the number of GO categories

into which both proteins of a pair are classified. We obtained

a total of 141,402 GO relations for 1,371 highly variant genes.

d ) Protein-protein interaction

We obtained the protein-protein interaction data from

the Biomolecular Interaction Network Database (BIND) [2].

This network has binary edges, i.e., wij is 0 or 1.
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Fig. 3 Method overview

e ) Drug response correlation

For de-noising drug responses, we calculated the p-values

of the correlation coefficients of compound pairs with respect

to their drug response data to generate the matrix W .

4. 2 Parameter Selection

Our de-noising method has the two parameters, β0

and β1. In addition, PCR has one constant pa-

rameter, dpca. For this purpose, we performed a

joint grid search over the following values: β0 =

0.1, 0.2, 0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0, β1 = 0.00, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.5,

dpca = 1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 20, 30, 40, 50, and chose the parame-

ter values yielding the best regression performance.

5. Results

Prediction performances of PCR with and without off-

subspace noise reductions for different combinations of net-

works are shown in Figure 4. The accuracy of prediction is

measured by the mean correlation coefficients in 12-fold cross

validation. The leftmost bar ‘None’ corresponds to the per-

formance without any de-noising. As anticipated, integra-

tion of both input and output de-noising yields the highest

mean correlation coefficient (‘All&Drug’: 0.439). Among the

other cases where only the input is de-noised, we obtained

the best result when all networks are combined with weights

(‘All’: 0.428). The weightless combination (wij = 1 for∀i, j)

was significantly poorer (‘Unweighted’). In the case of de-

noising only the input, noise reduction without using side-

information degrades the prediction performance, but the use

of side-information improves prediction. We also counted the

drugs achieving statistically-significant predictions (Table 1).

Further experimental results are detailed in our journal

paper [10].
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Fig. 4 Improvement of prediction by noise reduction with vari-

ous combinations of networks. The mean correlation co-

efficients of prediction for 1,427 drugs before and after

the off-subspace noise reduction are shown. Abbreviations

are Corr: correlation coefficient for gene expressions; Sim:

sequence similarity; GO: gene ontology; PPi: protein-

protein interaction; All: Corr+Similarity+GO+PPi;

Corr&Drug: input de-noising only via Corr and output

de-noising; and All&Drug: input de-noising using All and

output de-noising.

6. Concluding Remarks

The prediction of drug response data is critical for the

field of cancer therapeutics, which demands improved diag-

nostics for determining the appropriate choice and dosage

of anti-cancer drugs. Combining gene relations from various

biological resources to adjust values of gene expressions or

drug response data is a new approach in this field. This ap-

proach requires effective methods, such as the one presented

here, for utilizing heterogeneous data.

This algorithm is invariant if the network weights are mul-

tiplied by a constant, as shown in Eq. 1. However, the

change of the ratio among weights may have an influence
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Table 1 The number of drugs given statistically-significant prediction of the responses.

Here we define a drug that achieves the correlation coefficient more than 0.33

as a successfully predicted, which is derived from one sample t-test with the

probability less than 0.01 examining the null hypothesis of “no correlation.”

None Corr Corr+Sim Corr+GO Corr+PPi All Unweighted Corr&Drug All&Drug

PCR 983 1,027 1,043 1,018 995 1,037 988 1,065 1,085

on the de-noising performance. Although various weighting

schemes could be considered, we did not systematically inves-

tigate that issue in this work. However we did confirm that

off-subspace noise reduction with the continuous weights de-

fined above for sequence similarity, expression correlation,

and GO heterogeneous data sources was more effective than

using a 0-1 weighting scheme based on some threshold. The

current weighting scheme might not yet be optimal and tun-

ing would yield improvement to some extent.

We extended the off-subspace noise reduction method of

Tsuda and Rätsch [16] and applied it to the noise reduction

of gene expression data in the context of real-value prediction

to drug response data. Our results show the method to be

robust to noisy data and more effective than the traditional

principal component regression, improving the prediction of

868 out of 1,427 drugs. We expect it will prove generally

useful for correcting the values of noisy microarray data.
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部分空間法研究会 Subspace2006

部分空間法における原点の位置と認識性能に関する考察
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あらまし 部分空間法は，簡潔で，かつ望ましい性質を持つため，パターン認識においてよく用いられる認識手法の

一つである．様々な改良法が提案されているが，そのほとんど全ては「暗に」特徴ベクトルの原点に依存している．

ところが，原点の位置が部分空間法の認識性能にどのような影響を与えるのか，十分に解明されていない．本稿では，

「コアアフィン部分空間」と「誤認識穴」という概念を導入し，この問題について議論する．また，よく知られた部分

空間法である CLAFIC法と投影距離法の，ある種の類似性についても言及する．

キーワード パターン認識，部分空間法，原点，CLAFIC法，投影距離法

On the Position of the Origin and Recognition Performance of Subspace

Method

Masakazu IWAMURA†, Shinichiro OMACHI††, and Hirotomo ASO††

† Graduate School of Engineering, Osaka Prefecture University
1–1 Gakuencho, Naka, Sakai, 599–8531 Japan

†† Graduate School of Engineering, Tohoku University
6–6–05 Aoba, Aramaki, Aoba, Sendai, 980–8579 Japan

E-mail: †masa@cs.osakafu-u.ac.jp, ††{machi,aso}@ecei.tohoku.ac.jp

Abstract Subspace method is one of the most popular recognition methods in pattern recognition because of its

simplicity and some desirable properties. Many varieties of the subspace methods have been proposed. Though most

of them implicitly depend on the origin of feature vectors, the effect of the position of the origin to the recognition

performance have not analyzed enough. In this paper, we discuss and address this problem by introducing the

concepts of core affine subspace and misclassification hole. We also mention the similarity between the CLAFIC

method and the projection distance in a sense under an assumption.
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1. は じ め に

部分空間法は比較的少ない計算量で高い認識性能を実現でき

ることや，少数サンプル問題に対する頑健性を持つことで知ら

れており，パターン認識においてよく用いられる認識手法の一

つである．これまでに多種多様な部分空間法が提案されている．

Watanabeによって提案された CLAFIC法 [1]は最も単純な

手法といえる．複合類似度法と混合類似度法は飯島によって提

案され，文字認識に適用された [2], [3]．部分空間を逐次的に学

習する学習部分空間法は Kohonenによって提案された [3], [4]．

また，全てのクラスの部分空間が直交する直交部分空間法 [3]も

知られている．その他，顔画像の時系列から計算される部分空

間と，あらかじめ学習しておいた顔画像の部分空間の類似度を

計算することにより頑健な個人認証が可能な相互部分空間法 [5]

や制約相互部分空間法 [6] なども提案されている．さらに，非

線形な識別境界を持つ非線形部分空間法も提案されている [7]～

[9]．

上記の全ての部分空間法において，各クラスの分布を表現す

る部分空間は座標の原点を通るため，「暗に」特徴ベクトルの原

点に依存している．しかし，この原点は特徴量の原点に過ぎず，

必ずしも識別に有利な原点であるとは限らない．ところが，部

分空間法における原点の位置に関する解析は，一部の実験的な

試み (例えば文献 [10]) を除いてほとんど行われていない．

そこで本稿では，原点の位置が部分空間法に与える影響を
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CLAFIC法を用いて考察する．具体的には，まず特徴ベクトル

の平均ベクトルを固有ベクトルであるとみなし，CLAFIC法の

類似度の式を原点の位置に依存する項と依存しない項に分解す

る．このうち，原点の位置に依存せず，パターンの分布にのみ

依存する項を「コアアフィン部分空間」と名付ける．

CLAFIC法の類似度の式について解析すると，クラスを表す

部分空間 (コアアフィン部分空間) 上に認識不可能な超球状の

領域が発生し，誤認識が起こり得ることがわかった．この領域

を「誤認識穴」と名付け，さらに解析すると，誤認識穴の大き

さと位置は原点の位置に依存して決まり，誤認識穴とサンプル

の分布の関係が CLAFIC 法における認識性能を左右すること

がわかった．従って，CLAFIC法において正しく認識できるた

めには，原点の位置が特定の条件を満たしている必要があると

考えられる．

そこで，認識に有効な原点の位置について考察と実験を行

い，妥当な原点の位置を求める方法 “adaptive origin subspace

method”を提案する．手書き数字を用いた認識実験により，原

点の位置と認識性能の関係についてのさらなる考察を行う．

本稿ではさらに，CLAFIC 法と投影距離法 [11] の関係につ

いても言及する．多くの原点の位置に依存する部分空間法に対

して，投影距離法 [11] は原点に依存しないある種の部分空間

法であると考えられている．CLAFIC法の族と投影距離法 (擬

似ベイズ)の族に関しては黒澤の研究 [12] があるが，本稿では

CLAFIC 法と投影距離法のある種の類似性を文献 [12] とは別

の形で述べる．

なお、本稿では部分空間やアフィン部分空間（注1）の基底を表

すときのように {�i}の一部のみを指し示すときは，{�i}r′

1 の

ように表記する．これは共分散行列の第 1固有ベクトルから第

r′ 固有ベクトルまでで張られたアフィン部分空間の基底である

ことを意味している．

2. 部分空間法

本節では，古典的な部分空間法である CLAFIC 法と投影距

離法について簡単に述べる．

2. 1 CLAFIC法 [1]

2. 1. 1 学 習

�1, . . . ,�t を学習サンプルの特徴ベクトルとすると，自己相

関行列�は

� =
1

t

t�
i=1

�i�
T
i (1)

で与えられる．�i を�の第 i固有ベクトルとする．

2. 1. 2 認 識

�をテストサンプルの特徴ベクトルとする．CLAFIC法の類

似度 s(�)は

s(�) =
r�

i=1

�
�

T
�i

�2

(2)

（注1）：原点を含まない部分空間は，アフィン部分空間と呼ばれる．詳細につい

ては文献 [4] の 2.1 節を参照のこと．

で表わされる．ここで rは認識に用いる部分空間の次元数を表

すパラメータである．テストサンプルは，�とクラスの類似度

s(�)が最大になるクラスに属すると判断される．

2. 2 投影距離法 [11]

2. 2. 1 学 習

平均ベクトル �と共分散行列Σはそれぞれ

� =
1

t

t�
i=1

�i (3)

Σ =
1

t

t�
i=1

(�i − �) (�i − �)T (4)

で与えられる．λi と �i をそれぞれΣの第 i固有値，固有ベク

トルとする．固有値は降順に並んでいるとする．

2. 2. 2 認 識

投影距離法の投影距離 d(�)は

d(�) = ||�− �||2 −
r′�

i=1

�
(�− �)T �i

�2

(5)

で表わされる．ここで r′ は認識に用いるアフィン部分空間の次

元数を表すパラメータである．テストサンプルは，�とクラス

の投影距離 d(�)が最小になるクラスに属すると判断される．

3. CLAFIC法における誤認識穴

本節では，「誤認識穴」という概念を導入する．これは，クラ

スを表す部分空間にあたかも穴が開いたように誤認識が起こる

領域のことを指す．これを導入するために，平均ベクトル (の全

体もしくは一部のみ)を自己相関行列�の固有ベクトルである

と解釈する．本節の構成は，まず 3. 1 節で，説明が比較的容易

であるが，仮定が若干厳しい場合について述べ，その後 3. 2 節

で，より一般的な場合について述べる．

3. 1 平均ベクトルと自己相関行列の第 1固有ベクトルの方

向が近似的に等しい場合 (仮定 A)

3. 1. 1 固有ベクトルとしての平均ベクトル

式 (1)と式 (4)から，Σと�の関係が次式のように導ける．

� = Σ + ��T (6)

Σは，固有値 {λi}と固有ベクトル {�i}に分解することで，

Σ =

d�
i=1

λi�i�
T
i (7)

と変形できる．ここで dは特徴ベクトルの次元数である．式 (6)

と式 (7)を用いると，次式が得られる．

� = ‖�‖2

�
�

‖�‖
��

�

‖�‖
�T

+

d�
i=1

λi�i�
T
i (8)

この式は自己相関行列 � を共分散行列の固有ベクトルで表現

したものである．式 (8)において，第 d固有ベクトルまででは

なく，第 r′ 固有ベクトルまでしか使わない場合を考えると，

��′ ≡ ‖�‖2

�
�

‖�‖
��

�

‖�‖
�T

+

r′�
i=1

λi�i�
T
i (9)
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Core Affine Subspace

x

x − μ

μ

ψ2 ≈ φ1

ψ3 ≈ φ2

O

図 1 Core affine subspace in the CLAFIC method in the orthog-

onal case.

Core Affine Subspace

Misclassification Hole

ψ2 ≈ φ1

ψ3 ≈ φ2

μ

図 2 The region that a test sample is misclassified only with the

core affine subspace in the orthogonal case.

となる．式 (9)において，もし �

‖�‖ と {�i}r′

1 が直交していれ

ば，‖�‖2 と �

‖�‖ はそれぞれ � の固有値と固有ベクトルとみ

なすことができる．直交条件に加えてさらに，‖�‖2 > λ1 を満

たせば，‖�‖2 と �

‖�‖ は第 1固有値と第 1固有ベクトルとみな

すことができる．経験的に，正規化した平均ベクトルは自己相

関行列 �の第 1固有ベクトルと似ていることが多く，�の第

1固有値は第 2固有値よりもかなり大きいため，この仮定は妥

当であると考えられる．本節では， �

‖�‖ と {�i}r′

1 の直交性と

‖�‖2 > λ1 を仮定して，以降の議論を進める．

3. 1. 2 コアアフィン部分空間

式 (9)から，(i) �

‖�‖ と {�i}r′

1 が直交している，(ii) ‖�‖2 > λ1

である，(iii) r = r′ + 1である，という条件を満たせば，�の

第 2から第 r固有ベクトルが張るアフィン部分空間と，Σの第

1から第 r′ 固有ベクトルが張るアフィン部分空間は近似的に同

一であるとみなせることがわかる．この近似的に同一であるア

フィン部分空間は，サンプルの分布をよく表現しており，「コア

アフィン部分空間」と呼ぶことにする．

このようなコアアフィン部分空間を定義した理由は，コアア

フィン部分空間が原点の位置には影響されず，後の解析に便利

だからである．本節の後半では，コアアフィン部分空間が原点

の位置とは独立であることを導く．

まず，CLAFIC法における類似度を表す式 (2)を原点の位置

に依存する項と依存しない項に分解する． �

‖�‖ と {�i}r′

1 が直

交であり，‖�‖2 > λ1であるという条件の下で，�の第 1固有

ベクトル �1 は次のように近似できる．

�1 ≈ �

‖�‖ (10)

第 2固有ベクトル以降は第 1固有ベクトル �1と直交するので，

�
T
�i ≈

�	


||�||, i = 1

0, i >= 2
(11)

のように近似できる．さらに，図 1 のように � − � はコアア
フィン部分空間上にあり，�1 はコアアフィン部分空間と直交

しているので，

(�− �)T�1 ≈ 0 (12)

が成り立つ．ここで式 (10)，式 (11)，式 (12)を用い，{�i}r′

1

と {�i}r
2 が張るアフィン部分空間が近似的に同一であることを

仮定すると，式 (2)は次のように変形できる．

s(�) =
r�

i=1

�
�

T
�i

�2

=
r�

i=1

�
(�− �)T�i + �T

�i

�2

= ||�||2 +

r�
i=2

�
(�− �)T�i

�2

(13)

≈ ||�||2 +

r′�
i=1

�
(�− �)T �i

�2

(14)

式 (14)の右辺第 1項は平均ベクトルだけから成り，第 2 項は

コアアフィン部分空間に関連した項である．�− �も �i も原

点の位置に依存しないため，コアアフィン部分空間は原点の位

置に依存しない．従って，第 1項のみが原点の位置に依存する．

ところで，式 (14)を

d′(�) = −s(�)

= −||�||2 −
r′�

i=1

�
(�− �)T �i

�2

(15)

のように表現すれば，式 (15)の右辺第 1項は単なるバイアスで

あるため，式 (5)と類似しているといえる．このことは， �

‖�‖

と {�i}r′

1 が直交しており，‖�‖2 > λ1 であり，かつ {�i}r′

1 と

{�i}r
2 が張るアフィン部分空間が近似的に同一であるとみなせ

るならば，CLAFIC法と投影距離法の認識性能は近くなる可能

性があることを示唆している．

3. 1. 3 誤 認 識 穴

式 (14)を用いて 2 クラス問題の識別境界の位置について考

察する．2 クラスのうち，正解クラスの類似度が s(�) である

とし，もう一方のクラスの類似度は sother 以上であると仮定す

る（注2）．このようにおき，誤認識が起こる条件について考えて

みると，

s(�) <= sother (16)

のときに誤認識が起こる．式 (16)に式 (14)を代入して変形す

（注2）：別のクラスの類似度は一定ではなく，位置によって変わるため，実際の

ところ，sother は x に依存する．そのため，後述する誤認識穴の超球は形が歪

むと考えられる．
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れば，次式を満たす �は別のクラスと誤認識される．

r′�
i=1

�
(�− �)T �i

�2
<= sother − ||�||2 (17)

式 (17) によると，もし sother − ||�||2 >= 0 であるならば，ア

フィン部分空間上に識別境界が存在し，� を中心とし，半径�
sother − ||�||2 の超球の内側は誤認識される (図 2参照)．こ

の超球を「誤認識穴」と名付ける．従って，||�||が小さい場合
は，平均ベクトルの近傍に存在するテストサンプルが誤認識さ

れる可能性がある．これを避けるためには，正解クラスの類似

度 s(�)を十分大きくする目的で，||�||が十分大きいほうが良
い．このことは原点の位置が各クラスから離れているほうが良

いことを示唆している．

3. 2 より一般的な場合 (仮定 B)

3. 1 節では，式 (9)において平均ベクトルと共分散行列Σの

固有ベクトルの直交性等を仮定することで，正規化した平均ベ

クトルを �の第 1固有ベクトルであると解釈した．ここでは

そのような仮定を行わずに，平均ベクトルの一部を固有ベクト

ルであると解釈する．本節の議論は 3. 1 節の議論に沿っている．

3. 2. 1 固有ベクトルとしての平均ベクトル

共分散行列 Σの固有ベクトル {φi}を用いると �は

� =
d�

i=1

�
�

T
�i

�
�i (18)

のように分解できる．ここで � と � を

� =
d�

i=r′+1

�
�

T
�i

�
�i (19)

� =

r′�
i=1

�
�

T
�i

�
�i (20)

のように定義すると

� = � + � (21)

であることから，�を図 3のように，共分散行列 Σの第 1か

ら第 r′ 固有ベクトルまでが張る部分空間上の成分 � と，その

部分空間と直交する成分 � に分解したことになる．このように

すれば， �

‖�‖ と {�i}r′

1 は直交する．

さらに，�の第 2 から第 r 固有ベクトル ({�i}r
2) が張るア

フィン部分空間と，Σの第 1 から第 r′ 固有ベクトル ({�i}r′

1 )

が張るアフィン部分空間が近似的に同一とみなせるのであれば，

�が部分空間と直交していない場合においても �

‖�‖ を �の固

有ベクトルとみなすことができる．

3. 2. 2 コアアフィン部分空間

CLAFIC法の類似度の式 s(�)が

s(�) ≈ ||�||2 +

r′�
i=1

�
(�− �)T �i

�2

(22)

となるため，この場合のコアアフィン部分空間は，3. 1 節のコ

アアフィン部分空間の �

‖�‖ と {�i}r′

1 を
�

‖�‖ と {�i}r′

1 に置き

Core Affine Subspace

η

x

x − ν

ν

μ

ψ2 ≈ φ1

ψ3 ≈ φ2

O

図 3 Core affine subspace in the CLAFIC method in the general

case.

Core Affine Subspace

Misclassification Hole

ν

ψ2 ≈ φ1

μ

ψ3 ≈ φ2

図 4 The region that a test sample is misclassified only with the

core affine subspace.

換えたものになる．

また，式 (22)を式 (15)と同様に

d′(�) = −s(�)

= −||�||2 −
r′�

i=1

�
(�− �)T �i

�2

(23)

のように表現すれば，�と � の違いはあるものの，投影距離法

の式 (5)との類似性が示唆される．

3. 2. 3 誤 認 識 穴

式 (22)を用いて 2 クラス問題における識別境界の位置につ

いて考える．3. 1. 3 節と同様に，2クラスのうち，正解クラスの

類似度が s(�)であるとし，もう一方のクラスの類似度は sother

以上であると仮定する．

s(�) <= sother (24)

を満たすときに誤認識が起こるので，式 (24)に式 (22) を代入

して変形すれば，次式を満たす �は別のクラスと誤認識される．

r′�
i=1

�
(�− �)T �i

�2
<= sother − ||�||2 (25)

式 (25) はアフィン部分空間上の � を中心とし，半径�
sother − ||�||2 の超球の内側を表している (図 4 参照)．従っ

て，||� ||が小さい場合は，アフィン部分空間付近のテストサン
プルが誤認識される可能性がある．式 (25)は式 (17)の �を単

に � に置き換えただけであるが，以下のような重要な意味を持

つ．(1) ||�|| <= ||�||より，誤認識穴の半径は仮定 A (3. 1. 3 節)
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O

(a) Feature vectors are not normalized.

O

(b) Feature vectors are normalized so that their

norms to be 1 .

図 5 The position of the origin that the distributions overlap.

O

(a) Feature vectors are not normalized.

O

(b) Feature vectors are normalized so

that their norms to be 1.

図 6 The position of the origin that the distributions do not overlap.

のときよりも大きくなるため，アフィン部分空間上のテストサ

ンプルが誤認識されてしまう可能性が高い．その一方で，(2) 誤

認識穴の中心はパターンの分布の中心である �から離れる．こ

のとき，誤認識穴の中心と分布の中心の距離は ||�||である．つ
まり，誤認識穴がどれだけ大きくても，誤認識穴がパターンの

ほとんど存在しない領域にある限り，実際には誤認識は起こら

ない．

従って，誤認識を避けるには，次の条件の両方もしくはいず

れかを満たす必要がある．(a) 誤認識穴の半径が小さくなるよ

うに，||�||を十分に大きくする．(b) ||�||を平均ベクトルから
十分離す．この場合，� と �の距離 (すなわち，||�||)は少なく
とも半径

�
sother − ||�||2 よりも大きくなければならない．

4. 妥当な原点の位置に関する考察と実験

本節では，3. 1 節で述べた，平均ベクトルと自己相関行列の

第 1固有ベクトルの方向が近似的に等しい場合について考える．

4. 1 高精度な認識のために原点が満たすべき条件

4. 1. 1 原点から見たクラスの分布の方向

原点から見た分布の方向は識別能力に影響する．例えば，図 5

では，原点は 2クラスの分布が重なる位置にあり，誤認識の原

因となる．特徴ベクトルを正規化した場合も同様である．一方，

図 6では，原点は分布が重ならない位置にあり，誤認識が起こ

らない．そのため，分布が重なるかどうかは認識性能を左右す

る重要な要素である．

4. 1. 2 原点とクラスの分布の距離

3. 1. 3 節で述べたように，||�||が小さい場合には平均ベクト
ル付近のテストサンプルは誤認識される可能性がある．誤認識

穴の大きさは ||�|| の大きさで決まるため，誤認識を避けるた
めには ||�|| が大きい必要がある．従って，原点の位置はクラ
スの分布と離れているほうがよい．以後，クラスの分布を表す
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図 7 “Balance” and “distance”.

アフィン部分空間と原点との距離を括弧をつけて「距離」と表

記することにする．

4. 1. 3 距離のバランス

原点と 2クラスの分布との距離のバランス (例えば，識別境

界が 2本の平均ベクトルの中点を通っている場合や，片方のク

ラスに寄っている場合など)も識別境界の位置を変更するため，

認識性能を決定する重要な要素である．仮に片方のクラスの分

布と原点との「距離」が大きく，もう片方の「距離」が小さい

場合は，式 (14) の右辺第 1 項がクラスによって大きく偏るた

め，CLAFIC法の類似度にも偏りが生じる．結果として，テス

トサンプルは「距離」が大きいクラスに分類され易くなる．以

後，2クラスの平均ベクトルと原点との「距離」のバランスを

括弧をつけて「バランス」と表記することにする．

4. 2 適切な「距離」と「バランス」の調査

原点の位置が認識性能に及ぼす効果を調査するために，図 7

に示す「距離」と「バランス」を変更しながら，そのときの認

識率を調査した．図 7の�′ は移動後の原点を表し，	は 2ク

ラスの平均ベクトルの内分点，x′ は内分比を表す．つまり，	

は次式で与えられる．

	 = (1 − x′)�1 + x′
�2 (26)

調査用データとして，等方性正規分布に従う人工サンプルを

3 クラス分作成した．3 クラスの分布パラメータは，クラス 1

の平均ベクトルを �1 = (1, 1, · · · , 1)，クラス 2と 3の平均ベ

クトルを �2 = �3 = (−1,−1, · · · ,−1)とし，クラス 1と 2の

分散を 1，クラス 3 の分散を 0.1 とした．そして，3 つのクラ

スから，クラス 1とクラス 2，クラス 1とクラス 3という 2種

類の 2クラス問題を作成した．

実験では特定の「距離」と「バランス」になるように原点を

移動し，原点移動後は通常の CLAFIC法で認識を行った．少

数サンプル問題 [13] を避けるために，学習用のサンプル数を

100000 とし，テスト用のサンプル数を 1000 とした．学習用

とテスト用のサンプルは別である．部分空間の次元数を表す

式 (2)のパラメータ rは全てを試し，最も高い認識率のみを採

用した．「距離」と「バランス」のパラメータを固定し，同条件

で 100回ずつ実験を行ったので，最終的な認識率としては，得

られた最高の認識率 100個の平均値を採用した．

図 8 が実験結果である．「バランス」を表す図の横軸は，x′

ではなく，x = 2x′ − 1で定義される値 xを用いている．つま

り，	は，x = −1の場合はクラス 1の平均ベクトルの位置に，

x = 1の場合はクラス 1の平均ベクトルの位置に，x = 0の場

合は中点にある．図中の 1から 1000の数字は，‖�′ −	‖ で
与えられる「距離」を表す．

クラス 1 とクラス 2 の認識率を図 8(a) と図 8(b) に示す．

図 8(a)は特徴ベクトルをそのまま用いた場合，図 8(b)はあら

かじめ特徴ベクトルのノルムを 1 に正規化した場合の結果で

ある．図から次の 3つのことがわかった．(1) 「距離」が増加

すると，認識率は単調増加した．(2) 認識率は原点を 2クラス

の平均ベクトルの中点 (つまり，x = 0，x′ = 0.5) としたとき

に最高になった．(3) 	が中点から離れると，認識率は単調減

少した．ただし (3)に関して，距離が十分大きければ「バラン

ス」は認識率にさほど影響を与えないともいえる．上記の傾向

は図 8(a)と図 8(b)の両方で確認できた．

同様に，クラス 1とクラス 3の認識率を図 8(c)と図 8(d) に

示す．図 8(c)は特徴ベクトルをそのまま用いた場合，図 8(d)

はあらかじめ特徴ベクトルのノルムを 1に正規化した場合の結

果である．図 8(c)，図 8(d)を図 8(a)，図 8(b)と比べると，少

しだけ左に傾いていることがわかる．これは分散の差が原因で

あると考えられる．それ以外の傾向は図 8(a)，図 8(b)と同じ

であった．

図 8より，特徴ベクトルが正規化されている，されていない

にかかわらず，「距離」を大きくして，2クラスの平均ベクトル

の中点を用いるのが無難な方策であると考えられる．

4. 3 Adaptive origin subspace method

本節では，4. 2 節の調査を踏まえて，4. 1 節で示した条件を

満たす認識に妥当な原点の位置を定める方法を提案する．この

手法を “adaptive origin subspace method”と呼ぶことにする．

提案手法の手順を Algorithm 1に示し，図 9に図示する．

提案手法では，まず 2本の平均ベクトルの中点	mid を求め

る．「バランス」を保つために，識別境界はこの点を通る．次に，

Fisher の線形判別分析 [14] を用いて識別境界の向きを決定す

る．Fisherの線形判別分析では，2クラスを最もよく分離する

軸が得られるので，この軸と直交するベクトルを 1つ選び，


とおく．つまり，	mid を起点とし，ベクトル 
を含む超平面

を識別境界とする．この条件を満たす 
は一意には定まらない

ため，適当に選ぶことにする．最後に，式 (27) を用いて，ク

ラスの分布を表すアフィン部分空間と原点との「距離」を十分

大きくする位置に原点を定める（注3）

4. 4 文字認識実験

提案手法の有効性を確認するため，提案手法を 45 組の 2 ク

ラス問題に適用した．特徴ベクトルとしては，NIST Special

Database 19 [15] の数字サンプルを 64 × 64の大きさに非線形

正規化 [16] した後，196次元の方向線素特徴量 [17]を抽出して

用いた．

（注3）：Algorithm 1 では，実際にはアフィン部分空間と原点との「距離」では

なく，平均ベクトルと原点との距離を大きくしている．ただし，平均ベクトルと

アフィン部分空間は直交していると仮定しているため，問題はないと思われる．
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(a) Class 1 vs Class 2.
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(b) Class 1 vs Class 2 with normalized feature vectors.
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(c) Class 1 vs Class 3.
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(d) Class 1 vs Class 3 with normalized feature vectors.

図 8 Effect of “distance” and “balance”.

Algorithm 1 Appropriate position of the origin

1: Calculate the midpoint of two mean vectors (denoted as

�mid).

2: Execute Fisher’s linear discriminant analysis.

3: Calculate a vector orthonormal to Fisher’s linear discriminator

(denoted as �).

4: An appropriate origin �′ is given by

�′ = D�+�mid, (27)

where D is the distance.

4. 2 節と同様に，式 (2)のパラメータ r を変えながら最も高

い認識率を選ぶ実験を 100回行い，得られた最高の認識率 100

個の平均値を用いた．学習用のサンプル数を 10000とし，テス

ト用のサンプル数を 1000とした．学習用とテスト用のサンプ

ルは別である．原点の位置は「距離」が 10000 になるように

した．

認識実験を行う前に，用いた特徴ベクトルが仮定 A (3. 1 節)

Fisher's Linear
Discriminator

Midpoint of Mean Vectors
O′

Orthogonal Vector to
Fisher's Linear Discriminator

Orthogonal Vector to
Fisher's Linear Discriminator

Dicision Boundary

図 9 Appropriate position of the origin for subspace method (the

proposed method).

で仮定した 2つの条件

（ a） �1 ≈ �

‖�‖

（ b） ‖�‖2 > λ1
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表 1 Examinations of recognition problems whether “condition A” is satisfied. The angle

between �1 and � shown in (a) is calculated as cos−1
�
�1 · �

‖�‖

�
. Each cell consists

of two smaller cells: the upper cell is the average and the lower one is the standard

deviation.

“0” “1” “2” “3” “4” “5” “6” “7” “8” “9”

(a)
Angle Ave. 10.2 5.67 11.9 10.5 9.20 8.25 11.5 10.9 11.8 8.97

(degree) Std. (×10−2) 5.7 3.6 3.7 11 4.9 7.5 12 2.0 5.0 3.2

||�||2
Ave. 91180 405400 69670 58000 45140 40180 89010 64730 62560 84930

(b)
Std. 294 1810 212 182 129 61.2 243 98.7 146 476

λ1

Ave. 40210 171700 38090 21950 23020 12670 44680 33790 28430 33380

Std. 230 588 252 266 171 89.0 429 97.1 178 187

を満たすかどうか調べた．学習用に用いる 10000個のサンプル

から計算した値を調査結果を表 1に示す．(a)については，�1

と �が成す角度 cos−1
�
�1 · �

‖�‖

�
を度を単位として求め，文

字毎に 100回の平均と分散を示した．角度はおおよそ，5度～

10度程度であった．196次元という高次元であることを考える

と，比較的 �1 と � の方向は近いといえる．(b) については，

‖�‖2 と λ1 をそれぞれ文字毎に求め，100回の平均と分散を示

した．どの文字においても ‖�‖2 > λ1 であることが確認でき

た．このことから，3. 1 節で仮定した条件はおおよそ満たされ

ていると考えられる（注4）．

認識結果を表 2 と表 3 に示す．表 2 は特徴ベクトルをその

まま用いた場合，表 3はあらかじめ特徴ベクトルのノルムを 1

に正規化した場合の結果である．2クラス問題の認識結果はそ

れぞれ 3つに区切られている．一番上は原点を移動しない場合

の認識率 (通常の CLAFIC法)，真ん中が原点を移動した場合

の認識率 (提案手法)，一番下が両手法の認識率の差で，提案手

法の認識率から通常の CLAFIC法の認識率を引いた値である．

結果をまとめると，特徴ベクトルを正規化しなかった場合は，

29組で認識率が向上し，15組で認識率が減少し，1組は認識率

が変わらなかった．認識率は平均では 0.06%上昇した．認識率

の改善効果が最も大きかったのは “4”と “9”の組で，0.66%上

昇した．逆に認識率が最も減少したのは “1” と “2” の組で，

0.07%減少した．特徴ベクトルを正規化した場合は，全 45 組

で認識率が向上し，認識率は平均では 0.32%上昇した．認識率

の改善効果が最も大きかったのは “4”と “9”の組で，1.50%上

昇した．最も小さかったのは “0”と “6”の組で，0.02%上昇少

した．

提案した “adaptive origin subspace method”を適用するこ

とで，平均認識率は僅かに上昇したが，有意な差であるとは言

い難い．ただし，認識実験に用いた特徴ベクトルが 3. 1 節で仮

定した 2つの条件をおおよそ満たしていることや，4. 2 節で原

点の位置が認識性能に影響を与えることを確認していることか

ら，原点の位置は認識性能に影響を及ぼすものの，少なくとも

今回用いたデータに関しては移動前の原点の位置で十分高精度

な認識が可能であったとも考えられる．このように，これまで

部分空間法で高精度な認識が報告されている認識対象では，程

（注4）：{φi}r′
1 と {ψi}r

2 が張るアフィン部分空間が近似的に同一であるとい

う仮定に関しては未確認であり，今後の課題である．

度の差こそあれ，もともと認識に有利な位置に原点が位置して

いることも考えられる．そのため，今後は部分空間法を適用し

たものの十分な認識性能が得られなかった認識対象に提案手法

を適用することを考えている．

5. ま と め

本稿では，部分空間法の認識性能，特に CLAFIC法の認識

性能に原点の位置が及ぼす影響について考察を行った．具体的

には，2つの条件を仮定して，CLAFIC法の類似度の式を原点

の位置に依存する項と依存しない項に分割した．そして，原点

に依存する項が認識性能にどのような影響を及ぼすかについて

考察した．原点の位置に依存しない項はクラスの分布を表す部

分空間である「コアアフィン部分空間」に関連している．考察

の結果，原点の位置によってはコアアフィン部分空間上に認識

不可能な超円状の領域「誤認識穴」が発生し，誤認識が起こり

得ることがわかった．

そこで，誤認識穴が発生しないように原点の位置が満たすべ

き条件を考察し，実験によって検証した．そして，そのような条

件を満たすように原点を定める方法 “adaptive origin subspace

method”を提案した．提案手法を文字認識に適用した結果，認

識率はほんの僅かだけ上昇した．この原因として考えられるの

は，原点がもともと認識に有効な位置にあったということであ

る．このように，部分空間法で高精度な認識が報告されている

認識対象では，もともと認識に有利な位置に原点が位置してい

るが多いと考えられる．そのため，提案手法を適用しても，必

ずしも認識率が向上するとは限らない．そこで，文字以外の対

象に提案手法を適用することとが今後必要になってくると思わ

れる．また，3. 2 節で導いた理論の検証も今後の課題である．
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表 3 Recognition rates of handwritten numerals in NIST Special Database 19 with nor-

malized feature vectors. Each recognition result consists of three cells. The top

cell is recognition rate without changing the origin (the conventional method). The

middle one is that of changing the origin (the proposed method). The bottom one

is the difference of these two recognition rates.

“1” “2” “3” “4” “5” “6” “7” “8” “9”

Conv. 99.30 99.05 99.60 99.52 99.09 99.02 98.91 99.35 99.51

“0” Prop. 99.40 99.15 99.72 99.73 99.48 99.04 99.46 99.54 99.66

Diff. 0.10 0.10 0.12 0.21 0.39 0.02 0.55 0.19 0.15

Conv. 98.96 99.54 98.90 99.26 99.31 98.89 98.72 98.95

“1” Prop. 99.08 99.64 99.29 99.56 99.40 99.11 98.97 99.50

Diff. 0.12 0.10 0.39 0.30 0.09 0.22 0.25 0.55

Conv. 97.81 99.31 99.22 99.03 97.90 97.78 98.96

“2” Prop. 98.08 99.49 99.40 99.39 98.58 98.22 99.15

Diff. 0.27 0.18 0.18 0.36 0.68 0.44 0.19

Conv. 99.58 97.35 99.37 98.92 97.26 98.78

“3” Prop. 99.77 97.88 99.58 99.30 97.71 99.13

Diff. 0.19 0.53 0.21 0.38 0.45 0.35

Conv. 99.55 99.33 98.28 98.89 97.09

“4” Prop. 99.63 99.65 98.96 99.24 98.59

Diff. 0.08 0.32 0.68 0.35 1.50

Conv. 97.33 99.67 97.35 99.18

“5” Prop. 97.63 99.77 98.08 99.53

Diff. 0.30 0.10 0.73 0.35

Conv. 99.73 98.70 99.63

“6” Prop. 99.85 99.09 99.85

Diff. 0.12 0.39 0.22

Conv. 98.58 96.79

“7” Prop. 98.83 98.12

Diff. 0.25 0.33

Conv. 97.86

“8” Prop. 98.19

Diff. 0.33
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差分部分空間を用いた混合マハラノビス関数に関する一考察
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あらまし 高精度な類似文字識別を実現するためには，2つの類似クラスの差異が良く現れるような特徴空間へ特徴

量ベクトルを射影することが有効である．類似文字識別に有効な識別関数として，混合マハラノビス関数 (CMF)が

提案されている．これは特徴量を固有値の小さな固有ベクトルが張る部分空間に射影してマハラノビス距離の補正を

行う手法である．しかし，CMFは類似クラスの差異情報として，2つの類似クラスの平均特徴量ベクトルの差分を用

いているが，一般に手書き文字の特徴量の分布は複雑な多次元分布をしていると考えられるため，1本の差分ベクト

ルだけでクラスの差異を捉えるには限界がある．本稿では，2つの部分空間の差を表す差分部分空間を導入した新し

い CMFを提案し，手書き文字データベース ETL9Bを用いた実験によりその有効性を示す．

キーワード 手書き文字認識，類似文字，混合マハラノビス関数，差分部分空間

A Study of Compound Mahalanobis Function Using Difference Subspace
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† Graduate School of Information Sciences, Tohoku University, aza-Aoba 6-3-09, Aramaki, Aoba-ku,
Sendai-shi, Miyagi, 980-8579 Japan
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Abstract In order to distingish similar characters, it is necessary to project feature vector to a feature space which

includes difference between two similar categories. Compound Mahalanobis Function (CMF) has been proposed for

high accuracy similar character identification, and modification of the Mahalanobis Distance projecting feature

vector to eigenvectors with smaller eigenvalues. However, CMF uses single difference vector of two mean vectors

as difference information between two similar categories, and handwritten character distribution is complicated

multidimensional distribution. As a result, it is hard to recognize similar character with only this difference vector.

In this paper, we propose a new CMF method using difference subspace, and verify effectiveness of the proposed

method through experiment using ETL9B.

Key words Handwritten Recognition,Similar Character,Compound Mahalanobis Function,Difference Subspace

1. は じ め に

現在まで，手書き文字認識に関する多くの研究が行われてお

り，高い認識精度が得られている．例えば，個別文字認識にお

いては，手書き文字データベース ETL9B [1]を用いた実験で，

99%を超える認識結果も報告されている [2], [3]．しかしながら，

類似文字に対する認識率は依然として低く，手書き類似文字認

識の高精度化が課題となっている．

類似文字認識の高精度化に関する研究では，混合部分空間

法，混合投影距離法，混合マハラノビス関数など，2つの類似

クラス間の差異情報を利用する，混合識別関数が提案されてい

る [4], [5]．混合識別関数は，類似文字間の差異情報として，認

識対象字種と対立類似字種との平均特徴量ベクトルの差分を認

識に用いる．そして，類似クラスの違いが固有値の小さい固有

ベクトル方向に顕著に現れるという性質を利用して，学習用の

特徴量ベクトルから得られる共分散行列の固有ベクトルのうち，

その固有値の小さなものから適当な数を選択し，部分空間を構

成する．例えば混合マハラノビス関数は，差分ベクトルをこの

部分空間へ射影したベクトルを用いて，マハラノビス距離に補

正を行う識別関数である．

実際の手書き文字の特徴量は複雑な多次元分布をしていると

考えられるため，類似クラス間の差異情報として平均特徴量ベ

クトルの差分ベクトルを用いるだけで，類似文字の違いを正確

に捉えるには限界がある．より高精度な類似文字認識を行うた
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めには，類似クラスの差異を多次元の射影空間として捉えるこ

とが必要であると考えられる．

制約相互部分空間法 (CMSM : Constraint Mutual Subspace

Method) は，制約部分空間と呼ばれる識別に有効なクラス間

変動のみを含む空間への射影を相互部分空間法に付加した手

法である．制約部分空間への射影は識別に有効な特徴抽出とな

り，照明変動などを含んだ顔画像認識において，その有効性が

示されている [9], [11]．CMSMの適用に際して，具体的な制約

部分空間をいかに生成するかが重要な課題であり，その 1つと

して，二つの部分空間の差異を表す差分部分空間が提案されて

いる [9], [10]．各部分空間を差分部分空間に射影することで，部

分空間同士のなす角が広がり，相互部分空間法などの角度に基

づいた手法でその有効性が確認されている．

この差分部分空間を構成する基底ベクトルは，マハラノビス

距離のような距離に基づいた手法においても，識別に有効であ

ると考えられるが，これらについての検討はまだ行われていな

い．本稿では，未知の特徴量と標準特徴量との距離を差分部分

空間に射影した項を混合マハラノビス関数の補正項に適用する

ことで，類似文字認識の高精度化を行う．そして，ETL9B を

用いた実験により本手法の有効性を示す．

以下，2.では従来の混合マハラノビス関数について述べ，3.

では差分部分空間を用いてこれを改良する手法を提案する．4.

で提案手法の有効性を確認するため，類似文字種を対象にした

実験と結果，5.で全字種を対象にした実験と結果について述べ

る．6.は結論である．

2. 混合マハラノビス関数

類似文字認識の高精度化を行うために提案された混合マハ

ラノビス関数 (CMF : Compound Mahalanobis Function) [4]

は，2つの類似クラスの平均特徴量の差分ベクトルを，2つの

クラスが良く分離できる部分空間に射影し，射影された差分ベ

クトルを用いてマハラノビス距離に補正を行う関数である．

認識対象クラス Ω1 と対立類似クラス Ω2 の平均特徴量ベク

トルをそれぞれ u，v とする．また，Ω1 の d次元学習用サン

プルの共分散行列の固有値を

λ1, λ2, · · · , λd

(λi >= λi+1 i = 1, 2, · · · , d − 1)
(1)

とし，λi に対する固有ベクトルを φi とする．

ここで，Ω1 と Ω2 の違いが φk, φk+1, · · · , φd により構成さ

れる部分空間に顕著に現れると仮定するとき，CMFは次式で

定義される．

Dcmf (x) =
dX

i=0

{φT
i (x − u)}2

λi
+ μ

dX
i=k

(φT
i δ)2

λi
(2)

ただし，x は未知の特徴量ベクトル，μ は結合重み定数，δ

は，以下の式で与えられるベクトルである．

図 1 2 つのクラスの差

δ = (ξT (x − u))ξ

ξ =

dX
i=k

φT
i (u − v)φi

vuut
dX

i=k

(φT
i (u − v))2

(3)

ξ は，Ω1 と Ω2 の平均特徴量ベクトルの差分ベクトル u − v

を φk, · · · , φd で構成される部分空間に射影して，大きさを 1

に正規化したベクトルであり，δ は未知の特徴量と平均特徴量

の距離 x−uを ξ方向に射影して得られるベクトルである．す

なわち CMFは，δ の長さをマハラノビス距離に換算し，結合

重み係数 μによりマハラノビス距離との線形結合をとったもの

である．

ここで，手書き文字認識においてはマハラノビス距離よりも，

固有値にバイアスを加えた改良型マハラノビス距離 [8]の方が

識別に有効であることがわかっている．よって，式 (2)におい

て固有値にバイアスを加えた次式を CMFと再定義する．

Dcmf (x) =
dX

i=0

{φT
i (x − u)}2

λi + b
+ μ

dX
i=k

(φT
i δ)2

λi + b
(4)

本稿では，式 (4)のバイアス bとして全クラス全固有値の平

均を使用する．

3. 混合マハラノビス関数の差分部分空間による
拡張

類似文字識別を行う場合，類似クラスの差異成分を強調する

ような特徴空間への射影が有効である．CMFでは 2つのクラ

スの差異情報として平均特徴量ベクトルの差分ベクトルを利用

しているが，一般に手書き文字の特徴量は複雑な多次元分布を

していると考えられるため，差分ベクトルだけで類似クラスの

差異を捉えるには限界がある．より高精度な類似文字認識を行

うためには，クラスの差異を射影空間全体で捉えることが必要

である．本章では，部分空間同士の差異を表す射影空間として

差分部分空間 [10]を導入し，これを用いて混合マハラノビス関

数を拡張する．

3. 1 類似クラス識別に関する考察

図 1に示すように，ある類似クラス Ω1,Ω2 が存在し，それぞ
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図 2 差分部分空間への射影
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図 3 差分部分空間の概念

れの部分空間を張る固有ベクトルが φ1, φ2 及び ψ1, ψ2 である

とする．このとき，固有値の大きな固有ベクトルである φ1(楕

円の長軸方向)への射影では，分布の重なりが大きく有効な識

別ができない．ψ1 についても同様である．一方，固有値の小

さな固有ベクトル φ2(楕円の短軸方向)への射影により有効な

識別が可能になる．CMFは，このように類似クラスの違いが

固有値の小さな固有ベクトル方向に顕著に現れるという性質を

利用した手法である．

次に，図 2のように φ1,ψ1の差分ベクトル dの方向へ射影す

ることを考える．d方向への射影によっても分布が分離し，有

効な識別が可能である．固有値の大きな固有ベクトルはクラス

の分布に沿った軸であると考えることができ，それらの差分ベ

クトルは部分空間の分布の差を考慮した有効な識別方向になっ

ている．このことは，一般に d次元特徴量についても同様に考

えることができる．

3. 2 差分部分空間の概念

差分部分空間D は，図 3のように 2つのベクトルの差分ベ

クトルを多次元に拡張したものになっている．

2つのN次元部分空間U , V に対して，N個の正準角 θi(i = 1

～N) が定義できる．ここで i 番目に小さな正準角 θi を形成

する 2 つのベクトル ui ∈ U と vi ∈ V の差分ベクトルを

di = ui − vi とする．差分部分空間は差分ベクトル di を基底

とする空間であると定義される [9]．この差分部分空間はクラス

の差に基づいた識別に有効な射影空間となっている．

3. 3 射影行列による差分部分空間の生成

福井らは文献 [10]において，差分部分空間を 2つの部分空間

に対する射影行列の和の固有ベクトルから生成する手法を提案

した．

類似クラス Ω1，Ω2に対する射影行列を P ,Q,その和をGと

する．射影行列は以下の式で定義される．

P =

NbX
i=1

φiφ
T
i

Q =

NbX
i=1

ψiψ
T
i

(5)

G = P + Q (6)

ここで φi,ψi は，それぞれ Ω1,Ω2 の部分空間を張る固有ベク

トルである．差分部分空間は射影行列の和Gについて，式 (7)

の固有値問題を解くことで得られる．

Ga = λa (7)

これら一連の流れは，類似クラスの固有ベクトルをデータとし

た主成分分析であると解釈できる．式 (7)の G の (Nb × 2)本

の固有ベクトルのうち，固有値の大きな Np 本が 2つのクラス

の共通成分を表す空間，残りの固有値の小さな Nc 本が差異成

分を表す空間と考えることできる (Np + Nc = Nb × 2)．すな

わち，クラス Ω1 と Ω2 の差分部分空間 D は G の固有ベクト

ルのうち，固有値の小さな方から選んだ Nc 本を基底とする空

間となる．

D = (d1, d2, · · · , dNc) (8)

なお，Nb,Nc の値は実験的に定めるものとする．

3. 4 差分部分空間による混合マハラノビス関数の拡張

3.3.で求めた差分部分空間上でのマハラノビス距離を次式で

計算する．
NcX
i=0

{dT
i (x − u)}2

λd
i

(9)

但し，差分部分空間を張る基底ベクトル di 上でのデ－タの分

散 λd
i は本来，主成分分析により固有ベクトルに対する固有値

として与えられるが，この場合，式 (7)の固有値問題からは直

接得られない．そこで，学習用サンプル {xl
1, x

l
2, · · · , xl

N} を
差分部分空間をなす各固有ベクトルに射影することによって，

デ－タの分散を計算する．

ul
i =

1

N

NX
k=0

dT
i xl

k

λd
i =

1

N

NX
k=0

(dT
i xl

k − ul
i)

2

(10)

式 (4) と同様に補正項として，結合重み係数 ν を用いて改

良型マハラノビス距離との線形結合をとった式 (11)が本稿で

提案する差分部分空間を用いた混合マハラノビス関数 (DS-

CMF:Difference Subspace based CMF)である．

Ddscmf (x) =
dX

i=0

{φT
i (x − u)}2

λi + b
+ ν

NcX
i=0

{dT
i (x − u)}2

λd
i + bd

(11)
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表 1 類似字種セット

1 え 之 6 熊 態 11 伸 仲

2 ば ぱ 7 采 釆 12 推 椎

3 び ぴ 8 士 土 13 磨 麿

4 穎 頴 9 師 帥 14 末 未

5 干 千 10 情 楕 15 肋 助
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4. 類似文字実験

提案手法である DS-CMFが類似文字識別に有効であること

を確認するために，CMF との比較実験を行った．認識対象は

手書き文字データベース ETL9Bに含まれる字種のうち，表 1

に示す 15 組 30 字種である．これらは文献 [6]，[7]で用いられ

ている誤認識が多く発生する類似文字対である．

前処理として，各サンプル文字画像に対してノイズ除去，ス

ムージング，非線形正規化を行った．特徴抽出には 196次元改

良型方向線素特徴量 [12]，学習・未知データの分割には 10分割

ローテーション法を用いた．これは，ETL9B各字種 200サン

プルのうち，180個を学習データ，残りの 20個を未知データと

するセットを 10 パターン (A–J とする) 作成し，10 セットの

結果の平均を最終的な認識結果とする方法である．また，学習

データが 180個であるため，共分散行列の固有ベクトルは 179

本しか求まらない．そのため，本実験では式 (4),(11)の計算を

d = 179として行う．

図 4は CMFのパラメータ kを変化させたときの，図 5 は提

案手法のパラメータ Nc を変化させたときの認識率の変動を表

したグラフである．その他のパラメータは，実験により認識率

が最も高かった μ = 0.7，ν = 0.7，Nb = 31を使用した．図 5

において認識率がある次元数を境に急激に低下していることが

確認できる．このことは，式 (7) の固有値問題で得られる固有

ベクトルのうち，固有値の小さなものがクラスの差を表すベク

トル，固有値の大きなものがクラスの共通成分を表すベクトル

になっていることを表している．

図 6は表 1に示した 1 ∼ 15番の類似文字対に対して，各々

の認識手法を用いて実験を行い，認識率をグラフにしたもので

ある．参考のために改良型マハラノビス距離 (MMD:Modified

Mahalanobis Distance) [8]を用いて認識を行った結果も一緒に

掲載している．この結果より，CMFと提案手法であるDS-CMF
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図 6 字種対ごとの認識率

表 2 最大認識率

CMF 94.73 %

DS-CMF 94.96 %

ともに MMDに比べて全ての字種対で認識率の向上が確認さ

れる．つまり補正項の付加により，認識精度が向上することを

示している．さらに多くの類似字種対において，CMFよりも

DS-CMFの方が認識率が高くなり，CMFで構成される射影空

間よりも DS-CMFで構成される差分部分空間の方が識別に有

効な特徴空間であると言える．

それぞれの最大認識率は表 2のようになり，提案手法により

認識率が改善されることが確認できた．

5. 全字種実験

ETL9B に含まれる 3036字全字種を対象にした認識実験を

行った．計算時間を考慮し，識別を以下に説明する大分類，細

分類，再細分類の 3段階に分けて行った．これらは文献 [4], [6]

で使用されている識別方法である．

a ) 大 分 類

シティブロック距離を用いて全字種を対象に識別を行い，各

未知データごとに候補を上位M 字種に絞りこむ．

b ) 細 分 類

大分類で得られた候補M 字種に対して改良型マハラノビス

距離を計算する．
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図 7 ETL9B 全字種に対する認識結果

(a)

Answer:ぱ

Result:ば

(b)

Answer:将

Result:乎

(c)

Answer:併

Result:牛

(d)

Answer:漢

Result:漠

(e)

Answer:租

Result:祖

(f)

Answer:潤

Result:澗

図 8 誤認識された文字の例

c ) 再 細 分 類

細分類の結果得られた未知データと n位候補辞書データの距

離を dn としたとき，

dn − d1 <= Δ (12)

となる全ての候補に対して，CMF及び提案手法であるDS-CMF

を用いて，2クラス識別を行う．本実験ではM = 30，Δ = 10.0

とした．また，CMFのパラメータは k = 98，μ = 3.0，提案

手法のパラメータは Nb = 26，Nc = 25，ν = 1.0とした．

図 7は，各字種ごとに用意した 10セットの学習・未知デー

タ分割パターン (A–J)において，誤認識された文字の個数をグ

ラフにしたものである．横軸にセット名，縦軸に誤認識文字数

を示した．この結果によると，全てのセットにおいて，CMF

よりも提案手法である DS-CMFの誤認識文字数が減少してい

ることが確認される．再細分類に CMFを用いた場合は誤字数

が 7426字だったのに対し，提案手法を用いた場合は 7113字と

なり，
7426 − 7113

7426
× 100 = 4.21[%]

の改善率が得られたことになる．このことから提案手法は CMF

に比べて，再細分類に有効な識別方法であると言える．

最後に，提案手法により誤認識された文字の例を図 8に示す．

上段の (a)～(c)ような文字は人間が見ても判別できないような

文字であったため，誤認識されたと考えられる．しかし，下段

の (d)～(f)の文字のように人間が見て判断できるにもかかわら

ず，誤認識された文字もあり，今後も手法の改善が必要である．

6. お わ り に

本稿では類似文字識別に有効である混合マハラノビス関数の

補正項で用いる部分空間に，2つの部分空間の差を表す差分部

分空間を導入することで，類似クラスの差異を強調し，高精度

な識別を行う手法を提案した．

提案手法では，類似クラスの差異が部分空間の差という多次

元情報から構成されるため，従来の混合マハラノビス関数に比

べて，より良くクラスの差異を捉えることが可能となる．

手書き文字データベース ETL9Bを用いた実験を行った結果，

認識率が従来の混合マハラノビス関数では 94.73%であったの

に対し，提案手法では 94.96%であり，従来手法よりも高い認

識精度が得られた．今後，より詳細な誤認識に関する検討を行

い，手法の改善を行っていく予定である．
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部分空間法研究会

多重直交相互部分空間法を用いた顔認識

河原 智一 西山 正志 山口 修

株 東芝 研究開発センター 〒 川崎市幸区小向東芝町

あらまし 我々は制約相互部分空間法の特徴抽出を発展させた直交相互部分空間法を提案した．直交相互部分空間法

では，識別に有効な特徴抽出を行うために直交化行列による変換を行い，参照部分空間同士の間の角度を広げること

で識別性能を向上させている．高い識別性能を得るためには直交化行列の学習が重要であり，その生成法の確立が問

題となる．一方，制約相互部分空間法における特徴抽出の学習では，アンサンブル学習に着目し，特徴抽出を複数回

行い，各結果を統合することで認識性能を向上させる多重制約相互部分空間法を提案している．本稿では直交相互部

分空間法に対して同様のアプローチを用いた多重直交相互部分空間法を提案する．顔画像実験により識別性能が向上

することを確かめる．

キーワード 直交相互部分空間法，アンサンブル学習，顔認識

は じ め に

相互部分空間法 に基づいたパターン認識法として，制約相

互部分空間法 ～ をはじめ，図 に示した手法が提案さ

れてきた．最近では，制約相互部分空間法の特徴抽出を発展さ

せた直交相互部分空間法 を提案した．我々はこれらの手法

を用いて，顔画像による個人認識 をターゲットとして，

実環境で動作する個人認証システムを実現してきた ．

制約相互部分空間法および直交相互部分空間法では，カテゴ

リ間の関係を考慮し，部分空間同士の間の角度を広げる特徴抽

出を行うことで，識別に有効なカテゴリ間の差異を強調し，認

識性能を向上させている．この特徴抽出を制約相互部分空間法

では制約部分空間への射影によって，直交相互部分空間法では

直交化行列による変換によって実現している．制約部分空間お

よび直交化行列の生成法については，高い識別性能を得るため

の学習方法の確立が重要である．

制約部分空間の学習については，アンサンブル学習 ～

を取り入れ，学習によって複数の制約部分空間を生成し，各制約

部分空間ごとに特徴抽出を行う多重制約相互部分空間法 を

提案した．アンサンブル学習を導入した方法は他にも

などがあり，本稿ではこの考え方を直交化行列の学習に取り入

れ，複数の直交化行列を作成し，各直交化行列ごとに特徴抽出

を行う多重直交相互部分空間法

を提案する．多重直交相互部分

空間法では，入力部分空間と参照部分空間を複数の直交化行列

でそれぞれ変換し，各直交化行列で変換された入力部分空間と

参照部分空間のなす角度を類似度として求める．得られた複数

の類似度を結合することで最終的に類似度を決定する．複数の
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図 直交相互部分空間法の処理の流れ

図 部分空間の生成の例 顔パターンの場合

直交化行列の生成する方法は多重制約相互部分空間法を踏襲

し， に代表される並列的な学習の考え方を利用す

る．まず，ランダムにいくつかのカテゴリをサンプリングを行

い，そのカテゴリに属する学習パターンを用いて直交化行列を

生成し，この操作を必要な数だけ繰り返すことで複数の直交化

行列を生成する．

以下， 章で従来法である直交相互部分空間法について説明

し， 章で提案手法である多重直交相互部分空間法について述

べる．提案手法の有効性を確認するため， 章で識別実験を行

う．その結果を踏まえ， 章で考察を行う．

直交相互部分空間法

直交相互部分空間法は複数の入力・参照パターンを用いて識

別を行う手法である．簡単な処理の流れを図 に示す．認識対

象の複数の入力パターンの自己相関行列 に対して固有値問

題を解き，その固有ベクトルを基底とすることで，入力部分空

間を生成する 図 ．識別の際に参照する参照パターンについ

ても，同様の方法で参照部分空間を生成する．次に，入力・参

照部分空間に対して直交化行列による変換を施した後，それら

の部分空間同士の間の角度から類似度を算出する．

直交化行列は，複数ある部分空間に対して部分空間同士の間

の角度を広げる線形変換を表す行列である．特に，全部分空間

の基底の集合が 次独立なら，直交化行列による変換で各部分

空間同士は直交する ．一般には，カテゴリ数と学習用部分

空間の次元の積が空間の次元以下なら，学習用部分空間の基底

の集合は 次独立になる．

直交化行列の生成

まず，直交化行列生成の際に使用する学習用部分空間につい

て述べる．同一カテゴリ内のパターン変動を学習するため，各

カテゴリごとに変動を含んだパターンを複数用意し，先と同様

の方法で部分空間を生成する 図 ．それぞれのカテゴリにつ

いて生成した部分空間を学習用部分空間と呼ぶ．学習用部分空

間の固有値が大きい基底ベクトルは，各カテゴリの主要なパ

ターン変動を表していると考えられる．直交化行列生成の際に

使用する学習用部分空間は，認識対象のカテゴリのパターンか

ら生成するのが理想であるが，認識対象とは異なるカテゴリの

学習用部分空間から生成することも可能である．

次に，カテゴリ数を ，各カテゴリの学習用部分空間の次元

を ，学習用部分空間へ射影する射影行列を

とする．ただし，カテゴリ毎の学習用部分空間の正規直交基

底を とすると，射影行列 は次のように

なる．

その 個の射影行列の平均を 式 とすると， は 個

の学習用部分空間の分布を表現する行列となる．

具体的には，式 のように， の固有値 は， の固有ベ

クトルでノルムを に正規化した をすべての学習用部分空間

へ射影し，その射影長の 乗の平均と一致する．

ただし， はベクトルのノルムとする．式 から， 個の

学習用部分空間の分布は，固有値が大きい固有ベクトルの方向

ほど密集している．そのため，図 のように，行列 の固有

値をすべて にする白色化変換によって学習部分空間の間の角

度が広がると考えられる．

直交化行列 は の固有値をすべて にする白色化変換を

表す行列として，式 で与える．

ただし， は の固有値の平方根の逆数を並べた対角行

列， は の固有ベクトルを並べた行列，右上の はその転

置である．式 により， による変換で，固有値がすべて

になることが分かる．ただし， は単位行列とする．

なお， は実験的に定める．
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図 白色化変換により部分空間同士の角度を広げる

直交化行列による特徴抽出

複数のパターンから生成した入力・参照部分空間 図 に対

して，部分空間を張る 本の基底を直交化行列 で変換し，

変換後の 本のベクトルに の直交化を施す．

直交化された 本のベクトルをそれぞれ直交

化行列で変換した入力・参照部分空間の基底とする．

部分空間同士の類似度計算

直交化行列による変換後の入力部分空間と参照部分空間の間

の角度から類似度を計算し，類似度が最大の参照部分空間に対

応するカテゴリを入力パターンの属するカテゴリと判定する．

また，類似度がしきい値を下まわる場合は判定せず棄却する．

類似度の計算は次の通りである．

直交化行列による変換後の入力部分空間を ，参照部分空間

を とする． と の類似度 は，相互部分空間法 によ

り得られる正準角と呼ばれる部分空間同士の間の角度 から式

で決定される．

部分空間同士が完全に一致していれば である は，

以下の行列 の最大固有値となる．

ここで， は部分空間 ， の 番目の基底ベクトル，

は と の内積， は部分空間の基底ベクトルの

数を表す．

多重直交相互部分空間法

本稿で提案する多重直交相互部分空間法は， の

考え方を直交相互部分空間法に導入した手法である．

は複数の識別器を用意し，各識別器から得られた結果を統合す

ることで認識を行う．それぞれの識別器はすべての学習パター

ンからランダムにサンプリングしたパターンを用いて生成する．

学習パターンの選択にランダム性があるため，生成された識別

器は異なるものになる．本手法では複数の直交化行列を用意し，

各直交化行列ごとに直交相互部分空間法を行った結果を統合す

ることで識別を行う．簡単な処理の流れを図 に示す．

図 多重直交相互部分空間法の処理の流れ

複数の直交化行列の生成

複数の直交化行列を作成するため，ここでは 個の学習用部

分空間からランダムに 個をサンプリングし，直交化行列を

生成する．サンプリング後の直交化行列の作成法は と同じ

である． 個の直交化行列 を生成する手続

きを以下に示す．

（ ） 個の学習用部分空間から重複しないようランダムに

個の学習用部分空間を選択する．

（ ） 個の学習用部分空間の基底ベクトルを用いて の

手続きで 個の直交化行列を生成する．

（ ） 個の直交化行列が生成されるまで に戻る．

なお， は実験的に定める．

複数の直交化行列による特徴抽出

入力部分空間 に対して，各直交化行列 ご

とに の処理を行うことで，入力部分空間

を得る．参照部分空間 に対しても同様の処理を行うことで，

参照部分空間 を得る．

複数の類似度計算

直交化行列 による変換で得られた入力部分空間 と参照

部分空間 の類似度 を の方法で計算する．

複数類似度の統合

各直交化行列に特徴抽出で得られた類似度を統合し，多重直

交相互部分空間法の類似度 を以下の式で求める．ここでは平

均値を用いる．

認 識 実 験

提案手法と従来法の認識性能を比較するため，動画データに

よる 種類の認識実験を行った．実験 では認識対象の様々な

変動パターンから学習した特徴抽出を用いて実験した．実験

は，実用に近い形での認識性能を比較するために認識対象と

は異なるカテゴリの様々な変動パターンを用いて特徴抽出を

行った．
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図 各照明条件における撮影画像の例

実験の仕様

認識実験に使用したデータは独自に収集した動画像であ

る． 人の人物について，異なる 種類の照明条件下 以下，

と呼ぶ で撮影した．図 に から の照明条

件で取得された画像を示す．各画像から瞳と鼻孔の位置を基準

として顔領域のパターンを抽出し，パターンをラスタースキャ

ンによりベクトルに変換する．前処理を行い，ベクトル長の正

規化された 次元に変換した．撮影条件や前処理等の詳細

は を参照していただきたい．

認識実験は， 人を 人ずつの グループ に分け，

グループ で認識実験を行い，グループ は特徴抽出の学習

のみに使用した．各グループについて，各照明環境下で取得さ

れた画像列を前半と後半に分け，前半を参照用，後半を入力用

とし，実験の試行回数を増やすため，入力用の画像列をさらに

分割し， 人の人物に対して試行を複数回の入力とした．認識

実験に使用しないグループ は参照部分のみを使用した．以

下，照明環境 で撮影されたグループ ， の画像列の参照

用をそれぞれ ， ，入力用を ， と呼ぶ．

認識実験は全部で 種類行った．特徴抽出の学習を除き，

種類とも を参照し， の入力に対して人物の

識別を行った．結果は， それぞれを参照とした

実験結果の平均とした．

特徴抽出の学習に使用した学習用部分空間は，実験 では

から，実験 では から生成した．

つまり，学習用部分空間はそれぞれ，実験 では参照する人物

の様々な変動を含む理想的なパターン，実験 では参照する人

物とは異なる人物の様々な変動を含む実用的なパターンから生

成した．これらの学習用部分空間から直交化行列および制約部

分空間を生成した．以上をまとめたのが表 である．

表 参照，入力および特徴抽出の学習に用いたパターン

参照 入力 学習

実験

実験

識別精度の評価基準

識別精度の評価は次の つの基準を用いた．

位正解率

本人類似度が他人類似度より高くなる割合．本人類似度は入

力部分空間と参照部分空間に対応する人物が同じ場合に算出

された類似度，他人類似度は異なる場合に算出された類似度で

ある．

等価エラー率

他人受理誤り率 と 本人排除誤り率 が等しい時

の割合． は以下の式で求まる．

ただし， 他人類似度がしきい値以上の試行数 ， 全試

行数 本人の試行数 である．登録数は参照するカテゴリ数を

表す．一方， は以下の式で求まる．

ただし， 本人類似度がしきい値以下の試行数 ， 本人

の試行数 である．顔認識の場合，登録されていない未知の人

物に対応する必要があり， が低いとその手法の認識性能

は高い．

実験に用いた手法

提案手法の有効性を確認するために，識別性能について従来

手法との比較実験を行った．各手法のパラメータ等は以下のよ

うに設定した．

相互部分空間法

入力部分空間と参照部分空間の間の角度 の を類似度

とした．入力および参照部分空間の次元は 次元とした．

制約相互部分空間法

制約部分空間への射影により特徴抽出を行い，相互部分空間

法により類似度を計算した．入力および参照部分空間の次元は

とした．学習用部分空間の次元 次元とし，制約部

分空間の次元 次元とした．

多重制約相互部分空間法

制約部分空間への射影により特徴抽出を行い，相互部分空間

法により類似度を計算した．入力および参照部分空間の次元は

とした．学習用部分空間の次元 次元とし，制約部分

空間の次元 次元とした．また制約部分空間の数

を とし，各制約部分空間は 個の学習用部分空間から 個

をランダムにサンプリングして生成した．この学習方法は

個の選択にランダム性があるため， と は一連の手

続きを 回行い，平均値とした．

直交相互部分空間法

直交化行列による線形変換により特徴抽出を行い，相互部分

空間法により類似度を計算した．入力および参照部分空間の次

元は とし，学習用部分空間の次元 次元とした．

多重直交相互部分空間法

直交化行列による線形変換により特徴抽出を行い，相互部分

空間法により類似度を計算した．入力および参照部分空間の次

元は とした．学習用部分空間の次元 次元とした．

また直交化行列の数 を とし，各直交化行列は 個の学習

用部分空間から 個をランダムにサンプリングして生成した．
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この学習方法は 個の選択にランダム性があるため， と

は一連の手続きを 回行い，平均値とした．

実験 参照する人物の様々な変動を学習

認識対象の様々な変動パターンから学習用部分空間を生成し，

特徴抽出を行った実験の結果を表 に示す．

表 実験 の結果

平均 平均

では ， では が最も良く，

と の結果が近いものとなった．今回の実験では，学

習パターンが参照する人物自身の様々な変動を含んでいるため，

の直交化行列の学習が十分に行われていると言える．

一方， の個々の直交化行列は 人中 人のデータ

のみで学習しているため，人数の観点からは不利な状況である

が，それぞれの結果を統合することで と同等の認識性

能が得られることがわかる．これから，制約部分空間だけでな

く直交化行列についても，十分に学習が行えない場合に直交化

行列を複数生成し，それぞれの結果を統合することで，十分に

学習が行えた場合と同等の認識性能が得られる可能性があるこ

とが分かった．

実験 参照する人物とは異なる人物の様々な変動を

学習

次に、学習パターンの違いによる影響をみるために，参照す

る人物を全く含まない，異なる人物グループ で特徴抽出の学

習を行った，認識実験の結果を表 に示す．パラメータについ

ては実験 と同様である．なお，特徴抽出のための射影や線形

変換を行わないため の結果は実験 と同じである．

表 実験 の結果

平均 平均

ここでは， ， 共に が最も良い結果を得

られた．今回の実験では，学習パターンに含まれる人物の変動

が参照する人物のものとは異なるため，あらかじめ参照人物が

特定できないような状況における認識性能を調べることが目的

となる．このように学習が不十分な場合にも，直交化行列を複

数にすることで認識性能の向上する可能性があることが分かっ

た．さらに， との結果を比較すると，学習用に多くの

人物のパターンを集められない場合に全人物から つの直交化

行列を作るより，少ない人数から複数の直交化行列を作る方が

有効であると考えられる．

特徴抽出の数と認識性能

特徴抽出の数と認識性能の関係を調べるため，直交化行列の

数および制約部分空間の数を から まで変化させ 章の実

験 ， を行った．図 は実験 ，図 は実験 の結果で，横軸

は特徴抽出の数，縦軸は である．各図内の横線は

および の結果である．

図 特徴抽出の数と認識性能 の関係 実験

図 特徴抽出の数と認識性能 の関係 実験

まず，両図から および のグラフの傾向

が似ていることが分かる． ， 共に参照部分空間

の間の角度を広げる特徴抽出を行うが，その効果が似ているた

め，複数回行った場合の挙動も似ていると考えられる．

次に，特徴抽出の数が の時，つまり 人で特徴抽出を学習

した場合， 人で学習した場合に比べ， および

共に認識性能が落ちていることが分かる．これらの傾向が実験

， 両方に見られるとことから，参照する人物の変動を学習で

きる場合だけでなく，参照する人物とは異なる人物の変動を学

習する場合にも学習する人数が両手法で認識性能に重要である

と考えられる．学習する人数と認識性能の関係の考察について

は今後の課題とする．
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また，特徴抽出数が と の場合を比べると，図 ， 共に

の場合に大きく認識性能が大きく向上している．一方，特徴

抽出数が と 以上を比較した場合，特徴抽出数が増えるほど

認識性能が向上するものの，上昇分は微小であることが分かる．

今回は 個の学習用部分空間から 個をランダムに選んで

特徴抽出を学習していたため，特徴抽出の数が増えてもその変

化が少ないという原因が考えられるが，これらの検証も含め，

特徴抽出の数と認識性能の関係の考察についても今後の課題と

する．

本稿では学習に用いる人物のバリエーションを変化させるこ

とで，直交化空間を生成したが，小規模な実験であったため直

交化空間のバリエーションも少ない．認識対象とする人物を増

やした実験を今後行うとともに，学習に用いる人数が多い場合

には， による学習アルゴリズムの効果が期待できる

と考えている．

お わ り に

本稿では，複数の直交化行列の生成に対してアンサンブル学

習を適用し，複数の直交化行列を用いて特徴抽出を多重化した

多重直交相互部分空間法について提案した．提案手法では，入

力部分空間と参照部分空間を複数の直交化行列による変換を施

すことで特徴抽出を行い，直交化行列によって変換された入力

部分空間と参照部分空間の類似度を算出し，直交化行列の数だ

け求まった類似度を結合することで最終的に類似度を決定する．

複数の直交化行列を生成するために，アンサンブル学習の代表

的な手法である の考え方を導入した．提案手法により

従来の認識手法に比べて識別精度が向上することを，照明変動

が生じる環境で撮影されたデータベースを用いた識別実験で確

認した．
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付 録

部分空間法の拡張の流れの中における，直交相互部分空間法

および多重直交相互部分空間法の位置関係を整理するため，部

分空間法の機能拡張の系譜 に，これらの手法を入れたもの

が図 である．

図 部分空間法に対する機能拡張の系譜
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あらまし 本稿では，相互部分空間法の拡張である制約相互部分空間法と直交相互部分空間法の識別性能を比較する．

これらの方法は，入力部分空間と各クラス部分空間の成す角度を測る前に，クラス部分空間同士をできるだけ直交化

しておくことで相互部分空間法の識別性能を高めている．制約相互部分空間法では，各クラス部分空間を制約部分空

間へ射影し，共通部分空間を取り除くことで，結果的に直交状態に近づける．一方，直交相互部空間法では，各クラ

ス部分空間の基底ベクトルを直交化変換することで明示的に直交化を実現する．このように両者の直交化の原理は異

なるので，両者の優劣は対象パターン分布や学習データの質などに依存して変化する．総じて，線形識別では直交相

互部分空間法が優位であり，カーネル関数を用いた非線形識別では同程度の識別性能を実現する．このため，非線形

識別のクラス数が多い問題においては，計算量の少ない制約相互部分空間法がやや有利となると考えられる．

キーワード 制約，直交相互部分空間法，カーネル非線形制約相互部分空間法，カーネル非線形直交相互部分空間法

Comparison between constrained mutual subspace method and
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Abstract In this paper, we compare the performances of the constrained mutual subspace method (CMSM) and

the orthogonal mutual subspace method (OMSM), which were proposed to improve the performance of the mutual

subspace method (MSM). Since the recognition performances of them vary depending on a shape of pattern dis-

tribution and a quality of learning patterns, they should be used properly according to a problem, considering the

computing times.

Key words Constrained mutual subspace method, orthogonal mutual subspace method

1. は じ め に

本稿では，制約相互部分空間法 [1]～[3]と直交相互部分空間

法 [4]の特性を線形識別とカーネル関数を用いた非線形識別の

両方の枠組みにおいて比較する．

これらの方法は相互部分空間法 [5]の識別能力を向上させる

ために，相互部分空間法にそれぞれ異なる特徴抽出を前処理

として加えた方法である．相互部分空間法 (MSM)は部分空間

法 [6]～[8]の自然な拡張として提案された．部分空間法では入

力ベクトルと辞書部分空間の成す角度，あるいは射影長を基に

識別を行うのに対して，相互部分空間法では入力側も部分空間

として２つの部分空間の成す角度を類似度とする．動画像系列

や複数視点画像セットなど，そのパターン分布を線形部分空間

で表せる様々な問題に適用可能である．

相互部分空間法は部分空間法に比べてパターン変形に対する

吸収能力が大きく向上するが，識別性能については十分とは言

えない．これは KL展開（主成分分析）を適用して得られるク

ラス部分空間は，各クラスのパターン分布を近似するという点

では最適な部分空間になっているが，識別の観点からは必ずし

も最適であるとは限らないからである．
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そこで相互部分空間法の識別能力を改善する目的で，制約相

互部分空間法と直交相互部分空間法が提案された．両者は異な

るアルゴリズムで特徴抽出を行うが，それらの有効性は各クラ

ス部分空間を事前にできるだけ直交化するという観点から共通

的に説明できる．制約相互部分空間法 (CMSM)では，制約部

分空間と名付けられた特徴空間へ各クラス部分空間を射影する．

これにより各クラス部分空間から共通的な部分空間を取り取り

除き，結果的に各クラス部分空間同士の角度を拡げ，各クラス

部分空間の関係を直交関係に近づける．一方，直交相互部分空

間法 (OMSM)では，全クラス部分空間を張る基底ベクトルに

直交化変換を施し，基底ベクトルの分布を白色化することで，

各クラス部分空間を直交化する．

両者の直交化の原理は異なるので，対象パターン分布や学習

パターンの再現性などに依存して識別性能の優劣が変わる．正

面顔を用いた評価実験では，OMSM の方が高い識別性能を達

成できるという報告がなされている．総じて，直交化行列を用

いて明示的に直交化を実現する OMSMの方が高い識別性能を

達成できる場合が多い．しかしながら，汎化能力を考えた場合，

学習パターンに対して最大限の直交化を実現する OMSMが必

ずしも最適とは言えないかも知れない．また各クラス部分空間

に共通部分空間が存在する場合，OMSMでは本来識別に寄与

しない共通部分空間も平等に直交化されるために，識別性能が

大きく低下する可能性がある．これに対して，CMSMでは共

通部分空間は削除されるので，その影響は小さいと考えられる．

パターン分布の非線形性が強く，各クラスのパターン分布

を重なりの無い線形部分空間で表せない場合には，CMSM，

OMSMともに性能低下する．これを解決するためには，カー

ネル関数を用いた非線形化が有効である．部分空間法，相互

部分空間法のそれぞれの非線形拡張であるカーネル非線形部

分空間法 [9], [10]，非線形核相互部分空間法 [14] は，線形識別

に比べて識別性能が向上することが確認されている．同様に

CMSMの非線形拡張であるカーネル非線形制約相互部分空間

法 (KCMSM) [11]～[13]も CMSMに比べて高い識別性能を実

現する．

直交相互部分空間法の非線形化も同様に可能である．CMSM

と OMSMの計算過程は固有値を考慮するか否かの違いのみで

基本的には同じなので，KCMSM の計算過程において，固有

値を考慮することで OMSMを非線形化できる．本稿ではその

非線形化された直交相互部分空間法をカーネル非線形直交相

互部分空間法 (Kernel nonlinear orthogonal mutual subspace

method (KOMSM)) と名付ける．線形識別のOMSMでは，ク

ラス数と各クラスの次元数の積が，特徴空間の次元数より大きい

場合には，完全な直交化はできない．これに対して，KOMSM

では特徴空間の次元に上限がないために，ほぼ完全な直交度を

達成できるという特性を持つ．興味深いことに，線形識別の枠

組みで観察された CMSMと OMSMの識別性能の優劣は，非

線形識別においてはほぼ見られなくなり，同程度の高い識別性

能を示す．実際に，各クラス部分空間の平均的な直交度を計算

すると，KOMSM のほぼ完全な直交化に対して，KCMSMも

極めて高い直交化を実現し，両者の差は小さい．

カーネル関数を用いた非線形識別は高い識別性能を実現でき

る反面，学習データ数，クラス数に依存した計算量が大きな問

題になる．計算量の観点からKCMSMとKOMSMを比較する

と，KCMSMの方が有利と思われる．KOMSMでは識別すべ

きクラス数に比例したサイズの行列の固有値と固有ベクトルを

全て求める必要とがあるが，KCMSMは固有値の大きい側の一

部の固有ベクトルを求めるだけで済む．

以下，第２章では先ずベースとなる相互部分空間法を説明し，

その拡張として制約相互部分空間法と直交相互部分空間法のア

ルゴリズムを説明する．第３章ではカーネル非線形制約相互部

分空間法について説明し，これに基づいて直交相互部分空間法

をカーネ非線形直交相互部分空間法へと非線形拡張する．第４

章では比較実験の結果に基づいて両者の特性を比較する．第５

章はまとめである．

2. 線形識別アルゴリズム

本章では先ず部分空間の成す正準角の概念を導入して，これ

に基づいて各方法のアルゴリズムについて説明する．

2. 1 相互部分空間法

相互部分空間法 (Mutual Subspace Method(MSM)) [5]は部

分空間法 (Subspace Method) [6] の拡張であり, 図 1に示すよ

うに，入力と辞書の２つの部分空間のなす最小角度 θ1 に基づ

いて識別を行う. この最小角度を基準とした識別は正準角の概

念 [15] を用いて一般化できる. m次元部分空間 P と n次元部

分空間 Q(便宜上, m>=nと仮定)の間には n個の正準角が定義

でき, 第１正準角 θ1 は２つの部分空間のなす最小角となる. 第

２正準角 θ2 は最小正準角 θ1 に直交する方向において計った最

小角, 同様に第３正準角 θ3 は第２正準角 θ2 に直交する方向で

計った最小角である. 以下同様に n個の正準角 θi (i = 1, . . . , n)

が順次求まる. これを式で書くと次のようになる.

cos2θi = max
ui⊥uj(=1,...,i−1)
vi⊥vj(=1,...,i−1)

|(ui · vi)|2
||ui||2||vi||2 (1)

ここで，ui ∈ P ,vi ∈ Q , ||ui|| |= 0,||vi|| |= 0，また (·) と || · ||
はそれぞれ内積とノルムを表す．

本論文では，相互部分空間法とはこれら複数の正準角により

一般化された方法を指すものとして議論を進める．

2. 2 正準角の計算

正準角は以下のように計算できる．部分空間 P と Q
の各正規直交基底ベクトル Φ,Ψ から求まる射影行列を，

P =
∑m

i=1
ΦiΦ

T
i と Q =

∑n

i=1
ΨiΨ

T
i とすると，PQP(あ

るいは QPQ) の第 i 番目に大きい固有値 λi が第 i 正準角 θi

に対する cos2θi となる．更に，この行列の固有値問題は 以下

の小さい行列 Sの固有値問題（注1）に変換され，最終的に cos2θi

はこの行列の第 i固有値 λi として求まる [5].

S = (sij), (i, j = 1∼n) (2)

（注1）：統計学では，この行列 S の特異値が正準角の余弦となることが古くから

知られていた [15].
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図 1 相互部分空間と制約相互部分空間法の概念図

Fig. 1 Concept of CMSM

sij =

n∑
m=1

(Ψi ·Φm)(Φm ·Ψj)

2. 3 部分空間の構造的な類似度

部分空間の構造的な類似性を測る尺度として, 第 n正準角 (固

有値)まで考慮した類似度 S[n]を以下に定義する.

S[n] =

n∑
i=1

λi

n
(3)

ここで固有値 λi は, 行列 Sの i番目に大きい固有値である. 類

似度 S[n]は, ２つの部分空間が完全に一致する時に最大値 1.0

となり, 両者が離れるにつれて低下してゆき, 両者が直交する時

に最小値 0.0 となる. 上記以外でも固有値の積で定義される類

似度も有効である [16]．

2. 4 制約相互部分空間法

制約部分空間の生成

識別性能を高めるために, 図 1に示すように, 入力部分空間P と
辞書部分空間Qを識別に有効な成分から成る制約部分空間 Cへ
射影し,射影PcとQcに対して正準角を測る. このように相互部

分空間法に制約部分空間への射影を付加した方法を制約相互部分

空間法 (Constrained Mutual Subspace Method (CMSM)) [2]

と呼ぶ. 制約部分空間とは識別性能を高めるための特徴空間

の総称であり, 本稿では一般化差分部分空間を用いる. 一般化

差分部分空間 D は k 個の n次元クラス部分空間 Pi(i = 1∼k)

に対する射影行列 Pi の総和 G(=
∑k

i=1
Pi) の固有ベクト

ルで, 固有値 λ が小さい方から順に選んだ nc 個のベクトル

dn×k,dn×k−1, . . . ,dn×k−nc+1 により張られる.

Gd = λd (4)

一般化差分部分空間 D の有効性に関しては幾つかの解釈が
可能である. 定性的に言えば, 一般化差分部分空間は２つのク

ラス部分空間の差異を表す差分部分空間を, k 個のクラス部分

空間に対して一般化した空間で, k 個のクラス部分空間の差異

を表す空間となっている [2]. したがって一般化差分部分空間へ

の射影は, 各クラス部分空間からクラス部分空間の違いを表す

成分を選択的に抽出することに相当する.

別の見方をすれば, 図 2 に示すように, 一般化差分部分空間

は全クラス部分空間の和空間から識別に貢献しない全クラス部

分空間の主成分空間Mを取り除いた空間になっている. 幾何

学的には，空間M を取り除くことにより, 一般化差分部分空

 
Principal component subspace M

Generalized difference subspace D

P1

P2
P3

Pk-1

Pk

MD

図 2 一般化差分部分空間の概念図

Fig. 2 Concept of generalized difference subspace

間へ射影された各クラス部分空間同士の角度が広がり, 射影前

に比べて各部分空間の関係は直交状態に近くなる．これは角度

基準の識別において好ましい特性である [8]. 射影後の直交度合

いは一般化差分部分空間の次元数 nc に依存しており，基本的

には nc を予備実験などで得られた最適値に設定するが，これ

らの最適値は式（4）における固有値 λの分布からある程度推

定することが可能と考えられる．これについては考察において

議論する．

制約部分空間への射影と認識

制約相互部分空間法による物体認識の流れは以下のようにな

る. まずマルチカメラ [17]や動画像などから得られる見え方パ

ターン分布に対して KL 展開 (平均二乗誤差最小基準) やグラ

ム・シュミットの直交化を適用して入力部分空間 Pin を生成す

る. 次に入力部分空間 Pin の一般化差分部分空間への射影 PD
in

を求める. ここで m次元入力部分空間 Pin の一般化差分部分

空間 D への射影 PD
in は以下の手順で求まる.

（ 1） 部分空間 Pin を張る m個の基底ベクトルの制約部分

空間上への射影ベクトルを求める.

（ 2） 各射影ベクトルの長さを 1.0に正規化する.

（ 3） m個の正規化ベクトルに対してグラム・シュミットの

直交化を施す.

（ 4） 直交化された m 個の正規化ベクトルが射影部分空間

PD
in の基底ベクトルとなる.

全ての辞書部分空間 Pk の一般化差分部分空間 Dへの射影 PD
k

も同様の手順で求めておく. 識別では, 入力部分空間 PD
in と全

ての辞書部分空間 PD
k との類似度 S(式 (3))を求め, しきい値

以上で最も高い類似度を有する辞書部分空間のクラスとして入

力部分空間を識別する.

なお，上記の処理は，先に学習パターンを制約部分空間へ射

影し，射影パターンから部分空間を生成する処理に置き換えて

もよい．

2. 5 直交相互部分空間法

直交相互部分空間法 (OMSM)は，直交化行列を用いて明示

的に各クラス部分空間の関係を直交化したうえで，相互部分空

間法を適用する方法である [4]．基本的な計算手順は直交部分

空間法 [8]と同じであるが，直交化行列を求めるための学習パ

ターンが異なる．直交部分空間法では，各クラスの学習パター

ンから計算される自己相関行列から直交化行列を計算する．こ

れに対して，OMSMでは各クラス部分空間を張る基底ベクト
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ルから計算される射影行列を用いる．つまり直交部分空間法で

は全学習パターンに対して直交化を行うに対して，直交相互部

分空間法では，各クラス部分空間を張る基底ベクトルに対して

直交化を施すのである．

直交化行列Oは行列Gの固有値をすべて 1 にする白色化変

換を表す行列として, 次式で与えられる.

O = Λ−1/2B> (5)

ただし, Λ−1/2 は行列G の固有値の平方根の逆数を並べた対

角行列, Bは行列G の固有ベクトルを行に並べた行列, 右上の

> はその転置である. 式 (6) により，O による変換で, 固有値

がすべて 1 になることが分かる. ただし，I は単位行列とする.

OGO> = Λ−1/2B>BΛB>BΛ−1/2 = I (6)

複数のパターンから生成した入力と辞書部分空間に対して,

部分空間を張る N 本の基底ベクトルを直交化行列O により変

換し, 更に変換後の N 本のベクトルに Gram-Schmidt の直交

化を施す. 最終的にこれらの直交化された N 本のベクトルを

それぞれ直交化行列で変換した入力と辞書部分空間の基底ベク

トルとする.

3. 非線形識別アルゴリズム

本章ではカーネル関数による非線形写像を用いて CMSMと

OMSMの非線形化について説明する．

3. 1 カーネル非線形主成分分析の導入

非線形特徴空間 F 上でカーネル差分部分空間あるいはカー
ネル直交化行列を形成するための準備として, カーネル非線形

主成分分析 [18] について述べる.

f 次元のパターン x = (x1, x2, . . . , xf )> を非線形変換 φ に

より, 原空間に比べて遥かに高い次元 fφ の非線形特徴空間 F
に写像する．

φ : Rf → Rfφ , x → φ(x) (7)

これにより線形識別不可の問題を線形識別可能な問題に変換す

る. 空間 F 上の写像に対して主成分分析や非線形部分空間への
射影を行うためには,写像 φ(x)と写像 φ(y)の内積 (φ(x)·φ(y))

を計算する必要がある. しかし,空間 F 上において, この内積

を直接計算することは, 対象とするベクトルの次元が極めて高

いために計算困難 (無限次元空間では不可能)となる. ところが

非線形変換 φをカーネル関数 k(x,y)を介して定義すると, 内

積 (φ(x) · φ(y)) は原パターン xと yから計算することができ

る. これが “カーネルトリック”と呼ばれる計算技法である. 具

体的な非線形変換 φが存在するためには, カーネル関数 k(x,y)

が Mercer の条件を満足する必要があり, 例えば以下のような

関数が存在する [18].

k(x,y) = 　 exp(−||x− y||2
σ2

) (8)

このガウシアン関数を適用した場合には, パターンは無限次元

空間へ写像されることになる.

カーネルトリックを用いた非線形特徴空間 F 上の主成分
分析がカーネル非線形主成分分析法である．m 個のパターン

xi(i = 1∼m)に対する非線形主成分分析は, カーネル関数を介

して得られる以下の m×m行列 K(カーネル行列)の固有値問

題に帰着される（注2）．

Ka = λa (9)

kij = (φ(xi) · φ(xj))

= k(xi,xj)

写像されたベクトル φ(x)の第 i非線形主成分ベクトル ei への

射影成分は次式で計算される.

(φ(x), ei) =

m∑
j=1

aijk(x,xj) (10)

ここで aij は行列Kの第 i番目に大きい固有値 λi に対応する

固有ベクトル aiの第 j成分である. ただし aiは λi(ai ·ai)=1.0

を満足するように基準化されている.

3. 2 カーネル差分部分空間の生成

カーネル差分部分空間 Dφ の生成, および Dφ への射影はベ

クトル内積で構成されているので, カーネルトリックを用いた

非線形化が可能である. 基本的な生成の流れは線形一般化差分

部分空間 D と同様であり, 線形クラス部分空間を非線形クラス

部分空間に置き換えれば良い. 以下では, r個の d次元非線形ク

ラス部分空間 Vk(k = 1 ∼ r)から nk 次元のカーネル差分部分

空間 Dφ を求める手順を述べる.

クラス kの非線形クラス部分空間 Vk がm個の学習パターン

xk
i (i = 1 ∼ m)から生成されているとすると，空間 Vk を張る

d個の基底ベクトル ek
i (i = 1∼d)は次式で表される．

ek
i =

m∑
j=1

ak
ijφ(xk

j ) (11)

ここで ak
ij は式 (10)で示した係数である. 同様に他のクラスに

対しても非線形クラス部分空間を生成する.

次に r個の d次元非線形クラス部分空間の全ての基底ベクト

ル, つまり合計 r×d個の基底ベクトルからカーネル差分部分空

間の基底ベクトルを求める. これは全ての基底ベクトルをデー

タと見なして主成分分析を行なうことに相当する. ここで全て

の基底ベクトルを列として並べた行列を Eとする.

E = [e1
1, . . . , e

1
d, . . . , er

1, . . . , e
r
d] (12)

以下で定義される行列Dの固有値問題を解く.

Db = βb (13)

Dij = (E[i] ·E[j]), (i, j = 1∼r×d) (14)

ここで E[i]は行列 Eの第 i列成分を意味する. 上式におけるク

ラス k の第 i 基底ベクトル ek
i とクラス k∗ の第 j 基底ベクト

（注2）：以下は各パターン x からそのクラス平均を引いていないので，厳密には

平均二乗誤差最小基準による KL 展開の非線形化に相当する．
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ル ek∗
j の内積は，以下のように変形することで，xk と xk∗ の

カーネル関数値 k(xk,xk∗)の線形和として実際に計算できる.

(ek
i · ek∗

j ) = (

m∑
s=1

ak
isφ(xk

s ) ·
m∑

t=1

ak∗
jt φ(xk∗

t )) (15)

=

m∑
s=1

m∑
t=1

ak
isa

k∗
jt (φ(xk

s ) · φ(xk∗
t )) (16)

=

m∑
s=1

m∑
t=1

ak
isa

k∗
jt k(xk

s ,xk∗
t ) (17)

カーネル差分部分空間 Dφ の第 i基底ベクトル di は行列Dの

i番目に小さい固有値 βi に対応する固有ベクトル bi を重み係

数として, 以下のように基底ベクトル E[j] (j = 1 ∼ r×d)の線

形和で表される.

di =

r×d∑
j=1

bijE[j] (18)

ここでベクトル bi は βi(bi · bi)=1.0を満足するように基準化

されている．更に E[j]はクラス ζ(j)の第 η(j)基底ベクトルと

すると，上式は以下のように変形できる．

r×d∑
j=1

bijE[j] =

r×d∑
j=1

bij

m∑
s=1

a
ζ(j)

η(j)sφ(xζ(j)
s ) (19)

=

r×d∑
j=1

m∑
s=1

bija
ζ(j)

η(j)sφ(xζ(j)
s ) (20)

この基底ベクトル di は実際には計算できないが，次節で述べ

るように写像ベクトル φ(x)のこの基底ベクトルに対する射影

成分は計算できる．

以下では学習パターンを先にカーネル差分部分空間に射影し

て，射影された学習パターンから辞書部分空間を生成するとい

う方法について説明するが，先に学習パターンから各非線形ク

ラス部分空間の基底ベクトル (式 (11)) を求めておいて，これ

らの基底ベクトルをカーネル差分部分空間へ射影し，さらに

Gram-Schmidt を適用して辞書部分空間を生成することもで

きる．

3. 3 カーネル差分部分空間への射影計算

前節の準備により, 写像ベクトル φ(x)のカーネル差分部分空

間 Dφ の第 i基底ベクトル di への射影成分は, 入力ベクトル x

と r×m個の全学習ベクトル xk
s (s = 1∼m, k = 1∼r)を用いて

次式で計算できる.

(φ(x) · di)=

r×d∑
j=1

m∑
s=1

bija
ζ(j)

η(j)s(φ(x) · φ(xζ(j)
s )) (21)

=

r×d∑
j=1

m∑
s=1

bija
ζ(j)

η(j)sk(x,xζ(j)
s ) (22)

したがって, 写像 φ(x)の nk(< r×d)次元のカーネル差分部分

空間上への射影 τ(φ(x))の各成分は以下で表される.

τ(φ(x)) = (z1, z2, . . . , znk )> (23)

zi = (φ(x) · di)

Projection τ(φ(x))

Nonlinear 
tansformation     φ(x)
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Dφ Dφ

φ

図 3 KCMSM に基づく物体認識の流れ

Fig. 3 Flow of object recognition using KCMSM

3. 4 カーネル非線形制約相互部分空間法のアルゴリズム

射影パターン τ(φ(x))に相互部分空間法を適用して, カーネ

ル非線形制約相互部分空間法 (KCMSM)を構築する.

以下では, 図 3に沿って KCMSMの流れを示す.

（ 1） まずクラス kに属するパターンのセット {xk
1 , . . . ,xk

m}
の非線形写像 φ(xk

i )をカーネル差分部分空間 Dφ へ射影する．

（ 2） 次に射影パターンのセット {τ(φ(xk
1)), . . . , τ(φ(xk

m))}
に KL 展開を適用して線形クラス部分空間 PDφ

k を生成する．

具体的には射影バターンのセットから自己相関行列を求め，こ

の固有ベクトルで固有値が大きい方から n個を，n次元線形ク

ラス k 部分空間 PDφ

k の基底とする. 同様に他のクラス部分空

間も求めておく.

（ 3） 識別時には, 入力パターンのセット {xin
1 , . . . ,xin

m}か
ら同様にカーネル差分部分空間 Dφ 上における線形入力部分空

間 PDφ

in を求める．

（ 4） PDφ

in と各クラス部分空間 PDφ

k の類似度 S(式 (3))を

計算する．全ての類似度の中で, しきい値以上で最も高い類似

度に該当するクラス部分空間のクラスを入力パターン分布のク

ラスとする.

3. 5 カーネル非線形直交相互部分空間法

直交相互部分空間法 (OMSM)もCMSMと同様にカーネルト

リックを用いて，カーネル非線形直交相互部分空間法 (KOMSM)

へと非線形拡張できる．

特徴空間 F 上で定義される直交化行列をカーネル直交化行
列Oφ と名付ける．カーネル直交化行列Oφ の第 i行ベクトル

Oφi は，式 (18)に行列Dの固有値 β を考慮して次のように表

される．
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Oφi =
di√
βi

(24)

=

r×d∑
j=1

bij√
βi

E[j] (25)

このカーネル直交化行列 Oφ により写像 φ(x) の直交化された

パターン χ(φ(x))は以下で表される.

χ(φ(x)) = (χ1, χ2, . . . , χr×d)> (26)

χi = (φ(x) ·Oiφ)

KOMSMの大まかな流れは以下のようになる．

（ 1） クラス k に属するパターンセット {xk
1 , . . . ,xk

m}の非
線形写像 φ(xk

i )をカーネル直交化行列Oを用いて変換する.

（ 2） 次 に (1) で 変 換 さ れ た パ タ ー ン の セット

{χ(φ(xk
1)), . . . , χ(φ(xk

m))}にKL展開を適用して線形クラス部

分空間 POφ

k を生成する．具体的には変換されたパターンのセッ

トから自己相関行列を求め，この固有ベクトルで固有値が大き

い方から n個を，n次元の線形クラス k 部分空間 POφ

k の基底

とする. 同様に他のクラス部分空間も求めておく.

（ 3） 識別時には, 入力パターンのセット { xin
1 , . . . ,xin

m}を
直交変換したパターンから線形入力部分空間 POφ

in を求める．

（ 4） POφ

in と各クラス部分空間 POφ

k の成す正準角を類似度

として求める．全ての類似度の中で, しきい値以上で最も高い

類似度に該当するクラス部分空間のクラスを入力パターン分布

のクラスとする.

なお，上記の処理 (1)-(3)は，KCMSMと同様に，先に学習

パターンから各非線形クラス部分空間の基底ベクトル (式 (11))

を求めておいて，φ(x) の替わりにこれらの基底ベクトルを直

交化行列を用いて変換する処理に置き換えてもよい．

4. 比 較 実 験

相互部分空間法 (MSM)，制約相互部分空間法 (CMSM)，

直交相互部分空間法 (OMSM)，核非線形相互部分空間法

(KMSM) [14]，カーネル非線形制約相互部分空間法 (KCMSM)，

カーネル非線形直交相互部分空間法 (KOMSM) の性能を多視

点画像と正面顔画像の２種類のデータベースを用いて比較した.

4. 1 ３次元物体識別 (実験 1)

3 次元モデルを複数視点から撮影した公開データベース

(ETH-80 [20])から，図 4に示す形状が極めて類似している 30

モデルを抜き出して用いた． 各モデル毎に図 5に示す 41視点

から撮影された画像セットが用意されている. 視点は全てのモ

デルに対して同じである. これらの内, 奇数枚目 (21枚)を各ク

ラス部分空間，差分部分空間 D, カーネル差分部分空間 Dφ, 直

交化行列O,カーネル直交化行列Oφの学習用データ, 偶数枚目

(20枚)を評価データとした. よって学習視点と評価視点は異な

る. 評価データについては，20枚の中から iから i + 9 までの

10枚を取り出して一つのデータセットとし, これを開始フレー

ム i を 1から 10まで変化させて合計 10個の評価セットを用意

した. したがって全試行回数は 9000(=10×30×30)回である.

評価尺度は入力モデルが正しいモデルとして識別される識別

図 4 評価データの一部：上段:cow,中段:dog,下段:horse, 各クラスの

10 モデルのうち 5 モデルを表示
Fig. 4 Evaluation data, Top: cow, Middle: dog, Low: horse

率 (%), 正解モデルに対する類似度と他モデルに対する類似度

の分離度，および等価エラー率 (EER:Equal Error Rate)を用

いた. 分離度は 1.0に正規化された量で, 1.0に近い程, クラス

識別能力が高いことを示している [1]. EERは FAR(他人受理誤

り率) と FRR(本人排除誤り率)が一致する際の誤り率である．

実験パラメータは以下の通りである. 評価には 180ピクセル

×180ピクセルのカラー画像を 15ピクセル ×15ピクセルのモ

ノクロ画像に変換したものを用いた. よってデータの次元数 f

は 225(=15×15)である. 入力部分空間 PD
in, PDφ

in , PO
in, POφ

in ,

およびクラス部分空間 PD
k ，PDφ

k , PO
k ，POφ

k の次元数は全て 7

とした. ただし, PD
in と PD

k は, 非線形識別の生成手順と合わせ

るために, 一般化差分部分空間へ射影されたパターンに対して

KL展開を適用して生成した. PO
in と PO

k も同様に先にパター

ンを直交行列を用いて変換してから生成した．MSM,KMSM

の入力およびクラス部分空間の次元数も 7とした.

一般化差分部分空間 D および直交化行列 Oは全モデル (30

個) の 20次元クラス部分空間から生成した.一般化差分部分空

間の 次元数 nc は 190 から 215 の範囲で変化させた. カーネ

ル差分部分空間 Dφ およびカーネル直交化行列Oφ は全モデル

(30個)の 20次元非線形クラス部分空間から生成した．カーネ

ル差分部分空間の次元数 nk は 50 から 550の範囲で変化させ

た. 非線形識別の全方法において，カーネル関数として式 (8)

で定義されたガウシアン関数（σ2 = 0.05)を用いた.

4. 2 実 験 結 果

(1)識別率の比較

表 1 と表 2 に各識別方式の識別率と分離度, 表 3 に EER を

示す．

表中の表示は, 方式-差分部分空間 (カーネル差分部分空間)の

次元数を表している. 例えば KCMSM-550は 550次元のカー

ネル差分部分空間を用いたカーネル非線形制約相互部分空間法

を意味する. また S[1]～S[4]は式 (3)で定義した類似度であり,

括弧内の数字は用いる正準角の個数を示している.

まず全般的な知見として,線形識別法 (MSM, CMSM,OMSM)

に対して非線形識別法 (KMSM, KCMSM, KOMSM) の識別

性能が大きく向上しており，多視点画像識別において線形識別

法では最良の性能を得ることが難しいことが分かる. ここで

OMSMの識別性能が極端に悪いのは，各クラス部分空間に重

なりが生じて，共通部分空間が存在することに一因があると思
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図 5 dog1 の全データ: 矢印で指した列が学習用画像

Fig. 5 All view-patterns of dog1

表 1 各方式の識別率 (%):下線の値は各方式の最良値 (実験 1)

Table 1 Recognition rate of each method (%)

　　　 S[1] S[2] S[3] S[4]

MSM 72.7 73.7 76.3 74.3

CMSM-215 75.7 81.3 76.3 73.7

CMSM-200 73.3 81.0 79.3 77.7

CMSM-190 71.0 73.0 73.0 75.0

OMSM 51.3 54.0 56.0 54.0

KOMSM 85.3 87.3 88.0 88.0

KMSM 84.7 87.0 82.0 81.7

KCMSM-550 83.0 85.3 85.7 86.3

KCMSM-500 79.3 85.0 87.0 87.0

KCMSM-450 82.0 88.0 89.3 89.7

KCMSM-400 83.3 87.7 88.3 89.7

KCMSM-300 81.0 87.7 88.7 89.0

KCMSM-200 81.7 81.7 83.3 83.3

KCMSM-100 57.7 62.7 68.0 65.3

KCMSM-50 36.0 35.7 29.0 29.0

われる．重なりが無い場合には，行列G(式 (4))はデータ次元

と同じ 225個の正の固有値を持つが，実際には 211個の正の固

有値しか求まらなかった．

各方式の最良識別性能（表中の下線を引いた値）を見ると,

MSMから KMSMへ非線形化することで識別率が 76.3%から

87.0%, 分離度が 0.082 から 0.429 と大きく改善された. また

CMSMから KCMSMへの非線形化でも, 識別率が 81.3%から

89.7% へ, 分離度が 0.257から 0.621へと大きく改善された. 更

に KMSMと KCMSMを比較すると, KCMSMでは識別率で

約 3%, 分離度で約 0.2の改善が見られた. 特に分離度が高いと

いうことは, 対象物の数が多くなった場合でも, KCMSMの方が

高い識別性能を維持できる可能性を示唆している. KOMSMに

ついても同様で OMSM の識別率を大幅に改善して，KCMSM

表 2 各方式の分離度:下線の値は各最良値 (実験 1)

Table 2 Separability of each method

　　　 S[1] S[2] S[3] S[4]

MSM 0.055 0.074 0.082 0.080

CMSM-215 0.203 0.236 0.242 0.236

CMSM-200 0.215 0.257 0.254 0.245

CMSM-190 0.229 0.255 0.249 0.244

OMSM 0.039 0.095 0.116 0.116

KOMSM 0.537 0.612 0.620 0.621

KMSM 0.375 0.420 0.420 0.429

KCMSM-550 0.538 0.581 0.584 0.538

KCMSM-500 0.556 0.607 0.616 0.612

KCMSM-450 0.549 0.618 0.621 0.621

KCMSM-400 0.529 0.601 0.607 0.609

KCMSM-300 0.483 0.536 0.545 0.545

KCMSM-200 0.340 0.385 0.403 0.408

KCMSM-100 0.141 0.194 0.212 0.213

KCMSM-50 0.057 0.080 0.085 0.089

表 3 各方式の ERR (実験 1)

Table 3 Recognition rate of each method (%)

Linear methods MSM CMSM OMSM

EER(%) 12.0 9.5 25.0

Kernel methods KMSM KCMSM KOMSM

EER(%) 6.0 4.0 4.0

と同程度の高い識別性能を実現した．これらの傾向は表 3 の

EER にも同様に現れている．直交化を実現する原理が異なる

KCMSMと KOMSMが，同程度の識別性能を実現しているの

は大変興味深い．

次に複数の正準角を用いる有効性を見る. KCMSM と

KOMSM では正準角の個数が増えるに従って識別性能が向

上した. これは, ある視点から見たパターンが似ていても, 他の

視点から見たパターンは異なるという特性をうまく利用した結

果である．ただし, 同じ非線形識別の KMSMでは, 分離度は向

上するものの, 識別率は逆に低下してしまった. 直交化が, 類似

度 S[n](n>=2)の有効性を引き出したと言える.

(2)クラス部分空間の成す平均角度

各方法の識別性能は各クラス部分空間同士の成す角度と密接に

関係している．そこで，各クラス部分空間の関係を表す指標と

して，平均直交度を 1.0− cos2θ̂と定義する．ここで θ̂は各クラ

ス部分空間の成す平均正準角である．平均直交度が 1.0に近い

程，各カテゴリ部分空間同士が直交関係に近いことを意味する.

図 6の CMSM は，一般化差分部分空間へ射影された 30個

の 7 次元線形クラス部分空間の平均直交度の変化を示してい

る．横軸は一般化差分部分空間およびカーネル差分部分空間の

次元数，縦軸は平均直交度を示している．図中の KCMSMは，

カーネル差分部分空間への射影された 30個の非線形クラス部

分空間の平均直交度の変化を示している．

先ず CMSM についてみる．射影を伴わない原空間 (225 次

元) における平均直交度は 0.160である. これに対して 55次元

の主成分部分空間を取り除いた 170 次元では 0.725まで改善さ
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Fig. 6 Change of orthogonality between class subspaces

れた. ここれに対して OMSMの直交度は 0.611と CMSMよ

り低くなっている．原理的には CMSMより高い直交度を実現

できるはずであるが，これは先に述べたように，クラス部分空

間に共通部分空間が存在することが影響していると考えられる．

次に KCMSMをみる．カーネル差分部分空間は 30個の 20

次元非線形部分空間から生成したので，カーネル差分部分空間

の次元は 600次元まで設定可能である．ただし，600次元の場

合には射影を行わない核非線形相互部分空間法 (KMSM)に一

致する．

450 次元のカーネル差分部分空間へ射影することで直交度

は最大 0.991(角度では 84.5 度) まで向上した．これに対して

KOMSMでは完全な直交化 (1.0，角度では 90.0度)を実現し

たが，両者の差異は小さい．この事は非線形識別においては，

両者の識別性能が同程度であるという実験結果ともうまく対応

している．この対応の中で，平均直交度が最大となる次元数と

識別性能が最大となる次元数がほぼ一致していることは，平均

直交度が識別性能を予測する一つの指標となるということを示

唆している．

4. 3 正面顔の識別 (実験 2)

照明条件を 10種類に変化させて撮影した 50人分の顔画像を

用いて評価実験を行った．被験者には顔向きを軽く上下左右に

振るように指示した．入力画像のサイズは 320ピクセル ×240

ピクセルであり，これから目鼻の位置情報を用いて，15ピクセ

ル ×15ピクセルの正規化顔パターンを抽出した [19]．50人の

内，25人分のデータを，各クラス部分空間，差分部分空間 D,

カーネル差分部分空間 Dφ, 直交化行列O,カーネル直交化行列

Oφ の生成に使用した．各人物のデータ数は 500枚 (=照明 10

種類× 50枚)とした．残りの 25人分のデータは評価として用

いて，異なる照明条件間で総当りの識別を行った．総試行回数

は 18468回である．評価データについては，各人物の各照明条

件のデータ (130～170枚)から iから i + 9までの 10枚を取り

出して一つのデータセットとし, これを開始フレーム iを 1か

表 4 各方式の識別率 (%) と ERR (実験 2)

Table 4 Recognition rate of each method (%)

Linear MSM CMSM-200 OMSM

Recognition rate (%) 91.74 91.3 97.09

EER(%) 12.0 7.5 6.3

Nonlinear KMSM KCMSM-450 KOMSM

Recognition rate (%) 91.15 97.40 97.42

EER(%) 11.0 4.3 3.5

ら 10まで変化させて複数の評価セットを用意した.

全ての方法において，入力部分空間とクラス部分空間の次元

数を 7とした. PD
in，PD

k ，PO
in ，および PO

k は非線形識別の生

成手順と合わせるために, 一般化差分部分空間へ射影あるいは

直交行列を用いて変換されたパターンから生成した．

一般化差分部分空間 D および直交化行列 Oは 25個 (25人

分) の 60次元クラス部分空間から生成した．カーネル差分部分

空間 Dφ およびカーネル直交化行列Oφは 25個の 60 次元非線

形クラス部分空間から生成した．カーネル差分部分空間の次元

数 nk は 200から 1500の範囲で変化させた. 非線形識別の全方

法において，カーネル関数はガウシアン関数（σ2 = 1.0)を用

いた.

表 4は各方式の第１位識別率と EERを示している．非線形

識別法の有効性は先の実験結果と同じであるが，この問題では

線形直交相互部分空間法の高い識別率が目立つ．これは，先の

３次元物体識別の問題に比べると，顔画像パターン分布の非線

形性はそれほど強くなく，線形識別の枠組みが十分に有効であ

るからと思われる．

5. 考 察

5. 1 計算量の比較

計算量に関しては，制約相互部分空間法の方が有利であり，

特にカーネル関数を用いた非線形識別においては，その優位性

は高くなる．カーネル非線形直交相互部分空間法では，行列K

の全ての固有ベクトルと固有値を求める必要がある．ところが，

K のサイズはクラスと学習パターンの数に比例して大きくな

り, その固有値ベクトルと固有値を計算することが困難になる.

これに対して，制約相互部分空間法では主成分部分空間を張る

固有値が大きい側の固有ベクトルを求めればよい．一般化差分

部分空間への射影はこれらの固有ベクトルの射影から間接的に

求まる．

5. 2 一般化差分部分空間の最適次元の推定

OMSM と KOMSM はパラメータ選定が不要であるが，

CMSM と KCMSM は一般化差分部分空間およびカーネル

差分部分空間の次元数を指定する必要がある．両者の識別性能

はこれらの次元設定にそれほど敏感ではないが，最大性能を引

き出すためには最適次元の予測が重要な課題である.

これまでの議論から，各クラス部分空間の平均直交度が最大

となる次元数を最適値とするのは自然であろう．直交相互部分

空間法においては，各クラス部分空間の基底ベクトル集合を白

色化，つまり全方向の分散を均一にする操作により直交化を実
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現している．この事に注目すれば，和空間から主成分部分空間

を取り除いた残りの一般化差分部分空間の全基底ベクトル集合

において，その分散がきるだけ均一であることが望ましい．一

般化差分部分空間へ射影されたクラス部分空間の基底ベクトル

集合の分散は，行列Gの固有値の分布から計算できるので，こ

れらの固有値を用いて分散の均一性を測り，最適次元を推定で

きる可能性がある．

6. ま と め

制約相互部分空間法と直交相互部分空間法をクラス部分空間

の直交化という観点から比較した．

線形識別の枠組みにおいては，直交相互部分空間法の優位性

が見られた．しかしながら，パターン分布の非線形性が強く，

各クラス部分空間が共通部分空間を持つ場合には，直交化行列

による変換は有効に働かず，むしろ識別性能の低下を引き起こ

す場合もあることに注意が必要である．これに対して制約相互

部分空間法では，共通部分空間は自動的に削除されるので，こ

の影響は小さい．

カーネル関数を用いた非線形識別では，線形識別では大き

かった両者の差異が小さくなり，直交化の原理が異なるにも拘

わらず，同程度の極めて高い識別性能を実現した．ただし，計

算量については制約相互部分空間法の方が少ないために，クラ

ス数や各クラス部分空間の次元数が大きな問題に対しては，制

約相互部分空間法がやや有利になると思われる．
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Abstract Dimensionality reduction is one of the important preprocessing steps in high-dimensional data analysis.

In this paper, we consider the supervised dimensionality reduction problem where samples are accompanied with

class labels. Fisher discriminant analysis (FDA) for linear dimensionality reduction is a traditional but yet powerful

technique for this purpose. However, it tends to give undesired results if samples in some class are multimodal.

Multimodal data samples may be embedded appropriately by the method of locality-preserving projection (LPP),

which aims at preserving local structure of the data. However, it is an unsupervised method so is not necessar-

ily effective for supervised dimensionality reduction. In this paper, we propose a new method called local Fisher

discriminant analysis (LFDA), which effectively combines the ideas of FDA and LPP so is useful for embedding

multimodal labeled samples. Recently, novel dimensionality reduction methods such as neighborhood component

analysis (NCA) and maximally collapsing metric learning (MCML) have been proposed, which are shown to work

better than FDA. An advantage of LFDA over these state-of-the-art methods is that LFDA has an analytic form of

the embedding transformation matrix which can be easily computed by solving a generalized eigenvalue problem,

while NCA and MCML rely on gradient-based iterative procedures which are computationally inefficient. Numerical

examples show that LFDA compares favorably to existing methods in both embedding quality and scalability. We

also show that LFDA can be extended to non-linear dimensionality reduction scenarios by the kernel trick.

Key words Dimensionality Reduction, Fisher Discriminant Analysis, Locality Preserving Projection, Multimodal-
ity, Kernel Trick

1. Introduction

The goal of dimensionality reduction is to embed high-

dimensional data samples in a low-dimensional space while

most of ‘intrinsic information’ contained in the data is pre-

served (e.g., Roweis and Saul, 2000; Tenenbaum et al., 2000).

Once dimensionality reduction is carried out appropriately,

one can utilize the compact representation of the data for

various succeeding tasks such as visualization, classification,

etc. In this paper, we consider the supervised dimensional-

ity reduction problem where samples are accompanied with

class labels.

Fisher discriminant analysis (FDA) (Fisher, 1936; Fuku-

naga, 1990) is a popular method for linear supervised dimen-

sionality reduction（*1）. FDA embeds the data samples so that

（*1）：FDA may refer to a classification method which first projects

the data samples onto a one-dimensional space and then classifies the

samples by thresholding (Fisher, 1936; Duda et al., 2001). The one-

dimensional embedding space used here is obtained as the maximizer

of the so-called Fisher criterion. This Fisher criterion can be used

between-class scatter is maximized and within-class scatter

is minimized. FDA is a traditional but yet useful method

for dimensionality reduction. However, it tends to give un-

desired results if samples in some class form several separate

clusters (i.e., multimodal) (see e.g., Fukunaga, 1990).

Within-class multimodality can be observed in many prac-

tical applications. For example, in disease diagnosis, the dis-

tribution of medial checkup samples of sick patients could

be multimodal since there may be several different causes

even for a single disease. Even in a traditional task of hand-

written digit recognition, within-class multimodality appears

if digits are classified into, e.g., even and odd numbers. More

generally, within-class multimodality can naturally appear if

multi-class classification problems are solved by a set of two-

class ‘one-versus-rest’ problems. For this reason, there is a

universal need for reducing the dimensionality of multimodal

for dimensionality reduction onto a subspace with dimension more

than one (Fukunaga, 1990). With some abuse, we refer to the dimen-

sionality reduction method based on the Fisher criterion as FDA (see

Section 2. 2 for detail).
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data.

In order to embed multimodal data appropriately, it is

important to preserve ‘local structure’ of the data. Locality-

preserving projection (LPP) (He and Niyogi, 2004) meets this

requirement. LPP keeps nearby data pairs in the original

space close in the embedding space, by which multimodal

data can be embedded without losing its local structure.

However, LPP is an unsupervised dimensionality reduction

method which does not take the label information into ac-

count. Therefore, it does not necessarily work appropriately

in supervised dimensionality reduction scenarios.

In this paper, we propose a new dimensionality reduction

method called local Fisher discriminant analysis (LFDA).

LFDA effectively combines the ideas of FDA and LPP:

between-class separability is maximized while within-class

local structure is preserved.

Thanks to the local structure preservation property, mul-

timodal labeled data can be embedded appropriately by

LFDA. Furthermore, LFDA can give more separate embed-

ding than FDA. To explain the reason intuitively, we first

note that FDA can be regarded as maximizing between-class

scatter under the constraint of keeping within-class scatter

to a certain level (Fukunaga, 1990, see also Section 3. 3).

When samples in some class are multimodal, keeping within-

class scatter to a certain level appears to be quite hard since

multimodal samples should be typically merged into a single

cluster. Due to this strong constraint, less degree of free-

dom is left for increasing separability, and thus FDA results

in less separate embedding. On the other hand, LFDA does

not require multimodal samples to collapse into a single clus-

ter. As a result, more degree of freedom is left for increasing

separability and thus highly separate embedding can be ob-

tained.

If the locality is chosen to be global in LFDA, it is reduced

to the original FDA. Therefore, LFDA may be regarded as

a natural extension of FDA to incorporate local structure of

the data.

By the so-called kernel trick (Schölkopf and Smola, 2002),

FDA and LPP can be extended to non-linear dimensionality

reduction scenarios (Baudat and Anouar, 2000; Mika et al.,

2003; Belkin and Niyogi, 2003; He and Niyogi, 2004). We

show that LFDA can also be non-linearized by the kernel

trick.

Although non-linear dimensionality reduction is in princi-

ple more flexible than linear dimensionality reduction, a lot

of attention are still paid to linear dimensionality reduction

since linear methods often have more exploratory power than

non-linear methods. Recently, novel methods have been pro-

posed for linear supervised dimensionality reduction.

The method called neighborhood component analysis

(NCA) (Goldberger et al., 2005) embeds the data samples so

that the number of correctly classified samples by a stochas-

tic variant of nearest neighbor classifiers is maximized. By

definition, NCA well separates samples of different classes

from each other. Moreover, our experiments (see Section 4.)

show that NCA is useful even when multimodal data sam-

ples are embedded, although NCA does not explicitly take

the multimodality of the data into account. However, the

optimization problem which needs to be solved in NCA is

non-convex so there is no guarantee that one can obtain the

globally optimal solution. Furthermore, a gradient-based

iterative procedure is employed for optimization, which is

rather demanding in computation.

The method called maximally collapsing metric learning

(MCML) (Globerson and Roweis, 2006) tries to make sam-

ples in the same class collapse into a single point and samples

in other classes map to other locations. Since this require-

ment may not be rigorously achieved by linear dimensional-

ity reduction, MCML instead minimizes the approximation

error to the optimal collapse. By definition, MCML does

not take the multimodality of the data into account since

samples in the same class are required to collapse into a sin-

gle point. However, MCML appears to be still useful even

when it is used for embedding multimodal data (see exper-

iments in Section 4.). A drawback of MCML is again the

non-convexity of the optimization problem: the MCML al-

gorithm only gives an approximate solution in general（*2）.

Furthermore, the algorithm employs an iterative updating

scheme for optimization, which appears to be computation-

ally expensive.

On the other hand, LFDA has an analytic form of the

embedding transformation matrix which can be easily com-

puted by solving a generalized eigenvalue problem. There-

fore, LFDA is more efficient in computation and more reliable

than NCA and MCML.

The rest of this paper is organized as follows. In Section 2.,

we formulate the problem of linear dimensionality reduction,

review the definitions of FDA and LPP, and illustrate how

they typically behave. In Section 3., we derive LFDA, show

its properties, and discuss its relation to existing methods.

In Section 4., numerical examples are shown where LFDA

is experimentally compared with existing methods. Finally,

in Section 5., concluding remarks and future prospects are

given.

（*2）：Note that, if dimensionality of the embedding space is the same

as the entire space (i.e., the dimensionality is not reduced but the only

the metric of the original space is changed), the optimization prob-

lem of MCML is convex, thus the globally optimal solution can be

obtained.
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2. Linear Dimensionality Reduction

In this section, we formulate the problem of linear dimen-

sionality reduction and review typical existing methods.

2. 1 Formulation

Let xi ∈ RD (i = 1, 2, . . . , n) be D-dimensional samples

and yi ∈ {1, 2, . . . , C} be associated class labels, where n is

the number of samples and C is the number of classes. Let

nc be the number of samples in the class c:

CX
c=1

nc = n. (1)

In the following, we use i, j, and k for the index of sam-

ple number, c for the index of class, and d for the index of

dimension.

Let X be the matrix of all samples:

X = (x1|x2| · · · |xn). (2)

Let zi ∈ RR (1 <= R <= D) be embedded samples, where R is

the reduced dimension (i,.e., the dimension of the embedding

space). Effectively we consider D to be large and R to be

small, but not limited to such cases.

For the moment, we focus on linear dimensionality reduc-

tion, i.e., using a D×R transformation matrix T , zi is given

by

zi = T>xi. (3)

Later in Section 3. 6, we discuss non-linear dimensionality

reduction scenarios.

2. 2 Fisher Discriminant Analysis

Here we briefly review the definition of Fisher discriminant

analysis (FDA) (Fisher, 1936; Fukunaga, 1990; Duda et al.,

2001) for dimensionality reduction.

Let S(w) and S(b) be the within-class scatter matrix and

the between-class scatter matrix defined by

S(w) =

CX
c=1

X
i:yi=c

(xi − —c)(xi − —c)
>, (4)

S(b) =

CX
c=1

nc(—c − —)(—c − —)>, (5)

where
P

i:yi=c denotes the summation over i such that

yi = c, > denotes the transpose, —c is the mean of samples

in the class c, and — is the mean of all samples:

—c =
1

nc

X
i:yi=c

xi, (6)

— =
1

n

nX
i=1

xi =
1

n

CX
c=1

nc—c. (7)

Using S(w) and S(b), the FDA transformation matrix T FDA

is defined as follows:

T FDA = argmax
T∈RD×R

h
tr
“
(T>S(w)T )−1T>S(b)T

”i
. (8)

That is, FDA determines T so that between-class scatter is

maximized while within-class scatter is minimized.

It is known that T FDA is given by

T FDA = (’1|’2| · · · |’R), (9)

where {’d}D
d=1 are the generalized eigenvectors associated

to the generalized eigenvalues λ1 >= λ2 >= · · · >= λD of the

following generalized eigenvalue problem:

S(b)’ = λS(w)’. (10)

2. 3 Locality-Preserving Projection

Here we briefly review the definition of locality-preserving

projection (LPP) (He and Niyogi, 2004). Let A be the affin-

ity matrix, i.e., the n-dimensional matrix with the (i, j)-th

element being the affinity between xi and xj . We suppose

that elements of A are in [0, 1] and take larger values if xi

and xj are ‘close’. There are several different manners in

defining A. We give a brief review of typical definitions in

Appendix 1..

Using the affinity matrix A, the LPP transformation ma-

trix TLPP is defined as follows.

TLPP = argmin
T∈RD×R

 
1

2

nX
i,j=1

Ai,j‖T>xi − T>xj‖2

!

subject to T>XDX>T = I, (11)

where I is the identity matrix and D is the n-dimensional

diagonal matrix with i-th diagonal element being

Di,i =

nX
j=1

Ai,j . (12)

Eq.(11) implies that LPP determines T so that nearby data

pairs in the original space RD are kept close in the embed-

ding space. Note that T>XDX>T = I is a constraint to

avoid a trivial solution T = O.

It is known that the LPP transformation matrix TLPP is

given by

TLPP = ( D−R+1| D−R+2| · · · | D), (13)

where { d}D
d=1 are the eigenvectors associated to the eigen-

values γ1 >= γ2 >= · · · >= γD of the following eigenvalue prob-

lem:

XLX> = γXDX> , (14)

where

L = D −A. (15)

Note that L is called the graph-Laplacian matrix in the spec-

tral graph theory (Chung, 1997), where A is seen as the ad-

jacency matrix of a graph.
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2. 4 Typical Behavior

In Figure 1, dimensionality reduction results obtained by

FDA and LPP are illustrated, where two-dimensional two-

class data samples are embedded in a one-dimensional sub-

space（*3）. In LPP, the affinity matrix A is determined by

the local scaling method (Zelnik-Manor and Perona, 2005,

see also Appendix 1.).

For the simplest data set depicted in Figure 1(a), both

FDA and LPP give reasonable results where samples of dif-

ferent classes are nicely separated. For the data set depicted

in Figure 1(b), FDA still works well. However, LPP mixes

samples of different classes into one cluster, which is caused

by the unsupervised nature of LPP. On the other hand, for

the data set depicted in Figure 1(c), LPP works well but

FDA collapses samples of different classes into a single clus-

ter. The reason is that the levels of between-class scatter and

within-class scatter are not evaluated in an intuitively natu-

ral way because of the two separate clusters of the ‘×’-class

(see also Fukunaga, 1990).

3. Local Fisher Embedding

As illustrated above, FDA can perform poorly if samples in

some class form several separate clusters (i.e., multimodal).

In other words, the undesired behavior is caused by the glob-

ality when evaluating within-class scatter and between-class

scatter. On the other hand, LPP can make samples of differ-

ent classes overlapped if they are close in the original high-

dimensional space RD.

To overcome this problem, we propose combining the idea

of FDA and LPP. Namely, we evaluate the levels of within-

class scatter and between-class scatter in a local manner,

by which class separability and local structure preservation

could be attained at the same time. We call our new method

local Fisher discriminant analysis (LFDA).

3. 1 Reformulating FDA

To introduce the new method, let us first reformulate FDA

in a pairwise manner.

［Lemma 1］ S(w) and S(b) defined by Eqs.(4) and (5) are

expressed as

S(w) =
1

2

nX
i,j=1

A
(w)
i,j (xi − xj)(xi − xj)

>, (16)

S(b) =
1

2

nX
i,j=1

A
(b)
i,j (xi − xj)(xi − xj)

>, (17)

（*3）：In Figure 1, the range of the transformation matrix determined

by each method is depicted. Since FDA and LPP do not necessarily

give an orthogonal projection matrix (i.e., T 2 = T and T> = T are

not necessarily satisfied), the range of the transformation matrix may

not display the complete information of embedding results. However,

it is sufficient for the discussion here.

−10 −5 0 5 10
−10
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0

5

10
FDA
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LFDA

(a) Toy data set 1
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(b) Toy data set 2

−10 −5 0 5 10
−10
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(c) Toy data set 3

Fig. 1 Examples of dimensionality reduction by FDA, LPP and

LFDA. Two-dimensional two-class samples are embedded

in a one-dimensional space. The line in the figure denotes

the embedding space obtained by each method.
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where

A
(w)
i,j =

8<
:

1/nc if yi = yj = c,

0 if yi |= yj ,
(18)

A
(b)
i,j =

8<
:

1/n − 1/nc if yi = yj = c,

1/n if yi |= yj .
(19)

(Proof) It follows from Eq.(4) that

S(w) =
CX

c=1

X
i:yi=c

0
@xi −

1

nc

X
j:yj=c

xj

1
A
0
@xi −

1

nc

X
k:yk=c

xk

1
A

>

=

nX
i=1

xix
>
i −

CX
c=1

1

nc

X
i,j:yi=yj=c

xix
>
j

=

nX
i=1

 
nX

j=1

A
(w)
i,j

!
xix

>
i −

nX
i,j=1

A
(w)
i,j xix

>
j

=
1

2

nX
i,j=1

A
(w)
i,j (xix

>
i + xjx

>
j − xix

>
j − xjx

>
i ),

(20)

which yields Eq.(16). Let S(m) be the mixture scatter matrix

(Fukunaga, 1990):

S(m) = S(w) + S(b)

=

nX
i=1

(xi − —)(xi − —)>. (21)

Then we have

S(b) =

nX
i=1

xix
>
i − 1

n

nX
i,j=1

xix
>
j − S(w)

=

nX
i=1

 
nX

j=1

1

n

!
xix

>
i −

nX
i,j=1

1

n
xix

>
j − S(w)

=
1

2

nX
i,j=1

„
1

n
−A(w)

i,j

«
(xix

>
i + xjx

>
j − xix

>
j − xjx

>
i ),

(22)

which yields Eq.(17).

Note that 1/n−1/nc in Eq.(19) is negative while 1/nc and

1/n in Eqs.(18) and (19) are positive.

The above pairwise representation gives us a novel inter-

pretation of FDA: it tries to keep in-class data pairs close

(since A
(w)
i,j is positive and A

(b)
i,j is negative if yi = yj) and

between-class data pairs apart (since A
(w)
i,j is zero and A

(b)
i,j

is positive if yi |= yj).

3. 2 Definition and Typical Behavior of LFDA

Based on the above pairwise expression, let us define the

local within-class scatter matrix eS(w)
and the local between-

class scatter matrix eS(b)
as follows.

eS(w)
=

1

2

nX
i,j=1

eA(w)

i,j (xi − xj)(xi − xj)
>, (23)

eS(b)
=

1

2

nX
i,j=1

eA(b)

i,j (xi − xj)(xi − xj)
>, (24)

where

eA(w)

i,j =

8<
:
Ai,j/nc if yi = yj = c,

0 if yi |= yj ,
(25)

eA(b)

i,j =

8<
:
Ai,j(1/n − 1/nc) if yi = yj = c,

1/n if yi |= yj .
(26)

Compared with the global matrices S(w) and S(b), the values

for in-class pairs in eS(w)
and eS(b)

are weighted according the

affinity. This means that far-apart in-class pairs have less in-

fluence in eS(w)
and eS(b)

. In the sequel, we denote the local

counterparts of matrices by symbols with tilde.

Using eS(w)
and eS(b)

, we define the LFDA transformation

matrix TLFDA as

TLFDA = argmax
T∈RD×R

h
tr
“
(T>eS(w)

T )−1T>eS(b)
T
”i

. (27)

That is, we determine T so that nearby data pairs of the

same class are close and data pairs of different classes are

apart. Data pairs of the same class but far apart are not

imposed to be close.

If the affinity matrix A is taken to be one for all in-class

pairs (i.e., all in-class pairs are ‘equally close’ each other),

eS(w)
and eS(b)

are reduced to S(w) and S(b) so LFDA agrees

with the original FDA. Therefore, LFDA may be regarded as

a natural localized variant of FDA. Since Eq.(27) is the same

form as Eq.(8), we can obtain an analytic form of TLFDA,

which can be computed by solving a generalized eigenvalue

problem. In Section 3. 4, we show an efficient method for

computing TLFDA.

Toy examples of dimensionality reduction by LFDA are il-

lustrated in Figure 1, where the affinity matrix A is again

determined by the local scaling method（*4）. The figures show

that LFDA gives desirable results for all three data sets, i.e.,

LFDA can compensate the drawbacks of FDA and LPP by

effectively combining the idea of FDA and LPP.

3. 3 Why is LFDA good?

LFDA does not impose far-apart data pairs of the same

class to be close, by which local structure of the data tends

to be preserved. This itself is a useful property, e.g., in

data visualization tasks because ‘interesting’ structure such

as within-class multimodality is not lost by dimensionality

reduction (this is experimentally demonstrated in Section 4.).

In addition to that, LFDA can even provide more separate

embedding than the original FDA. To explain the reason, let

（*4）：For LFDA, the nearest neighbor search carried out in the lo-

cal scaling method is performed in a classwise manner since we do

not need the affinity value for between-class pairs (see Eqs.(25) and

(26)). This also contributes to reducing the computational cost (see

Section 3. 4).
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us recall that the FDA transformation matrix T FDA can be

expressed as follows (Fukunaga, 1990).

T FDA = argmax
T∈RD×R

h
tr
“
T>S(b)T

”i

subject to T>S(w)T = I. (28)

This representation implies that FDA maximizes between-

class scatter under the constraint of keeping within-class

scatter to a certain level.

When one of the classes is multimodal, the above con-

straint is actually quite restrictive since the multimodal data

samples should be typically merged into a single cluster.

Therefore, the remaining degree of freedom which is used

for maximizing between-class scatter may not be that much.

As a result, FDA can result in less separate embedding.

On the other hand, it is straightforward to show that

TLFDA can also be expressed as

TLFDA = argmax
T∈RD×R

h
tr
“
T>eS(b)

T
”i

subject to T>eS(w)
T = I. (29)

The constraint in Eq.(29) is less restrictive than that in

Eq.(28) since faraway pairs of in-class samples are not im-

posed to be close. Due to this weaker constraint, the degree

of freedom which can be used for maximizing separability

between different classes remains more than FDA. For this

reason, LFDA can result in more separate embedding than

FDA. This qualitative discussion will be experimentally sub-

stantiated in Section 4..

3. 4 Efficiently Computing LFDA Transformation

Matrix

Here, we provide an efficient method to compute the LFDA

transformation matrix TLFDA.

Let eS(m)
be the local mixture scatter matrix defined by

eS(m)
= eS(w)

+ eS(b)

=
1

2

nX
i,j=1

eA(m)

i,j (xi − xj)(xi − xj)
>, (30)

where eA(m)
is the n-dimensional matrix with (i, j)-th ele-

ment being

eA(m)

i,j = eA(w)

i,j + eA(b)

i,j =

8<
:
Ai,j/n if yi = yj ,

1/n if yi |= yj .
(31)

Then the same solution TLFDA can be still obtained if eS(b)

in Eq.(27) is replaced by eS(m)
because of the following iden-

tity (cf. Fukunaga, 1990):

tr
“
(T>eS(w)

T )−1T>eS(m)
T
”

= tr
“
(T>eS(w)

T )−1T>eS(b)
T
”

+ R. (32)

In the following, we employ the criterion with eS(m)
(i.e., the

left-hand side of Eq.(32)) since it gives a simpler expression.

The left-hand side of Eq.(32) is the same form as FDA.

Therefore, the solution TLFDA is analytically given as fol-

lows.

TLFDA = (e’1|e’2| · · · |e’R), (33)

where {e’d}D
d=1 are the generalized eigenvectors associated

to the generalized eigenvalues eλ1 >=
eλ2 >= · · · >=

eλD of the

following generalized eigenvalue problem:

eS(m)e’ = eλeS(w)e’. (34)

Given eS(m)
and eS(w)

, the computational complexity required

for obtaining TLFDA is O(RD2). Below, we show how eS(m)

and eS(w)
can be computed efficiently.

Since

eS(m)
=

1

2

nX
i,j=1

eA(m)

i,j (xix
>
i + xjx

>
j − xix

>
j − xjx

>
i )

=
nX

i=1

 
nX

j=1

eA(m)

i,j

!
xix

>
i −

nX
i,j=1

eA(m)

i,j xix
>
j , (35)

eS(m)
can be expressed in a matrix form as

eS(m)
= X eL(m)

X>, (36)

where

eL(m)
= eD(m)

− eA(m)
, (37)

and eD(m)
is the n-dimensional diagonal matrix with i-th di-

agonal element being

eD(m)

i,i =

nX
j=1

eA(m)

i,j . (38)

Similarly, eS(w)
can be expressed in a matrix form as

eS(w)
= X eL(w)

X>, (39)

where

eL(w)
= eD(w)

− eA(w)
, (40)

and eD(w)
is the n-dimensional diagonal matrix with i-th di-

agonal element being

eD(w)

i,i =

nX
j=1

eA(w)

i,j . (41)

eL(m)
and eL(w)

are n-dimensional matrices so could be very

high dimensional. However, eL(w)
is block-diagonal if {xi}n

i=1

are sorted according to the labels. Furthermore, diagonal

submatrices of eL(w)
can be sparse if the affinity matrix A

is sparsely defined (see Appendix 1. for detail). Therefore,

calculating eS(w)
directly by Eq.(39) may be computation-

ally efficient. On the other hand, computing eS(m)
directly

90



by Eq.(36) is not so efficient since eA(m)
is dense.

This problem can be alleviated as follows. eA(m)
can be

decomposed as

eA(m)
= 11>/n + eA(m′)

, (42)

where 1 is the n-dimensional vector with all ones and eA(m′)

is the n-dimensional matrix with (i, j)-th element being

eA(m′)
i,j =

8<
:

(Ai,j − 1)/n if yi = yj ,

0 if yi |= yj .
(43)

Then eS(m)
can be expressed as

eS(m)
= X eD(m)

X>−(X1)(X1)>/n−X eA(m′)
X>, (44)

where eD(m)
is expressed by using eA(m′)

as

eD(m)

i,i = 1 +

nX
j=1

eA(m′)
i,j . (45)

eA(m′)
is a block-diagonal matrix if {xi}n

i=1 are sorted ac-

cording to the labels, which implies that the third term in

the right-hand side of Eq.(44) may be computed efficiently.

Since the first two terms in the right-hand side of Eq.(44)

can also be computed efficiently, computing eS(m)
by Eq.(44)

may be more efficient than directly by Eq.(36).

To further improve computational efficiency, the affinity

matrix A may be computed in a classwise manner since we

do not need the affinity value for between-class pairs (see

Eqs.(25) and (26)). This speeds up the nearest neighbor

search which is often carried out when defining A (see Ap-

pendix 1.).

3. 5 Comparison with Related Methods

Recently, novel methods have been proposed for linear su-

pervised dimensionality reduction. Here, we qualitatively

compare the methods with LFDA.

3. 5. 1 Neighborhood Component Analysis

First, we review the definition of a method called neigh-

borhood component analysis (NCA) (Goldberger et al., 2005).

The NCA transformation matrix TNCA is defined as follows.

TNCA = argmax
T∈RD×R

0
@

nX
i=1

X
j:yj=yi

pi,j(TT
>)

1
A , (46)

where

pi,j(U) =

8>>>>><
>>>>>:

exp
˘
−(xi − xj)

>U(xi − xj)
¯

P
k |=i exp {−(xi − xk)>U(xi − xk)}

if i |= j,

0 if i = j.

(47)

The above definition corresponds to maximizing the expected

number of correctly classified samples by a stochastic variant

of nearest neighbor classifiers. Therefore, NCA determines

T so that separability of data samples in different classes is

maximized. By definition, embedded samples obtained by

NCA are well separated from each other. Our simulations

in Section 4. show that NCA tends to preserve multimodal

structure of the data well, although NCA does not take the

multimodality of the data explicitly into account.

A crucial weakness of NCA is optimization: the optimiza-

tion problem (46) is non-convex. Therefore, there is no

guarantee that one can obtain the globally optimal solution.

Goldberger et al. (2005) proposed using a gradient method

for optimization:

T ← T + ε∇JNCA(T ), (48)

where ε (> 0) is the step size and the gradient ∇JNCA(T )

is given by

∇JNCA(T ) = 2T
nX

i=1

 ( X
j:yj=yi

pi,j(TT
>)

)

(
nX

j=1

pi,j(TT
>)(xi − xj)(xi − xj)

>

)

−
X

j:yj=yi

pi,j(TT
>)(xi − xj)(xi − xj)

>

!
.

(49)

3. 5. 2 Maximally Collapsing Metric Learning

We begin with reviewing the definition of a method called

maximally collapsing metric learning (MCML) (Globerson

and Roweis, 2006). Let

UMCML = argmin
U∈RD×D

 
nX

i,j=1

p∗
i,j log

p∗
i,j

pi,j(U)

!

subject to U ∈ PSD(R), (50)

where PSD(R) is the set of all positive semidefinite matrix

of rank R (i.e., R eigenvalues are positive and others are

zero) and

p∗
i,j ∝

8<
:

1 if yi = yj ,

0 if yi |= yj .
(51)

p∗
i,j is normalized so that

X
j |=i

p∗
i,j = 1. (52)

Note that p∗
i,j is the ‘ideal’ value of pi,j , which is attained

if all samples in the same class collapse into a single point

while samples in other classes are mapped to other locations.

In reality, any U may not be able to attain pi,j(U) = p∗
i,j ,

so MCML tries to finds UMCML which gives the optimal

approximation to p∗
i,j under the Kullback-Leibler divergence
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(Kullback and Leibler, 1951). Once UMCML is obtained, the

MCML transformation matrix TMCML is given by

TMCML = (ffi1|ffi2| · · · |ffiR), (53)

where {ffid}R
d=1 are the eigenvectors associated to the posi-

tive eigenvalues η1 >= η2 >= · · · >= ηR > 0 of the following

eigenvalue problem:

UMCMLffi = ηffi. (54)

MCML does not take the multimodality of the data into

account since it requires the samples in the same class to

collapse into a single point. Nevertheless, our simulations

in Section 4. show that it works reasonably well even for

multimodal data.

A drawback of MCML is also optimization: the optimiza-

tion problem (50) is convex only when R = D, i.e., the di-

mensionality is not reduced but the only the metric of the

original space is changed. This means that if R < D (which

is our primal focus in this paper), the unique optimal solu-

tionUMCML does not exist. Therefore, there is no guarantee

that one can obtain the globally optimal solution TMCML.

Globerson and Roweis (2006) proposed the following

heuristic algorithm to approximate TMCML: first, the op-

timization problem (50) with R = D is solved:

bUMCML = argmin
U∈RD×D

 
nX

i,j=1

p∗
i,j log

p∗
i,j

pi,j(U)

!

subject to U ∈ PSD(D). (55)

The algorithm for obtaining the solution bUMCML will be ex-

plained below. Then eigenvalue decomposition of bUMCML

is carried out and eigenvalues bη1 >= bη2 >= · · · >= bηD and asso-

ciated eigenvectors {bffid}D
d=1 are obtained:

bUMCML
bffi = bηbffi. (56)

Then {ffid}R
d=1 appeared in Eq.(53) are replaced by {bffid}R

d=1,

which yields

TMCML ≈ (bffi1|bffi2| · · · |bffiR). (57)

This approximation is shown to be practically useful, al-

though there seems to be no theoretical analysis for this

approximation.

Even though bUMCML uniquely exists, its analytic form is

not known yet. Globerson and Roweis (2006) proposed us-

ing the following alternate iterative procedure for obtaining

bUMCML.

U ← U − ε∇JMCML(U), (58)

U ←
DX

d=1

max(0, bηd)bffid
bffi>

d , (59)

where ε (> 0) is the step size, bηd and bffid are eigenvalues and

eigenvectors of U , and the gradient ∇JMCML(U) is given by

∇JMCML(U) =

nX
i,j=1

(p∗
i,j − pi,j(U))(xi − xj)(xi − xj)

>.

(60)

3. 5. 3 Discussion

NCA and MCML appear to work reasonably well for di-

mensionality reduction of multimodal data samples (see Sec-

tion 4.). However, they both involve non-convex optimiza-

tion problems so there is no guarantee that one can obtain

the optimal solution.

In NCA, the non-convex optimization problem (46) is

solved by the gradient ascent iteration (48), which is compu-

tationally rather inefficient and the quality of the obtained

solution depends on the initialization of the matrix U . Also,

the choice of the step size ε is troublesome: if the step size

is small enough, convergence to one of the local optima is

guaranteed but such a choice makes convergence very slow;

if the step size is too large, gradient flow oscillates and con-

vergence may not be guaranteed anymore. Furthermore, the

choice of termination condition in the iterative algorithm is

often cumbersome in practice.

MCML has an advantage over NCA in computation: there

exists the analytic approximation (57) to the optimal solu-

tion, which can be computed using the solution of another

convex optimization problem (55). However, MCML still re-

lies on the gradient-based alternate iterative algorithm (58)–

(59) to solve the convex optimization problem (55), which

is expensive in computation since eigenvalue decomposition

should be carried out in each iteration (see Eq.(59)). Fur-

thermore, the difficulty of appropriately choosing the step

size and termination condition still remains.

On the other hand, in LFDA, an analytic form of the op-

timal solution is available (see Eq.(33)), which can be effi-

ciently computed by solving the generalized eigenvalue prob-

lem (34). Therefore, LFDA is computationally more efficient

and reliable than NCA and MCML.

3. 6 Kernel LFDA for Non-Linear Dimensionality

Reduction

So far, we focused on linear dimensionality reduction. Here

we extend our discussion to non-linear dimensionality reduc-

tion scenarios.

From Eqs.(36) and (39), the generalized eigenvalue prob-

lem (34) can be expressed as

X eL(m)
X>e’ = eλX eL(w)

X>e’. (61)

When the range of X spans the entire space RD, any vector

e’ ∈ RD can be expressed by using some vector ȩ ∈ Rn as

e’ = X ȩ . (62)

92



Then, multiplying Eq.(61) by X> from the left-hand side

yields

K eL(m)
K ȩ = eλK eL(w)

K ȩ , (63)

where K is the n-dimensional matrix with the (i, j)-th ele-

ment being

Ki,j = x>
i xj . (64)

This implies that {xi}n
i=1 appear only in terms of their inner

products. Therefore, we can obtain a non-linear variant of

LFDA by the kernel trick (Vapnik, 1998; Schölkopf et al.,

1998), which is explained below.

Let us consider a non-linear mapping φ(x) from RD to a

reproducing kernel Hilbert space H (Aronszajn, 1950). Let

K(x,x′) be the reproducing kernel of H. A typical choice of

the kernel function would be the Gaussian kernel:

K(x,x′) = exp

„
−‖x− x′‖2

2σ2

«
, (65)

with σ > 0. For other choices, see, e.g., Wahba (1990), Vap-

nik (1998), and Schölkopf and Smola (2002). Because of the

reproducing property of K(x,x′), K is now the kernel ma-

trix, i.e., the (i, j)-th element is given by

Ki,j = 〈φ(xi), φ(xj)〉 = K(xi,xj), (66)

where 〈·, ·〉 denotes the inner product in H. Then the em-

bedded image of φ(x′) by LFDA in H is given by

( ȩ1| ȩ2| · · · | ȩR)>

0
BBBBB@

K(x1,x
′)

K(x2,x
′)

...

K(xn,x′)

1
CCCCCA

, (67)

where { ȩd}D
d=1 is the generalized eigenvectors associated to

the generalized eigenvalues eλ1 >=
eλ2 >= · · · >=

eλD of the gener-

alized eigenvalue problem (63). Note that, following the dis-

cussion in Section 3. 4, we can compute K eL(m)
K efficiently

by

K eL(m)
K = K eD(m)

K − (K1)(K1)>/n −K eA(m′)
K.

(68)

4. Numerical Results

In this section, we apply the proposed and existing di-

mensionality reduction methods to benchmark data sets for

visualization. In LPP and LFDA, the affinity matrix is de-

termined by the local scaling method. For LFDA, the affinity

matrix is computed in a classwise manner (see Section 3. 4).

We use Letter recognition, Segment, Thyroid disease, and

Iris data sets available from the UCI machine learning repos-

itory (Blake and Merz, 1998). Table 1 describes the specifi-

cation of employed data sets. Each data set contains three

types of samples specified by ‘×’, ‘+’, and ‘◦’. We treat ‘×’

Table 1 List of employed data sets.

Data Set D ‘×’-and-‘+’ class ‘◦’ class

Letter recognition 16 ‘A’ & ‘C’ ‘B’

Segment 18 ‘Brickface’ & ‘Sky’ ‘Foliage’

Thyroid disease 5 ‘Hyper’ & ‘Hypo’ ‘Normal’

Iris 4 ‘Setosa’ & ‘Virginica’ ‘Versicolour’

and ‘+’ as a single class, by which two-class problem is cre-

ated. That is, ‘×’ and ‘+’ are treated as hidden labels, and

for embedding, we only use the information whether each

sample belongs to the ‘×’-and-‘+’ class or the ‘◦’ class. Our

interest is to evaluate separability between two classes (i.e.,

‘×’ and ‘+’ are well separated from ‘◦’) and multimodal-

ity preservation within a class (i.e., ‘×’ and ‘+’ are well

grouped). Figure 2–5 show the embedded samples in two-

dimensional spaces obtained by LFDA, FDA, LPP, NCA,

and MCML.

First, we compare the results obtained by LFDA, FDA,

and LPP. For Letter recognition and Segment data sets (see

the top three graphs in Figure 2 and Figure 3), FDA achieves

good separability (i.e., ‘×’ and ‘+’ are well separated from

‘◦’), but multimodality of the ‘×’-and-‘+’ class is lost (i.e.,

‘×’ and ‘+’ are mixed). On the other hand, LFDA provides

well separate embedding, and at the same time, multimodal

structure of the data is well preserved. LPP clearly sepa-

rates the samples in two clusters, but labels are mixed in

one of the clusters. For Thyroid disease data set (see the top

three graphs in Figure 4), LFDA, FDA, and LPP separate

‘×’ and ‘+’ from ‘◦’ well. FDA collapses multimodal struc-

ture of the ‘×’-and-‘+’ class, while LFDA and LPP well pre-

serve the multimodality. For Iris data set (see the top three

graphs in Figure 5), FDA tends to mix samples of differ-

ent classes, while LFDA can achieve good separability. We

conjecture this difference is due to the fact that LFDA has

more degree of freedom for enhancing separability than FDA

(see Section 3. 3). In addition to the separability, LFDA also

clearly preserves the multimodal structure of the ‘×’-and-‘+’

class. LPP also works well for this data set because three

clusters are well separated from each other in the original

high-dimensional space. Overall, LFDA is found to be more

appropriate for embedding labeled multimodal data samples

than FDA and LPP.

Next, we compare LFDA with NCA and MCML. For Let-

ter recognition data set (see the top and the bottom two

graphs in Figure 2), LFDA, NCA and MCML achieve good

separability (i.e., ‘×’ and ‘+’ are well separated from ‘◦’).
However, MCML collapses ‘×’ and ‘+’ into a single cluster

(which is actually aimed in MCML) while LFDA and NCA

preserve multimodal structure of the ‘×’-and-‘+’ class quite

clearly. Note that the NCA result may vary if the initial

93



−8 −6 −4 −2 0 2 4 6
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
LFDA

A
C
B

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
FDA

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6
−15

−10

−5

0

5

10

15
LPP

−30 −20 −10 0 10 20 30
−30

−20

−10

0

10

20

30
NCA

−5 0 5
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
MCML

Fig. 2 Data visualization for Letter recognition data set.

94



−5 0 5 10 15 20

x 10
−7

−2

−1

0

1

2

3

4

5
x 10

−7 LFDA

Brickface
Sky
Foliage

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

x 10
−9

−6

−4

−2

0

2

4

6

8
x 10

−8 FDA

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

x 10
−7

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
x 10

−7 LPP

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
NCA

−0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4
MCML

Fig. 3 Data visualization for Segment data set. In the plots of LFDA, NCA, and MCML,

the area surrounded by the bold line is enlarged for clear visibility.
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Fig. 4 Data visualization for Thyroid disease data set.
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Fig. 5 Data visualization for Iris data set.
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value for the gradient ascent algorithm is changed. For Seg-

ment data set (see the top and the bottom two graphs in Fig-

ure 3), NCA mixes ‘+’ and ‘◦’, which may be caused by local

optima. LFDA and MCML work quite well in both between-

class separation and within-class multimodality preservation.

For Thyroid disease and Iris data sets (see the top and the

bottom two graphs in Figure 4 and Figure 5), LFDA, NCA

and MCML all work very well in between-class separation

and within-class multimodality preservation. Overall, NCA

sometimes gives a slightly poor result due to local minima,

while MCML can lose within-class multimodal structure (al-

though it is the aim of MCML). On the other hand, LFDA

consistently gives suitable results for all four data sets. Fur-

thermore, LFDA is computationally more efficient and reli-

able than NCA and MCML, thanks to the analytic form of

the optimal solution. Therefore, LFDA would be a promising

alternative to the state-of-the-art NCA and MCML.

Based on the above simulation results, we conclude that

LFDA is useful in visualizing multimodal data samples.

5. Conclusions

We discussed the problem of supervised dimensionality re-

duction. FDA (Fisher, 1936; Fukunaga, 1990; Duda et al.,

2001) works well for this purpose, given data samples of each

class are unimodal Gaussian. On the other hand, samples in

some class can be multimodal, e.g., when multi-class classifi-

cation problems are solved by a set of two-class ‘one-versus-

rest’ problems. LPP (He and Niyogi, 2004) is suitable for

embedding multimodal data, although it is an unsupervised

method so it does not necessarily work appropriately in su-

pervised dimensionality reduction scenarios. In this paper,

we proposed LFDA, which effectively combines the ideas of

FDA and LPP: between-class separability is maximized while

within-class local structure is preserved. The derivation of

LFDA is based on the novel pairwise interpretation of the

original FDA (see Section 3. 1): FDA keeps in-class data

pairs close and between-class data pairs apart. We experi-

mentally showed that LFDA can preserve multimodal struc-

ture of the data better than FDA (see Section 4.). Further-

more, we showed that LFDA can even provide more separate

embedding than FDA since it has more degree of freedom for

achieving high separability than LFDA (see Section 3. 3).

We also compared LFDA with the state-of-the-art meth-

ods such as NCA and MCML (see Section 3. 5). Although

NCA and MCML do not explicitly take the multimodality of

the data into account, our experiments showed that they are

reasonably useful in dimensionality reduction of multimodal

data samples. However, they involve non-convex optimiza-

tion problem so there is no guarantee that one can obtain

the globally optimal solution. Furthermore, they employ

gradient-based iterative algorithms for optimization, which

are rather inefficient and which require careful choice of the

step size and termination condition. On the other hand,

in LFDA, an analytic form of the optimal solution is avail-

able, which can be reliably computed by solving a generalized

eigenvalue problem. We also provided an efficient computa-

tion method of the LFDA solution (see Section 3. 4).

If between-class separability is the only issue and we do

not care local structure of the data, we may put the affin-

ity values for in-class pairs of samples very close to zero in

LFDA. However, we experimentally confirmed that this does

not give reasonable embedding. This implies that, in order to

obtain useful embedding, it is very important to have a rea-

sonable objective function for the in-class pairs of samples.

In LFDA, such an objective function is naturally derived as

an extension of FDA.

We showed in Section 3. 6 that a non-linear variant of

LFDA can be obtained by employing the standard kernel

trick (Schölkopf and Smola, 2002). FDA, LPP, and MCML

can also be kernelized similarly (Baudat and Anouar, 2000;

Mika et al., 2003; Belkin and Niyogi, 2003; He and Niyogi,

2004; Globerson and Roweis, 2006). As shown in these pa-

pers, the performance of the kernelized methods heavily de-

pend on the choice of the family and parameters of kernel

functions. How to optimally determine the kernel function

for supervised dimensionality reduction seems to be an open

problem, which needs to be explored.

LFDA is an efficient dimensionality reduction method,

given an appropriate affinity matrix of the data samples. In

this paper, we simply employed the standard affinity matrix

(see Appendix 1.). Although the standard choice appeared

to be quite reasonable in experiments (see Section 4.), it is

important to find the optimal way to define the affinity ma-

trix in the context of supervised dimensionality reduction.
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Appendix

1. Definitions of Affinity Matrix

In this appendix, we briefly review typical choices of the

affinity matrix A.
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1. 1 Heat Kernel

Belkin and Niyogi (2003) proposed defining Ai,j as

Ai,j = exp

„
−‖xi − xj‖2

σ2

«
, (A·1)

where σ (> 0) is a tuning parameter which determines the

‘decay’ of the affinity.

1. 2 Euclidean Neighbor

The heat kernel gives a non-sparse affinity matrix. It

would be computationally advantageous if the affinity ma-

trix is sparcified. A sparse affinity matrix may be obtained

as follows Tenenbaum et al. (2000). For ε (> 0) which is a

tuning parameter, xi and xj are judged to be neighbors if

‖xi − xj‖ <= ε. (A·2)

ThenAi,j is defined by Eq.(A·1) for two neighboring samples

and Ai,j = 0 for non-neighbors.

This definition includes two tuning parameters (ε and σ),

which are rather troublesome to be determined. To ease the

problem, we may simply let Ai,j = 1 if xi and xj are neigh-

bors and Ai,j = 0 otherwise. This corresponds to putting

σ = ∞.

1. 3 Nearest Neighbor

Tuning the distance threshold ε is practically rather cum-

bersome since the relation between the number of neighbors

and the value of ε is not intuitively clear. Another option

to determine neighbors is to directly specify the number of

neighbors (Roweis and Saul, 2000; Tenenbaum et al., 2000).

Let kNN(xi) be the set of k nearest neighbor samples of xi

under the Euclidean distance, where k is a tuning parameter.

If xj ∈ kNN(xi) or xi ∈ kNN(xj), we regard xi and xj

as neighbors; otherwise they are regarded as non-neighbors.

Then the affinity matrix may be defined by the heat kernel

or in the simple zero-one manner.

1. 4 Local Scaling

A drawback of the above definitions is that the affinity

is computed globally in the same way. The density of data

samples may be different depending on regions and it would

be more appropriate to take the local scaling of the data

into account. Following this idea, Zelnik-Manor and Perona

(2005) proposed defining the affinity matrix as

Ai,j = exp

„
−‖xi − xj‖2

σiσj

«
. (A·3)

σi represents the local scaling of the data samples around xi,

which is defined by

σi = ‖xi − ex(k)
i ‖, (A·4)

where ex(k)
i is the k-th nearest neighbor of xi. The param-

eter k is a tuning parameter, but Zelnik-Manor and Perona

(2005) demonstrated that k = 7 is a ‘universal’ value, by

which no tuning parameter remains. This would be a conve-

nient choice for those who do not have any subjective/prior

preference. We employed this definition all though the paper.

For computational efficiency, we may further sparsify the

above affinity matrix based on, e.g., the nearest neighbor

idea.

References

N. Aronszajn. Theory of reproducing kernels. Transactions

of the American Mathematical Society, 68:337–404, 1950.

G. Baudat and F. Anouar. Generalized discriminant analy-

sis using a kernel approach. Neural Computation, 12(10):

2385–2404, 2000.

M. Belkin and P. Niyogi. Laplacian eigenmaps for dimen-

sionality reduction and data representation. Neural Com-

putation, 15(6):1373–1396, 2003.

C.L. Blake and C.J. Merz. UCI repository of machine learn-

ing databases, 1998.

F. R. K. Chung. Spectral Graph Theory. American Mathe-

matical Society, Providence, R.I., 1997.

R. O. Duda, P. E. Hart, and D. G. Stor. Pattern Classifica-

tion. Wiley, New York, 2001.

R. A. Fisher. The use of multiple measurements in taxonomic

problems. Annals of Eugenics, 7:179–188, 1936.

K. Fukunaga. Introduction to Statistical Pattern Recognition.

Academic Press, Inc., Boston, second edition, 1990.

A. Globerson and S. Roweis. Metric learning by collaps-

ing classes. In Advances in Neural Information Processing

Systems 18, pages 451–458, Cambridge, MA, 2006. MIT

Press.

J. Goldberger, S. Roweis, G. Hinton, and R. Salakhutdi-

nov. Neighbourhood components analysis. In L. K. Saul,

Y. Weiss, and L. Bottou, editors, Advances in Neural

Information Processing Systems 17, pages 513–520. MIT

Press, Cambridge, MA, 2005.

X. He and P. Niyogi. Locality preserving projections. In

S. Thrun, L. Saul, and B. Schölkopf, editors, Advances

in Neural Information Processing Systems 16. MIT Press,

Cambridge, MA, 2004.

S. Kullback and R. A. Leibler. On information and suffi-

ciency. Annals of Mathematical Statistics, 22:79–86, 1951.
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Principal Curve Analysis on Manifolds

Atsushi IMIYA†, Nobuhiko YAMAGISHI††, and Tomoya SAKAI†

† Institute of Media and Information Technology, Chiba University
Yayoicho 1-33, Inage-ku, Chiba, Japan

†† School of Science and Technology, Chiba University
Yayoicho 1-33, Inage-ku, Chiba, Japan

Abstract In this paper, we develop an algorithm for the learning of the principal curve on manifolds, employing

the principal curve analysis. The principal curve analysis is a generalization of principal axis analysis, which is a

standard method for data analysis in pattern recognition.

Key words Manifold Learning, Princpal Curve Analysis

1. Introduction

Symbolic expressions of these point sets are required for

the visual interface for the data mining systems. Further-

more, these data are sometimes transformed as a point dis-

tribution in lower dimensional vector spaces, usually tow or

three dimensional spaces, for the visualisation of data dis-

tribution on CRT. Therefore, the extraction of the symbolic

features of random point sets in two and three dimensional is

a basic process of the visual interpretation of random point

sets for the visualisation of the data space. Principal axis

analysis a standard method for the data compression in Eu-

clidean space. Some data lie on a manifold in a higher di-

mensional Euclidean space. Therefore, we are required to

extend principal axis analysis methodology to data on man-

ifold. On a manifold principal axis [8] becomes curve. Ther-

fore, we develop an algorithm for the learning of the principal

curves [1]～[4] on manifolds.

Setting M to be a m-dimensional manifold in n-

dimensional Euclidean spaceRn for m <= n − 1, we develop

an algorithm for the principal-curve detection form random

point set P on M. We assume that our measurements are

y = x+ " for x ∈ M ⊂ Rn and " ∈ Rn such that |"| ≪ 1.

There are basically two types of problems.

（ 1） Compute the principal curve of P for known M.

（ 2） Compute the principal curve of P with estimating

M.

In this paper, we develop an algorithm for problem 1. For

the case that M is a collection of linear manifolds, an algo-

rithm for the estimation of them was proposed in the refer-

ence [9].

Computational geometry provides combinatorial methods

for the recovery of boundary curves as polygonal curves.

These algorithms are based on Voronoi tessellation, Delau-

nay triangulation, Gabriel graphs, crust, α-shape, and β-

skeleton [3]～[5]. The reconstructed curves, by these methods

using combinatorial optimisation are piecewise linear. We

develope an analytical method for the extraction of picewise

liner curves using principal component analysis, which is ro-

bust against noise. Furthermore, the solutions are sensitive

against noise and outlayers, since these methods construct

polygons and polyhedrons using all sample points.

Section 2 is a brief survey of the principal curve analy-

sis. In section 3, we develop an algorithm for the first prob-

lem. In section 4, we show examples for the evaluation of

the algorithm when the manifold M is a sphere S2 in three-

dimensional Euclidean space.

2. Principal Axes and Curves

2. 1 Principal Curve in Euclidean Space

Let X be a mean-zero point distribution in R2. The major

principal component w maximises the criterion

J(w) = Ex∈X|x⊤w|2 (1)

with respect to |w| = 1, where Ex∈X expresses the expec-

tation over set X. Line x = tw is a one-dimensional linear

subspace which approximates X. A maximisation criterion

J(P ) = Ex∈X|Px|2 (2)

with respect to rankP = 1, determines a one dimensional

linear subspace which approximates X. If X is not a mean-

zero point distribution in R2 and the centroid of X is not

predetermined, the maximisation criterion

J(P , g) = Ex∈X|P (x− g)|2 (3)
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with respect to rankP = 1, determines a one-dimensional

linear manifold which approximates point distribution X. If

g = 0, P is computed using PCA [8].

For the partition of X into {Xi}N
i=1 such that X = ∪N

i=1Xi,

vectors gi and wi which maximise the criterion

J(w1, · · · ,wN , g1, · · · , gN ) =

N∑
i=1

Ex∈Xi |(x−gi)
⊤wi|2(4)

determine a polygonal curve [6], l = gi + twi. Furthermore,

for an appropriate partition of X into {X}N
i=1, such that

X = ∪N
i=1Xi, vector gi and orthogonal projector P i, which

maximise the criterion

J(P 1, · · · ,PN , g1, · · · , gN ) =

N∑
i=1

Ex∈Xi |P i(x−gi)|
2(5)

with respect to rankP i = 1, determine a piecewise linear

curve, Ci = {x + gi|P ix = x}. This piecewise linear is

called the principal curve [6].

2. 2 Curve Detection

Set D and S to be a random point set and the vertices of

polygonal curve, respectively, and the distance between point

x ∈ S and y ∈ D is defined as d(x,D) = miny∈D d(x,y) for

the Euclidean distance in a plane.

The initial shapes S and C are a line segment whose direc-

tion is equivalent to the major component w1 of a random

point set and a regular triangle whose vertices are determined

from the principal components w1 and w2. For a sequence

of vertices ⟨v1,v2, · · ·vn⟩ of a polygonal curve, we define the

tessellation as

Vα = {x|d(x,vα) < d(x,vi),

d(x,vα) < d(x, eij), α |= i},

Eαα+1 = {x|d(x, eαα+1) < d(x,vi),

d(x, eαα+1) < d(x, eii+1), α |= i},

where eii+1 is the edge which connects vi and vi+1. The

minimisation criterion of reference [7] is expressed as

I =
∑
vk∈C

F (vk,D) + λ
∑
vk∈P

1∑
i=−1

v⊤
i−1ivii+1

|vi−1i||vii+1|
(6)

for

F (vk,D) =
∑

x∈Ek−1k

d(x,vk)

+
∑
x∈Vk

d(x,vk) +
∑

x∈Ekk+1

d(x,vk).

Using this criterion, we obtain an algorithm for the detection

of the principal curve [7] where IK is the value of I with K

vertices.

Algorithm PCuA

（ 1） Set the vertices of the initial curve as S.

（ 2） Move all vertices vi i = 1, 2, · · · , K, to minimise IK .

（ 3） Generate the new vertex vK+1 on the curve S.

（ 4） If |IK − IK−1| <= ε for a positive constant ε, then

stop, else set S := S ∪ {vK+1} and go to 2.

This incremental algorithm preserves the topology of the ini-

tial curve, since the algorithm generates new vertices on the

curve. This geometrical property leads to the conclusion that

this algorithm reconstructs closed or open curves, if the ini-

tial curve is closed or open, respectively. As the initial curves

for closed curves, we adopt a triangle using the direction of

principal axes of point distribution.

2. 3 Principal Curve of Temporal Point Set

For the data compression of time varying point sets, we are

required to detect the time dependent principal curves of the

sequence of time varying point sets. Setting V(tn) to be the

point set at time tn = ∆n for n = 0, 1, 2, · · ·, the algorithm

developed in the previous section permits us to compute the

principal curve C(tn) from point set V(tn).

It is possible to assume that both principal curves C(tn)

and C(tn+1) exist in a finite region, we can adopt C(tn) as

the initial curve for the computation of C(tn+1). This vari-

ation of the algorithm saves the time for the computation of

the sequence of the principal curves form a sequence of point

sets. Figure 1 shows this process.

Read point sets of frame n

Set n-1 output as initial model

Move vertex till convergence

topological analysis

end

start

n > |n|

Yes

No

n : = 1

n : = n+1

(a)

X0

P0

X1 X2

P1 P2 Pn

Xn

.....

.....

P0 P1 P2 Pn(X1,P0)X0 (Xn,Pn-1)(X2,P1)

(b)

Fig. 1 Detection of principal curves of temporal point set. (a)

shows the flow chart of algorithm. (b) shows the gener-

ation scheme for the generation of the principal curve of

the successive curve.

3. Principal Curve on Manifolds

The distance between a point and a set is defined as

d(x,F) = min
y∈F

d(x,y). (7)

Furthermore, the distance between a pair of disjoint sets F

and G in a space is defined as

d(F,G) = min
x∈F,y∈G

d(x,y), (8)
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for the distance d(x,y) in Rn.

Assuming that x ∈ R2 and x ∈ M, the projection of x

onto M is defined as

PMx = y, d(x,y) = min d(x,M). (9)

If M is convex y ∈ M is uniquely determined.

Using this property, we define the projection of curve c in

Rn to M as following.

［Definition 1］ For all point x in a curve c in Rn

PMc = {y|y = PMx, ∀x ∈ c}. (10)

Since, we assume that the manifold M is known, for the

preservation of uniqueness for the projected curve, we pre-

process the separation of M to convex and concave parts. If

manifold is M is convex, for instance M = S2 in R3, we can

skip this pre-processing.

Since we deal with a curve constructed from data points

with the properties that

y = x+ ", x ∈ M ⊂ Rn, " ∈ Rn |"| ≪ 1,

a principal curve c computer from y passes through a re-

gion close to the manifold M. Therefore, the projection of

c, which is computed as the principal curve in Rn, to M

is acceptable as the principal curve on M, if the number of

vertices are appropriately large.

Algorithm PCuA on Manifold

（ 1） Set the vertices of the initial curve as S.

（ 2） Move all vertices vi i = 1, 2, · · · , K, to minimise IK .

（ 3） Compute projections of vertices to M.

（ 4） Generate the new vertex vK+1 on the curve S.

（ 5） Compute projections of vertices to M.

（ 6） If |IK − IK−1| <= ε for a positive constant ε, then

stop, else set S := S ∪ {vK+1} and go to 2.

The projection operation is shownb in Figure 2.

(a) (b)

Fig. 2 Projection of points on a curve to a manifold.

Figures 2 and 3 show the detection of temporal principal

curve on the sphere for open and closed curves, respectively.

These results show that this algorithm detects the principal

curves on a manifold.

4. Conclusions

We developed an algorithm for the learning of the principal

curves on manifolds, employing the principal curve analysis,

which is a generalisation of principal axis analysis.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 3 The temporal principal curve on the sphere. The algo-

rithm detects the trajectry of the principal curve of tem-

poral point sets on the sphere from (a) to (f), when the

principal curves are open.
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部分空間法研究会 Subspace2006

局所部分空間法と変形不変性を用いた画像パターン分類
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†長崎大学情報システム工学科 〒 852–8154長崎市文教町 1–14

E-mail: †{hotta,kiyasu,miyahara}@cis.nagasaki-u.ac.jp

あらまし 線型部分空間法の一種である CLAFICや投影距離法は，次元削減と識別を同時に実現できる優れた手法で

あるが，パターンの分布が線型分離困難な場合には十分な識別率を達成することができない．そこでカーネル非線型

写像を用いる方法が考えられるが，適切なカーネルとそのパラメータ，および部分空間の次元数を決定する必要があ

ることと，データ数が増加すると必要となるメモリ量が増大するという難点がある．本稿では，未知パターンの近傍

学習パターンから求めた線型多様体に基づく識別によって，線型分離困難な場合でも高い識別率を達成できる局所部

分空間法 (Local Subspace Classifier, LSC)を紹介する．さらに，画像パターンの識別において変形不変性を達成するた

めに，パターン間の距離を接距離 (Tangent Distance)で求めた後，接ベクトル (Tangent Vector)を用いて作成した近似

変形パターンを識別に利用する方法を提案し，手書き数字パターンを用いた実験により識別率が向上することを示す．

キーワード 局所部分空間法，変形不変性，接距離，接ベクトル，画像パターン分類

Local Subspace Classifier with Transformation Invariance for

Image Pattern Classification

Seiji HOTTA†, Senya KIYASU†, and Sueharu MIYAHARA†

† Faculty of Engineering, Nagasaki University

Bunkyomachi 1–14, Nagasaki-shi, Nagasaki, 852–8521 Japan

E-mail: †{hotta,kiyasu,miyahara}@cis.nagasaki-u.ac.jp

Abstract Linear subspace methods such as CLAFIC and projection distance method have been widely used for pattern

recognition in the past, because they can achieve dimension reduction and classification concurrently. However, the recogni-

tion rates of them decrease when data are not separable linearly. For overcoming this difficulty, we may separate such data by

using kernel mappings but need to select adequate parameters and the type of kernels. Moreover, we require a large amount

of memory for kernel matrices. This paper shows Local Subspace Classifier (LSC) proposed by Laaksonen that achieves high

recognition performance even if data are not separable linearly. In addition, we propose improved LSC that selects neigh-

bors with tangent distance and adopts transformed images obtained with tangent vectors for transformation-invariance image

pattern classification. The performance of the proposed method is verified with experiments on handwritten digit pattens.

Key words local subspace method, transformation-invariance, tangent distance, tangent vector, image pattern classification

1. は じ め に

線型部分空間法の一種である CLAFIC [1]や複合類似度法 [2]，

及び投影距離法 [3] は，次元削減と識別を同時に実現できる優

れた手法であり多くの改良法が提案されている [4], [5]．また，

部分空間法では識別部をクラス毎に設計できるため，多クラス

識別を容易に実現できることも魅力の一つである．しかし，線

型部分空間法は縮退したガウス分布を仮定した識別器であるた

め，パターンの分布が線型分離困難な場合には十分な識別率を

達成することができない．そこで，線型分離が困難なパターン

分布に対応できるように，カーネル非線型写像によりパターン

を高次元空間に写像し，写像先の空間で線型部分空間法を適用

する方法 [6], [7] が提案されている．しかし，カーネル写像を用

いる手法は適切なカーネルとそのパラメータ，および部分空間

の次元数を決定する必要があることと，データ数が増加すると

グラム行列に必要なメモリ量が増大するという難点がある．一

方，Laaksonenは未知パターンの近傍学習パターンを各クラス

で求め，それらから各クラスの線型多様体 (アフィン部分空間)

を作成し，未知パターンと各線型多様体との投影距離に基づき

識別を行う Local Subspace Classifier (LSC) [8], [9]を提案した．
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class A
class B

図 1 二クラス二次元パターンでの LSCの概念図．未知パターン q は

各クラスの一次元線型多様体までの距離 (投影距離)が最小とな

るクラスに識別される．

この方法を用いれば，識別に要する計算コストは増加するが，

少ないパラメータ (近傍数のみ)で線型分離が困難なパターン分

布に対しても高い識別率を達成できる．

ところで，線型部分空間法は文字認識や顔画像認識など，画

像パターン分類にも適用されるが，一般に画像パターン分類に

おいて変形不変性 (Transformation Invariance)を実現することで

識別率が向上することが知られている．その一例として，画像

パターンに回転や位置シフト等の変形を加えることで生成さ

れる非線型な多様体を接平面で近似し，接平面間の最短距離を

求めることで変形不変性を実現できる接距離 (Tangent Distance)

が挙げられる [10]～[12]．このアイデアは様々な識別法に取り

入れられており，高い識別率を達成できることが報告されてい

る [13]～[16]．しかし，この接距離のアイデアを取り入れるた

めには未知パターンと学習パターンとの距離を計算する必要が

あるが，CLAFIC等のすべての学習パターンから求めた部分空

間を用いる方法では未知パターンと学習パターンとの距離を

計算することはない．したがって，これらの方法において変形

不変性を実現するためには，不変性を実現するカーネル [14]～

[16]を設計 ·使用するか特徴抽出を行う必要がある．
本稿では，識別性能の高い LSCと接距離を組合わせて用いる

ことで，変形不変性を実現する高精度な画像パターン識別法を

提案する．具体的には，未知画像パターンの近傍パターンを接

距離で求めた後，接平面上の点として表される未知画像パター

ンと各近傍画像パターンの近似変形パターンを用いて LSCに

よる識別を行う．この方法により，LSCと接距離を単体で用い

るよりも識別率が向上することを手書き数字画像パターンを用

いた実験により示す．以下，本稿は次のように構成されている．

2.では LSCを紹介し，3.では接距離の原理と計算方法につい

て紹介する．4.では LSCと接距離を併用した画像パターン識

別法を提案する．5.では LSCの性質を調べる実験と，手書き数

字画像パターンを用いた実験結果を示し，6.でまとめを述べる．

2. 局所部分空間法 (Local Subspace Classifier)

ここでは Laaksonenが提案した局所部分空間法 (Local Sub-

space Classifier, LSC)を紹介する．LSCでは図 1に示すように，

各クラスで未知パターンに近い k個の学習パターンを求め，各

クラスの最近傍パターンが原点となるような線型多様体を作成

し，その線型多様体への投影距離が最小となるクラスに未知パ

図 2 三つの手書き数字パターン “4” によって生成された二次元線型多

様体．頂点が元パターンで，それ以外はそれらの線型結合パター

ン (係数はすべて正で合計が 1)を表す．

ターンを分類する．この分類法の画像パターンに対する効果を

理解するために，図 2に三つの手書き数字の “4” の画像によっ

て生成された二次元線型多様体を示す．図中の三角形の頂点が

元の三つの手書き数字パターンであり，その内側にはそれらの

線型結合パターン (係数はすべて正で合計が 1)を示す．もし未

知パターンが真に属すクラスで近傍パターンが適切に選択され

ていれば，未知パターンに類似した線型結合パターンが線型多

様体上に存在すると期待でき，反対に未知パターンが属さない

クラスではそのようなパターンが生成されないと考えられるの

で線型多様体との距離 (投影距離)を利用すれば未知パターンを

正しく分類できると期待できる．また，パターンの次元数が高

い場合にはパターンの分布がスパースとなるので，高い識別率

を達成するためには多くの学習パターンが必要となるが，LSC

のように線型多様体との比較を行えば，学習パターンを増加さ

せたのと同様の効果が得られ，識別率が向上すると期待できる．

2. 1 LSCのアルゴリズム

ここでは LSCの具体的な識別手順を示す．クラス j(j =

1, ..., C) に属する Nj 個の d 次元学習パターンを xj
i =

[xj
i1, ..., x

j
id]⊤(i = 1, ..., Nj) で表す．また，同じ次元数の未

知パターンを q = [q1, ..., qd]⊤ とする．以下に LSCのアルゴリ

ズムを示す．

Step 1　クラス j において，未知パターンと学習パターンとの

距離をユークリッド距離

D(q,xj
i ) = ∥q − xj

i∥ (i = 1, ..., Nj) (1)

を用いて測り，距離値の小さい上位 k個 (ここでは便宜上 k <= d

とし，各クラス共通とする)の学習パターン xj
1, ...,x

j
kを求める．

Step 2　最近傍パターン xj
1 がクラス j の線型多様体 Lj の原

点となるように，各近傍パターンから最近傍パターンを引いた

k − 1 本のベクトルの集合を X̃j = {xj
2 − xj

1, ...,x
j
k − xj

1} と
おく．

Step 3　シュミットの直交化や固有値分解を用いて X̃j から正規

直交ベクトルを求め，それらを並べた行列 Uj = [uj
1 · · ·u

j
k−1]

を k − 1次元の Lj の基底行列とする．

Step 4　未知パターン q と Lj との残差 q̃j は

q̃j = q − yj = q − (xj
1 + q̂j) = (I − UjU

⊤
j )(q − xj

1) (2)

と書ける (図 3を参照)．ここで q̂j は qの Lj への正射影であり
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図 3 k = 3の場合の LSCの概念図．未知パターン q と線型多様体 Lj

との距離は q̃j の長さである投影距離で測られる．

q̂j = UjU
⊤
j (q − xj

1) (3)

である．したがって，未知パターン q の投影距離の二乗は

∥q̃j∥
2 = ∥(I − UjU

⊤
j )(q − xj

1)∥
2

= ∥q − xj
1∥

2 − ∥U⊤
j (q − xj

1)∥
2 (4)

となる．これをすべてのクラスで計算し，値が最小となるクラ

スに未知パターンを分類する．すなわち，未知パターンのクラ

スを ω とすると識別規則は以下の様に書ける．

ω = arg min
j=1,...,C

∥q̃j∥
2 (5)

ちなみに，式 (4)から投影距離は最近傍パターンとのユークリッ

ド距離より小さくなることが分かる．また，k = 1の場合は X̃j

が空集合となり，∥q̃j∥2 = ∥q−xj
1∥2 となるので LSCは最近傍

決定則と等価になることが分かる．

2. 2 凸射影を取り入れた LSC

Laaksonenは上記の LSCにおいて，近傍学習パターンを頂点

とする凸領域の外側で未知パターンとクラスとの距離が評価さ

れないように，LSCに凸射影を取り入れた LSC+ という識別

法も提案している [8], [9]．図 4に LSCと LSC+の違いを簡単

な例を用いて示す．この例において，LSCでは未知パターン q

はクラス A と識別されるが，LSC+ではクラス A において凸

領域の外側で距離が評価されるため，凸領域で最も距離の小さ

い最近傍パターンとの距離が用いられる．したがって，未知パ

ターンは距離値の小さいクラス Bに識別される．この処理によ

り，例えば学習パターンまでの距離値が大きいのにも関わらず，

それらから定義される線型多様体との投影距離が小さいために

誤識別されるといった不都合が解消できると期待できる．

LSC+ の具体的な識別手順を述べる前に，準備としてク

ラス j における k 個の近傍学習パターンを並べた行列を

Xj = [xj
1 · · ·x

j
k] とし，各学習パターンの係数を並べたベク

トルを cj = [cj
1, ..., c

j
k]⊤ とおく．すると未知パターン qとの距

離が最小となる射影ベクトル yj (図 3参照)は以下のように書

くことができる:

yj = xj
1 + q̂j =

kX
i=1

cj
ix

j
i = Xjcj ,

kX
i=1

cj
i = 1 (6)

ここで式 (6)を cj について解くことを考えると，擬似逆行列ま

A1x
A2x

B1x B2xq A1x
A2x

B1x B2xqA1x
A2x

B1x B2xq
(a) Nearest Neighbor (b) LSC (c) LSC+
A1x
A2x

B1x B2xq
図 4 最近傍決定則と LSC及び LSC+ の概念図．

たは特異値分解Xj = LjΣjR
⊤
j を利用して

cj = X†
jyj = (X⊤

j Xj)
−1X⊤

j yj = RjΣ
†
jL

⊤
j yj (7)

と解くことができる．ここで，Lj は左特異ベクトルが並んだ

d× kの行列，Σj は最初の k × kの行列部の対角要素に特異値

が並んだ d × k の行列，Rj は右特異ベクトルが並んだ k × k

の行列である．また，Σ†
j はΣj の最初の k× kの行列部の対角

要素の逆数を要素とした行列 Σ−1
j を転置したものを表す．

LSC+ では射影ベクトル yj が近傍学習パターンを頂点と

する凸領域内に含まれるかどうかを判定する必要があるが，

Laaksonenは式 (7)で求めた cj を用いる判定方法を提案してい

る [8], [9]．具体的には，まず cj の要素の最小値を調べ，その

値が正の場合には yj はすべての近傍学習パターンの正の係数

での線型結合で表される，すなわち凸領域に含まれていると判

断できるので，線型多様体との投影距離を未知パターンとクラ

ス j との距離とする．一方，cj の最小値が負の場合には yj は

凸領域の外に存在していると判断できるので，係数が最小値に

なった学習パターンを Xj から取り除く．その後，再び cj を

計算してその要素の最小値を調べる．そして，その値が正にな

るまで学習パターンの除去と cj の再計算を繰り返す．ただし，

Xj に含まれる学習パターンの数が一つになった場合は，最近

傍学習パターンとの距離値をクラス j との距離とする．このよ

うにすれば，未知パターンとクラスとの距離を凸領域との距離

で測ることができる．LSC+の +の記号の意味は，近傍学習パ

ターンの係数がすべて正である場合の投影距離を用いることに

由来している．

3. 接距離による変形不変な画像パターンの識別

ここでは Simardらが提案したモノクロ画像間の距離尺度の

一種である接距離 (Tangent Distance, TD) [10], [11]について概

説する．パターン認識の分野で多く用いられる k 近傍決定則

(k-nearest neighbor,kNN)や Radial Basis Function等の識別器で

は，パターン間の距離としてマンハッタン距離やユークリッド

距離がよく用いられるが，これらの距離は画像などの変形に敏

感であるという難点がある．例として，図 5に未知パターンの

例である “9” の画像と，数字の 9と 4にそれぞれ属す学習パ

ターンの例を示す．これらの学習パターンとのユークリッド距

離 (対応する画素の二乗誤差の総和)に基づく最近傍決定則を行

うと，数字 4の学習パターンとの距離の方が小さいため未知パ

ターンは誤識別となる．そこで，もしこれらの画像パターンに

対して，事前に水平 ·垂直移動，スケール変換などの変形を施
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Input sample Training sample belonging to class 9 Training sample belonging to class 4
図 5 数字 9の未知パターンと，数字 9と数字 4の学習パターン例．

Tangent Pixel space
Transformations of q

True rotations of q

=α -2 -1.2 1.2 2

q

q

q

TangentVector=α =α =α

10 6 -6 -10。 。 。 。

0=α
図 6 回転を加えた場合の画像パターンの描く軌跡と，接ベクトルによ

る回転パターンの線型近似の概念図．

すことができれば，未知パターンと数字 9に属す学習パターン

との距離の方が小さくなると考えられる．しかし，複数の変形

を施しながらパターン間の最短距離を探索するための計算コス

トは組合わせの数が多すぎるため莫大なものとなってしまう．

3. 1 非線型多様体の線型近似

上記の問題に対し，Simardらはパターンに変形を施した場

合に描くパターン空間上の非線型な多様体をパターン点にお

ける接平面で線型近似し，接平面間の最短距離である接距離

をパターン間の距離として kNN で識別を行う方法を提案し

た [10], [11]．図 6の上段と中段に回転を加えた手書き数字パ

ターンと，それらのパターンがパターン空間で描く軌跡の概念

図を示す．ある画像パターン q が与えられ，その画像にガウス

関数による平滑化処理を適用した後，パラメータ αに依存する

一つの変形 s (図 6では s が回転で α が回転角)を施すと，変

形パターン s(α, q)はパターン空間上で一次元の連続な曲線 (非

線型多様体)を描くが，この非線型多様体は点 q における接ベ

クトル (Tangent Vector, TV)の張る接平面を用いて線型近似す

ることができる．図 6の下段には回転に対する TV とさまざま

な αに対する近似変形パターンを示す．図 6の上段に示した実

際のパターンに回転を施したものと類似したパターンが得られ

ているのが分かる．なお，r個の変形 (回転，平行移動，スケー

ル変換等)を考えた場合，非線型多様体は r 次元多様体となり，

その線型近似はそれぞれの変形に対応する r 個の TV と，元パ

ターンとの線型結合によって実現できる．

3. 2 パターン間の接距離

ここで二つの画像パターン q と x の距離について考える．

先に述べた通り単純なユークリッド距離は変形に敏感である

が，各パターンに対応する非線型多様体 Sq と Sx との最短距

離 (図 7を参照)を二つのパターン間の距離とすれば，変形不変

q

x xS

qSMinimum distanceqS xSbetween      and
Tangent distance

Euclidean distancebetween q and x

図 7 パターン q と x のユークリッド距離と接距離の概念図．

という意味で適切な距離尺度となりうる．しかし，非線型な多

様体間の最短距離を見つける問題は局所解を多く持つ最適化問

題でないと定式化できない．そこで Simardらは Sq と Sx との

最短距離を計算する替わりに，パターン点 q と x での接平面

間の最短距離である接距離を計算する方法を提案した．図 7に

多次元空間での q と xの接距離の概念図を示す (変形の種類は

1種類)．図のように各変形パターンは q と xを通る一次元の

曲線で表され，点 q と xでの接平面が直線で表されている (こ

れらの直線は三次元以上の多次元空間で交差することはない)．

Simardらは手書き数字パターンを用いた kNNによる識別実験

を行い識別率が向上することを示している [10], [11]．

3. 3 接距離の計算方法

ここではパターン間の接距離の具体的な計算方法について述

べる．パターン空間におけるパターンの r 個の変形を，元パ

ターン xとパラメータ ¸ = [α1, ..., αr]
⊤ を用いて微分可能な

関数 s(¸,x)で表す．変形が与えられていない場合 (¸ = 0)に

は s(0,x) = xとなる．sは微分可能なため，変形パターンの

描く非線型な多様体は微分可能となる．この多様体を線型近似

する接平面 Hx を張る TV は以下の行列の各列ベクトルとして

与えられる (具体的な TV の求め方は後述) :

Tx =
∂s(¸,x)

∂¸

˛̨
˛̨
¸=0

=

»
∂s(¸,x)

∂α1
· · · ∂s(¸,x)

∂αr

–

¸=0
(8)

ここで二つのパターン q と xの TV をそれぞれ Tq，Tx と

すると，二つの接平面間の最短距離である両側接距離DT (q,x)

の二乗は

D2
T (q,x) = min

q̃∈Hq,x̃∈Hx

∥q̃ − x̃∥2 (9)

と書ける．ここで接平面Hq とHx 上のパターン q̃と x̃は，そ

れぞれの TV とパラメータベクトルを用いて

q̃ = q + Tq¸q (10)

x̃ = x+ Tx¸x (11)

と書けるので式 (9)は

D2
T (q,x) = min

¸q,¸x

∥q̃ − x̃∥2 (12)

と書き直すことができる．この距離を最小にする ¸q と ¸x は
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図 8 水平 (上段)と垂直 (下段)方向の移動に対する TV の例．左が元

画像，中央が ∂gσ/∂x 及び ∂gσ/∂y，右が得られた TV．

以下の条件を満たす:

∂D2
T (q,x)

∂¸q
= 2(q̃ − x̃)⊤Tq = 0 (13)

∂D2
T (q,x)

∂¸x
= 2(q̃ − x̃)⊤Tx = 0 (14)

したがって，上式に式 (10)及び (11)を代入して ¸について解

けば

¸q = (TqxT
−1
xx Txq − Tqq)

−1(TqxT
−1
xx T⊤

x − T⊤
q )(x− q)

(15)

¸x = (Txx − TxqT
−1
qq Tqx)−1(TxqT

−1
qq T⊤

q − T⊤
x )(x− q)

(16)

となる．ここで Tqq = T⊤
q Tq，Txq = T⊤

x Tq，Tqx = T⊤
q Tx，

Txx = T⊤
x Tx である．接距離DT は式 (15)と (16)で求めた ¸

を用いて式 (12)で計算すればよい．なお，本稿では計算時間の

短縮のために文献 [10]にならって，両側接距離が小さい k個の

学習パターンを求める場合には次の様にした: まず，ユークリッ

ド距離の小さい上位 K 個の学習パターン (K = 100 程度で良

い)を求め，その中から両側接距離の小さい上位 k個を選んだ．

ちなみに，未知パターンを固定して，学習パターン点におけ

る接平面との最短距離を計算する片側接距離では

D2
T (q,x) = min

¸x

∥q − x̃∥2 (17)

を最小化すればよく，その場合の最適解は

¸x = (T⊤
x Tx)−1T⊤

x (q − x) (18)

で与えられる．文献 [12]では両側接距離は片側接距離と比べて

識別精度の向上はわずかであると述べているが，実際には大幅

に精度が向上することもあるので特別な事情がない場合には両

側接距離を試みる価値はあるといえる．

3. 4 TVの計算方法

ここでは，本稿の実験で用いた七つの TV である，水平 ·垂
直移動，回転，拡大 · 縮小，水平方向への伸縮変形，ねじれ，
細め ·太めに対する TV の実際の求め方を概説する (詳細は [11]

を参照されたい)．d個の離散的な画素値からなる画像を I とす

る．まず，TV を求めるためには I が微分可能でなくてはなら

ない．そこで分散が σ であるガウスフィルタ

gσ(x, y) = exp

„
−x2 + y2

2σ2

«
(19)

との畳み込み I ′ = I ∗ gσ を行えば I ′ は微分可能となり，この

×
×

=
= + =

図 9 左: x 方向と y 方向の変位を表した二次元パターン Dx(x, y) と

Dy(x, y)．これらのパターンと I ∗ ∂gσ/∂x及び I ∗ ∂gσ/∂y (二

列目)の対応する画素を掛けたもの (三列目)を足すことで拡大 ·
縮小に対する TV (右)が得られる．

性質を利用すれば TV を求めることができるが，以下に示すよ

うに実際の計算では ∂gσ/∂xと ∂gσ/∂y を用いる．また，ガウ

スフィルタの σを適切に設定することで，誤差の大きい近似を

回避することができる．

• 水平移動に対する TV：ここで x方向 (水平方向)の移動

を表す作用素 TX = ∂
∂x
を I ′ に適用すると

TX(I ′) =
∂

∂x
(I ∗ gσ) = I ∗ ∂gσ

∂x
(20)

となる．すなわち，元の画像 I と gσ を xで偏微分したフィル

タとの畳み込みを計算すればよく，その結果として得られるパ

ターンが横方向の移動を近似するための TV となる．

• 垂直移動に対する TV：y 方向 (垂直方向)の移動を表す

作用素 TY = ∂
∂y
を I ′ に適用すると

TY (I ′) =
∂

∂y
(I ∗ gσ) = I ∗ ∂gσ

∂y
(21)

となる．すなわち，元の画像 I と gσ を y で偏微分したフィル

タとの畳み込みを計算すればよく，その結果として得られるパ

ターンが垂直方向の移動を近似するための TV となる．これら

の演算例を図 8に示す．

• 拡大 · 縮小に対する TV：拡大 · 縮小を表す作用素
TS = x ∂

∂x
+ y ∂

∂y
を I ′ に適用すると

TS(I ′) =

„
x

∂

∂x
+ y

∂

∂y

«
(I ∗ gσ) = x

„
I ∗ ∂gσ

∂x

«
+ y

„
I ∗ ∂gσ

∂y

«

(22)

となる．ここで x と y は水平と垂直方向の変位を表してお

り，実際の計算では元の画像 I と同じサイズの二次元パターン

Dx(x, y) = x − x0，Dy(x, y) = y − y0 との要素毎の積を計算

することになる．ただし (x0, y0)はパターンの中心座標を表す．

この演算例を図 9に示す．

• 回転に対する TV：回転を表す作用素 TR = y ∂
∂x

− x ∂
∂y

を I ′ に適用した

TR(I ′) = y

„
I ∗ ∂gσ

∂x

«
− x

„
I ∗ ∂gσ

∂y

«
(23)

が回転に対する TV となる．

• 水平方向への伸縮変形に対する TV：水平方向への伸縮

変形を表す作用素 TP = x ∂
∂x

− y ∂
∂y
を I ′ に適用した

TP (I ′) = x

„
I ∗ ∂gσ

∂x

«
− y

„
I ∗ ∂gσ

∂y

«
(24)
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図 10 本稿の実験で用いた七つの TV の例．

が水平方向への伸縮変形に対する TV となる．

• ねじれに対するTV：ねじれを表す作用素TD = y ∂
∂x

+x ∂
∂y

を I ′ に適用した

TD(I ′) = y

„
I ∗ ∂gσ

∂x

«
+ x

„
I ∗ ∂gσ

∂y

«
(25)

がねじれに対する TV となる．

• 細め ·太めに対する TV：細め ·太めに対する TV は画像

の各画素の標準化された勾配によって与えられる [11]．本稿で

はまず以下のパターン

TT (I ′) =

s„
I ∗ ∂gσ

∂x

«2

+

„
I ∗ ∂gσ

∂y

«2

(26)

を求めた．次に TT (I ′) をベクトルと見なしたときのノルム

∥TT (I ′)∥ を求め，TT (I ′) の各画素をノルムで割ったものを細

め ·太めの TV とした．

図 10には上記の方法で求めた七つの TV の例を示す．

4. LSCと接距離を利用した画像パターン分類

ここでは LSCと接距離を組合わせて変形にロバストな画像

パターン分類法を提案する．通常，パターン間の距離は互いの

パターンが可能な限り似るように変換されるまでは計算しない

方がよい [12]．しかし，LSCでは無批判にユークリッド距離を

用いており，本質的に類似していないパターンを用いて識別を

行っている可能性がある．一方，接距離を用いた識別では kNN

がよく用いられるが，kNNは次元数が大きくなると識別性能が

低下することが知られている [17]．この原因の一つとして，次

元が高くなるとパターン空間中でのパターンの分布がスパース

になるため，学習パターン数が十分でないと誤識別を起こし易

くなるためと考えられる．

そこで本稿では，LSCと接距離での互いの難点を克服するた

めに，両手法を併用する方法について考える．具体的には，ま

ず，未知画像パターンの k 近傍学習パターンを各クラスで求め

る際，ユークリッド距離の替わりに両側接距離を用いて，本質

的に類似していないパターンを識別時に排除する．次に，両側

接距離を計算する際に求めた未知パターンと近傍学習パターン

のそれぞれ k 個の近似変形パターンを用いて LSCによる識別

を行う．ただし，LSCでは未知パターンはパターン空間上の一

点として表される必要があるので，クラス毎に k個の近似変形

未知パターンの平均パターン (これらはすべて同一接平面上に

存在している)を求め，それらを各クラスでの未知パターンと

見なす．クラス毎に平均化するのは，両側接距離で求めた各ク

ラスの変形近似未知パターンはクラス特有の変形を受けている

ためである．一方，両側接距離ではなく未知パターンを固定し

た片側接距離を用いることも考えられるが，両側接距離を用い

た方がエラー率が低くなることを後の実験で示す．

4. 1 提案手法のアルゴリズム

ここでは提案する画像パターンの識別法の具体的な手順を示

す．ここで用いる記号は 2.の LSCの説明で用いたものと同じ

である．

Step 1　クラス j において，未知パターンと学習パターンとの

距離を式 (12)の両側接距離 DT で計算し，値が小さい上位 k

個の学習パターン xj
1, ...,x

j
k を求める．このときクラス j の第

i近傍 (i = 1, ..., k)を求める際に計算した接平面上の近似変形

未知パターン

q̃j
i = q + Tq¸

j
i (i = 1, ..., k) (27)

と近似変形学習パターン

x̃j
i = xj

i + Tj
xi
¸j

xi
(i = 1, ..., k) (28)

を保存しておく．ここで ¸j
i は未知パターンとクラス j の第 i

近傍学習パターンとの両側接距離を計算するために求めた未知

パターンの係数ベクトルであり，Tj
xi
と ¸j

xi
は xj

i の TV とそ

の係数ベクトルである．

Step 2　最近傍近似変形学習パターン x̃j
1がクラス jの線型多様

体 Lj の原点となるように，残りの k−1本の x̃j
2, ..., x̃

j
kから x̃

j
1

を引いたベクトルを並べた行列を X̃j = [x̃j
2 − x̃j

1 · · · x̃
j
k − x̃j

1]

とおく．また，q̃j
i の平均パターン

q̄j =
1

k

kX
i=1

q̃j
i = q + Tq

1

k

kX
i=1

¸j
i (29)

を求めておく．

Step 3　 Step 2で求めた X̃j を線型多様体を作成するためのパ

ターン行列，q̄j をクラス j における未知パターンと見なして

2.で示した LSCの Step 3以降を実行し，最も投影距離が小さ

いクラスを未知パターンの属すクラスとして出力する．

5. 実 験

ここでは，はじめに人工パターンを用いて LSCの識別境界

を観察し，LSCが線型分離困難な場合でもパターンを分類でき

ることを確認する．次に，手書き数字パターンを用いた識別実

験を行い，提案手法の有効性を検証する．

5. 1 LSCの識別境界

まず，LSCの識別境界を線型分離困難な二クラス二次元パ

ターンを用いて求め，投影距離法 (Projection Distance Method,

PDM) 及びカーネル非線型投影距離法 (Kernel PDM, KPDM)

と比較してみる．実験に用いた二次元データの生成方法は文

献 [7] を参考にした．すなわち，x1, y1, x2, y2 を平均と分散

(µ, σ2)がそれぞれ (0, 10), (10, 5), (3, 10), (20, 5)の正規分布か

らランダムにサンプリングされた値とし，クラス ω1 とクラス

ω2 に属する二次元パターンをそれぞれ (x1, 0.5x2
1 + y1) ∈ ω1,

(x2,−0.5x2
2 + y2) ∈ ω2 としてパターンを生成した．

図 11に学習パターン数が 300の場合の PDM，KPDM，LSC

及び LSC+によって得られる識別境界の一例を示す．二クラス

のパターンを点の種類で区別し，識別境界を線で示した．図か

ら，PDMでは識別境界面が直線となり，クラスを上手く分離
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図 11 識別境界の一例．(a)：PDM．(b)：KPDM．(c)：LSC. (d) LSC+.

test error
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図 12 MNISTにおける k とエラー率の関係．

できていないことが分かる．一方，KPDM は境界が滑らかで

ありクラスを上手く分離できているのが分かる．LSCや LSC+

は KPDMほど境界は滑らかではないが，複雑な識別境界を形

成しており，PDMよりも識別性能が向上すると予想できる．

5. 2 手書き数字パターンを用いた識別性能の比較

次に，公開手書き数字データ MNIST [18]と USPS [19]に提

案手法を適用した実験結果を示す．はじめに MNISTを用いて

提案手法の性質を調べることにする．MNIST の内訳は訓練パ

ターン数が 60000，未知パターン数が 10000である．実験では，

28 × 28ピクセルの手書き数字画像の画素値を文字部が白，背

景部が黒となるように白黒を反転させた．

まず，LSCと提案手法におけるパラメータ kとエラー率との

関係を調べた．図 12に学習パターン数 60000でのエラー率と

パラメータ k の関係を示す．なお，未知パターンを固定した片

側接距離を用いた提案手法 (LSC1)の結果も示す．LSC，LSC+

および LSC with TD，LSC+ with TDでは k が 10から 15程度

まではエラー率が低下していき，それ以上になるとエラー率は

ほとんど変化しなくなる．また，LSCと LSC+ では顕著な違

いは見られない，すなわち，LSCで凸集合の外側での距離評価

はほとんど行われていないと予想できる．また，LSC1 と比べ

て両側接距離を用いた LSC with TDの方がエラー率が小さいこ

とが分かる．

表 1に MNISTにおけるテストパターンに対するエラー率を

示す．表中の PDM, TD, LSC, LSC+, LSC with TD及び LSC+

with TDでは最も誤識別が小さくなったパラメータでの結果を

示している．PDMの dl は部分空間の次元数であり，すべての

表 1 MNISTにおけるテストパターンのエラー率

method test error rate [%]

Nearest neighbor with Euclidean Distance 3.09

Nearest neighbor with TD (σ = 0.9) 1.49

PDM (dl = 26) 4.1

LSC (k = 26) 1.4

LSC+ (k = 29) 1.49

Extended TD [13] 1.0

LeNet5 [20] 0.9

Virtual polynominal SVM [14] 0.8

LSC with TD (k = 13, σ = 0.7) this work 0.71

LSC+ with TD (k = 19, σ = 0.9) this work 0.67

Feature-based SVM [22] 0.60

Virtual SVM with 2pix VSVx [21] 0.56

SVC-rbf [23] 0.42

VSVMb [22] 0.38

クラスで共通としている．また，TDの結果は文献 [11]と異なっ

ているが，これは用いた画像のサイズが異なっているためと考

えられる．表から提案手法である LSC with TD及び LSC+ with

TDでは，LSCや TDを単独で用いた場合よりもエラー率が減

少しており，両者を組合わせて使うことが有効であるのが分

かる．非常に強力な Support Vector Machine (SVM)を用いた方

法 [21], [22]と比較すると，提案手法は特徴抽出やカーネル法を

用いることなく同程度のエラー率を達成できているのが分かる．

次に，学習パターン数が少なく，MNIST より識別が困難な

USPSを用いてエラー率を調べた．USPSでは訓練パターン数

が 7291，未知パターン数が 2007である．表 2に USPSにおけ

るテストパターンに対するエラー率を示す．MNISTの場合と同

様に，表中の PDM, TD, LSC, LSC+, LSC with TD及び LSC+

with TDでは最も誤識別が小さくなったパラメータでの結果を

示している．また，TDの結果は文献 [11]と異なっているが，こ

れは用いた学習パターンの数が文献 [11]の方が多いためと考え

られる．USPSにおいても，提案手法のエラー率は LSCや TD

を単独で用いた場合よりも減少した．提案手法はこれまでに報

告されている USPSの最も低いエラー率 1.9% [26]に近い結果

を出すことができた．ちなみに LSC1 における最低のエラー率

は 3.24%となり，USPSにおいても両側接距離を用いた方がエ

ラー率が小さくなることを確認した．
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表 2 USPSにおけるテストパターンのエラー率

method test error rate [%]

Nearest neighbor with Euclidean Distance 5.53

Nearest neighbor with TD (σ = 0.7) 3.24

PDM (dl = 30) 5.2

LSC (k = 11) 3.9

LSC+ (k = 14) 4.0

Virtual SVM, local kernel [24] 3.0

Extended TD [13] 2.4

Feature-based virtual SVM [22] 2.34

LSC with TD (k = 7, σ = 1.1) this work 2.14

LSC+ with TD (k = 6, σ = 1.1) this work 2.14

Combination of TV and local representation [25] 2.0

P2DHMDM with 3-nearest neighbor [26] 1.9

Human error rate [27] 2.5

Human error rate [28] 1.51

6. ま と め

本稿では，線型分離が困難なデータに対して有効な部分空間

法の一種である局所部分空間法 (Local Subspace Classifier)を紹

介し，それに凸射影を組入れた LSC+も紹介した．また，LSC

と接距離を併用することで高精度に画像パターンを識別する方

法を提案した．具体的には，各クラスで未知画像パターンの k

近傍学習パターンを接距離で求めた後，接平面上の近似変形未

知パターンの平均パターンと各近傍近似変形学習パターンを用

いて LSCによる識別を行った．手書き数字データ MNIST と

USPSを用いた実験により，LSCや接距離を単体で用いる場合

よりもエラー率が低くなったのを確認した．

なお，LSCで使用する主な記憶容量はデータ数を N，次元

数を dとすると N × dであり，d ≪ N の場合には，カーネル

法が必要とする記憶容量 N ×N より小さくすることができる．

一方，LSCの計算コストは未知パターンが入力されてから識別

部を設計するので大きくなるが，部分空間法の特長であるクラ

ス毎に独立に識別部を設計できるため並列化を行えば高速化で

きると期待できる．また，提案手法の計算時間は接距離を高速

に計算する方法 [11], [29]を利用することで短縮することが可

能である．今後の課題として，学習規則を取り入れて更なる識

別精度の向上を図ることや，画像以外のパターンへの適用，処

理の高速化が挙げられる．
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Abstract Linear subspace method based on principal component analysis has been applied for pattern recogni-

tion of high-dimensional data. However, the linear subspace method can not represent nonlinear characteristics of

the data-distribution efficiently. In order to overcome this problem, some nonlinear subspace methods have been

proposed. In this paper, we propose a novel nonlinear subspace method for pattern recognition using multi-layered

perceptrons which can hierarchically construct a nonlinear subspace from the data-distribution. We introduce the
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classification accuracy by the optimization scheme and provides the finite subspace to avoid the crossover of the

subspaces. We examine its effectiveness through some experiments.
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1. Introduction

In pattern recognition, it is important to extract the appro-

priate features from the multi-dimensional data and classify

the data based on the features. The subspace method has

been one of the conventional methods in the pattern recog-

nition of categorical data [1].

The subspace method performs feature extraction and

classification simultaneously [2]. In the method, a subspace

is constructed for each category with the samples which be-

long to the category. The base vectors of each subspace are

obtained by Principal Component Analysis (PCA) [3]. The

obtained base vectors are applied to span the subspace in

the order of the contribution to the sample representation.

Therefore, the spanned subspace represents the objective

category most efficiently. After constructing the subspace

for each category, an input sample is classified into the cat-

egory of which subspace has the greatest similarity.

Subspace-based methods have some varieties regarding the

projection method such as the standard, differential and ker-

nel subspaces [4] and is often applied to the image recogni-

tion [5]. In these methods, the subspace is usually optimized

for the corresponding categorical data without consideration

of the other categories. Therefore, the subspace is not always

optimal to classification. The learning subspace method pro-

posed in [6] iteratively constructs the subspace to minimize

the classification error by rotating the subspace regarding

the miss-classified samples.

The above-mentioned methods utilize a linear subspace.

However, it is reported that nonlinear characteristics exist in

some data sets, such as face images with emotional expres-

sions [7] and the object images in different orientations [8].

When we extract the features and classify these data, a non-

linear subspace method is considered to perform more effec-

tively than these linear subspace methods.

Recently, some methods of Nonlinear PCA (NLPCA) have

been developed. The method by Gnanadesikan [9] applies

PCA to a vector of which components are polynomial terms

generated from the components of an input vector. The

method has difficulty with high-dimensional data, since the

number of the polynomial terms increases in the polynomial

order of the dimension of the input vector.

Kernel PCA (KPCA) by Schölkopf et al. [10] is an effective

method of NLPCA which applies linear PCA to the nonlin-

early mapped image of an input vector. Studies of KPCA are

widely developed [11], [12]. However, KPCA poses problems

for practical use regarding dimension reduction and data-

reconstruction.

The Sandglass-type Multi-Layered Perceptron (SMLP)

by Irie et al. [13] and by DeMers et al. [14] can construct
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adequate nonlinear mapping functions to extract a low-

dimensional internal representation from given data. In this

method, the dimension of the internal representation is fixed.

The training method proposed by Takahashi et al. [15] en-

ables an SMLP to extract the ordered principal components.

The authors of the paper mathematically proved that, in a

case where the training method is applied to the three lay-

ered linear MLP, the outputs of the units in the bottleneck

layer converge to the ordered principal components obtained

by PCA.

We have proposed a novel method of NLPCA which can

hierarchically construct a nonlinear subspace to fit the data-

distribution [16], [17]. The hierarchical architecture of the

proposed method allows us to select the dimension of the

subspace after the optimization and extend the dimension

only with the optimization of the additional mapping func-

tions.

In this paper, we propose a novel nonlinear subspace

method based on the proposed NLPCA. We introduce new

optimization scheme of the subspace taking into account clas-

sification. The optimization scheme is expected to achieve

high classification accuracy and the nonlinearity of the pro-

posed method will provide the finite subspace to avoid the

crossover of the subspaces. We examined its effectiveness

through some experiments.

In the section 2., we formulate the proposed NLPCA and

a novel nonlinear subspace method. In the section 3., we

demonstrate classification regarding two dimensional artifi-

cial data. Finally, conclusion and perspectives are given in

the section 4.

2. Method

2. 1 Nonlinear principal component analysis

In this section, we formulate the proposed method of

NLPCA which provides a nonlinear subspace.

The purpose of NLPCA is to construct the low-dimensional

subspace which represents the characteristics of the high-

dimensional data.

Let ~x ∈ Rn, ~y ∈ Rm and ~z ∈ Rn be the input vector in a

high-dimensional space, the extracted vector (principal com-

ponents) in a low-dimensional space and the reconstructed

vector in the original high-dimensional space, respectively,

where n, m ∈ N (n >= m) indicate the dimension of the input

vectors and the principal component vectors, respectively. R
and N represent a set of real numbers and natural numbers.

In the conventional NLPCA, the nonlinear mapping func-

tion ~φ : Rn 7→ Rm is defined as

~y = ~φ (~x), (1)

while the nonlinear mapping function ~ψ : Rm 7→ Rn is de-

Fig. 1 A concept of NLPCA.

fined as

~z = ~ψ (~y). (2)

These mapping functions associate the input data with their

principal components nonlinearly.

The ~φ and ~ψ are optimized by minimizing the Mean Square

Error (MSE):

E = 〈||~x − ~z||2〉 (3)

= 〈||~x − ~ψ(~φ(~x))||2〉, (4)

where 〈·〉 represents the expectation and || · || represents L2

norm. A smaller MSE indicates the higher fidelity of the

reconstruction.

Figure 1 illustrates the concept of the dimension reduction

from R2 to R1 by NLPCA. In Figure 1, NLPCA nonlinearly

maps the data vector ~x ∈ R2 onto y ∈ R1, and also nonlin-

early maps y ∈ R1 onto ~z ∈ R2. If the nonlinear mapping

functions are continuous and monotonous, any ~x is mapped

onto a curved line in R2. The MSE of NLPCA corresponds

to the average of the squared distance between an input ~x

and the mapped ~z onto the curved line.

In the proposed NLPCA, in order to construct principal

components: y1, · · · , ym of ~y = (y1, · · · , ym) in the significant

order to represent an input vector ~x, the nonlinear mapping

function φi : Rn 7→ R1 is defined as

yi = φi(~x) for i = 1, · · · , m, (5)

while the nonlinear mapping function ~ψi : Ri 7→ Rn from

the product space (y1, · · · , yi) ∈ Ri onto the corresponding

vector ~zi ∈ Rn is defined as

~zi = ~ψi(y1, · · · , yi) for i = 1, · · · , m. (6)

The pairs of {(φi, ~ψi)}i=1,···,m are adjusted in the increas-

ing order of i. φi and ~ψi are optimized with the ith MSE:

Ei = 〈||~x − ~zi||2〉 (7)

= 〈||~x − ~ψi(y1, · · · , yi−1, φi(~x))||2〉, (8)

where y1, · · · , yi−1 are given. Consequently, the pair of

(φk, ~ψk) is adjusted to perform the best extractor and re-

constructor combined with the previous pairs of mapping
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Fig. 2 The diagram of the proposed NLPCA.

 

 

 

 

Fig. 3 An implementation of the proposed NLPCA with neu-

ral networks. The bold links in the figure are only used

for forward propagation. The error signals are not back-

propagated through the links.

functions: {(φi, ~ψi)}i=1,···,k−1. Figure 2 shows the diagram

of the proposed NLPCA.

The nonlinear mapping functions of the proposed NLPCA

can be implemented with an ensemble of neural networks

which have a hierarchical structure as shown in Figure 3.

The network is composed of m sub-networks. In the ith

sub-network, the first three layers and the last three layers

play the role of φi and ~ψi, respectively. The ith sub-network

is given the values of principal components y1, · · · , yi−1 from

the higher 1st, · · ·, (i−1)th sub-networks. The sub-networks

are adjusted in the increasing order of i with the back prop-

agation algorithm.

2. 2 Nonlinear subspace method

In this section, we propose a novel nonlinear subspace

method based on the NLPCA described in the previous sec-

tion.

Here, we introduce the d dimensional nonlinear subspace

S spanned in the n(>= d) dimensional input data space. The

d dimensional subspace is constructed by the mapping func-

 

M
SE

Fig. 4 (a) The mapping functions of a subspace: S to project

the input vector ~x, (b) Dissimilarity function: G(~x) to

measure the dissimilarity of the input vector ~x from the

subspace S.

tions of the proposed NLPCA using d principal components.

As shown in Figure 4(a), the mapping functions project the

input vector ~x ∈ Rn onto ~z ∈ Rn of the d dimensional Sub-

space S spanned in Rn.

We can measure the dissimilarity of the input ~x from the

subspace S by calculating the squared error between ~x and

~z as shown in Figure 4(b). Let us define the dissimilarity

function of S with L2 norm as

G(~x) = ||~x − ~z||2. (9)

When the G(~x) indicates a small value, the ~x is considered

to have similarity to the subspace S. If a subspace is op-

timized enough to represent the samples of a class ω, the

function: G(~x) can distinguish the samples of the class from

the samples of the other class.

We proposed a novel nonlinear subspace method based

on the above-mentioned nonlinear subspaces. In the follow-

ing, we provide two types of the nonlinear subspace methods

(Method I and Method II). We assume the classification of a

categorical set Ω ∈ {ω1, · · · , ωc} where ωi indicates the i-th

class and c indicates the number of classes The two methods

are different in optimization approaches of the subspace.

The method I is a nonlinear subspace method of which sub-

space is optimized for each corresponding class in advance of

the classification. The Gi(~x) of the subspace Si is optimized

with samples ~x ∈ ωi. After the optimization, an unknown-

class sample ~x is classified into the class: ωk as follows,

~x ∈ ωk such that min
i=1,···,c

{Gi(~x)} = Gk(~x). (10)

Figure 5(a) and (b) shows the optimization process and the
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Fig. 5 Nonlinear subspace method (Method I). (a) Optimization

process of each subspace, (b) Classification process using

the optimized subspaces.

Fig. 6 The optimization of the subspaces

classification process, respectively. In the figure (b), the pa-

rameters w of the subspace’s mapping functions are adjusted

to minimize the error: e by

∆w = −η
∂e

∂w
. (11)

We describe this error minimization as −δ optimization in

the bellow.

The concept of the optimization is illustrated in Figure 6.

In the figure, the target point is projected onto the point on

a nonlinear subspace. By the −δ optimization, the nonlinear

subspace is attracted to the target point.

The each subspace of the Method I is optimized only

for the corresponding class in no consideration of the other

classes. Therefore, the classification of the samples which

belong to the similar categories is expected to fail. We then

reflect the classification result to the subspace optimization

in the Method II defined in the following.

The Method II is a nonlinear subspace method of which

subspace is optimized for the corresponding class with keep-

ing away from the samples of other similar classes. In the

Method II, the optimization process and classification pro-

cess are combined as shown in Figure 7.

In the optimization process, the parameters w of the sub-

space’s mapping functions are adjusted to minimize the error

as in the case of Method I. Additionally, if the result of the

classification is incorrect, the subspace of the incorrect class

which gives the minimum error is adjusted to maximized

the error to force the subspace away from the miss-classified

c

A
rg M

in

c

Fig. 7 Nonlinear subspace method (Method II).

sample.

The parameters w of the subspace’s mapping functions are

adjusted by

∆w = +θ
∂E

∂w
. (12)

We describe this error maximization as +δ optimization in

the bellow. The concept of the optimization is illustrated in

Figure 6. By the +δ optimization, the nonlinear subspace

goes away from the target point.

The Method II is considered to provide higher classification

accuracy than Method I due to the additional +δ optimiza-

tion, however the representation ability for the correspond-

ing class may be slightly lost. The +δ optimization and −δ

optimization are in the relation of tradeoff.

In the proposed method, we can iteratively extend the di-

mension: d of the subspaces in the optimization process tak-

ing into account the classification results. This advantage is

derived from the proposed NLPCA which can construct the

subspaces hierarchically in the order from the low dimen-

sion.

3. Experiment

We tried the classification of two categorical data Ω1 =

{ω1, ω2} as shown in Figure 8 (a). The sample vectors

~x = (x1, x2) ∈ R2 of the ω1 are distributed around the curved

segment:

−1.8 (x2
1 + 0.3)2 + x2 + 1.0 = 0, x1 ∈ [−1.0, 0.4], (13)

while the sample vectors of the ω2 are distributed around the

curved segment:

1.8 (x2
1 − 0.3)2 + x2 − 1.0 = 0, x1 ∈ [−0.4, 1.0]. (14)

The samples of each category were produced by adding Gaus-

sian noise to the points on the curved segment, respectively.

The numbers of training samples of ω1 and ω2 were set to

1,000, respectively. The numbers of test samples of ω1 and

ω2 were also set to 1,000, respectively. We optimized the
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Fig. 8 The results of two categorical data: Ω1 by Method II. (a)

Input samples, (b) Classification results, (c) One dimen-

sional projection, (d) Two dimensional projection.

parameter value

principal components 2

hidden neurons 30

learning rate (η) 0.008

learning rate (θ) 0.008 × 3.5

nonlinearity (T ) 0.1

training iterations (per a class) 200,000

initial weights [-0.03, 0.03]

Table 1 Parameters of NLPCA.

Method II with the parameters shown in Table 1 and per-

formed the classification.

Figure 8 shows the input samples (a), classification results

(b), one dimensional projection (c), two dimensional projec-

tion (d), respectively.

In the figure (b) of the classification results, the area clas-

sified into ω1 is illustrated with crosses. The other area was

classified into ω2. We can find that the nonlinear border

provides good classification.

The bottom figures of (c) and (d) show the samples pro-

jected onto the one and two dimensional subspaces, respec-

tively. In the figure (c), we can find that the U-shaped non-

linear axes which effectively represent the data in R2. These

figures suggest that the nonlinear subspace provides not only

the nonlinear projection but also the projection onto the fi-

nite area. This finiteness is effective to avoid the crossover

of the subspaces spanned by the different classes. The lin-

ear subspace method cannot avoid this problem, since two

linear subspaces spread infinitely and crossover unless the

subspaces are parallel.
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Fig. 9 The results of two categorical data: Ω2 by Method I. (a)

Input samples, (b) Classification results, (c) One dimen-

sional projection, (d) Two dimensional projection.

Next, we tried the classification of two categorical data

Ω2 = {ω1, ω2} as shown in Figure 9 (a) and Figure 10 (a).

The sample vectors ~x = (x1, x2) ∈ R2 of the ω1 are dis-

tributed around the curved segment:

1.8 x2
1 + x2 + 0.7 = 0, x1 ∈ [−0.7, 0.7], (15)

while the sample vectors of the ω2 are distributed around the

curved segment:

1.8 x2
1 + x2 + 0.2 = 0, x1 ∈ [−0.7, 0.7]. (16)

The samples of each category were produced by adding Gaus-

sian noise to the points on the curved segment, respectively.

The noise of the ω1 was set larger than the ω2. The other set-

tings were same as the previous experiment. We optimized

the proposed Method I and Method II with the training sam-

ples.

Figure 9 and Figure 10 show the input samples (a), clas-

sification results (b), one dimensional projection (c), two di-

mensional projection (d), respectively.

Comparing the classification results of Method I and

Method II, we can find that the nonlinear border of the

Method II provides better classification than that of the

Method I. The border of the Method I is attracted to the

widely-distributed ω1, while the border of the Method II di-

vides two categorical distributions effectively. Table 2 shows

the effectiveness of the Method II for the classification.

4. Conclusion

In this paper, we proposed a novel nonlinear subspace
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Fig. 10 The results of two class data: Ω2 by Method II. (a) Input

samples, (b) Classification results, (c) One dimensional

projection, (d) Two dimensional projection.

Method 1D subspace 2D subspace

Method I 0.9505 0.9000

Method II 0.9995 0.9950

Table 2 Recognition Rate.

method for pattern recognition using multi-layered percep-

trons which can hierarchically extract a nonlinear subspace

from the data-distribution. We introduced the optimization

scheme of the subspace taking into account the classification.

The proposed method achieved high classification accuracy

by the optimization scheme and provided the finite subspace

to avoid the crossover of the subspaces. We examined the ef-

fectiveness of the proposed method through the experiments

with two dimensional artificial data.

In the proposed method, we can choose any nonlinear map-

ping functions and optimization approach to construct the

subspace. We should examine not only the neural networks

but also the various mapping functions for practical problems

of pattern recognition. We are now applying the proposed

method to the recognition of high-dimensional images such

as human faces and handwritten numerals.

Acknowledgements

This work was supported in part by the following organi-

zations: (i) ”Information compression using nonlinear prin-

cipal component analysis,” Grant-in-Aid for Young Scien-

tists (B), the Ministry of Education, Culture, Sports, Science

and Technology Japan, (ii) ”Establishment of consolidated

research institute for advanced science and medical care,”

Encouraging Development Strategic Research Centers Pro-

gram, the Special Coordination Funds for Promoting Science

and Technology, Ministry of Education, Culture, Sports, Sci-

ence and Technology, Japan, (iii) ”The innovative research

on symbiosis technologies for human and robots in the el-

derly dominated society,” 21st Century Center of Excellence

(COE) Program, Japan Society for the Promotion of Science,

and (iv) the Grant-in-Aid for the WABOT-HOUSE Project,

Gifu Prefecture, Japan.

References

[1] R. Duda, P. Hart and D. Stork, Pattern Classification 2ed.,

Springer-Verlag, 2000.

[2] Watanabe, S. Knowing & Guessing -Quantitative Study of

Inference and Information, J. Wiley, 1969.

[3] H. Hotelling, ”Analysis of complex statistical variables into

principal components,” Journal of Educational Psychology,

Vol.24, pp.417–441, pp.498-520, 1933.

[4] J. Ruiz-del-Solar and P. Navarrete,Eigenspace-based face

recognition: a competitive study of different approaches,

IEEE Trans. Syst., Man, Cybern., C, vol.35, no.3, pp.315–

325, 2005.

[5] M.Turk and A.Pentland, ”Eigenfaces for recognition,” Jour-

nal of Cognitive Neuroscience, Vol.3, No.1, pp.71-86, 1991.

[6] Erkki Oja, Subspace Methods of Pattern Recognition, Re-

search Studies Press and J. Wiley, 1983.

[7] T. Suenaga, A. Sato and H. Sakano, ”Cluster discriminant

analysis for feature space visualization,” Proc. of IEE Int.

Conf. on KES, pp.146-150, 2002 (in Japanese).

[8] H. Murase and S. Nayar, ”3D object recognition from ap-

pearance -Parametric Eigenspace Method-,” Journal of IE-

ICE, Vol.J77-D-II, No.11, pp2179-2187, 1994 (in Japanese).

[9] R. Gnanadesikan, Methods for Statistical Data Analysis of

Multivariate Observations, John Wiley & Sons Inc, 1977.

[10] B. Schölkopf, A. Smola, and K. Müller, ”Nonlinear compo-

nent analysis as a kernel eigenvalue problem,” Neural com-

putation, Vol.10, No.5, pp.1299-1319, 1998.

[11] S. Mika, B. Schölkopf, A. Smola, K.-R. Müller, M. Scholz,
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Abstract We present a family of kernel subspace classifiers and their extensions. There are two kinds of regularization

methods and they have a degree of freedom about a null space of the operator in the family. Regularization is important to

avoid the over-fitting problem in the machine learning theory. The applicable null space of an operator is able to suppress the

effect of the other classes. We describe the details and differences of these classifiers and show experimental results.

Key words Kernel subspace classifier, class feature information compression (CLAFIC) method, relative Karhunen-Loéve

transform, Marcer kernel, support vector machine (SVM), Kernel principal component analysis (KPCA), kernel sample space

projection classifier (KSP), kernel relative Karhunen-Loéve transform (KRKLT), kernel relative principal component analysis

(KRPCA), truncated singular value decomposition (TSVD), Tikhonov regularization, reduced rank Wiener filter

1. Introduction

Support vector machines have been developed since the early of

1990s and they showed very high generalization capability [1] [2]

[3] [4] [5]. Their achievements are supported by the principle that

maximizes the minimum margin and the (Marcer) kernel method.

In the kernel method, an input vectorf ∈ Rd is mapped from an

input space to a higher or an infinite dimensional spaceF called

the feature space or the linearization space by a non-linear mapping

Φ : Rd → F . Then the classifier is constructed and an unknown

input vector is classified in the feature space. Instead of calculating

Φ, a functionk(·, ·) : Rd × Rd → R which satisfies the equation

k( f1, f2) = 〈Φ( f1),Φ( f2)〉, (1)

is used. Marcer kernel function satisfies the eq. (1) [6] [7] [8]. Us-

ing Marcer kernel function, we can calculate an inner product inF
without care of the form ofΦ. In other words,Φ is defined auto-

matically if we define Marcer kernel functionk(·, ·).
Scḧolkopf et al. introduced another possibility of Mercer kernel

function by solving an eigenvalue problem of a correlation matrix in

the feature space [9]. This result was applied to the kernel principal

component analysis (KPCA) and used for non-linear representation

or image restoration [10]. Kernel methods are also applied to the

Fisher discrimination [11] [12], the independent component analy-

sis (ICA) [13] or a Wiener filter [14] [15] [16].

Subspace methods are used widely in an industrial area [17]. A

class feature information compression (CLAFIC) method is one of

the subspace classifiers. It classifies unknown input pattern by com-

paring projection norms of an unknown input vector onto Karhunen-

Loève (KL) subspaces which are constructed by the samples of each

class [18] [19].

Yamashita et al. extended a Karhunen-Loève transform (KLT)

[20] [21] which is almost equivalent to a principal component anal-

ysis (PCA) [22] [23] to the relative KLT (RKLT) or the relative PCA
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(RPCA) [24] [25]. It was also applied to pattern classifier [26] [27]

[28]. We call this classifier RKLT method. In RKLT method, fea-

tures of other classes are considered as noise against an objective

class. Under this optimization problem, an optimal subspace for the

classification is obtained. We describe details in Section 4.

On the other hand, Tsuda and Maeda et al. applied kernel method

to CLAFIC method using results of Schölkopf et al. [29] [30] [31]

[32]. We call this method KPCA. KPCA shows much higher ac-

curacy rate than CLAFIC method. Furthermore its computational

complexity in the multi-class classification problem is lower than

SVM. We describe it in detail in Section 6. 1.

Hikida et al. and Washizawa et al. integrated KPCA and RKLT,

and proposed kernel relative KLT (KRKLT) or kernel relative PCA

(KRPCA) [33] [34] [35]. Washizawa at al. also proposed a ker-

nel based pattern classification method called kernel sample space

projection (KSP) method [36] [37]. An operator of KSP is an or-

thogonal projection operator onto the kernel sample space which

is spanned by samples mapped to high dimensional feature space

F . They also introduced some regularization to KSP. KPCA can

be interpreted as the regularized version of KSP by truncated singu-

lar value decomposition (TSVD). Furthermore they extended KSP

to suppressed KSP (SKSP) whose operator which extracts the fea-

ture of a class is an oblique projection along to the kernel sample

space of the other classes onto kernel sample space of the objective

class [38] [39]. KRPCA can be also interpreted as the regularized

version of SKSP. We summarize these methods in Table 1.

Table 1 Summary of Kernel Subspace Methods

Input space Feature space

Regularization TSVD TSVD Tikhonov

Orthogonal Projection CLAFIC KPCA KSP

Non-orthogonal transform RKLT KRKLT SKSP

In Section 8., we show some experimental results of kernel sub-

space methods.

Table 2 denotes notations and symbols used in this paper. Except

as otherwise noted, capital alphabets denote matrices and operators,

lower-case alphabets denote vectors and functions, and Greek al-

phabet characters denote scalars.

2. Pattern recognition and discriminant function

The objective of pattern recognition is to classify unknown in-

put patternfx ∈ Rd correctly, i.e, obtain applicable functiony( fx)

maps from input spaceRd to a set of class (or category) labels. Let

K be a set of class labels. We often use discriminant functions

dk( fx) (k = 1, . . . , n ∈ K) to represent functiony( fx).

Definition 1 (Discriminant function). Functions dk( fx) (k =

1, . . . , n ∈ K) which measure the similarity between a class k and

unknown input pattern fx are called discriminant functions. The

class label y( fx) is obtained as

Table 2 Notation and symbols

Φ Non-linear mapping to the feature spaceRd → F
k(·, ·) Mercer kernel function

dk(·) Discriminant function of classk

A∗ Adjoint operator ofA

A† Moore-Penrose generalized inverse ofA

〈·, ·〉 inner product

a⊗ b Neumann-Shatten product, (a⊗ b)c = c〈b,a〉

ei i-th natural basis, (ei ) j =


0 (i , j)

1 (i = j)

B(S1,S2) Set of bounded linear operator fromS1 to S2

Ωi Set of samples of classi

f i
n n-th sample ofΩi

|Ωi | Number of samples inΩi

Ψi Set of samples should be suppressed except classi

gi
n n-th sample ofΨi

|Ψi | Number of samples inΨi

Si Si =
∑|Ωi |

j=1Φ( f i
j ) ⊗ ej ∈ B(R|Ωi |,F ), ej ∈ R|Ωi |

Ti Ti =
∑|Ψi |

j=1Φ(gi
j ) ⊗ ej ∈ B(R|Ψi |,F ), ej ∈ R|Ψi |

Ui Ui =
∑|Ωi |

j=1Φ( f i
j ) ⊗ ej +

∑|Ψi |
k=1Φ(gi

k) ⊗ e|Ωi |+k

KSi Kernel Gram matrix of classi, KSi = S∗i Si

KUi Kernel Gram matrix of all classesKUi = U∗i Ui

fx Unknown input vector

R(A),N(A) Range and null space ofA respectively

PR(A) Orthogonal projection operator ontoR(A)

‖ f ‖ l2 norm‖ f ‖ =
√
〈 f , f 〉

‖A‖lub Operator norm‖A‖lub = supf,0
‖A f‖
‖ f ‖

‖A‖F Frobenius norm‖A‖2 =
√

tr(A∗A)

I identity matrix, identity operator

y( fx) = argmax
k∈K

dk( fx). (2)

Then the objective is to obtain applicable functionsdk( fx) (k =

1, . . . , n) that extract the intrinsic feature of classes. In some cases,

argmax in the eq. (2) is replaced by argmin. Then we can express

with argmax by adding a negative sign. The simple example of the

discriminant function isdk( fx) = −‖ fk − fx‖, wherefk is a prototype

of classk.

Note that this kind of discriminant function differs from it of bi-

nary classifiers such as SVM or Fisher discriminant. In those cases,

its sign denotes the class.

3. CLAFIC method

Let { f i
1, f i

2, . . . f i
|Ωi |} ∈ Ωi be a set of samples of classi.

Definition 2 (CLAFIC [18] [17]). The discriminant function of

CLAFIC method is defined as

dk( fx) = ‖Pk fx‖2 (3)

Pk = argmin
X;rank(X)<=η

∑

f∈Ωk

‖ f − X f‖2. (4)

Let a sample correlation matrix of classk beRk, and its eigenvalue

decomposition is given as

Rk =
∑

f∈Ωk

f ⊗ f =
d∑

l=1

λk
l (u

k
l ⊗ uk

l ), (5)
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where the operator (· ⊗ ·) is Neumann-Shatten product defined by

(a⊗b)c = 〈c,b〉a. It is equivalent asab> in a real finite dimensional

space, however we use this notation consistently because we have

to deal with infinite space when we introduce the kernel method.

Theorem 1. Suppose that eigenvaluesλk
l l = 1,2, . . . ,d are sorted

in descending order in eq. (5). The solution of eq. (4) is a projection

matrix [17] [19] [18]

Pk =

ηk∑

j=1

(uk
j ⊗ uk

j ). (6)

The parameterη is obtained using cumulative proportion. How-

ever its accuracy is sensitive againstη. If η is too small, feature of

a class cannot extract enough. Ifη is too large, overlap of classes

decreases its accuracy.

4. Relative Karhunen-Loève Transform (RKLT)
method

A feature extraction operator of CLAFIC methodP extracts fea-

ture of a class. However if plural classes have similar feature, the

operator extracts both feature and they cannot be discriminated. Let

Ψk be a set of sample which should be suppressed with respect to

classk. Relative Karhunen-Lòeve Transform (RKLT) method over-

come this problem using following optimization problem [24] [25]:

Definition 3. The operator of RKLT is defined as

Bk = argmin
X;rand(X)<=η

∑

f∈Ωk

‖ f − X f‖2 + α
∑

g∈Ψk

‖Xg‖2, (7)

whereα is a parameter which control the effect of the second term.

The first term of eq. (7) is the same as CLAFIC method. The sec-

ond term suppresses the feature of other classes. RKLT is equivalent

to CLAFIC whenα = 0, and equivalent to reduced rank Wiener fil-

ter whenα = 1 and f ,g have no cross correlation [40].

Theorem 2. Let Rk =
∑

f∈Ωk
( f ⊗ f ), Qk =

∑
g∈Ψk

(g⊗ g). A† denotes

a Moore-Penrose generalized inverse of the operator A [41]. Sup-

pose that eigenvalue decomposition of Rk(Rk + Qk)†Rk is expressed

as

Rk(Rk + Qk)
†Rk =

d∑

j=1

λk
j (u

k
j ⊗ uk

j ), (8)

andλk
j is sorted in descending order. Then the solution of RKLT is

given as

Bk =

η∑

j=1

(uk
j ⊗ uk

j )R(R+ Q)† +W(I − (R+ Q)(R+ Q)†), (9)

where W is an arbitrary matrix and I is an identity matrix.

Note that if (R+ Q) is full rank matrix, the second term is zero.

Since the feature extraction operator of RKLTBk is not orthogo-

nal projector, there are two kinds of discriminant functions:

d1
k( fx) = ‖Bk fx‖2 (10)

d2
k( fx) = −‖ fx − Bk fx‖2. (11)

In the case of CLAFIC method, these are equivalent. Eq. (11) shows

higher accuracy rate at an experiment in [28].

5. Kernel sample space projection

Here, we introduce the kernel sample projection classifier (KSP)

to describe kernel subspace method systematically. All of kernel

subspace methods can be interpreted as the extension of KSP.

Let { f i
1, f i

2, . . . , f i
|Ωi |} ∈ Ωi be a set of samples of classi, k(·, ·) be

a Mercer kernel function, andΦ : Rd → F be a mapping led from

the Mercer kernel function. At first, we introduce a kernel sample

space which is spanned by samples mapped to feature spaceF . Let

an operator

Si =

|Ωi |∑

j=1

Φ( f i
j ) ⊗ ej , (12)

whereej ∈ R|Ωi | is a natural basis which has only one ‘1’ element

in j-th row and the rest elements are zero. IfΦ( f i
j ) is a column

vector in a finite dimensional space,Si is a matrix expressed as

Si = [Φ( f i
1) Φ( f i

2) . . .Φ( f i
|Ωi |)]. A kernel sample space of classi is

expressed asR(Si), whereR(A) denotes a range ofA.

An operatorS∗i Φ(·) : Rd → R|Ωi | so-called the empirical kernel

map [7] is reduced as

S∗i Φ( f ) =
|Ωi |∑

j=1

(ej ⊗ Φ( f i
j ))Φ( f )

=

|Ωi |∑

j=1

〈Φ( f ),Φ( f i
j )〉ej

= (k( f , f i
1) k( f , f i

2) . . . k( f , f i
|Ωi

))>, (13)

whereA∗ denotes the adjoint operator ofA.

A (kernel) Gram matrixKSi is defined as

KSi = S∗i Si =



k( f i
1, f i

1) . . . k( f i
1, f i
|Ωi |)

.

.

.
. . .

.

.

.

k( f i
|Ωi |, f i

1) . . . k( f i
|Ωi |, f i

|Ωi |).


(14)

Definition 4 (Kernel sample projection [37] [36]). The discrimi-

nant function of KSP is expressed as

di( fx) = ‖PR(Si )Φ( fx)‖2 = 〈S∗i Φ( fx),K
†
Si

S∗i Φ( fx)〉, (15)

where PR(Si ) = Si K
†
Si

S∗i is an orthogonal projector onto kernel sam-

ple spaceR(Si).

Thus the similarity between classi and unknown input patterfx

is measured by the projection norm onto the kernel sample space

R(Si).

In order to extend KSP, we redefine the feature extraction opera-

tor of KSP:

127



Definition 5 (Kernel sample space projection).The operator of

KSP is defined by following optimization problem.

min
Xi

: J[Xi ] =
1
|Ωi |
∑

f∈Ωi

‖Φ( f ) − XiΦ( f )‖2

subject to: N(Xi) ⊃ R(Si)⊥,

(16)

whereN(A) denotes the null space of A and⊥ denotes an orthogo-

nal complement space.

The constraint means that components which is not in samples are

projected to the kernel sample space byXi . Actually, in the CLAFIC

or RKLT methods are also needed this constraint. However in al-

most cases, since samples span whole space, this constraint has no

effect.

Proposition 1. The solution of the optimization problem (16)

equals to PR(Si ).

Proposition 1 can be proved from results of the Appendix easily.

6. Regularization of KSP

KSP method can classify all train samples correctly if the ker-

nel Gram matrixKSi is not singular. If we use mappingΦ that

maps to an infinite functional space, e.g., Gaussian kernel function

k( f1, f2) = exp(−‖ f1 − f2‖2/c), kernel Gram matrixKSi is always

nonsingular unless the same samples exist. However, since there are

noisy samples or outliers in a sample set, the generalization error is

large because of the over-fitting problem. In order to avoid the over-

fitting problem, we can introduce the regularization technique, e.g.,

soft margin techniques for the SVM or the Ada-Boost [42], weight

decay parameter for the neural networks [43], or the ridge regres-

sion. In a field of the linear inverse problems, the regularization has

been discussed for long time. The truncated singular decomposition

(TSVD) and Tikhonov regularization are major techniques of the

regularization [44] [45] [46] [47].

6. 1 Kernel principal component analysis

KPCA can be interpreted as KSP introduced TSVD. We charac-

terize its operator by an optimization problem.

Definition 6 (KPCA [9] [10]). The operator of KPCA is defined by

following optimization problem.

min
Xi

: J[Xi ] =
1
|Ωi |
∑

f∈Ωi

‖Φ( f ) − XiΦ( f )‖2

subject to: N(Xi) ⊃ R(Si)⊥, rank(Xi) <= η

(17)

6. 2 Regularized KSP

Another major regularization technique is Tikhonov regulariza-

tion which is used in ridge regression in the area of the multivari-

ate analysis [45] [44]. The over-fitting problem is caused by ill-

condition of a feature extraction operator. One of the measure of

the condition of operator is an operator (or a spectral) norm which

is defined by

‖A‖lub = sup
‖x‖,0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

‖x‖=1
‖Ax‖. (18)

If the operator norm of a feature extraction operator is large, small

amount of components which have the specific direction dominate

the value of the feature. Then the decision boundary become com-

plex and the over-fitting problem appears. However, since it is dif-

ficult to suppress the operator norm in eq. (16), we use Frobenius

norm defined by‖A‖F =
√

tr(A∗A) <= ‖A‖lub instead of using opera-

tor norm.

Definition 7 (Regularized KSP [39] [38] ). Regularized KSP is de-

fined as the solution of following optimization problem:

min
Xi

: J[Xi ] =
1
|Ωi |
∑

f∈Ωi

‖Φ( f ) − XiΦ( f )‖2 + ε‖Xi‖2F

subject to: N(Xi) ⊃ R(Si)⊥,

(19)

whereε > 0 is a regularization parameter which controls strength

of regularization.

Theorem 3 (Solution of regularized KSP). The solution of opti-

mization problem (19) is

Pµ

R(Si )
= Si(KSi + µI )−1S∗i , (20)

where u= ε |Ωi |.

The proof of the theorem is in Appendix. We call regularized

KSP just KSP from now.

6. 3 Toy example

Here, we show a toy example in order to show the effect of

regularization. Figure 1 shows the problem. Training vectors are

200 two dimensional vectors generated by uniform distribution in

[0, 500]× [0,500]. Actual decision boundaries which are concen-

tric circles shown in the figure discriminate samples to two classes

shown by red circles and green crosses. The objective is the recon-

structing the decision boundaries from samples.

Results are shown in Figure 2. We used Gaussian kernel function

k(x, y) = exp(− ‖x−y‖2
2·502 ). In the case that regularization is not used i.e.,

µ = 0 or the rank of KPCA is maximum, decision boundary is com-

plex, but all train samples can be classified correctly. On the other

hand, in the case thatµ = 1 or rank equals to 20, decision boundaries

are smooth, but some train samples are misclassified. GE denotes

generalization error measured by percentage of pixels which are out

of the actual decision boundary because samples are distributed uni-

formly. In both KPCA and KSP, applicable regularization decrease

the generalization error even if some training samples are misclas-

sified.

7. Suppression of the effect of other classes

KSP and KPCA can be extended like RKLT. Let

Ui =

|Ωi |∑

j=1

Φ( f i
j ) ⊗ ej +

|Ψi |∑

k=1

Φ(gi
k) ⊗ e|Ωi |+k. (21)

Then definitions of Kernel RKLT and Suppressed KSP is given as

follows.
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Figure 2 Results of toy example problem; Upper column: KPCA, Lower column: KSP. Blue line

denotes estimated decision boundary and base color shows the value of feature. GE is gener-

alization error i.e., percentage of pixels which are out of the actual decision boundary because

samples are distributed uniformly.
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Figure 1 Train vectors of toy example problem: 200 train vectors are uni-

formly distributed. Actual decision boundaries are concentric cir-

cles.

Definition 8 (Kernel RKLT (KRKLT), Kernel RPCA (KRPCA)

[35] [33] [34]). KRKLT is defined by the solution of following opti-

mization problem:

min
Xi

: J[Xi ] =
1
|Ωi |
∑

f∈Ωi

‖Φ( f ) − XiΦ( f )‖2

+
α

|Ψi |
∑

g∈Ψi

‖XiΦ(g)‖2

subject to: N(Xi) ⊃ R(Ui)⊥, rank(Xi) <= η,

(22)

whereα is a parameter which controls the strength of suppression.

Definition 9 (Suppressed KSP (SKSP) [39] [38]).SKSP is defined

by the solution of following optimization problem:

min
Xi

: J[Xi ] =
1
|Ωi |
∑

f∈Ωi

‖Φ( f ) − XiΦ( f )‖2

+
α

|Ψi |
∑

g∈Ψi

‖XiΦ(g)‖2 + µ‖Xi‖2F

subject to: N(Xi) ⊃ R(Ui)⊥,

(23)

Theorem 4 (Solution of KRKLT). We omit an index i which de-

notes class label to simplify expression. LetΛ0 =


I |Ω| 0|Ω||Ψ|

0|Ψ||Ω| 0|Ψ|

,

Λ =


1√
|Ω| I |Ω| 0|Ω||Ψ|

0|Ψ||Ω|
√

α

|Ψ| I |Ψ|

, KU = U∗U, A = K1/2
U Λ0Λ, and vi be i-th

eigen vector of A>A, where suppose that corresponding eigenval-

ues are sorted in descending order. Then one of the solutions of the

optimization problem (22) is given as

XKRPCA= U(K1/2
U )†A

η∑

i=1

(vi ⊗ vi)Λ
−1K†UU∗. (24)

Proposition 2. If KU is nonsingular, XKRPCA is a projector.

The proofs of these theorem and proposition appear in Appendix.

Theorem 5 (Solution of SKSP). The solution of the optimization

problem (23) is given as

P̃µ

R(S) = UΛ0(KU + µΛ
−2)−1U∗. (25)

Proposition 3. If KU is nonsingular andµ = 0, P̃µ

R(S) is a projector

ontoR(Si).

Proposition 4. If KU is nonsingular andµ = 0, we have
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R(Ui) = R(S i) ⊕ R(Ti)

R(S i)

R(Ti)

PR(Ui)Φ( fx)

PR(S i)Φ( fx)

P̃µ=0
R(S i)
Φ( fx)

Figure 3 Suppressed kernel sample space projection

Table 3 Results of the handwritten digits classification problem

Method Parameter Error rate[%]

KSP with Polynomial kernel d = 8 2.29

KSP with Gaussian kernel σ = 7 2.25

KPCA with Polynomial kernel d = 7, rank= 460 2.36

KPCA with Gaussian kernel σ = 10, rank= 500 2.32

SKSP with Gaussian kernel σ = 8 1.79

3-NN – 2.4

Polynomial SVM d = 4 1.1

P̃µ

R(S)PR(U) = P̃µ

R(S) (26)

PR(U)P̃
µ

R(S) = P̃µ

R(S), (27)

where PR(U) is the orthogonal projector ontoR(U).

Proposition 5. If KU is nonsingular andµ = 0, P̃µ

R(S)v = 0 for all

v ∈ R(T), where T=
∑|Ψ|

k=1Φ(gk) ⊗ ek.

The proofs of these theorem and propositions appear in Ap-

pendix.

We show the sketch of SKSP in Fig. 3. From Propositions 3,

4, and 5,P̃µ

R(S)Φ( fx) can be considered as follows. At first,Φ( fx)

is orthogonally projected ontoR(U), then it is projected ontoR(S)

alongR(T). The similarity betweenfx andΩ againstΨ is given as

‖P̃µ

R(S)Φ( fx)‖. If Ψ = φ, P̃µ

R(S) = PR(S). Thus SKSP is an extension

of KSP.

8. Computational Simulation

8. 1 Handwritten digits classification

In order to compare abilities of kernel subspace classifiers, we

used a handwritten digit database ‘MNIST’ provided by the U.S.

National Institute of Standard and Technology. It is consisted by

60,000 characters for training and 10,000 characters for testing.

Each character is 28x28 pixels and 256 gray scale image.

We show the classification error rate with the parameters which

show the lowest error rate in Table 3. The results of the 3-NN (3-

Nearest Neighborhood) and the Polynomial SVM is referred from

[48] and [5] respectively.

8. 2 Binary classification problem

We employ several practical data sets used in [42], [11] and

[49]（*1）. All the data sets we use here are binary classification prob-

（*1）：All the data sets are downloaded from

lems and consist of 100 or 20 realizations.

We use Gaussian kernel function as a kernel function. The pa-

rameter of kernel function and the regularization is fixed for all sets.

If there are identical samples, we added only one of them to learning

set. We use all samples in the other class forΨi since the learning

set is not large.

The mean test error rates and their standard deviations are de-

scribed in Table 4. The results except for KSP and SKSP are re-

ferred from the papers above.

Table 4 Mean test error rates and their standards deviations (AB Reg: Reg-

ularized AdaBoost, KFD: kernel fisher discriminant). The best

method is written in bold face and the second best is emphasized.

dataset SKSP KSP AB Reg SVM KFD

Banana 10.4± 0.5 10.4± 0.5 10.9± 0.4 11.5± 0.7 10.8± 0.5

Breast-cancer 26.0± 4.6 29.7± 4.5 26.5± 4.5 26.0± 4.7 24.5± 4.6

Diabetis 23.0± 1.6 24.5± 1.9 23.8± 1.8 23.5± 1.73 23.2± 1.6

Flare-solar 37.2± 4.5 39.1± 2.4 34.2± 2.2 32.4± 1.8 33.2± 1.7

German 23.4± 2.1 31.3± 2.5 24.7± 2.4 23.6± 2.1 23.7± 2.2

Heart 15.8± 3.1 15.4± 3.3 16.5± 3.5 16.0± 3.3 16.1± 3.4

Image 2.8± 0.4 2.9± 0.5 2.7± 0.6 3.0± 0.6 4.8± 0.6

Ringnorm 18.0± 2.3 19.9± 1.8 1.6± 0.1 1.7± 0.1 1.5± 0.1

Splice 11.2± 0.7 12.6± 0.7 9.5± 0.7 10.9± 0.7 10.5± 0.6

Thyroid 4.0± 2.3 4.2± 2.3 4.6± 2.2 4.8± 2.2 4.2± 2.1

Titanic 29.4± 10.3 28.3± 9.4 22.6± 1.2 22.4± 1.0 23.3± 2.1

Twonorm 2.4± 0.1 2.3± 0.1 2.7± 0.2 3.0± 0.2 2.6± 0.2

Waveform 9.6± 0.4 11.2± 0.6 9.8± 0.8 9.9± 0.4 9.9± 0.4

# of bold 5 3 2 2 2

# of emph. 4 1 3 2 3

Consequently, SKSP classifier shows the lowest error rates

among those methods in many problems, and SKSP outperformed

KSP in most of problems. We can say SKSP can suppress the effect

of features in the other class, and can extract important features.

9. Discussion

9. 1 Comparison of Regularization

As mentioned above, KPCA and KRPCA use the TSVD, and

KSP and SKSP use the Tikhonov regularization. We summarize

the difference between the TSVD and the Tikhonov regularization

in Table 5.

Table 5 Comparison of regularization

TSVD Tikhonov

Parameter Discrete Continuous

Computational complexity

in classification stage Low High

Computational complexity

in constructing stage High Low

Additive Learning 4 ©

Parameters of KPCA and KRPCA is a rank of the operator. If the

number of samples are finite, the rank of the operator is discrete.

‘http://ida.first.fraunhofer.de/projects/bench/benchmarks.htm’.
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While regularization parameters of KSP and SKSP is continuous.

If the problem is sensitive against these parameter, the Tikhonov

regularization is better to control the degree of regularization. For

example, if samples are quite few, since the ranks of KPCA or KR-

PCA equal to the number of samples, it is difficult to control the

degree of the regularization.

Since KPCA and KRPCA can reduce the rank of operator, com-

putational complexity in classification stage is lower than Tikhonov

methods. While computational complexity of KPCA and KPCA

in constructing stage is high because KPCA and KRPCA require

eigenvalue decomposition in constructing stage. KSP and SKSP re-

quire the inverse operation which is lower computational complex-

ity than the eigenvalue decomposition.

We can apply additive learning to KSP and SKSP easily by using

Sherman-Morrison-Woodbury formula and its extension [50].

Proposition 6 (Additive learning of KSP). Let { f1, . . . , fN, fN+1}
be samples, S=

∑N
i=1Φ( fi) ⊗ ei , S′ =

∑N+1
i=1 Φ( fi) ⊗ e′i , where ei and

e′j are natural basis inRN andRN+1 respectively. Suppose that an

inverse matrix of kernel Gram matrix of S , K−1
S = (S∗S)−1 is known

and new sample fN+1 is given. Then an inverse of new kernel Gram

matrix K−1
S′ is given as

K−1
S′ =


K−1

S 0

0> 0

 +
1
τ

tt>, (28)

where

t =


K−1

S S∗Φ( fN+1)

−1



τ = k( fN+1, fN+1) − 〈S∗Φ( fN+1),K
−1
S S∗Φ( fN+1)〉.

Furthermore we can introduce the Gaussian elimination to solve

an inverse operation. The computational complexity of Gaussian

elimination is extremely low. However we cannot store the inverse

matrix. Thus it is useful in the case that the number of classification

is low e.g., cross validation or leave one out.

9. 2 Suppression of other classes effects

From the computational simulations and experiments in [35],

SKSP and KRPCA show higher accuracy rate than KSP and KPCA.

Thus suppression of effects of other classes improves the accuracy

rate. However suppression increases computational complexity si-

multaneously. Using Sherman-Morrison-Woodbury formula, SKSP

requires inverse operations of|Ω| × |Ω| matrix and|Ψ| × |Ψ| matrix,

and several matrix products.

SKSP and KRPCA differ from ordinary binary classifiers e.g.,

SVM or Fisher discriminant, in that they not need to use all samples

of other classes because KSP and KPCA can extract feature of other

classes itself. In actual problems, KSP and KPCA can extract the

almost enough features. Thus we do not have to use all samples of

other classes. Only samples which are similar toΩi have to be in-

cluded inΨi . Since the similarity of an input vector is evaluated by

the projection norm ontoR(Si) in KSP, it sufficient that samples of
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which projection norms are large are included inΨi . For example,

we can use following criterion to choose suppression set:

t(gi) = ‖PR(Si )Φ(gi)‖2, (29)

wherePR(Si ) is an operator of KSP. In this case, samples which have

larget should be used.

Unlike KSP and KPCA which are orthogonal projectors, SKSP

and KRPCA are not orthogonal projector. Thus there are two kinds

of discriminant function:

d1( fx) = ‖XΦ( fx)‖2 (30)

d2( fx) = ‖Φ( fx) − XΦ( fx)‖2. (31)

Figure 4 shows the relation between error rates of handwritten digit

classification problem and the number of suppression samples. ‘1’

and ‘2’ mean eq. (30) and eq. (31) respectively. Suppressing sam-

ples are chosen by the criterion (29).

From the figure, when the number of suppression samples is

small, discriminant function (31) shows better accuracy. While

when the number of suppression samples is large, discriminant

function (30) shows better accuracy. However there is no theoretical

evidence that which is better.

9. 3 Comparison with other classification method

The remarkable difference between SKSP and SVM or KFD is

that SKSP is a quadratic discriminant function, while SVM and

KFD are linear discriminant functions in the feature space. In the

case of classification in the input space (not using a kernel method),

generally quadratic classifiers shows higher performance than lin-

ear ones, because quadratic classifiers have more degree of free-

dom than linear ones. Thus if they are extended by kernel meth-

ods, quadratic discriminants will show higher performance in fea-

ture space.

In SVM, a separating hyperplane is determined by a few sam-

ples called support vectors (SVs). The separating hyperplane de-

pends only on samples around boundary and does not depend on

other samples or its distribution. If there are noisy samples or out-

liers in learning samples, a separating hyperplane is deteriorated by
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them because they become SVs in high probability. Thus SVM is

not robust fundamentally, even if the regularizing methods e.g. soft

margin ( [5]) orν-SVM ( [51]) are used.

In general, a classifier has trade off between robustness and

sparseness about the number of samples. The computational cost

of SVM in recognition stage is low because its solution is sparse.

Let k ands be computational costs of calculating a kernel function

and a multiplication respectively. LetL andLS V be the number of

learning samples and SVs respectively. Then main computational

cost in recognition stage are given as

SVM : (k+ s)LS V

KFD : (k+ s)L

SKSP : sL2 + (k+ s)L.

Note that generally,s < k and LS V < L. Only SKSP has a 2nd-

order term with respect toL, because it is a quadratic discriminant

in feature space. But as mentioned above, all samples belonging to

other classes do not have to be included. Thus we can decreaseL

and computational cost.

In learning stage, SVM costs a lot of time because it requires to

solve a quadratic optimization problem. KFD also requires to solve

it ( [52]). On the other hand the solution of SKSP is given as a closed

form with an inverse operation and multiplications. Moreover as

stated above, all samples belonging to other classes do not have

to be used. The calculation steps for inverse of matrices and mul-

tiplication areO(L3). Generally, inverse problems are easier than

quadratic optimization problems. Thus the computational cost of

KSP or SKSP is lower than SVM in learning stage.

Moreover in the case that there are a large number of leaning sam-

ples, we can introduce “multi-templates method” to SKSP or KSP

easily, because they are not a two-class classifier. In multi-templates

method, sub-classes in a class is prepared and an input vector is clas-

sified to a sub-class. It is no use for two-class classifiers (e.g. SVM

or KFD) to realize this method, because they require to use all sam-

ples of all classes.

10. Conclusion

We exposited a family of kernel subspace classifiers and their ex-

tensions. They show adequate performance in computational simu-

lations. Especially in the case of multi-class classification problems,

they will be useful because it is high computational complexity to

construct binary classifiers.

However there are still open problems that are how to obtain the

parameter, how to choose suppression samples, and discriminant

function of SKSP or KRPCA.

This works have been suppoted by JSPS Grand-in-Aid for Scien-

tific Research 18300057.
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Appendix

Lemma 1 (Operator equation [41]). Let H1, H2, H3 and H4

be Hilbert spaces and A∈ B(H3,H4), B ∈ B(H1,H2), C ∈
B(H1,H4), whereB(H ,H ′) is bounded linear operator fromH
toH ′. Assume thatR(A), R(B) andR(C) are closed. Then operator

equation

AXB= C (32)

has a solution X∈ B(H2,H3) whenR(A) ⊃ R(C) andN(B) ⊂
N(C). A general form of a solution is given by

X = A†CB† + Y− A†AYBB†, (33)

where Y is an arbitrary operator inB(H2,H3).

Corollary 1. Let A∈ B(H1,H2), B ∈ B(H1,H3). If R(A) andR(B)

are closed, an operator equation

A = XB (34)

has a solution when

N(B) ⊂ N(A). (35)

Proofs of Theorems 3, 4 and 5

Here, we omit the symboli for a classi for briefness. If we let

α = 0 in eq.(23), it is reduced to eq. (19). Thus we consider eqs.

(22), (23).

Since‖u − PR(U)v‖ <= ‖u − v‖ for ∀u ∈ R(U), ∀v ∈ H , X can be

expressed asX = UB. From Corollary 1, a solutionX in eqs. (19)

and eqs. (23) can be expressed asX = CU∗. Then we can let

X = UAU∗, (36)

whereA is a real matrix of which size is (|Ω| + |Ψ|). Eq.(23) yields

that

J =
1
|Ω|

|Ω|∑

s=1

‖Φ( fs) − UAU∗Φ( fs)‖2

+
1
|Ψ|

|Ψ|∑

t=1

‖UAU∗Φ(gt)‖2 + µ‖UAU∗‖22

=
1
|Ω|

|Ω|∑

s=1

{
k( fs, fs) − 2〈Φ( fs),UAU∗Φ( fs)〉

+〈UAU∗Φ( fs),UAU∗Φ( fs)〉
}

+
1
|Ψ|

|Ψ|∑

t=1

〈UAU∗Φ(gt),UAU∗Φ(gt)〉 + µtr[UA∗U∗UAU∗]

=
1
|Ω|

|Ω|∑

s=1

{
k( fs, fs) − 2〈U∗Φ( fs),AU∗Φ( fs)〉

+〈AU∗Φ( fs),KU AU∗Φ( fs)〉
}

+
1
|Ψ|

|Ψ|∑

t=1

〈AU∗Φ(gt),KU AU∗Φ(gt)〉 + µtr[A∗KU AKU ].
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Note thatU∗Φ( fs) andU∗Φ(gt) are thes-th and (|Ω| + t)-th column

of KU , respectively. Let̃D = Λ−2. ThenJ is expressed as

J =
1
|Ω| tr[KUΛ0 − 2(KUΛ0)

∗AKUΛ0 + (KUΛ0)
∗A∗KU AKUΛ0]

+
1
|Ψ| tr[(KUΛ0)

∗A∗KU AKUΛ0] + µtr[A∗KU AKU ]

= tr[
1
|Ω|KUΛ0 −

2
|Ω|Λ0KU AKUΛ0

+KU A∗KU AKU D̃−1 + µA∗KU AKU ], (37)

sinceΛ0 = Λ
∗
0, D̃∗ = D̃ andK∗U = KU .

(i) Solution of KRPCA

Whenµ = 0, J is reduced to

J = tr[(ΛKU A∗ − ΛΛ0)KU (AKUΛ − Λ0Λ)] + ψ

= ‖K1/2
U (AKUΛ − Λ0Λ)‖2F + ψ,

whereψ is a term which is independent fromA, K1/2
U is a square

root matrix ofKU . Let singular value decomposition ofK1/2
U Λ0Λ is

given as

K1/2
U Λ0Λ =

γ∑

i=1

√
λi(ui ⊗ vi). (38)

Then if a rank ofK1/2
U Λ

−1KU A∗ is less thanη, J is minimum when

K1/2
U AKUΛ =

η∑

i=1

√
λi(ui ⊗ vi). (39)

Since Lamma 1, and a property of singular value decomposition,

ui =
1√
λi

(K1/2
U Λ0Λ)vi , one of the solutions is given as

A = (K1/2
U )†K1/2

U Λ0Λ

η∑

i=1

(vi ⊗ vi)Λ
−1K†U

X = UAU∗

= U(K1/2
U )†K1/2

U Λ0Λ

η∑

i=1

(vi ⊗ vi)Λ
−1K†UU∗ (40)

(ii) Solution of SKSP

The variation ofJ with respect toA in eq.(37) is given as

δJ = tr[KU (δA)∗KU AKU D̃−1 + KU A∗KU (δA)KU D̃−1

− 2
|Ω|Λ0KU (δA)KUΛ0 + µ(δA)∗KU AKU + µ(δA)KU A∗KU ]

= tr[(δA)∗(KU AKU D̃−1KU −
1
|Ω|KUΛ0KU + µKU AKU )

+(δA)(KU D̃−1KU AKU −
1
|Ω|KUΛ0KU + µKU A∗KU )]

= 2tr[(δA)∗(KU AKU D̃−1KU −
1
|Ω|KUΛ0KU + µKU AKU )].(41)

J is minimum when

KU A(KU + µD̃)D̃−1KU =
1
|Ω|KUΛ0KU . (42)

In the case ofµ > 0, from Lemma 1,

A(KU + µD̃)D̃−1 =
1
|Ω|K

†
U KUΛ0KU K†U +W− K†U KUWKU K†U

= W+ K†U KU (
1
|Ω|Λ0 −W)KU K†U , (43)

whereW is arbitrary operator. LetW′ =W− 1
|Ω|Λ0, it follows that

A(KU + µD̃)D̃−1 =
1
|Ω|Λ0 +W′ − K†U KUW′KU K†U .

Then we have

A =
1
|Ω|Λ0D̃(KU + µD̃)−1 +W′D̃(KU + µD̃)−1

−K†U KUW′KU K†U D̃(KU + µD̃)−1. (44)

Since 1
|Ω|Λ0D̃ = Λ0, X which minimizesJ is given as

X = UAU∗

= UΛ0(KU + µD̃)−1U∗ + UW′D̃(KU + µD̃)−1U∗

−UK†U KUW′KU K†U D̃(KU + µD̃)−1U∗.

SinceKU = U∗U, R(KU ) = R(U∗). Then we have

KU K†UU∗ = U∗,

UK†U KU = U.

It is clear that

U∗(UD̃−1U∗ + µI ) = (U∗U + µD̃)D̃−1U∗,

so that

(KU + µD̃)−1U∗ = D̃−1U∗(UD̃−1U∗ + µI )−1. (45)

Then we have

KU K†U D̃(KU + µD̃)−1U∗ = KU K†UU∗(UD̃−1U∗ + µI )−1

= U∗(UD̃−1U∗ + µI )−1

= D̃(KU + µD̃)−1U∗.

Hence, eq.(45) yields that

X = UΛ0(KU + µD̃)−1U∗

+UW′D̃(KU + µD̃)−1U∗ − UW′D̃(KU + µD̃)−1U∗

= UΛ0(KU + µD̃)−1U∗. (46)

In the case ofµ = 0, if KU is nonsingular, eq.(42) yields

A = Λ0K−1
U , (47)

X = UΛ0K−1
U U∗. (48)

Proof of Proposition 2

An operator A is a projector if and only ifAA= A. Since eq. (40),

XX = UAU∗UAU∗

= UAKU AU∗.

If KU is nonsingular,

XX = UΛ0Λ

η∑

i=1

(vi ⊗ vi)Λ
−1K−1

U KUU∗

= UAU∗ = X.
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Proof of Proposition 3

If KU is nonsingular andµ = 0,

P̃µ

R(S)P̃
u
R(S) = UΛ0K−1

U U∗UΛ0K−1
U U∗

= UΛ0K−1
U U∗ = P̃u

R(S).

Proof of Proposition 4

If KU is nonsingular andµ = 0,

P̃µ

R(S)PR(U) = UΛ0K−1
U U∗UK−1

U U∗ = UΛ0K−1
U U∗ = P̃µ

R(S),

PR(U)P̃
µ

R(S) = UK−1
U U∗UΛ0K−1

U U∗ = UΛ0K−1
U U∗ = P̃µ

R(S).

Proof of Proposition 5

If KU is nonsingular andµ = 0, sinceR(T) = R(UT)

P̃µ

R(S)UT = UΛ0K−1
U U∗UT = UΛ0T = 0.
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あらまし 部分空間法は 1970年前後に登場し，現在も使われているパターン認識の重要な基礎技術で，本稿はその
基礎的な入門編である．本稿では，部分空間法，重み付き部分空間法，部分空間を求める手段である主成分分析，そ
の主成分分析とベイズ識別などで用いられる主成分分析との関係，部分空間法とベイズ識別の関係，部分空間のもう
１つの求め方である逐次最適化手法を紹介している．最後に研究課題として「部分空間の求め方」「類似度の構成法」
「意外な対象，意外な適用」について述べている．
キーワード 部分空間，主成分分析，複合類似度，CLAFIC, 重み

The Engineers’s Guide to the Subspace Method

Yoshiaki KUROSAWA†

† Toshiba Solutions Corporation, Fuchu Engineering Center
1–15, Musahidai, 1-Chome, Fuchu-shi, Tokyo, 183–8532 Japan

Abstract The subspace method has been developed around 1970, and is now used as important basic technology.

This report is written as a guide to this field. The subspace method itself, weighted subspace method, principal

component analysis (PCA) as the tool for fixing a subspace, it’s relationship to PCA used in bayes discrimination,

the relationship between subspace method and bayes discrimination, and the iterative optimization method as an-

other fixing method of subspace are introduced here. Finally, “how to fixing the subspace”, “how to construct a

similarity”, “surprised object, surprised application” are described.

Key words subspace, principle component analysis, multiple similarity, CLAFIC, weight

1. は じ め に

本稿は部分空間法に関して，初心者向けに書いたもので，式
の変形についても詳細に記述した資料である．なお，部分空間
法を学ぶための文献としては [1] [2]がある．
本稿では，まず部分空間法の定義の説明，その最初の歴史に

ついて触れた後，重み付き部分空間法の説明を行い，部分空間
の決め方の代表的な手法である主成分分析を，ベイズ識別など
で用いられる通常の主成分分析と関連付けて説明している．次
に，部分空間法とベイズ識別の関係を述べ，部分空間のもう１
つの求め方である逐次最適化手法を紹介した後，最後に研究課
題として３つの方向性について簡単な紹介を行っている．
部分空間法は 1970年前後に登場し，現在まで，姿を替え，形

を替え，様々に応用されて来ている．パターンを線形空間の点
であると考える限り，パターンがなすクラスタを部分空間とし
て捉えることは自然である．これは，より厳密には多様体なの
であろうけれども，そこに至る前に部分空間として分析して行
く考え方は自然である．

ニューラルネットによる認識系も結局は線形空間の中を区切
る超曲面を構成していることを考えると，線形空間の中のベク
トルの塊をどう分類していくか，区分けしていくかという事が
認識の基本であるようにも思える．その意味でも部分空間法の
考え方は重要である．

2. 部分空間法とは

部分空間法の定義は以下の通りである．パターン空間の次元，
すなわちパターンベクトルの要素の数を N，正規直交ベクトル
である辞書ベクトルを ϕi，辞書ベクトルの数を r， 入力ベク
トルを x とする時，類似度を S を，

S =

r−1∑
i=0

(x,ϕi)
2. (1)

で定義する．この式で辞書ベクトルはカテゴリごとに定義さ
れ，S もカテゴリごとに計算される．各カテゴリごとに計算さ
れた類似度について，最大類似度をとるカテゴリを認識結果と
する．ここで r は ϕi の張る部分空間の次元で，N と同様，次
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元と呼ばれるが，N と混同しやすいので注意が必要．次元 N

はパターン空間全体の次元，r は部分空間の次元である．
ϕi, x が正規化されていない時は，

S =

r−1∑
i=0

(x, ϕi)
2/‖x‖2‖ϕi‖2. (2)

と書き，こちらの方が一般的である．なお，式の計算やコー
ディング時に，式 (1)と式 (2)を混同すると間違いが起きやす
いので注意が必要である．
この方式はカテゴリを代表する辞書として辞書ベクトルが張

る部分空間を設定し，入力パターンのこの部分空間への正射影
の長さをもって類似度とする方式である．式 (1)で r = 1 とし
たものは単純類似度と呼ばれる．プロジェクション P を

P =

r−1∑
i=0

ϕiϕ
T
i . (3)

で定義すれば，内積を (a, b) = aT b と書くことにより，

S = xT Px. (4)

とも記述できる．
部分空間法の意味は，線形空間内のパターン分布の広がりを

部分空間として捉え，この部分空間でパターンを代表させる考
え方である．これに対して，単純類似度 (部分空間法の１次元
版)の考え方は，パターンの広がりとしては１次元の空間を考
慮したものである．
この空間を決める手法としては主成分分析が代表的な手法で，

学習パターン集合に対して，その平均的な射影成分が最大とな
る部分空間を得る手法である．この主成分分析の手法は部分空
間法が考案された当初から導入されている [3] [7]．
部分空間法は 1970年前後にハワイ大の S. Watanabe によっ

て発表されたものである [6] [7] [8] [9]．最初に，すべてのカテゴ
リのパターン全部を使って主成分分析を行うことによって特徴
選択を行う認識システム：SELFIC [10]の提案があり，それに
引き続いて部分空間法：CLAFICの提案がなされた．
一方，国内では，1970年以前から高速高性能な活字読取OCR

であるASPET70および 71が開発されていた．このプロジェク
トの前半は国家プロジェクトとして，後半は電総研と東芝の共
同開発として実施されたものである．この装置の認識システム
として，電総研の飯島により開発された複合類似度法 [3] [4] [5]

が用いられていた．
この方式は活字文字認識に始まり現在に至るまで手書文字認

識，漢字認識，音声認識等，様々な場面に応用されている．こ
れは関数解析的な考え方から導かれたもので, マルチスケール
の考え方を持つボケの理論や画像の性質を記述した方程式を含
む理論体系で，その中の類似度計算部分が重み付き部分空間法
と見なせるものである．また，実用面から言うと，重みが全て
１の場合の複合類似度法の類似度計算は部分空間法のそれと同
じであり，その意味で複合類似度の開発を部分空間法の最初の
研究開発の１つであると考えることができる．

以上述べたように，1970 年前後にハワイ大と日本で部分空
間法の研究開発がなされていたのである．
なお，複合類似度法の特徴抽出ではボカシを用いた濃度特徴
が使われているが，これが開発された当時はボカシの重要性に
ついて，あまり気づかれていなかった．当時は文字はできるだ
け鮮明に観測したほうが良いという考え方が主流であって，ボ
カシは認識性能に悪影響があると考えられていた．しかしな
がら，その後，特に統計的手法ではボカシの重要性が認められ
るようになってきて，特徴をボカす方式が多く使われるように
なって来ただけでなく，文字認識以外でもその重要性が認めら
れている．

3. 重み付き部分空間法とは

部分空間法の重要な拡張の方法の１つとして重み付き部分空
間法がある．ここでは，それについて説明していく．
重み付き部分空間法の定義は，μi を重みとして，

S =

r−1∑
i=0

μi(x, ϕi)
2, (5)

で定義する．この重みの与え方で認識系の性質が変わって
来る．

部分空間法

疑似ベイズ的考え方

混合類似度法的な考え方
部分空間
の次元数

重み

１

０

図 1 重み付き部分空間法の重みの例
Fig. 1 Example of weight in weighted subspace method.

図 1の「部分空間の次元数」の軸上の番号は主成分分析で求
めた固有ベクトルの番号であり，この番号は対応する固有値の
大きいものから順に 0オリジンの整数で付けられているとする．
この図に示す通り，部分空間法では，ある次元数まで重み 1で，
そこから後は 0となる．一方，疑似ベイズ的な考え方に対応す
る重み付き部分空間法の例では，重み 1を起点として，ある次
元数まで重みがダラダラと下がり，そこから後が 0となる．ま
た，混合類似度法のような考え方 [11]では，ある次元で重みが
マイナスになるように設定されている．なお，このようなマイ
ナスの重みを付ける場合には，ベクトルの番号の振り方は，必
ずしも固有値の大きい順とはならない．
疑似ベイズのように固有値番号が上がるに従って，重みが下
がるというのは，固有値の小さい固有ベクトルの成分について
は，類似度に対する寄与度を下げるという考え方である．
混合類似度的な考え方とは，認識誤りしやすいカテゴリのパ
ターンを代表する部分空間を，正解のカテゴリを代表する部分
空間に直交するように作成して，その空間の正規直交基底も辞
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書ベクトルに加え，その空間への射影の長さを類似度から引く
ように設定したものである．
なお，疑似ベイズ識別は部分空間法では無いが，その関係に

ついては後で述べる．

4. 主成分分析

部分空間法では，辞書ベクトルの求め方が問題となるが，一
般に部分空間法という言葉は主成分分析を用いて固有ベクトル
を求め，これをもって辞書ベクトルとする手法のことを意味す
る場合が多い．
通常の主成分分析は平均ベクトルを中心にして分布の主成分

を探す方式を指すが，部分空間法の辞書ベクトル ϕi を求める
のに用いる主成分分析は平均ベクトルを用いない方式で，通常
の主成分分析とは若干異なる．
ここでは，最初に通常の主成分分析について説明する．
以下，主成分分析 (Principal Component Analysis : PCA)

の考え方を簡単に紹介する．
学習対象ベクトルの１つ１つに名前を付けて，それを α と

書くこととし，学習ベクトルを xα と記述する．その平均ベク
トルを m とする．この時，xα − m のベクトル集合の方向を
もっとも良く表す単位ベクトルを ϕ0 とする．ここで言う「ベ
クトル集合の方向をもっとも良く表す」という事を，数学的に
は「xα − m と ϕ0 の内積の自乗和が最大になる事」と考える
ことにする．‖ϕ0‖ = 1 の条件が付くので，この条件を含める
為に未定乗数 λ0 を使って，以下のように評価式を設定する．
この評価式の J を最大にする ϕ0 を求めるのが主成分分析で
ある．

J =
∑

α

(xα − m, ϕ0)
2 − λ(‖ϕ0‖2 − 1)

=
∑

α

{
∑

i

(xαi − mi)ϕ0i}2 − λ0(
∑

i

ϕ2
0i − 1). (6)

この式から ϕ0 を求めるために，J を ϕ0 の要素 ϕ0i で偏微
分し，それが 0 になるとして ϕi0 を求める．

∂J

∂ϕ0i
=

2
∑

α

(xα − m, ϕ0)(xαi − mi) − λ0(2ϕ0i) = 0. (7)

この式で，ϕ0i，mi と xαi を縦に並べて ϕ0，m と xα を作
ることによって以下の式が得られる．

2
∑

α

(xα − m, ϕ0)(xα − m) − λ0(2ϕ0) = 0. (8)

これは，さらに次のように書き換えられる．∑
α

(xα − m)(xα − m)T ϕ0 = λ0ϕ0. (9)

K =
∑

α

(xα − m)(xα − m)T , (10)

と書くことにより，式 (9)は

Kϕ0 = λ0ϕ0, (11)

となる．すなわち ϕ0 は共分散行列 K の固有ベクトルとなる．
固有ベクトルは次元数分，存在し，それぞれが直交する.

5. 超接平面上の主成分分析

部分空間法における主成分分析は

J =
∑

α

xα
T Pxα, (12)

を最大化する P を求める事であるが，

P =

r−1∑
i=0

ϕiϕi
T , ‖ϕi‖2 = 1, (13)

なので，未定定数 λi を導入して，

J =
∑

α

r−1∑
i=0

{(xα, ϕi) − λi(‖ϕi‖2 − 1)}, (14)

を最大にする ϕi を求めるという事でもある．しかしながら，
このような説明では一般的な主成分分析との関係が分からない．
そこで以下，その関係が分かるような説明を試みる．
部分空間法では入力パターンはノルムが１に固定されている
のと等価であるから，パターンは超球面上に分布していると考
えて良い．ここでは簡単のためにこれを近似的に，超球面では
無く単位ベクトル e に直交し，球面に接する超接平面上に分布
しているとして議論を進める．図 2にその様子を示す．

P

e=m

z

x

Q

分布の等高線

超平面

原点

図 2 球面に接する超平面上でのパターン分布の例
Fig. 2 Example of pattern distribution on hyper plane which is

tangential to spherical surface.

分布が e の終点 Q を中心とするガウス分布であれば，平均
ベクトル m は e に等しくなる．その理由を以下に説明する．
超平面上で Q を始点とするベクトル zα がガウス分布をして
いるので，それらのベクトルを原点を中心としたベクトル xα

書き直すと，xα = e + zα となる．したがって，この近似を行
うと，xα のノルムは 1 に近いが 1 で無くなる．xα の平均ベ
クトルを m と書くと，zα = 0 なので，m = xα = e となる．
以下，e を用いずにmを用いる．
この超平面内で平均ベクトルを考慮する通常の主成分分析を
行うと，平均ベクトルは超平面の原点に等しいので，主成分は
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K =
∑

α

zαzT
α , (15)

の固有ベクトルとなる．
次に，部分空間法で使われる主成分分析での固有ベクトルに

ついて調べることにする．ここで，以下の式の固有ベクトルを
考えてみよう．これは部分空間法の主成分分析で使われる共分
散行列である．

K =
∑

α

xαxT
α . (16)

この式は分布の平均ベクトルが m であるにもかかわらず，共
分散行列における平均ベクトルを強制的に 0 にした式である．
平均ベクトル m と式 (15) の固有ベクトルが，式 (16) の固有
ベクトルと同じであることを次に見て行く．

（性質１）
ベクトル m は式 (16)の固有ベクトルになる．

（証明）
超平面と m は直交するので (zα, m) = 0 である．また，

xα = m + zα，‖m‖ = ‖e‖ = 1 である．∑
α

xαxT
αm =

∑
α

xα(xα, m)

=
∑

α

xα(m, m) =
∑

α

xα = m, (17)

なので，m は式 (16)の固有ベクトルになる．（証明終り）

（性質２）
式 (15)から求められる固有ベクトルを ψi とすると， ψi は

式 (16) の固有ベクトルとなる．
（証明）
ベクトル ψi は式 (15)の固有ベクトルであるから，∑

α

zαzT
α ψi = λiψi, (18)

である．また，超平面は m と直交するので超平面内のベク
トル ψi は m と直交する．ガウス分布の平均ベクトルは超平
面の原点なので，

∑
α

zα = 0 である．∑
α

xαxT
αψi =

∑
α

xα(xα, ψi)

=
∑

α

(m + zα)(m + zα, ψi)

=
∑

α

m(zα, ψi) +
∑

α

zα(zα, ψi)

=
∑

α

zαzT
α ψi = λiψi. (19)

ゆえに，ψi は式 (16)の固有ベクトルになり，その固有値は

λi である．（証明終り）
このことから，部分空間法の辞書ベクトルとして式 (16) の
固有値を ϕi として，この ϕi を辞書として採用することは式
(15) における m と ψi を採用することと同じになる．なお，厳
密には m |= ϕ0，‖xα‖ |= 1 なので，上記のモデルは部分空間
法とは異るが，近似的に部分空間法における主成分分析を理解
する上で役立つと思う．
式 (16)の K は相関行列，能率行列，モーメント行列と呼ば
れるものであるが，混同して共分散行列と呼ぶことも多い．本
稿では特に問題ない限り，これも共分散行列と呼ぶことにする．

6. 複合類似度

複合類似度では，主成分分析の結果得られる r個の固有ベク
トルをそのカテゴリの辞書とする．この固有ベクトルを ϕi，固
有値を λi とした時，複合類似度 S は次式で定義される．

S =

r−1∑
i=0

λi

λ0
· (x, ϕi)

2

‖x‖2 · ‖ϕi‖2
. (20)

正確には複合類似度は式 (20) の
√

S で定義されている．
この式で r を 全体空間の次元 N とすると式 (20)は，複合
類似度法では特性核と呼ばれる共分散行列が

K =
∑

α

xαxT
α =

N−1∑
i=0

λiϕiϕi
T , (21)

と書けるので，

S =
1

λ0
xT Kx =

1

λ0

∑
α

(xα, x)2 (22)

となり，これは式 (4)に対応する．
式 (22) の意味は類似度を入力パターンと学習パターンの内
積の自乗の平均で定義しているということで，学習パターンの
集合と入力パターンの類似性を計る尺度としては妥当性のある
方法であることが分かる．
一般には式 (20) が複合類似度と呼ばれるが，複合類似度法
といった場合には，これまでに述べたようにボカシの考え方や
画像に関する方程式などを含む理論体系全体を意味する．

7. 正 準 化

複合類似度法では正準化と呼ばれる手法が用いられる．これ
はパターンの直流成分を取り除いて認識を行おうとするもので，
入力パターン・ベクトルの要素を表すビット数が少ない場合，
その解像度を有効に使うための手段である．一般に認識精度に
対しては良い影響があると予想されるが，厳密にどのような影
響があるかは分かっていない．ベクトルの要素が全て 1 のもの
を �1 と表記し，ベクトルの次元を N として，

x′ = x − 1

N
(x,�1)�1, (23)

によって x を x′ に変換する操作を正準化と言う．ベクトル
�1 の代わりに認識対象カテゴリ全ての平均パターンを用いる考
え方もある．なお，正準化したパターンで作った共分散行列の
固有ベクトルは正準化されている．
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8. ベイズ識別

ベイズ識別は部分空間法では無いが，関係が深いので，その
関係について後で説明する．その為の準備として，ここではベ
イズ識別と疑似ベイズ識別の説明を行う．
まず，カテゴリＡとカテゴリＢを識別するケースを考える．

カテゴリＡのパターン・ベクトル x を集めて，x の出現頻度を
調べると，x の頻度分布が作れる．この頻度分布を A のパター
ン数で割ったものは，カテゴリＡの文字が入力された時に，そ
のパターン・ベクトルが x である確率で P (x|A) である．これ
は尤度と呼ばれる．ベイズの定理によると，

P (A|x) =
P (x|A)P (A)

P (x)
, (24)

によって事後確率 P (A|x) が求まる．なお，事前確率は P (A)

である．この P (A|x) をカテゴリＢの事後確率 P (B|x) と比較
して大きい方を答えとするのがベイズ識別の基本的な考え方で
ある．ここでは P (A) をカテゴリによらず一定とし，また比較
の際は P (x) は共通なので，尤度 P (x|A) を事後確率とみなし
て認識系を構築することとする．
パターン認識の分野でベイズ識別と言う場合には，パターン

分布はガウス分布と仮定されることが多い．すなわち，パター
ン x の出現確率，すなわち尤度が次の式で定義される．次元を
N として，

P (x) =

1√
(2π)N |K|

exp{−1

2
(x − m)T K−1(x − m)}. (25)

ここで，(x−m)T K−1(x−m) について説明しておく．これ
は２次形式なので，２次元のケースで考えると理解しやすい．
簡単のため，m = 0 として，x = (x0, x1)

T と表記し，

K−1 =

[
a c

c b

]
, (26)

と置くと，

xT K−1x = ax2
0 + 2cx0x1 + bx2

1, (27)

となる．これで，式 (25)の等高線が楕円になることが分かる．
式 (25) における m は平均ベクトル，K はパターン分布の

共分散行列である．ここで，この m と K は各カテゴリごとに
定義されるものであり，入力ベクトル x に対して 各カテゴリ
ごとに P (x) が求まる．この P (x) が最大となるカテゴリを答
えとするものがベイズ識別である．
カテゴリが２個の場合に２次元平面上にパターンが分布する

様子を図 3に示す．カテゴリＡのパターン分布，すなわちパター
ン・ベクトルを xとした時にそれがＡである確率を P (x)，カテ
ゴリＢである確率を Q(x) とした時に，P (x) > Q(x) が入力パ
ターンがカテゴリＡであると判断されるエリア，P (x) < Q(x)

が入力パターンがカテゴリＢであると判断されるエリアとなる．

境界線
P(X)＝Q(X)

Aの分布P(x)
（等高線）

Bの分布Q(X)
（等高線）

図 3 ベイズ識別での２カテゴリ識別
Fig. 3 Tow category discrimination by bayes discriminant func-

tion.

P (x) = Q(x) がその中間の境界線である．
さて，式 (25) の両辺の log を取って右辺を若干変更するこ
とにより，

−2logP (x) − Nlog(2π) =

(x − m)T K−1(x − m) + log|K|, (28)

となり，認識処理としてはこの右辺が最小となるカテゴリを求
めれば良いことになる．この式で，後半の log|K| を落とした
ものはマハラノビス距離と呼ばれる．次に ϕi を K の固有ベク
トル，λi を固有値，固有ベクトルを番号順に並べた行列を Φ

とした時，K を固有ベクトル展開して，

K = Φ

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λ0 0 ... 0

0 λ0 ... 0

...
...

. . . 0

0 0 ... λN−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ΦT , (29)

と置くと，式 (28)の右辺を相違度 D として，

D =

N−1∑
i=0

1

λi
{(x − m, ϕi)

2} + log(

N−1∏
i=0

λi), (30)

が得られる．ベイズ識別における実際の計算は，この式を相違
度として用いて行われる．もちろん，マハラノビス距離はこの
式で log を落した形式のものである．

9. 疑似ベイズ識別

ベイズ識別では，式 (30)からも分かるように，固有値 λi の
逆数が右辺の計算に使われる．これを重みとして見ると，重
みは 1/λ0 を起点に右肩上がりに上昇して行く．これは入力パ
ターンの中に，主要成分で無いところがどれだけあるかをパ
ターン空間全次元に渡って見る考え方である．このような考え
方のものは、高い次元の固有値が極端に低くて，その次元での
要素がノイズばかりというシチュエーションには向いていない．
なぜなら，λi の値が小さい所で相違度が不安定になるからで
ある．
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このため，ある r よりも大きい λi を強制的に一定として式
(30)を計算する方式が疑似ベイズ識別である [15] [16] ．
一定にした固有値を δ として，式 (30)を変形する．具体的

には，式 (30) において番号が r 以上の固有値をすべて δ に置
き換えると以下のように変形できる．

D =

r−1∑
i=0

1

λi
{(x − m, ϕi)

2} +

N−1∑
i=r

1

δ
{(x − m,ϕi)

2}

+log(

r−1∏
i=0

λi) + log(

N−1∏
i=r

δ)

=

r−1∑
i=0

1

λi
{(x − m, ϕi)

2}

+

N−1∑
i=0

1

δ
{(x − m, ϕi)

2} −
r−1∑
i=0

1

δ
{(x − m,ϕi)

2}

+log(

r−1∏
i=0

λi) + log(

N−1∏
i=r

δ)

=
1

δ
‖x − m‖2 −

r−1∑
i=0

(
1

δ
− 1

λi
){(x − m, ϕi)

2}

+log(

r−1∏
i=0

λi) + log(

N−1∏
i=r

δ)

=
1

δ
{‖x − m‖2 −

r−1∑
i=0

(1 − δ

λi
){(x − m, ϕi)

2}}

+log(

r−1∏
i=0

λi) + log(

N−1∏
i=r

δ), (31)

先頭の 1/δ はどのカテゴリにも共通であるので，全体に δ を
掛ける事として，最終的に以下のようにして相違度が求まる．

D = ‖x − m‖2 −
r−1∑
i=0

(1 − δ

λi
)(x − m, ϕi)

2

+δ

{
log(

r−1∏
i=0

λi) + log(

N−1∏
i=r

δ2)

}
. (32)

これが疑似ベイズの相違度である．
これは特徴抽出法の１つである「加重方向指数ヒストグラム

法」と共に三重大から提案された方式で，両者ともに実際に良
く使われている方式である．

10. 投 影 距 離

部分空間法と似た方式に投影距離がある．平均ベクトルを m

として，

d = ‖x − m‖2 −
r−1∑
i=0

(x − m, ϕi)
2, (33)

で定義される．これは，部分空間法とは違って，ノルムに制限
は無く，辞書ベクトル {ϕi} で構成される部分空間に含まれな
い部分について， x と m の距離を計るものである．この方式
でも ϕi は主成分分析によって求める場合が多い．

11. 内積型と距離型

ここでは文献 [17]に従って，疑似マハラノビスに対応する重
み付き部分空間法を示し，これを疑似球面マハラノビスと呼ぶ
ことにする．これはパターンが球面上に分布しているとして，
ベイズ識別と同様な考え方から求められた類似度で，一部の項
を除けば重み付き部分空間法の形式となっている．

S = 2δ ln(x, ϕ0) + (x, ϕ0)
2 +

r−1∑
i=1

(1 − δ

λi
)(x,ϕi)

2. (34)

これに対して，通常のガウス分布を対象として求められた疑
似ベイズ識別の log の項を省略した形式の疑似マハラノビスの
式を次に示す．

D = ‖x − m‖2 −
r−1∑
i=0

(1 − δ

λi
)(x − m, ϕi)

2, (35)

この２つの式の各固有ベクトルの重みの形が同じであること
に注目して欲しい．疑似球面マハラノビスの ϕ0 は疑似マハラ
ノビスの m に対応している．
このように，疑似球面マハラノビスが疑似マハラノビスに対
応しているのであるが，同様に，疑似ベイズに球面疑似ベイズ，
投影距離に部分空間法，ユークリッド距離に単純類似度が対応
付いている．
疑似ベイズ系はユークリッド距離ベースの相違度であり，球
面系は内積ベースの類似度である．各式における計算方法に着
目すると，前者は距離型，後者は内積型となるのである．表 1

にその関係を整理して示す．

表 1 距離型と内積型の対応関係
Table 1 Correspondence between Euclid distance type and inner

product type.

距離型 内積型
疑似ベイズ 疑似球面ベイズ

疑似マハラノビス 疑似球面マハラノビス
投影距離 部分空間法

ユークリッド距離 単純類似度

これらの認識性能に関しては，表 1 の横に並んでいる方式同
士は良く似た傾向を持つが，縦の関係で比較するとかなり違っ
ている．内積型と距離型では，その重み係数が同じであれば，
ほぼ同じような認識性能，認識傾向を持っている．従って，重
要なのは距離型か内積型かでは無く，その重み係数をどう設定
するかである．

12. 逐次最適化手法で部分空間を求める

ここでは、まず LVQからスタートして、最後に部分空間の
学習法について述べることとする．コホーネンによって提案さ
れた LVQ [18]は以下のような学習の枠組である．
入力パターンを x，辞書ベクトルを m，相違度を D として，

D = ||x − m||2, (36)
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m = m ± α(x − m), ( + : correct, − : error), (37)

で m を更新して行く．この方式は確率降下法 [19] [20] によっ
て導き出される方式でもある．LVQはパターン認識分野で使
われる逐次学習型のベーシックな手法の１つであり，しばしば
ニューラルネットの仲間とされて，そう呼ばれることが多い．
一方，確率降下法は様々な認識系に適用できる逐次学習の有力
な手段の１つであり，LVQ はユークリッド距離に確率降下法
を適用したものである．次に，これを単純類似度に適用して見
よう．

S = (x, ϕ)2/‖x‖‖ϕ‖, (38)

で，類似度を定義すると，ϕ の更新式は以下のようになる．

ϕ = ϕ ± α(x, ϕ){x − (x,ϕ)ϕ}, (39)

この式は複雑なので，正規化の項を無視した形に確率降下法
を適用して見よう．

S = (x, ϕ)2, (40)

を類似度とすると，

ϕ = ϕ ± α(x, ϕ)x, (41)

と更新式が求まる．
この式では，x, ϕ は正規化されていることが前提となって

いるので，実は，その条件を入れずに確率降下法を適用した式
(41)は誤りである．従って，この場合，更新式に何らかの形で
正規化の条件を入れなければならない．一番，単純な方法は更
新する度に ϕ を正規化する手段である．式 (39) の代わりに，
そういう手段を取ることが可能である．そもそも，式 (39) と
いえども，計算誤差が累積する可能性が高いので，更新後の正
規化は必要となる．
次に，この話を部分空間法に拡張する．

S =

r−1∑
i=0

(x, ϕi)
2, (42)

で類似度を定義すると，ϕi の更新式は式 (41) と同じになる．
しかし，この時 ϕi の正規直交性は保証されていないので，正規
直交性の条件を含めて式 (42) に確率降下法を適用しないといけ
ない．しかしながら，この計算はかなり複雑になるので，単純
類似度のケースで説明したのと同じように各更新ごとに ϕi の
正規直交化を行う方法がある．その方法としてシュミットの直
交化を使ったものは，コホーネンによって提案された LSM [21]

と同じである．
LSMに似た方式に ALSM[22] [23] がある．これは，式 (16)

の能率行列 K に対して

K = K ± αxxT , (43)

で更新する方式である．これは，1980年に前田が特許として

提案した方式 (学習型複合類似度法) [24] と同じものである．
LSM を確率降下法の立場で見ると，正規直交性を考慮せず
に確率降下法を適用した形になっているが，これを考慮した方
式の１つが DMD[25]である．これは部分空間法を定義してい
るプロジェクションの回転パラメータを更新パラメータとする
方式である．
これ以外にも正規直交性に考慮した確率降下法の適用方法が
検討されている [26]．

13. 部分空間の求め方

13. 1 独立成分分析
主成分分析と逐次最適化手法が部分空間法における部分空間
の求め方の代表的なものであるが，これ以外に，最近では独立
成分分析法が取り上げられるようになった．この手法は辞書と
して作られるベクトルの直交性を要請するものでは無く，分布
密度の濃い方向を辞書ベクトルとして抽出する考え方のもので
ある．

13. 2 特 徴 選 択
特徴ベクトルから重要な特徴を選別する特徴選択の考え方は

SELFICが提案された時から研究が継続しており [12] [13] [14]，
現在まで研究対象として取り上げられている．この特徴選択も
部分空間法の前段部分として重要である．

14. 類似度の構成法

14. 1 相互部分空間法
部分空間法がベクトルと部分空間のなす角度を測定している
のに対して，相互部分空間法は部分空間と部分空間のなす角
度を測定するもので，1985年に前田 [27] によって提案された．
この方式は動画像として得られる顔画像の認識に力を発揮し
た [28]．動画像として入力される画像は１枚で無く複数枚であ
り，かつ様々に変動している．このような入力パターンを扱う
のに，入力パターンを部分空間として考えるのは有力な手段で
あり，実際にその有効性が実験的に実証されている．また，最
近では顔以外の動画像系の課題にも適用され，様々な分野での
応用が期待されている．

14. 2 カーネルトリックの導入
SVMの登場で，カーネルトリックという技術が注目されて
いる．カーネルトリックとは，要するに元の次元から超高次元
への変換を行い，超高次元空間で認識することにより，識別率
を上げていこうという考え方である．低次元よりも高次元の方
がパターンはバラバラで認識しやすかろうという考え方である．
これは特徴選択などで特徴の次元を落していく従来型の考え方
と逆のアプローチである．この考え方も当然，部分空間法に適
用でき，その相乗効果が期待される．

14. 3 混合類似度的な考え方
混合類似度 [11]そのものの説明は他に譲るとするが，その考
え方は，類似している文字 A,B があった時，A の部分空間へ
の射影はポジティブに，Bの部分空間への射影はネガティブに
扱うことによって，類似文字識別の精度を上げようとするもの
である．様々なバリエーションが考えられ，文字に限らず，類
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似部分の識別に効果があると期待される．

15. 意外な対象，意外な適用

15. 1 アイゲン・フェース
アイゲン・フェース [29] は顔画像の固有ベクトルを用いて，

顔画像認識を行おうとする手法である．当時，顔認識の通常の
アプローチは顔の部品をそれぞれ抽出して，その形や配置を分
析して行こうという考え方が多かった．顔画像の中の構造を考
えずにそのまま線形空間のベクトルとして捉え，主成分分析を
行う考え方は，私にとっては，ずいぶん大胆な考え方であった．
このアイゲンフェースの話を聞いた時には，部分空間法が顔ま
で使えるとは思っていなかったが，その後の展開を見ると部分
空間法の力のあるところを感じる．

15. 2 パラメトリック固有空間法
パラメトリック固有空間法 [30]は連続する動画像の１枚の絵

を線形空間上の点として捉え，動画全体を線形空間上の点列と
見て解析を進めて行こうという考え方である．通常，複雑な形
状を持つ物体の動画像を解析して行こうという時，その形状の
分析を行って，特徴点を出して，それをトラッキングしていく
ようなアプローチが取られる．これに対して，この手法は画像
全部をベクトルと見なして，線形空間で見ることによって分析
していくというアプローチに可能性，有効性がある事を示した
ものである．
顔への適用で驚いていた私は，この話を聞いてもっと驚くこ

とになった．部分空間法的なセンスというものはパターン認識
においてかなり重要なアイテムである．

16. お わ り に

部分空間法のオリジナルの考え方そのものは 40 年近くの時
を経た現在では，さすがにその認識能力が高いとは言えない．
しかしながら，部分空間法の考え方をべースにした様々な新し
いアイディアはいろいろな分野で活躍している．ユークリッド
距離や内積，ベクトルの成す角度，ガウス分布などはパターン
認識分野における重要な基礎概念であると考えるけれども，部
分空間もまた重要な基礎概念の１つであると思う．ユークリッ
ド距離や内積に比べると複雑な分だけ部分空間は，研究対象と
しての課題が数多くあるのだと思う．
この部分空間法の発展の方向として，本稿では「部分空間の

求め方」，「類似度の構成法」，「意外な対象，意外な適用」と３
つに分けて簡単のその内容を紹介した．部分空間法は，今後も
パターン認識の分野で重要な位置を占めて行くと思う．
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1. はじめに 

郵便番号の自動読み取り装置が日本で初めて郵便

局で稼働し始めたのは 1968 年のことである．当時中学

生だった私はその文字認識の原理にとても興味を持っ

たが，私とパターン認識との付き合いはそれから始ま

ることになる．その後 1977 年，大学の卒研配属で，文

字認識の研究室（名大電気，市川教授，三宅助教授）

に入った．当時の研究室では，文字認識の対象を活字

から手書き文字に発展させようとしていて，構造解析

的な認識手法を研究していた．計算機への日本語入力

手段として現在では仮名漢字変換が普及しているが，

この時代はそれが実用化される前のことである．日本

人にとって計算機への文字入力の主力になるのはキー

ボードではなく，手書き文字認識であると考えられて

いた時代であった．ちなみにその翌年に東芝から初め

てのカナ漢字変換ワープロが 630 万円で発売された．

また当時，東芝で前田賢一氏や黒澤由明氏が部分空間

法を研究されていたことも後で知ることになる．  
 

2. 部分空間法との出会い（学部４年） 

パターン認識について何も知識がないまま研究室

に入り，最初に自分で書いた認識プログラムはテンプ

レートマッチング法あった．入力パターンとテンプレ

ートとの内積を類似度とした手法（単純類似度法）で

あり，初心者にとっては自然の発想であったと思う．

テンプレートマッチング法は活字文字に対してはある

程度の精度で認識できたが，手書き平仮名文字に対し

ては，変形が大きいため，精度良く認識できなかった．

また多少工夫してみても，少しも認識率は上がらなか

った．テンプレートマッチングでは変形や変動への対

処がいかに重要であるかを，この時学んだ．  
当時，研究室の仲間となんとなく勉強したのが飯島

泰三先生の複合類似度法であった．研究室の助手であ

った吉村ミツ先生が前職の電総研で飯島先生のグルー

プにいたことも影響していたのだと思う．しかし，学

部学生にとって飯島先生の論文は難しかったため解説

記事で勉強した．その時，単純類似度法の式 ),( tx=S
｛ tx, は入力とテンプレート｝と，複合類似度法の式

2
),(∑= i iiS exλ ｛ ii e,λ は固有値，固有ベクトル｝を見比

べて，２つのことに気がついた．１つ目は複数のテン

プレートを利用することにより変形に強くなること，

２つ目は入力パターンと複数テンプレートとの内積の

２乗和は，固有値展開により，少数の固有ベクトルと

の内積の固有値の重み付け２乗和と等価であることで
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ある．線形代数をある程度知っていれば当然だと思う

だろうが，当時は自分自身で式を変形してこの点を納

得した時にかなり感動したことを覚えている．  
さっそく複合類似度法をプログラムし実験を行っ

たところ，確かに認識率は向上した．しかし，十分な

ものではなかった．手書き文字の変形の程度は予想以

上に大きい．それでも何度も実験を行っているうちに，

あるとき認識率がかなり上がった．しかし，調べてみ

るとプログラムのバグであった．固有値の重みを付け

忘れたのである．これこそが，今普通に言われる部分

空間法である．それは，渡辺慧先生の CLAFIC 法 [1]
や，Oja 先生の Subspace Method[2]そのものであった．

当時は，何もわからないまま，この重みが大きな意味

があるのではないかと，重みをさまざまに変化させた

り，非線形に変化させて闇雲に実験を行ったことを思

い出す．これが，私と部分空間法との出会いであった．  
 

3. 変動吸収特性核（修士時代） 

修士課程に進学した私は，引き続き手書き平仮名文

字認識の研究を発展させた．手書き平仮名文字の変形

はかなり大きなものである．部分空間法も一種のテン

プレートマッチングと考えられるため，大きな変形を

吸収することは難しい．そこで考えたのが，変形を生

成して新しいテンプレートを作り部分空間法を適用す

る手法である．その際に，変形を行列で表現できるよ

うにすれば，定式化が美しくなるのではないかと考え

た．更にもしこれが実現できれば，もとの画像の変形

を生成しなくても部分空間を直接に計算できるように

なるのではないかと発想した（図１）．それが，変動吸

収特性核 [3,4]の考え方である．当時，自己相関行列の

ことを特性核と呼んでいたために，ここでは特性核と

いう用語を用いた．これは，多数の学習パターンから

自己相関行列を一度作成しておけば，変形した学習パ

ターンの自己相関行列は，もとの学習パターンに戻ら

なくても計算できるという手法である．これにより

様々な変形を変形行列という形で適当に定義するだけ

で，多数の変形に対応した自己相関行列が作成できる

ようになる．これは，多数の学習パターンを生成して

それを用いて部分空間法を行うことと等価になる．実

は，このような発想に至った理由は，定式化が体系的

に扱えるということと同時に，当時使用していた計算

機の処理能力やディスク容量が現在と比較すると極端

に小さかったために，計算量やメモリー量を減らすた

めに，さまざまな工夫が必要であったためである．   
部分空間法では，最初に学習パターンから自己相関

行列（特性核） ∑= T
jjnR xx)1( を作成する．その際に，

変形行列 iA を特性核 R に対して掛けることにより新

しい特性核 ∑= T
iiRAAmR )1(~ を作成する．変形行列 iA

をうまくデザインすれば変形を吸収する部分空間を作

成することができる．これは変形したパターンを学習

パターンとした特性核となる．この特性核のことを変

動吸収特性核と呼んだ．変形行列の例を図２に示す．

この研究内容は，私の初めての電子情報通信学会の論

文となる． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1. 部分空間法における変形の付加  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 2. 変形行列 Ai の例  

 
4. 固有ベクトルの計算（修士時代～33 歳） 

当時，大学の計算機で部分空間法を実現するときの

ネックが固有ベクトルの計算であった．私のいた学科

の計算機は中型計算機 FACOM230-38 で，これを数十

人で使用していた．混みあってはいたが少なくともこ

の計算機を利用しているうちは，個別には計算機使用

料金はかからなかった．しかしながらＯＳの制約から

１ プ ロ セ ス の 主 記 憶 の デ ー タ 領 域 が 64Kword
（128Kbyte）しかとれなかったのである．   

そのために部分空間法の最初の実験では 9x10 画素

という今から思えば非常に粗い画素で実験していた．

しかし，上記で述べた変動吸収特性核の実験をするた

めには，ある程度の画素数がないと文字の変形そのも

のが意味をなさなくなるために，ある程度の画素数が

必要となる．部分空間法のアルゴリズムを詳細に分析

すると，かなりの部分は使用料金のかからない学科の
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計算機で計算できる．しかしどうしても計算できない

部分が固有ベクトルの計算部分である．名大の大型計

算機センタ (M180)を利用すれば良いこともわかった

が計算機使用料金が高い．さまざまにパラメータを変

化させて料金を見積もったが，意味のある最小限の実

験（それでも 14x15 画素）を１回行うのに，計算機使

用量が約５万円かかることがわかった．  
これは，当時の私の頂いていた日本育英会の奨学金

のほぼ１ヶ月分にあたる．一方で，当時私の所属して

いた研究室は教授不在になっていたために研究室予算

がかなり減らされていることも知っていたので，あま

り研究室にも迷惑はかけられない．その中で恐る恐る

吉村先生に相談したところ，「すこし高いけど，是非や

ってみなさい」といわれたが，その一言がとてもうれ

しかったことを思い出す．但し，「失敗は許されない」

ととても緊張して準備をした．何度も学科の計算機で

シミュレーションを行い，慎重に手順を確認した結果，

幸い大型計算機センターでの計算は１回で済んだ．こ

の時の実験では，５万円のためにずいぶん大変な思い

をしたが，この固有ベクトルの計算に苦労したことが，

あとになって役に立つことはこの時点ではわからなか

った．  
 1980 年に大学を修了したのちにＮＴＴ研究所に就

職し，しばらくは別の仕事を行っていた（文字の切出

しと認識を融合させた候補文字ラティス法の提案な

ど）．そのとき，アンダーグラウンドで趣味の研究とし

て楽しんでいたのが，画像の固有ベクトルの高速計算

である．大学時代に，固有ベクトルの計算方法でずい

ぶん苦労したために，その思いが残っていたことと，

１Ｍバイトくらいのメモリーが自由に使えるミニコン

が当時のＮＴＴの研究室にあり，何か計算しなければ

バチがあたるというようなケチ根性があったためであ

る．ここで新しく発想したのは，画像をベクトルと考

えて固有ベクトルを計算する場合，画像の符号化によ

りデータ量を圧縮し，圧縮したデータで計算すれば，

少ない記憶容量と少ない計算時間で固有ベクトルが計

算できるのではないかというものである．その時はこ

れは学会で発表できるものではないと思っていた．  
そんなある時，ＮＴＴ研究所の重役がＡＴ＆Ｔベル

研究所に行き，そこの重役と会議するが，ついでに画

像関係の研究交流をやろうという話が持ち上がったが，

その１名に私が選ばれた．その場で趣味でやっていた

固有ベクトル計算の研究を発表するという羽目に陥っ

た．そうなった理由の一つが，ベル研究所の重役の１

名がノーベル物理学賞受賞のペンジャス博士（宇宙の

背景黒体輻射計測）で，物理学者ならば固有ベクトル

が好きではないかというＮＴＴ側の短絡的な発想であ

った．私は「絶対に違う，これは恥をかく」と思いつ

つも，とても下手な英語で度胸のみで発表をした．そ

のとき，ペンジャス博士からは質問はなかったが，ベ

ル研の画像の研究者達からは，初めて聞く発想の研究

だと，評価してくれた．アメリカにはこれほどまでに

ケチ根性で固有ベクトルを計算しようという発想がな

かったのだろう．確かに，今の恵まれたＰＣ環境であ

ったら私もこのような発想はしなかったと思う．その

反響に気を良くして， IEEE Trans. IP に投稿した [5]．
幸い論文の内容は何も修正無しで採録された上に，原

稿一式のコピーが添えられていて，そこには全てのペ

ージに渡って詳細に英語の表現や文法的な添削がなさ

れていた．これほど親切な査読はその後経験したこと

がない．その後，同様の考え方を２値画像に特化した

ものを Pattern Recognition にも投稿した [6]．  
 

5. パラメトリック固有空間法（33 歳～40 歳） 

1980 年代後半，画像からの３次元物体認識はコンピ

ュータビジョンの一つの主要テーマとなっていた．さ

らに David Marr 博士の影響だと思うが，画像から幾何

学的な特徴を抽出し，それを３次元数理的な手法や，

さまざまな仮定や知識を用いて認識しようとするモデ

ルベースの認識手法がいろいろ提案されていた．もと

もと文字認識をはじめとするパターン認識は，コンピ

ュータビジョンとは別の分野であり，３次元物体をテ

ンプレートマッチングで認識しようというと，「そん

な適当な方法ではできるはずがない」と文句を言われ

そうな時代であった．  
ただ，固有ベクトルの計算法で少し気をよくしてい

たこともあり，手書き文字でも部分空間法である程度

の認識精度が得られるのであるから，３次元物体の認

識も変形や変動さえうまく表現できれば，テンプレー

トマッチングの枠組みで認識できるという直感もあっ

た．また，Sirovich 氏や Turk 氏らが顔認識のための固

有顔を発表した時代である．彼らの当時の研究は正面

顔の認識であったので，これは文字認識と同じであり，

過去の経験からうまくいくことは想像の範囲内であっ

た．そこで，それでは自分は３次元の変形に対応して

やろうと考えた．手書き文字認識や顔認識の場合には，

変形の主な要素は平均の周りの分布であるのに対し，

３次元物体認識は，向きというパラメータにより変化

する部分であり，逆に変形が扱いやすいのではないか

と考えた．そこで着目したのは，パラメータにより補

間するという考え方である．物体の向きなどのパラメ

ータで変形をコントロールすれば良い．これがパラメ

トリック固有空間法 [7]の最初の発想である．   
パラメトリック固有空間法は２次元画像の照合に

より３次元物体を認識する手法である．３次元物体は

見る方向や照明により見かけが大きく変化する．そこ
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で様々に変化する見かけ画像をパラメトリック固有空

間表現で表し，認識に用いる．パラメトリック固有空

間法では，学習段階では，最初に，認識するべき物体

を様々な方向，さまざまな照明条件[7]で体系的に撮影

する．それを学習パターンとして主成分分析を行い，

固有ベクトル（固有空間）を計算する（図３）． 

 

 
 
 
 
 
 

 
入力画像 

 
 
 
 

 
図 3. 入力画像とその固有ベクトル  

 
次に各学習パターンを固有空間に投影し，その特徴

点を記憶する．学習パターンのそれぞれの見かけ画像

が大きく異なる場合には，特徴点も固有空間上でまば

らに分布する点となる．一般的に物体の見かけ画像の

連続的な変化は，固有空間上の点の連続的な軌跡にな

る(図4)．つまり特徴点をスプライン関数などで補間す

ることで，中間的な画像の認識を実現することができ

る．また照明条件についても同様に固有空間上で補間

を行い．中間的な照明条件を表現することができる． 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 4. 学習パターンの特徴空間上での補間  
 
認識段階では，未知の画像をこの固有空間に投影し，

その特徴点が予め作成した軌跡の上に存在すれば，そ

の物体とし，そうでなければその物体では無いとする．

軌跡は物体の向きや照明条件の情報を持っているので，

その情報を抽出することにより，物体の向きの検出も

行うことができる．  
この考え方は，その後，コロンビア大学の Nayar 先

生と共に，照明変動への拡張 [8,9],物体の抽出 [10,11]，
動画像の認識 [12]，ビジュアルサーボ [13]，特徴抽出

[14]へと応用していった．  
 

6. 部分空間法の応用と生成型学習（40 歳以降） 

5.1  カーネル非線形部分空間法 

1998 年頃に，識別方法としてサポートベクトルマシ

ン（SVM）が流行していた．SVM の本質は，マージン

を最大化する識別境界の設定にあるが，実際上は SVM
と同時にそれを支えているカーネルが大きな役割を果

たしていることが分かっていた．カーネルにより多次

元に投影された空間において単純な識別関数でも，も

との空間では複雑な識別関数を表現できる．NTT の前

田英作氏とともに部分空間法とカーネルとを組み合わ

せたカーネル非線形部分空間法 [15]を提案することに

なった．  
その後しばらくはアクティブ探索法などのマルチ

メディア探索の研究を行っていて，部分空間法の研究

からは離れていた．  
 

5.2  雨滴認識への応用 

部分空間法は文字認識や物体認識だけでなく，さま

ざまな応用がある．そこで，雨滴認識への応用につい

て試してみた．具体的には，自動車などの車載カメラ

からフロントガラス上の雨滴を検出する手法である．

現在，自動ワイパーなどを目的に自動車にはレインセ

ンサーなどが取り付けられているが，これはセンサー

の設置されている場所がぬれているかどうかをチェッ

クしているだけである．フロントガラス全体にどのよ

うに雨滴が付着しているかを認識することができれば ,
フロントガラスを見て雨滴を検出することによりドラ

イバーと類似した視点での雨滴検出が可能となる [16]． 
フロントガラス上の雨滴は屈折現象により画像上

で表現される．雨滴は一種の凸レンズの効果によりど

れも類似したパターンとなる（図５）．つまり類似した

パターンを集めてこれから部分空間を作成すれば，部

分空間によりフロントガラス上の雨滴を検出すること

が可能となる．雨滴の例と，それを用いて学習した部

分空間法により，雨滴を検出した例を図６に示す．  
 
 
 
 
     図 5. 雨滴パターン  
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     図 6. 雨滴を検出した例  
 

5.3  複数フレームを利用した部分空間法 

近年，カメラ付き携帯やデジカメの普及は著しい．

これらで撮影した画像から文字を認識するニーズは高

い．カメラの解像度は年年向上しているが，どれだけ

カメラの解像度が向上しても，一度にたくさんの文字

情報を入力したいという要求はあり，その段階で低解

像度の画像を認識したいという問題は発生する．低解

像度文字の例を図７に示す．  
 
 
 
 
 
 
 
 

図 7. 低解像度の文字  
 
このようにカメラ付き携帯などについているカメ

ラで少しはなれて撮影したような品質の低い画像の認

識を考えてみる．この場合，１枚の画像だけでは高い

精度が得られなくても，複数のフレームが得られれば

認識精度が向上する．関連研究としては相互部分空間

法などもある．われわれは，もう少し単純に１枚１枚

を部分空間法で認識しそれをロバスト統計により統合

する手法を提案した．その結果，かなり解像度が低く，

１枚だけでは精度よく認識できない文字などに対して

も認識精度が向上することを確認した [17]．  
 

5.4  ボケ関数による生成型学習 

低品質な画像を認識する際に，前節のように複数フ

レームを利用することも考えられるが，もう一つのア

プローチは，変形をいかに表現するかということにな

る．変形さえうまく取り扱えればテンプレートマッチ

ングや部分空間法はある程度の性能が得られるわけで

ある．そこでこれまでの考え方を整理して生成型学習

を考えた．   
低解像度の文字を認識するためには，例えば超解像

のように複数の低解像度の画像を集めることにより解

像度の高い画像を生成してから認識する手法もあるが，

もう一つの手法が生成型学習のアプローチである．こ

こでは生成型部分空間法について紹介する．もしある

文字が低解像度で観測されるとすれば，それはどのよ

うな画像になるであろうかを考え，そのような画像を

生成して認識する手法 [18]である．   
低解像度の画像が得られる過程を考えると，光学的

なボケ，撮像系でのボケや画素に対応するセンサーの

配置に伴うボケなどさまざまな要因が考えられる．こ

こでは，第１近似として，これらを一括して生成関数

という名前のフィルタで表現する手法を試した．生成

関数は，点広がり関数（ＰＳＦ）と画素のサンプリン

グの配置をモデル化したものである．ボケ関数を適切

に推定し，それを用いることにより学習サンプルを生

成することにより認識精度が向上することを実験によ

り確認した [19]．  
 

5.5 生成型学習を用いた道路標識認識 

車載カメラから得られた画像から周囲を認識しド

ライバーを支援する技術が望まれている．例えば道路

標識の認識がある．この場合，ボケだけではなく，傾

き，回転，切り出し誤差，などさまざまな変動要因が

ある．前節で示したボケ関数により生成型学習法をさ

らに推し進めて，ここでは生成型学習を用いた部分空

間法により道路交通標識を認識する手法について紹介

する．ここでは ,考えられる変動要因を図８に示す 6 種

類に分類し，６種類の生成モデルを提案した．提案手

法ではこれらの生成モデルを用いて現実に想定される

であろう劣化をシミュレーションして学習画像を生成

する．これを用いて部分空間法により認識する方法で

ある．生成により認識精度が向上することが明らかに

なった [20]．  
 
 

 

 

 

 
(a)光学ぼけ      (b)位置ずれ     (c)縦横伸縮  
 

 
 
 
 
 

 
(d)回転・傾き   (e)ぶれモデル       (f)解像度低下  

                 
図 8. 劣化要因の 6 つのモデル  
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7. むすび 

以上，著者自身の部分空間法に関係する体験を述べ

た．これは，部分空間法に限った話ではないが，困難

にあったときにそれに立ち向かい，苦労しながらいろ

いろ工夫することは次の研究の展開につながる．著者

の体験談が，少しでも若い研究者の今後の研究の進め

方の参考になれば幸いである．  
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