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Abstract．　An　interval　method　for　finding　a　polynomial　factor　of　an　analytic　function　f（z）　is

proposed．　By　using　a　Samelson－like　method　recursively，　we　obtain　a　sequence　of　polynomials

that　converges　to　a　factor　p“（z）　of　f（z）　if　an　initial　approximate　factor　p（z）　is　suficiently　close

to　p“（z）．　This　method　includes　some　well　known　iterative　formulae，　and　has　a　close　relation　to

a　rational　approximation．　According　to　this　factoring　method，　a　fixed　point　relation　for　p＊（z）

is　derived．　Based　on　this　relation，　we　obtain　a　polynomial　with　complex　interval　coefficients

that　includes　p＊（i）．

Key　words：Factoring　method，　zeros　of　analytic　f皿ction，　interval　method．

1　Introduction

　　The　purpose　of　this　paper　is　to　present　a　method　for丘nding　a　set　of　polynomials　which

includes　a　factor　of　an　analytic　function！（z）defined　fbr　lzl〈R，　where　R＞0．

　　For　the　determination　of　multiple　or　close　zeros　of！（z），　iterative　methods　usually　require

large　number　of　iterations，　or　fail　by　a　jump　of　an　approximation．　Factoring　methods　can　find

such　zeros　as　a　polynomial．　The　computation　of　coefficients　of　a　polynomial　of　which　zeros　are

close　is　more　s七able　than　the　determination　of　locations　of　close　zeros．

　　Bauer　and　Samelson［2］have　proposed　a　method　to　find　a　zero　of　a　polynomial！（z）by　con－

sidering　Newton，s　method　for　f（z）／q（■）at　an　approximation　zo，　where　q（z）is　a　polynomial　of

degree　less　than　deg！．　Jenkins　and　Traub［10］improved　the　order　of　convergence　by　modifying

q（z）in　each　i七eration　step．　These　methods　can　be　regarded　as　a　combination　of　two　i七erations

for　approximations　p（z）＝＝　z－zo　and　q（z）．　Stewart［17］generalized　these　methods　for　the　case

that　the　degree　of　p（z）is　arbitrary．　When　p（z）is　quadratic，　it　contains　Bairstow，s　method［1］．

In［18］，　the　relation　of　this　method　with　qd一一algorithm　and　K6nig，s　theorem　is　also　considered．

Afactoriza七ion　of　an　analytic　function　by　reducing　a　problem　to　a　solution　of　in丘nite　block

Tbeplitz　matrix　is　proposed　in［3］．

　　Grau，s　method［7］improves　approximate　factors　p1（z），．．．，pN（z）for　a　polynomial　simulta－

neously．　When　all　the　approximate　factors　are　linear，　this　method　is　jus七the　Durand－Kerner

method［6］．　When　N　・＝　2，　Grau，s　method　is　equivalent　to　the　method　in［17］．　This　method

can　be　extended七〇asimultaneous　factoring　method　of　arbitrary　order　of　convergence　by　using

arational　H：ermite　interpolation（［4］）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し
　　†The　author　was　partly　supported　by　Grant－in－Aid　for　Scientific　Research　of　the　Ministry　of　Education，

Sciellce，　Sports　and　Culture，　Grant　No．（A）10740046．
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　　For　the　estimation　of　initial　approximations，　global　methods　to　find　zeros　or　poles　in　a　given

domain（［5，12，19］）are　used．　When七here　exist　dense　clusters　of　zeros　in　the　domain，　the　prob－

lem　to　find　all　the　zeros　in　the　domain　is　numerically　extremely　ill－conditioned．　The　location

and　multiplicity　of　a　cluster　of　zeros　in　a　certain　domain　is　a　stable　phenomenon．　Clustering

methods　（［9，　11，　15］）　that　find　centers　of　clusters　provide　appropriate　initial　approximations　for

factoring　methods．

　　In　Section　2，　we　show　a　method　to　generate　a　sequence　of　polynomials　that　converges　to　a

factor　of　an　analytic　function　f（z）．　ln　Section　3，　we　derive　a　fixed　p　oint　relation　for　a　factor．

Based　on　this　relation，　a　method　for　finding　a　set　of　polynomials　that　includes　a　factor　of　f（z）

is　considered．　ln　Section　4，　an　algorithm　with　circular　arithmetic　is　proposed．　Some　examples

illustrate　numerical　features　of　the　presented　method　in　Section　5．

2　Afactoring　method

　　First，　we　consider　the　case　that！（z）is　a　polynomial　of　degree　m十n．　Suppose　tha七ノ（x）＝

p＊（z）q＊（i），　where　p“（z）　is　a　monic　polynomial　of　degree　m，　and　q’（z）　is　a　polynomial　of　degree

n　having　no　zeros　in　common　with　p＊（z）．　Let　p（z）　and　q（z）　be　approximations　for　p＊（z）　and

q“ ii），　respectively．　Samelson’s　method　（［17］）　defines　an　improved　approximation　p（z）　十　s（z）

for　p＊（z）　by　calculating　polynomials　s（z）　and　t（z）　satisfying

sq十tp＝＝r，　deg　s〈m，　deg　t〈n， （i）

where　r（z）　＝　f（z）　一　p（z）g（z）．　The　polynomials　s　and　t　are　uniquely　determined　if　p　and　q　are

mutually　prime．　（1）　is　translated　into　a　linear　equation　for　the　coefficients　of　s　and　t．　These

coefficients　are　also　calculated　via　the　extended　Euclidean　algorithm　for　p　and　q　（［16，　20］）．

　　：Let　g　be　a　function　de丘ned　on　zeros　of　a　polynomial　p．　Let　v　be　a　polynomial　of　degree　a七

most　deg　p　一　1　such　that　g　一　v　is　divisible　by　p．　Then　we　denote　v　by　v　＝＝　mod（g，p）．　lf　g　is　a

polynomial　then　mod（g？p）　is　j　ust　a　polynomial　remainder　of　g　divided　by　p．　From　（1）　we　have

（rq）一s＝p（g），　degs〈degp．

Therefore　s　＝　mod（r／q，p）．

　　The　following　lemma　shown　in　［16，　20］　is　essential　for　the　factoring　method　described　below．

The　similar　result　is　also　given　in　［18］．　The　symbol　11・ll　for　a　polynomial　denotes　the　vector

1－norm　for　a　vector　of　coeflicients　of　the　polynomial．

：Lemma　2．1五e砂αnd　q　be　mutuαlly　prime　polynomiα18（ザ吻ree・m　and・n，　re8pec伽吻．五et

r　be　a　polynoMal　of　degree　at　most　m　＋　n．　lf　llpll　＝　O（1），　liqll　＝＝　O（1），　and　llrll　＝　O（E）　with

szefficie吻smαll・e＞0，　then　l1811－0（ε）αη副孟ll－0（ε）．

By　applying　（1）　recursively，　we　obtain　polynomial　sequences　｛s（ic）｝　and　｛t（k）｝　as　follows．

s（k）（q十t（k”1））十t（k）p＝＝r，　k＝＝1，2，…　　7 （2）

where　t（O）　＝一　O．　The　polynomials　s（k）　and　t（k）　have　the　following　property．
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Lemma・2．2五・t・（k）αnd・t（le）6・d・伽吻r勿．　Und・r・th・・αm・α88聯伽ω伽五・mmα・2．1，

we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ils（k）　一s（k－i）ll　＝＝　0（sk）　and　llt（k）　一t（km’）ll　＝O（sk），　（3）

for　k　＝＝　1，　2，．．．，　where　s（O）　E　O　and　t（O）　1ii　O．

Proof．　ln　case　of　k　＝　1，　（3）　is　obvious　by　Lemma　2．1．　Assume　that　（3）　is　valid　up　to　k一　1．

Then　l　l　s（k－i）　一　s（k－2）11　＝　O（sle－i）　and　l　l　t（k一’）　一　t（k－2）li　＝　O（ek一’）．　lt　follows　form　（2）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　（s（k）　一　s（k－i））q　＋　（t（h）　一　t（k－i））p　＝　s（k）　（t（k’i）　一　t（k－2））．　（4）

Since　llrIl＝0（ε），　by　Lemma　2．1　we　have　l18（k）ll＝0（ε）．　Hence　lls㈹（t（k－1）一t（k－2））Il＝0（εり．

Therefore　frorn　（4）　we　obtain　（3）．

　　o

　　Next　theorem　implies　that　the　procedure　（2）　defines　a　factoring　method．

Theorem　2．31f　llrlト0（ε），　thenノ「or　s（k；）d〔ifCned　by搾り，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llp　＋　s（le）　一　p＊ll　＝　o（Ek＋i）．

Proof．　Form　（2）　and　f　＝＝　p＊q＊，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　（p　＋　s（k）　一　p“）（q　＋　t（k））　＋　（q　＋　t（le）　m　q＊）p＊　＝＝　s（k）（t（k）　一　t（k－1））．

（5）

（6）

By：Lemma　2．2　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll・㈹（t㈹一t（k｝1））ll－0（εk＋1）．

Since　llt（k）ll＝0（ε），　we　can　regard　that　q十t㈹and　p＊are　mutually　prime　with　su伍ciently

smallε．　H：ence　by（6）we　have（5）．　□

　　If　q　andγ畜are　chosen　so　that　！　＝　（IP十r，　deg　r　＜　deg　P，　and　if　llP－」ρ＊Il＝　0（ε），　then

ll州＝0（ε）．　Therefore　the　polynomial　sequence　p十8（k）converges　to　p＊，　provided　the　starting

fac七〇r　p　is　suMciently　near　p＊．　When・k＝Oand　m＝2this　method　is　just　Bairstow’s　method．

Hereafter　we　denote　p㈹：＝p十s（k）and　q㈹：＝q十t㈹．

　　Now　let　us　consider七he　case　that！is　given　by　a　power　series！（z）＝ΣXe＝o　cle　zk．　Let　R　be　a

fixed　positive　number．　Let！be　analytic　for　l　zl〈Rwith　zerosζ乞，　i＝1，2，．．．ordered　so　that

1ζ11≦…≦1〈ml＜Km＋11≦…，　and　let　ll∫II＝o（1）．　Define　p＊＝H窪1（，2一ζの，　and　let　q＊be

an　analytic　function　such　that　f＝P＊q＊．

　　Suppose　thatζ1，＿，ζm　fbrm　a　cluster　covered　by　a　small　disk　with　the　radiusδ＜Raround

the　origin．　Theh　p＝zm　can　be　regarded　as　a　good　initial　approximation　for　p＊．　In　this　case，

we　can　calculate　8㈹and　t（k）that　satisfy（2）easily　by　setting

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1　　　　　　　　　　　　　　　　n十m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（z）一Σcκノand　q（z）一Σ　CkziC－m．　・　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝O　　　　　　　　　　　　　　　　kニm

Moreover　let
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（z）一Σ・、ノーm＋1　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝m十n十1

then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f＝P＊q＊＝r十P（～十zm＋n＋1ん．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
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Define
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（％）一σ6k）＋σ1k）z＋…＋σ鯉、zm－1，

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t㈹（z）＝准）十71鳶）z＋…＋婿璽1♂一1．

By　comparing七he　coef丑cients　in（2）we　have　the　fbllowing　relations．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・需一1）　　　　　σ6h）　　，。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・侮1）・hk－1）．　σ｛k）一r・　　（1。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・監11……C離一1）　σ鯉、　Cm一、

and
　　　　　　　　　　　　　　　　T6k）　　・1㍍1）・監1！…C綱）　σ6k）

　　　　　　　　　　　　　　　　膏鳶）　　・監‡！・㌫1）…・編）　σik）
　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　＝一　　　　．　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　．　　　，　　　　　　　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　囎1　　c鼎一、c鼎一、・…㌫蓋）　σ鯉1

where　c㌫1）一・m＋ゴ＋づ鳶一1），ゴ≧0．

L・t1／！一Σ毘。躍．　In・a・e・f　m－1，　w・　・an　verify　that　a6k）一一・d、一、／d、、　fr・m（10）and

（11）．Therefore　p（k）＝z＋σ8k）is　just　the　numerator　of　the［1／k－1トPade　approximant　for！

atz＝0．
　　When！is　not　a　polynomial，　we　should　take　account　of　in且uence　of　zM＋n＋1んto　discuss　the

convergence　order　of　the　method．

Theorem　2．4　Let　p＝zM，αnd　let　r，　qαnd　h　be　defined　by（7？αnd（8？．　Let　n＝mK　一1．　if

ll△pll：一llP－P＊ll　一〇（ε），　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l1P（le）一P＊II－0（εk＋1）

　　　　　ムωhere　k＝min（k，　K）．

Proof．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝2）＊9＊＝（p一　Ap）（7＊＝■M（1＊一△P（1＊

and　Ilg＊ll＝0（1），　it　fbllows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll州一〇（ll△pll）一〇（ε）．

From（2）and（9）we　have

　　　　　　　　　　　　　　（P㈹一P＊）q（k）＋（q㈹一q＊）P＊一・（’C）（t（k）一t（k一1））一zm＋n＋1ん．　　（12）

Sinceんis　analytic　for　l2r1＜R，　and　allもhe　zeros　of　p＊lie　in　the　disk　with　the　radiusδ〈R，

ω＝mod（zM＋n＋1ん，p＊）is　well　defined．：Let　u　＝＝（zm＋n＋1ん一ω）／p＊，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zm＋n＋1ん＝W十P＊U．

Substi七uting　it　fbr（12）derives

　　　　　　　　　　　　　　　（P㈹一P＊）q（k）＋（q（le）一q＊＋ψ＊一・㈹（t（んLオ（k－1））一ω．　　　（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



Since　mod（zM＋”＋i，p＊）　＝　mod（（Ap）K＋i，p＊），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llwll　＝＝　llmod（zM＋n＋ih，p＊）ll　＝　o（6K＋i）．

Moreover，　by　Lemma　2．2　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lls（le）（t（k）　一　t（k－i））ll　一　o（61e＋i）．

These　relations　conclude　the　theorem．　D

　　Therefore　the　polynomial　p（k）　approaches　p“，　provided　the　starting　factor　p　is　sulificiently　near

p＊，　and　the　degree　of　q　is　suMciently　large．

3　Validation　for　an　approximate　factor

　　In　this　section　we　show　a　method　to　give　a　validation　for　coeMcients　of　a　factor　obtained　by

the　method　given　in　the　previous　section．

　　Flrrom　（13）　we　have　a　fixed　point　relat　ion　for　p＊．

Theorem　3．1五ε如＝mod（zm＋n＋1ん，p＊）．　lf　q㈹hαs　no　zero8　in　common　with　p＊，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P＊一P㈹一m・d（8（k）（t㈹弓譜一1））一ω，の・　　（・4）

　　Let　p　be　a　set　of　polynomials　So　that　p＊　G　p，　and　let　w　be　a　set　of　polynomials　so　that

ZV　E　W．

Theorem　3．2　Let　l　l　r　ll　＝　O（6）　with　sttffZciently　small　E　〉　O．　if　q　has　no　zeros　in　common　with

any　polynomial　pN　E　p，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p＊　Ep（k）　一　．．d　（：2i（　z－s，gyu＝　x｝｝Ft－2＝一111k）（t（k）　一（ti）k　i））　一　w，p）．　（ls）

Proof．　Since　I　l　t（k）ll　＝＝　O（E），　and　q　has　no　zeros　in　common　with　any　polynomial　pN　E　p，　we　can

assume　that　q（k）　＝＝　q　十　t（k）　has　no　zeros　in　common　with　pN　for　sufficiently　small　6．　Therefore

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m・d（s（k）（t（k）　一　t（le－1　　　　　　　　　　q（k）））一ω，の

is　well　defined．　Substituting　p　for　p＊，　and　w　for　w　in　（14）　derives　（15）　by　the　inclusion　property．

o

　　Therefore　if　we　can　calculate　w，　and　can　also　calculate　s（k）　and　t（le）　that　satisfy

s（k）q（le）　十　t（le）p　＝　s（k）（t（k）　一　t（k’i））　一　w

then
p＊　E　p（k）　：＝　p＋　s（k）．
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　　Now　let　us　consider　a　me七hod　to　calculateω．：Le七

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇　O　…　O　一ao／am

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　O　…　0　一ai／am

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C，＝IO1　…　O　一a2／am

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO…1一α鵬一、／α糀

denotes　the　companion　matrix　of　a　polynomial

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p（z）＝＝ao＋alz＋…＋a．zM　（a．7C　O）．

The　notation　fo　implies　the　vector　（ao，　ai，．．．，a．）T　of　the　coefficients　of　p（z）．

　　The　following　interpolation　theorem　was　established　in　［18］．

Theorem　3．3　Let　p　be　a　polynomial　of　degree　m，　and　get　zi，．．．，z．　be　distinct　zeros　of　p．　Let

gbe　a　rationα1　function　defined　at　the　zi．1ンe痂e　cO〔lfficients（ゾオんe　po伽。禰α♂面e顔ηed吻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　＝　g（Cp）ei，

zuhere　ei　＝　（1，0，．．．，O）T．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v（ii）＝g（zi），　i＝＝1，2，．．．，m．

　　Even　when　some　of　the　zi　coincide，　the　polynomial　v　of　the　above　theorem　is　well　defined

（［18］）．　ln　this　case，　it　represents　the　appropriate　Hermite　interpolant　of　g　over　the　zeros　of　p．

This　implies　that　g　一　v　is　divisible　by　p，　and　hence　v　＝　mod（g，p）．

　　Here　we　shall　use　the　following　notations．　The　matrix　I　A　I　has　elements　10rij　1，　that　is，　absolute

value　of　the　elements　of　A　＝　（cMij）．　The　notation　A　S　B　implies　orij　〈．　6ij　for　every　i　and　2’，

where　B　＝　（5ij）．　We　also　define　10r　1：＝　max．Eor　l　ce　l　for　a　closed　set　or　of　complex　numb　ers．

Theorem　3．4　Let　h　＝＝　2xe＝o　orlexle　with　10rk　l　〈　nk　where　O　〈　n　〈　1．　Let　v　＝　mod（h，p“），　and

let｛）be　the　VeCtOrρノtんe　COef7Cient8ρノV・1アtんe　SpeCtral　radi2LS　6ゾ1（］pl，　denOted　b2ノρ（1（］1）1），　i8

smaller　than　n－i，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　101　Sl　（1　一　nlCpl）一iei．

Proof．　Let　v（k）（z）　＝＝　mod（zk，p＊）．

of　v（le）　by

By　Theorem　3．3　we　have　the　vector　0（k）　of　the　coeflicients

o（k）　．．　（C，．）kei．

Therefore

Since　l　orle　l　〈　opk　for　every　k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　D　一　2　OileO㈹一Σ　or、（（）P・）ke、．

　　　　　　k＝O　　　　　　　k＝O

and　l（］P＊1≦1（；fpl　for　jP＊∈P，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

IDI≦Ση勺（ろ・lke、≦Σ　rfl（：や1んe、．

　　　　　k＝O　　　　　　　　　　　h＝0
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By　the　hypothesis　p（iCp　l）　〈　ep一’，　Zxe．．o　eph　l　Cp　l　k　is　well　defined　（for　example　see　［8］），　hence　we

obtain　the　result　of　the　theorem．　］

　　If　we　define　the　polynomial　v　so　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lfiDl　一：　（1　一　nlCpl）一iei

then　above　theorem　implies　that　v　E　v．　Hence　we　can　obtain　w　by　u］　＝＝　mod（zM＋”＋iv，p）．

There　are　some　estimations　for　the　upper　bound　of　the　radius　of　a　circle　that　includes　all　the

zeros　of　the　corresponding　polynomial　of　I　Cp　l　by　using　the　coeMcients　of　p　（for　example　see

［13］）．　Therefore　if　all　the　zeros　of　any　polynomial　that　belongs　to　p　lie　in　a　small　disk　then　we

can　expect　that　p（ICp　l）　is　also　small．

4　The　algorithm

　　We　show　the　algorithm　to　calculate　a　factor　by　using　circular　arithmetic．　We　denote　a　circular

closed　region　z：＝｛z口之一cl≦a｝by之：＝｛c，　d｝wiもh　cen七er　c＝mid（z）and　radius　d＝rad（z）．

For　a　polynomial　p　＝＝　Z）Z＝o　akzk，　the　notation　mid（p）　gives　the　polynomial　2］）Z．．o　mid（ak）zk．

　　Suppose　that　the　coeflEicients　ck，　O　S　k　S　m　十　n　are　given．　For　k　〉　m　十　n，　we　assume　that

only　the　parameters　M　and　n　that　satisfy　l　ck　1　〈　Mnk－M一”一i　are　given．　Suppose　that　the　radius

6　of　a　disk　around　the　origin　which　includes　m　zeros　of　f　is　also　given．　Then　the　following

algorithm伽ds　a　polynomial　wi七h　circular　coe伍cients　that　includes　a　polynomial　factor　of！．

Algorithm
　　　　Input：　｛ck｝Z＝＋on，　M，　ep，　6，　m，　n，　e，　kmax

　　　　Output：　p（k）

　　　　　　　　　m　　　　p　〈一　z

　　　　r←Σ焉1cん♂

　　　　q←Σ蹴。た♂一m

　　　　P　〈一　（Z　一　｛O，　6｝）M

　　　　s（o）　一　o

　　　　t（o）　一　o

　　　　for　k　＝　1，　2，…　　，kmax

　　　　　　　　compute　s（k）　and　t（le）　such　that

　　　　　　　　　　　　s（le）（q　十　mid（t（k一’）））　十　t（k）p　＝＝　r

　　　　　　　　If　lls（k）　一　s（k一’）11　g　c　then　exit　for　loop

　　　　end　for

　　　　v　一　（1，　z，．．．，zM－i）（1　一　nlCpl）一iei

　　　　w　e　mod（Mzm＋n＋iv，p）
　　　　s（k）　一　mod（ES（ts2S1SS2．iit£；：12L11zk）　（le）　：£？　））　w，p）

　　　　p（k）　e　（p　＋　s（k）　一　s（le））　np

5　Numerical　examples

　　We　implemented　our　algorithm　in　MATLAB　with　INTLAB　package　［14］　which　provides

circular　arithmetic　facilities　for　MATLAB．
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Example　l　Le七

　　　　　　　　　　　　　p＊（z）　＝　　（z－10－3）（z十10－3／2）（z－10－3／4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　z3－7．50×10－4z2－3．75×IO－7z一ト1．25×10一lo，

and　let
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q＊（z）一eX　ll（z－k）rI（2z＋k）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1　　　　　k＝1

Coef丘cients　ck　were　calculated　by　multiplying　the　polynomials　and　the　truncated　polynomial

of　Maclaurin　expansion　of　ex．

　　Parameters　were　m＝3，　n＝12，δ＝10－2，η＝1／2　and　M＝1．　Underlines　show　the

significant　figures　of　coefficients．

p（i）　＝＝　z3　一　｛Z．49994999sO503774　×　lo－4，s．s　×　lo－8｝z2

　　　　　　　　　　一｛3．．Zflg99749990236502　×　10－7，8．4　×　l　o－iO｝i

　　　　　　　　　　十｛1．．24999249996747551　×　10－iO，2．s　×　lo－i2｝，

p（2）　＝＝　x3一｛Z．5QQQQQQ500000027622×lo－4，1．2×lo－iO｝．2

　　　　　　　　　　一｛3．．ZsQQQQQ750000013836　×　10－7，　1．2　×　l　o－i2｝．

　　　　　　　　　　十｛：1．．25QQQQQQ250000004609　×　l　o－iO，4．o　×　l　o－i5｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　p（3）　＝＝　z3一｛Z．f！999999999499999999956×10一‘，1．g×lo一’3｝z2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一｛3．・Z499999999749999999978　×　lo－7，　1．g　×　lo－i5｝z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十｛！．．24999999999249999999993　×　lo－iO，6．3　×　lo－i8｝．

　　These　polynomials　include　p＊，　and　give　sharp　bounds　for　coefficients　of　p＊．

Example　2　Let

　　　　　　　　　　p＊（z）　＝　（z　一　io－3）　（z　＋　11t｝［1－3）　（z　一　！1tliZ［1－3）　（2　＋　！｛tl；2－3）　（i　一　！［tl；一3）．

q＊　is　same　as　that　of　Example　1．　Parameters　were　m　＝　5，　n　＝＝　15，　6　＝　10m2，　n　＝＝　1／2　and

M＝　1．

p（i）　＝　z5一｛Z．Qs330s3316917107×lo－4，1．4×lo－7｝z4

　　　　　　　　　　一｛4，．ZZ128270823418524　×　10－7，2．7　×　lo－9｝z3

　　　　　　　　　　十｛1．．24999249997100176　×　lo－iO，　2．6　×　lo－ii｝z2

　　　　　　　　　　十｛！．．3Q2Q8302080955610　×　lo－i4，1．3　×　lo－i3｝．

　　　　　　　　　　一｛2．．6！Q610812137458　×　lo－i8，2．6　×　lo－i6｝，
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p（2）　＝＝　z5　一｛Z．Q833333083333355294　×　lo－4，1．g　×　lo－iO｝z4

　　　　　　　　　　一｛fl，，．2ZQ833327083334659g　×　lo－7，　3．6　×　lo－i2｝z3

　　　　　　　　　　十｛：L．．25QQQQQQ250000003879　×　l　o－iO，　3．6　×　l　o－i4｝z2

　　　　　　　　　　十｛！．．3Q2Q8333302083337377　×　lo－i4，1．s　×　lo－i6｝．

　　　　　　　　　　一｛2．．6Q41．666604166674751　×　lo－i8，　3．s　×　lo－i9｝，

p（3）　＝＝　z5一｛Z．Q833333333083333333301×lo一‘，2．7×lo－i3｝z4

　　　　　　　　　　’一｛4．．2ZQ833331270833333314　×　10－7，s．4　×　lo－i5｝．3

　　　　　　　　　　十｛！．．2f1999999999249999999994　×　10－iO，s．3　×　lo－i7｝．2

　　　　　　　　　　十｛ww．302083333327　×　lormi4，2．6　×　lo－i9｝z

　　　　　　　　　　一｛2．・6Q4！666666604166666655　×　lo－i8，s．3　×　lo－22｝．

Example　3　Let

　　　　　　　　　　！　　＝　　（sinh（2z2）十sinh（10i）一1）×（sinh（2z2）十sinh（10z）一1．01）×

　　　　　　　　　　　　　　　　（sinh（2z2）十sinh（10z）一1．02）．

This　func七ion　has　21　simple　zeros　inside　the　unit　circle．　They　form　7　clusters，　where　each　clus七er

consists　of　3　zeros．　This　function　was　studied　in［11，15］as　an　example　for　finding　the　center　of

each　clusters．　Their　results　show　that　one　of　the　clusters　is　located　at　z＝8．777826159×10－2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フ

i七contains　3　zeros，　and　its　size　is　O（10－3）．　The　distance　to　the　center　of　the　nearest　cluster　is

abou七〇．32．

　　From　these　results，　we　estimated　the　coeflicients　ck　by　using　the　FFT　with　size　64　at　the　equi－

distributed　points　on　the　circle　with　radius　O．1．　We　estimated　p＊by　using　multiple　precision

arithmetic　in　Mathematica　to　verify　the　numerical　results．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p＊　＝　　z3十7．3711680121192×10－4z2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4．7678119480547×10　一5z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1．1197980731788×10－8．

Parameters　were　m　＝　3，　n　＝　12，　6　＝　10－i，　n　＝＝　O．5　and　M　＝　1．

p（i）
＝＝
z3　十　｛Z．3ZL1．63711670gsl　×　lo－4，　1．6　×　lo－7｝z2

　　　一｛4．．Z6Z8！17678113222　×　10－5，　1．4　×　10－8｝i

　　　一｛1一．．　119Z91197979540　×　lo－8，　4．4　×　lo－iO｝，

p（2）　＝＝　z3十｛Z．3Z1」1，6sQ37116so211×lo－4，s．4×lo－ii｝z2

　　　　　　　　　　　一｛4．．Z6Z8U947678119478　×　lo－5，　4．s　×　lo－i2｝．

　　　　　　　　　　　一｛1．1197981010×10－8，1．6×10－13｝，

p（3）　＝　z3十｛z．3zu6sQ37n6so206×io－4，3．g×io－i2｝z2

　　　　　　　　　　　一｛f1，．Z6Z8：Ll．947678119474　×　10－5，　3．s　×　10－i3｝z

　　　　　　　　　　　一｛！一，．一！1．9Z981197981009　×　10－8，　2．o　×　lo－i4｝．
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6　Conclusions

　　We　discussed　a　method　to丘nd　a　factor　of　an　analytic　functionル）．　A且xed　point　relation　for

a　polynomial　factor　p＊　is　derived．　B　ased　on　this　relation，　an　algorithm　to　find　a　factor　of　f（z）

with　circular　arithmetic　is　proposed．　The　presented　method　finds　good　bounds　fbr　coe缶cients

of　a　factor　in　some　numerical　examples．
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