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Abstract．　ln　this　paper，　we　propose　a　parametric－cost　simplex　algorithm　for　minimizing

a・ihgle　crite・i・n・v・・七h・・efi・ient・et・f　a七・i・bjec七ive　linea・p・・9・amming・P・・blem・W・fU・七

characterize　po七entiaユop七imal　solu．tions　fbr七his　nonconvex　program．　Then　we　show　th．a七a

globally　optimal　solu七ion　can　be　fbund　among七hem　wi七hin　a　fini七e　number　of　pivo七ing　opera一

七ions．　Comp砒a七iona1　results　indica毛es七hat　the　algorithm　is　practical　a　nd　can　solve　fairly　1arge

scale　problems．

Key　words：Op七imiza七ion，　mu1七iple　objective　linear　programming，　ef丑cien七se七，　globaユopti－

mum，　pararne七ric　simplex　aユ9・ri七hm．

The　multiple　．　obj　ective　linear　programming　（MOLP）　involves　the　simukaneous　maxiL

mization　of　more　than　one　linear　obj　ective　functions　on　a　polyhedral　set．　ln　most　cases，

the　objectives　are　in　con且ict　w三th　each　other　and　hence　cannot　all　be　maximized　simul－

taneously．　lnstead　a　set　of　efficient　solutions　is　often　supplied　to　the　decision　maker．　An

eMcient　solution　represents　a　＄ituation　that　no　one　can　impreve　each　of　the　objectives

without　making　at　least　one　of　the　rest　worse．　Since　the　MOLP　emerged　as　a　new　topic

in　the　early　1970s，　the　concept　of　efl｝ciency　has　played　the　central　role　in　the　analysis

and　solution　114，　16］．　The　decision　maker　is　then　required　to　select　a　compromise　from

the　set　of　eMcient　solutions；　however，　it　is　a　rather　troublesome　task　because　the　set　is

usually　enormous　even　if　it　is　only　part　of　the　entire　eMcient　set　［7，　81．．

　　　One　reliable　way　to　reduce　the　decision　maker’s　burden　is　to　optimize　a　single　evalu一’

ation　function　over　the　efficient　set．　This　approach　was　first　proposed　by　Philip　in　1972；

and　he　developed　a　cutting　plane　algorithm　to　search　the　efl｝cient　set　for　a　minimum

point　of　a　linear　evaluation　function　［131．　Since　the　eMcient　set　is　not　a　convex　set，　his

　　＊The　au七hor　was　partly　supported　by　Grand－in－Aid　fbr　Scien七ific　Research　of　the　Japa：n　Society　fbr

the　Promotion　of　Science，　Grant　No．　（C）（2）　11650064．
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problem　belongs　to　multiextremal　global　optimization　19，’101．　ln　the　framework　of　global

optimization，　several　promising　algorithms　have　been　proposed　so　far　［2i3，　4，　5，　151．

　　　An　important　special　ca8e　of　Philip，s　problem　is　to　minimize　a　speci丘ed　one　of　the

obj　ective　functions．　lts　uses　in　multiple　criteria　decision　making　are　discussed　in　［4，　6，

12，17】．Solving　this　proble皿，　one　can　determine　the　range　of　values　that　the　objective

function　can　achieve　on　the　eflicient　set．　With　the　help　of　this　information，　the　decision

maker　can　set・　goals　appropriately，　and　evaluate　the　utility　of　the　obj　ective　function

yalues　at　individual　eMcient　solutions．　lf　the　range　is　very　narrow，　he　may　decide　that

the　objective　can　be　neglected．

　　　In　this　paper，　we　will　concentrate　on　the　tricriteria　case　and　propose　a　parametric－

cost　simplex　algorithm　for　minimizing　one　of　the　three　objective　functions　over　the

e伍cient　set．　As　shown　in［司，　the　parametric　simplex・algorithm　can　serve　as　a　practical

method　for　searching　the　entire　eMcient　set　of　a　biobjective　linear　program．　ln　the

tricriteria　case，　however，　the　efficient　set　is　too　large　to　search　entirely．　We　then　exploit

the　fact　that　the　evaluation　function　is　one　of　the　objectives，　and　narrow　down　the　set

of　efficient　solutions　that　can　provide　an　optimal　solution．　We　refer　to　such　an　eMcient

solution　as　an　marginally　efiicient　solution．　ln　Sectiop　2，　we　will　characterize　the　set

of　ma■ginally　e伍cient　solutions　of　the　gen．eral　MO：LP．　Section　3　will　be　devoted　to　the

algorithm　br　generating　a　sequence　of　margin訓1y　e伍cient　solutiqns．　We　will　show　that

the　algotithm　terminates　within　a　finite　number　of　simplex　pivoting　operations　and

yields　a　globally　optimal　solution．　ln　Section　4，　we　will　report　computational　results　of

testing　the　proposed　algorithm　on　randomly　generated　problems．’

2．　Structure　of　the　Problem

Let　us　consider　a　multiple　objective　linear　program：

MP
‘Maximize’　z＝＝　Cx

subject　to’　Ax　＝b，　x）　O，

where　A　E　IRM　X”，　b　E　IRM，　C　E　BP　X”　and　rank　C　＝p　S　n．　We　assume　that　the　feasible

set

X　＝　｛x　E　IR”1Ax　＝＝　b，　x　）　O｝

is　nonempty　and　bounded．

simplicity：．

We　also　impose　a　nondegeneracy　assumption　on　X　for

Assumption　2．1．　The　coefliicient　matrix　A　has　fu11　row　rank．

of　［A，　b］　has　full　rank　if　the　corresponding　’submatrix　of　A　has．

Any　subset　of　columns

　　　The　purpose　of　MP　is　to丘nd（some　or　all）feasible　poin鈴that‘Maximize，　the　criterion

vector　z，　where　the　meaning　of　‘Maximize’　is　to　make　z　nondominated　by　other　feasible
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　　　　　　　　　　　　　ヨ

Crlte■10n　VeCtOrS．

such　that

More　precisely，　if　X　is　a　solution　of　MP，　there　do　es　not　exist　an　x　E　X

　　　　　　　　　　Cx≧CX　and　Cx≠CX・　　　　　　　　　（2・1）、

We　refer　to　such　a　point　X∈Xas　anε卿。2翻or　Pα剛。（｝ptimal　solution　of　MP，　and

denote　by　XE　the　set　of　all　X，s．　Our　problem　is　not　MP　itself　but　to丘nd　an　e伍cient

solution　x＊that　minimizes　a　speci丘ed　criterion　2　i；cix　iII　the　usual　sense，　where　ci

deno　te　the　ith　row　of　C．　Therefbre，　the　problem　can　be　writ七en．　as　follows：

　　　　　　　　　　　　の　　　　ロ　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　mlnlmlze　麹＝C2X
　　　P
　　　　　　　　　　　subjec七to　x∈XE．

2．1．　D．c．

Let

REPRESENTATION　OF　THE　EFFICIENT　SET

　　　　　　　　　Y　＝：　X　十　｛d　E　IRn　l　Cd　S　O，・　Cd　＃　O｝．

We　see　from　（2．1）　that　each　y　E　Y　is　dominated　by　some　x　E　X．

Y，　we　can　express　the　efficient　set　XE　as

　　　　　　　　　　　　　（2．2）

By　means　of　this　set

　　　　　　　　　　XE　・＝　X＼y：　　　『．　　　　　　　　（2．3）

Since　the　second　term　of（2．2），　called　the　cn’terion　cone，　is　convex　polyhedral，　y　is　a

convex　subset　of　R”．　Hence，（2．3）impl五es七hat　the　feasible　set　of　P　is　not　a　convex　se七in

general　but　a（乳。．　set（difference　of　two　convex　sets）．．Problems　of　this　kind，　called（孟。．

pπ）grams，　can　have　multiplO　lo　cany　optimal　solutions，　many　of　which　fail　to　b　e　globally

optimal［9，10］．

　　　：Le七11s　denote　by　3　the　set　of　optimal　solutions　of　a　problem：

　　　　　　　　　　　　の　　　　　ロ　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　mmlmlze　之重＝cZX

　　　　　　　　　　　subject　to　x∈X．

If　3∩y・＝¢，　then　any　x∈3i6　an　optimal　solution　of　P；we　can　obtain　it　using　the

simplex　or　in．terior－poi皿t　aユgorithm．　To　exclude　such　a　trivial　ca8e，　we　assume　hereafter

that

　　　　　　　　　sny＃¢．　・　（2．4）
Under　this　condition，　it　is　known　［10］　that　any　d．c．　program　has　at　least　one　globally

optimal　solutiOn　in　the　intersection　of　aY　with　some　edge　of　the　polytope　X，　where　5’・

denotes　the　set　of　relative　boundary　points．　ln　addition　to　this，　since　the　eMcient　set　XE

is　a　connected　subset　of　OX　［14］，　problem　P　must　have　a　globally　optimal　solution　on

some　eMcient　edge　or　extreme　point．　ln　fact，　we　have　the　following，　which　was　proved

by　Benson　（Theorem　4．5　in　［2］）　for　problems　of　minimizing　a　general　linear　function：

3



Lemma　2．1．　A　mong　effcient　extreme　points　of　X　exists　a　globally　optimal　sol’ 浮狽奄盾氏@x“

of　P．

　　　In　our　problem　P，　the　objective　functien　is　a　component　of　the　criterion　vectot

z　＝＝　Cx．　Exploiting　this　special　structure，　we　can　strengthen　Lemma　2．1．　To　do　this，

however，　we　need　some　preliminaries．

2．2．　MARGINALLY　AND　INTERNALLY　EFFICIENT　EXTREME　POINTS

For　any　constant　vector　AO　E　IRP　X　｛e｝，　let　us　consider　a　composite　linear　program

associated　with　MP：

　　　　　　　　　　　maximize　z（AO）＝＝AOCx
　　　Q（Ao）

　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X．

Since　X　is　bounded，　the　obje．　ctive　function　attains　its　maximum　at　some　extreme　point，

say　xO，　of　the　polytoPe．　By　Assumption　2．1，　the　point　xO　corresponds　to　a　unique

basis　matrix　B∈R脚・f　A．　Le七u・dec・mp・se　A，　C　and　x　acc・rdibgly　int・［B，N】，

［CB，　C　N］　and　（xB，xN）．　Then　we　can　write　the　optimal　dictionary　of　Q（AO）　as　follows：

　　　　　　　　　　　xB　：b－AxN

　　　　　　　　　　　zU一一一一AOcB5’；’Aoex．，　・　（2．5）

where

　　　　　　　　　．5，．Brib，　A＝B－iN　e＝＝CN－CBA．

Each　factor　of　the　relative　profit　AO　C　is　either　zero　or　negative　in　（2．5）．　From　the

optimality　condition　in　1inear　programming　lll，　the　point　xO　is　optimal　for　Q（A）　as　well

if　AC　is　nonpositive，　in　other　words，　if　A　belongs　to　a　polyhedral　cone：

　　　　　　　　　　A［Bl　＝｛A　E　IRP　l　Ae　S　O｝．

　　　For　any　A　4　O，　problem　Q（A）　has　a　n　optimal　solution．　Therefore，　the　whole　space

of　A　except　the　origin　is　completely　covered　by　a　finite　number　of　polyhedral　cones

A［B（k）1’s，　where　B（k）’s　are　feasible　bases　of　X．　Moreover，　we　have　the　following：

Lemma　2．2．　Let　r　denote　the　number　of　feasible　bases　of　X．　Then　｛A［B（k）1　l　k　＝

1，．．．，r｝　is　a　partition　of　R’　X　｛O｝，　i．e．，

　　　　　　　　　　UA［B（k）］＝IRPN｛O｝　・　（2・6）
　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　intA［B（k）lnintA［B（e）］＝to　ifk76e．　，　．　（2．7）

where　int・　represents　the　interior．’
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Proof：　We　have　already　seen　（2．6）．　Let　us　prove　（2．7）　by　assuming　the　contrary．　Let

X　be　an　interior　point　of　both　A［B（k）’」　and　A［B（e）］．　Associated　with　B（k）　and　B（e）　are

different　dictionaries　of　Q（X），　where　the　relative　profits　are　respectively

XC（k）　〈O　and　）t’C（e）　〈　O．

These　inequalities　imply　that　each　basis　uniquely　determines　an　optimal　solution　of

Q（X）．However，　this　can　never　happen　unless　the　optimal　solution　is　degenerate．　一

Su，ppose　that　A［B（k）］　shares　a　face　defined　by　AeZk）　：O　with　A［B（e）1　for　e　7E　k，　where

eZk）　denotes　the　］’th　column　of　C（k）．　Then　we　can　obtain　B（e）　from　B（k）　in　a　single

pivoting　operation；　we　need　only　to　replace　some　column　of　B（k）　by　the　」’th　column　of

N㈹．We　saγthat　B㈹isα｛加。εη伽B（のin　this　case．　The　extreme　points　xk　and　xe

associated　with　adjacent　bases　B（k）　and　B（e）　are　also　adjacent　op　X　with　some　edge．

　　　It　is　well　known　［14］　that　xO　E　X　is　an　efficient　solution　of　MP　if　and　only　if　xO　is

an　optimal　solution　of　Q（AO）　for　some　AO　〉　O．　Therefore，　from　（2．6），　the　extreme　point

xk　associated　with　B（fe）　is　efficient　if　and　only　if　the　cone　A［B（k）］　intersects　the　positive

・rthan罵＝｛き∈Rp　1λ刈・we　classi取such　e伍cient　extreme　p・in七s　xk’s　int・tw・

families：

De丘nition　2．1．　Extreme　point　xk　of　X　is翻εmα鞠ejeicient　（αゐbr．　i。　e．e．ノiff

A［B（k）】⊂正馨．

Extreme　point　xfo　of　X　is　marginally　ej6Ecient　（abbr．　m．　e．e．？　iff

A［B（k）1　¢　IR4　and　A［B（le）］nIR4　＃¢．

．Note　that　some　of　extreme　points　adj　acent　to　an　m．e．e．　point　might　be’inefiicient　while　all

extreme　points　adjacent　to　an　i．e．e．　point　are　eMcient．　We　are　now　ready　to　st，rengthen

Lemma　2．1．

Theorem　2．3．　A　mong　marginally　efiicient　extreme　points　of　X　etists　a　globally　opti－

mal　solution　x“　of　P．

Proqf：：Let　xたbe　an　arbitrary　i．e．e．　point．　By　de丘11ition，　xたis　optimal　for　Q（λ）if　and

only　if　A　E　A［B（k）1　：｛A　E　IRP　l　Ae（k）　S　O｝　c　IR4．　Consider　a　problem　Q（一一ei）　of

minimizing　c3x＝e℃x，　where　e2∈正tP　is　the　ith　unit　vector．　The　relative　profit－b℃（le）

of　Q（一一一ei）　with　respect　to　B（k）　has　at　least　one　positive　factorl　since　一ei　¢　A［B（k）］．　This

implies　that　there　is　an　extreme　point　xe　of　X　adj　acent　to　xk　such　that　cixe　〈　cixk．　Since

xk　is　internally　efficient，　xe　is　eMcient　and　hence　belongs　to　XE．　By　the　arbitrariness　of

xk C　no　i．e．e．　points　can　be　optimal　for　P．　Then　we　see　from　Lemma’2．1　that　a　globally

optimal　solution　of　P　exists　among　m．e．e．　points．　一
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　　　Any　A　E　IR4　can　be　normalized　so　that　the　components　add　up　te　one．　Therefore，

if　We　choose　aλappropriately　from△＝｛λ∈正璋1Σ蓼＝1凡翻1｝，　any　e伍cienもextreme

point　of　X　will　be　given　as　an　optimal　solution　of　Q（A）．　As　Theorem　2．3　suggests，

however，　we　need　not　search　for　an　optimal　A　every　nook　and　cranny　but　only　part　of

A　along　its　relative　boundary．

3．　Parametric　Algorithm　for　the　Tricriteria　Case

On　the　basis　of　the　observation　in・Section　2，　we　will　develop　an　algorithm　for　solving

problem　P　with　tricriteria．

　　　In　the　case　of　p　＝　3，　composite　linear　programs　to　b　e　considered　are　of　the　form：

　　　　　　　　　　　maximize　z（A）＝Aicix＋A2c2x＋A3c3x
　　　（g｝（A）

　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X，

where

AE　A　＝＝　｛，｝L　E　IRilA，　＋　A，　＋　A，　＝1｝．

As　we　have　seen，　Q（A＊）　provides　an　optimal　solution　x＊　of　P　fbr　some　A’　E　A．　Since　A

is　a　two－dimensional　simplex，　we　can　find　a　A’　by　searching　A　only　aJong　its　three　edges．

’in　the　first　stage　of　this　search，　we　so1ve　Q（A）　parametricaJly　by　changing　the　value　of

）t　from　（1　一　2　E，　E，　E）　to　（E，1　一一　2　e，’E）　for　sufficiently　small　number　E　〉　O，　and　evaluate　the

value　of　ii　一ny一　cix　at　the　encountered　m．e．e．　points．　Similarly，　we　carry　out　the　second

and　third　stages，　where　the　value　of　A　is　changed　from　（6，1　一　2　E，　E）　to　（E，　E，1　一一　2E），　and

from　（E，　e，1　一一　2E）　to　（1　一　2　E，　E，　E）．　ln　this　section，　we　will　show　that　each　of　these　three

stages　can　be　done　in　almost　the　sa皿e　manner　as　the　parametric－cgst　simplex　algorithm

for　linear　programs　with　a　single　parameter　（see　e．g．　［1］）．

3．1．　IFIRST　STAGE　OF　THE　SEARCH

In　the　first　stage　of　the　seatch，　we　solve　the　linear　pro　gram　Q（1　一一E一一一　pa，pa，　E）　as　increasing

the　value　ofμfrom　doユーe．　The　nu．mber　E　is　positive　and　sufficien七ly　small，　but　need

not　be　fixed　beforehand．

　　　Let　xO　be　an　optimal　basic　solution　of　Q（1　一一　E一　psO，paO，E）　and　B　its　associated

basis，　where　paO　E　［E，1　一　E］．　We　assume　that　the　cone　A［B］　has　a　nonempty　interior　and

intersects　a　boundary　edge　（1，0，0）一（O，1，0）　of　A．　This　implies　Phat　xO　is　an　m．e．e．　point．

The　dictionary　of　Q（1　一　E　一　paO，　psO，　E）　with　respect　to　B　is

　　　　　　　　　　　｝繋二錘）c踊＋，cあ】L＋【（、r，一．pa）C・＋μ6・＋EC・］XN．（3・・）

Hence，　A［Bl　is　defined　by　the　system　of　inequalities：

（1一・一μ）弓＋μ考＋6ξ≦o，ゴ∈」N， （3．2）
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where　JN　denotes’the　index　set　of　nonbasic　variables．　Let

　　　　　　　　　　αゴ＝考一弓，角＝考畷，ゴ∈「」N，

and　let

　　　　　　　　　　」＝｛ブ、∈州βノ＞o｝，■＝｛ゴ∈」N　1βゴ＜0｝・

If　7　＝＝　to，　then　（3．2）　holds　for　a11　pa　）　paO．’　ln　this　case，　we　terminate　this　stage　and

proceed　to　the　next，　where　we　can　use　xO　as　the　starting　m．e‘e．　point．　Similarly，　（3．2）

holds　for　all　pa　“〈．　paO　if　l　＝＝　O．

　　　Assurning　」　4　¢，　let　us　define

　　　　　　　　　　：／（，［），　；一　：axi”i一一一Egll［：2．11．］，iSl’　・1　ll　，E　：／｝，，　）（3・3）

where　1E1（E）　is　’understood　te　be　一一〇〇　if　Z　＝．¢．．　Then　（3．2）　reduces　to　．i．L一（e）　fEI　iL　fS　P（e）．

Note　that　the　interval［Z（E），ia（ε）］hasμ。　and　ah　interior　point．且ence，　x。　remains　ah

optimal　solution　of　Q（1　一一　E　一一一　pa，　pa，E）　as　long　as　pa　lies　on　［tl！（E），JiT（e）］．　Once　pa　exceeds

P（E），　however，　the　optimality　condition　（3．2）　will　be　violated　at　some　3’　E　7．　To　obtain

an　alternative　optimal　basis，　we　have　to　identify　a　2’　E　7　that　attains　the　miniMuM　in

（3．3）．　Let

’　」・　＝＝　a・gmax｛∂粥ゴ∈7｝，’」a　・＝　a・g一｛αゴ／卿∈」。｝．

Le；nma　3．1．　Let　s　E　」．．　There．　is　a　number　6＞O　such　that

　　　　　　　　　　（a，e＋c一．i）／6，〉（a，・E＋E；・）／6，・，　VEE（O，6），　（3．4）

forεαcんゴ∈」＼」．．

Proof：　Let　7NJ．　partition　into　7XJ．　a：nd　Jr．’ w　J．．　lfl’　E　J”．X，J．，　then　El／6．　＝　E／／／6」　and

α3／β8＞αゴ／βゴby　definition；hence（3．4）holds　for　all　6；＞0．　Suppose　thatゴ∈；ア＼」。．

Then　we　have

　　　　　　　　　　c’，’／，3，　一一一　E｝／，3」＞O．・　（3．5）

If　or．／0，　）　a，・／6，・，　then　（3．4）　is　obvious　for　all　6　〉　O．　Otherwise，　it　follows　from’（3．5）

that　there　is　a　number　6」　〉　O　such　that

　　　　　　　　　　（α8／β昌一αゴ／βゴ）ε＋（弓／β8一弓・／βゴ）＞0，　∀E∈（0，δゴ）・

Therefore，　letting　6　＝　min｛6，・　1］’　E　7　X　」．　s．t．　（y，／P，　〈　dvj／6，・｝，　we　have　（3．4）　for　every

2’　E－i’
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　　　Lemma　3．1　implies　that　pt（E）　is　attained　at　each　s　E　」．’　when　E　is　sufficiently　small．

If　」．　is　a　singleton，　we　can　obtain　an　altemative　basis　B’　adjacent　to　B　by　a　single

pivoting　operation：　we　exchange　a　column　of　N　indexed　by　s　G　」．　for　a　column　of　B，

which　is　uniquely　determined　under　Assumption　2．1．　The　resulting　basis　B’　generates

an　m．e．e．　point　because　A［Bl　and　A［B’］　share　a　closed　line　segment：

　　　　　　　　　　｛，＞t　E　IR3　1．），L　：（1　一一一　c一　il］i（E），iEi（e），E），　e　E　IO，　61｝，

which　intersects　the　b6undary　edge　（1，0，0）一（O，1，0）．　Also，　we　can　easily’　check　from

（3．4）塩at　intA［B’1≠の．　If　」を　contains　more　than　one　index，　however，　prob16m　Q（1－6－

pi（E），pt（6），6）causes伽Z吻eηεmc跡We　need　some　additional　procedures七〇continue

this　stage．

3．2．　PROCEDURES　AGAINST　DUAL　DEGENERACY

The　relative　profit　factors　of　（3．1）　at　tL　：7i（E）　with　E　E　（O，6）　satisfy

　　　　　　　　　　［1一ε一ア（∈）1∂｝＋a（・）考＋6礁Of・reachゴ∈」α

　　　　　　　　　　【1一←7z（の1弓＋a（E）∂3＋・弓〈O　f・reachゴ∈」N＼」α．

Hence，　the　solution　set　of　Q（1　一　E　一一　］iT（E），71（E），E）　is　given　by

　　　　　　　　　　F（J．）　：Xn｛x　E　IR”lx」　＝　O，　2’　E　JN　Va｝，

which　is　a　I　J．　1－dimensional　face　of　X　and　can　contain　more　than　two　m．e．e．　points　to　be

tested　for　optimality　if　I　J．1　〉　1．　ln　practice，　however，　we　need　only　to　test　the　solution

of　a　linear　program：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　る

　　　　　　　　　　　mlnlmlze　2重rcZX
　　　P（」．）

　　　　　　　　　　　subject　tO　X∈F（」．）．

：Let　x：αdenote　the　vector　of賜，ゴ∈」α，　and　Nα　the　corresPonding　submatrix　of　A．　Then

P（」α）is　essentially　a　problem　with　variables（xB，xα）constrained　by

BXB十NaXa＝b，　XB’20，　Xa　20・

By　Assumption　2．1，　this　system　has　no　degenerate　basic　solution，　since　［B，N．，bl　is　a

subset　of　columns　of　［A）b］．　This　implies　that　P（J．）　can　be　solved　in　a　finite　number　of

the　usuql　simplex　pivoting　operations　［1］．

　　　After　solving　P（」．），　we　have　to　escape　the　dual　degenerate　face　F（J．）．　For　this

purpose，　we　next　solve

　　　　　　　　　　　maximize　w＝（c2－ci）x
　　　R（Ja）

　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　F（」．）．
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Sinc　e　the　feasible　set　is　again　F（」．），　we　can　compute　an　optimal　solution　x’　and　basis

B’　in　a　finite　number　of　pivoting　operations．　Let　us　decempose・A，　ci　and　x　accordingly

into　［B’，N’1，　（cS，，cN，）　and　（xBt，xNt），　respectively．　Also，　let

　　　　　　　　　Ei一一一cN，一cB，［B’］””iN“，　i＝1，2，3．

Then　we　have

　　　　　　　　　g，2，　一一　6，i．　s｛　o，　」’E」rNtn（」Bu」．），　（3・6）

where　JAr，　is　the　index　set　of　xNt．　Moreover，　the　follewing　holds　for　E　E　（O，6）　because

x’　remains　a　dual　degenerate　optimal　solution　of　Q（1　一一　E　一　7i（E），P（e），E）：

　　　　　　　　　Il；：＝募1：綴ll‡麟＝1器鍬：’1翻｝（3・7）

　　　As　before，　letting

　　　　　　　　　α1＝弓一ε｝，拷＝ε1一弓，ゴ∈」N’，　　・

we　de丘ne

　　　　　　　　　lll：麟欄糠1：｛　　｝（3・8）

where

　　　　　　　　　＝ア＝｛ゴ∈JN，1βS‘＞0｝，　2：’＝｛ゴ∈．　Jハ・’1拷〈0｝．

Note七hat　■’≠の．　Sillce　the　pro丘t　Vec七〇r　c2－cl　is　linearly　independent　from　thht　of

Q（1一一・　E一　P（E），ア（E），∈）if　E＞o，　at　Ieas七〇ne　inequality　i＝n（3．6）holds　strictl：Y．　Ifア・＝の，

then　．we　set　”s’i’（E）　to　be　十〇〇．

Lemma　3．2．　Let　6　denote　the　number　defined　in　Lemma　3．1．　Thent

　　　　　　　　　71i］（E）＝：1！i！li’（E）〈7］i’（E），　VE　E（O，6）．　・　（3．9）

Proof；　lt　follows　from　（3．7）　that

　　　　　　　　　P（E）＝　一一（aS・E＋b）16；一　for　each］’E．1’n（」B　U　J．）

　　　　　　　　　7i（e）　〉　一一（cvS・e十　E・）IP；・　．　for　each　］’　G　2L’　×（JB　U　el．），

which　proves　the　equality　in　（3．9）．　We　obtain　the　inequality　from

　　　　　　　　　万（E）＜一（CYS・E＋弓）／β掬r　eachゴ∈ア三ア＼（」B　U」の，

by　n・tingア∩（」B　U」α）篇の．
1

We　see　frem　（3．9）　that　the　cone　A（B’1　has　an　interior　point　and　intersects　the　bound一

ary　edge　（1，0，0）一（0，1，0）of△。

　　　　　　　　血．e．e．　pomt．

Therefore，　the　optimal　basis　B’　of　R（J．）　defines　an
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3．3．　ALGORITHM　DESCRIPTION

The　second　and　third　stages　of　the　search　are　similar　to　the　first　one．　The　rest　to　be

discussed　is　how　to　find　an　initial　m．e．e．　point　for　the　first　stage．　This　can　also　be　done

by　solving　a　linear　program　parametrically．

　　　Consider　a　composite　linear　program　Q（1　一　2E，　E，　E），　i．e．，

　　　　　　　　　　　maximize　cix十6（c2十。3－2ci）x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．10）

　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X，

We　solve　this　problem　parametrically　as　increasing　the　value　of　E　from　zero．　The　feasible

basic　solution　first　encountered　forε＞Ois　a皿m．e．e．　point　alld　can．　be　us．ed　as　the

starting　point　in　the　first　stage．

　　　Let　us　summarize　the　algorithm：

algorithm　MIN．CRITERION．

begin
　　　solve　（3．10）　parametrically　until　an　m．e．e．　point　xO　is　found；

　　　（X’7　Z，“・）：＝　（xO7　cixo）；　．
　　　let　B　and　N　denote　the　basis　and　nonbasis　of　A　associated　with　xO；

　　　compute　the　relative　profit　Ct　with　respect　te　B　for　each　i　一一一　1，2，3；

　　ル8オ＝＝c1；

　　　rep　eat

　　　　　setαゴ：翼～蓼一弓andβゴ：＝～考一～三｝for　eachゴ∈JN；

　　　　　」：＝＝｛ゴ∈Jvlβゴ＞0｝；

　　　　　SEARCH－EDGE；

　　　　　temp・＝Cユcl：＝　C2；C2・＝C3；C3：＝temp

　　　until　C1篇プirst

end；

procedure　SEARCH－EDGE．

begin

　　while　7　i　O　do　begin

　　　　　J．　：＝　arg　max｛e　／6j　I］’　E　Jf｝；　」．：：arg　max｛aj／fiM　］’　E　」．｝；

　　　　　if　I　Ja　l　＝　1　then　begin

　　　　　　　　perform　a　pivoting　operation　which　brings　a　column　of　N　indexed　by　s　E　」．

　　　　　　　　into　B；

　　　　　　　　update　xO　according　to　the　new　partition　［B，N］　of　A；

　　　　　end

　　　　　else　DEGENERACY；

　　　　　if　cixO　〈　z，＊・　then　（x“，z，’・）　：＝　（xO，cixO）；

　　　　　compute　the　relative　profit　Et　with　respect　to　B　for　each　i　’一一一一　1，2，3；
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　　　　　　setαゴ：＝～三ジーδ｝andβゴ：・＝δ多一弓fbr　eachゴ∈JN；

　　　　　　；1　：＝　｛2’　E　JN　16」　〉　O｝；

　　　end；

end；’

書

procedure　DEGENERACY．
begin
　　　compute　a［n　optimal　basic　solution　xO　of　P（J．）；

　　　if　cixO　〈　z，＊・　then　（x“，　z，＊・）：＝　（xO，cixe）；

　　　compute　an　optimal　basic　solution　xO　of　R（」．）；

　　　update　the　partition　［B，N］　of　A　according　to　xO；

end；

Although　the　algoritim　requires　one　to　process　a　number　of　linear　programs，　we　need

not　solVe　all　of　them　from　scratch．　lf　B　is　an　optip　tal　basis　of　the　preceding　linear

prog：ra血，　it　is　also　a　fbasible　basis　of　the　current　one；hence　B　would　recover　optimality

within　a　fewer　pivoting　operations．　lt　is　also　worth　noting　that　the　minimum　values

of　a11　criteria　zi　一一・＝　cix，　i　一一一一　1，2，・3，　can　be　computed　simultaneously　if’ 翌?@update　three

’incumbents　z，＊・，i　一一一：　1，2，　3，　appropriately　in　the　algorithm．

Theorem　3．3．　The’　algorithm　MIAX－CRZTERION　terminates　within　a　finite　number　of

卿・t吻operati・ns　ana　yields　a　9励磁（）ptimα1　S・傭・n　x＊（ガP。

Proof：　ln　each　of　the　three　stages，　the　pro　cedure　SEARCHEDGE　generates　a　sequence

of　adjacent　bases　B（1），　B（2），＿，such　that　the　associated　cones　A［B（k）］’s　cover　a　bou皿d－

ary　edge　of　A．　Some　of　B（k）’s　might　be　dual　degenerate　and　define　cones　with　empty

interior．　However，　the　procedure　DEGENERACY　tests　them　for　optimality　and　pro一一

vides　a　nondegenerate　basis　in　a　finite　number　of　pivoting　operations．　Since　each　edge　of

A　has　a　finite，　length，　we　see　from　（2．7）　in　Lemma　2．2　that　the　number　of　nondegenerate

B（k），s　is丘nite．　Thus，　the　algorithm　inspects　all　bases　that　de丘ne　m．e．e．　points　in　a伽ite

number　of　pivoting　operations．　The　output　x＊　of　minimum　value　is　a　globally　optimal

solution　of　P　by　Lemma　2．3．　1
4．　Computational　Results

We　will　report　computational　results　of　testing　the　algorithm　MIN－CRITERION　on

randQmly　generated　problems　in　this　section．

　　　The　feasible　set　XE　of　each　test　problem　was　the　efficient　set　of　a　triobjective　linear

program：

　　　　　　　　　　　謙i甑；豊瞥　　　　．（4・i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11



Table　4．1．　Average　nurnber　of　pivoting　operations．

mxd preprecess stage　1 stage　II stage　III totaユ

80　×　100

120　×　100

130　×　150

170　×　15e

180　×　200

220　×　200

126e9

194．0

256．5

274．5

382．9

435．8

139．4

151．8

242．1

242．0

298．6

347．7

126．0

151．2

200．8

255．3

323．8

343．0

124．3

135．2

215．7

174．8

255．1

316．2

516．6

632．2

915．1

946．6

1260

1443

Table　4．2．　Average　CPU　time　in　seconds．

m　xd preprocess stage　1 stage　II stage　III tota1

80　×　100

120　×　100

130　×　150

170　×　150

1se　×　200

220　×　20e

3．152

12．31

21．38

42．68

71．oe

131．7

5．720

14．94

32．07

56．34

84．37

150．7

5．201

14．66

26．60

58．79

91．65

148．1

’5．152

13．33

28．61

40．72

72．63

136．7

19．23

55e24

108．7

198．5

319．7

567．2

where　AL∈正tm×d，　b∈Rm　andざ∈］R4，　i＝1，2，3．　All　data　of　ei’s　and　A，　were’drawn

randomly　from　integers　uniformly　distributed　on　the　interval　［1，100］；　and　those　・of　b

were　fixed　at　100．　The　size　of　（m，　d）　ranged　from　（80，100）　to　（220，　200）．　lf　we　intro　duce

slack　variables，　（4．1）’reduces　to　MP　of　size　（m，n，p）　＝　（m，　d　十　m，3）；　hence　（m，　n）・was

between　（80，180）　and　（220，420）．　For　each　（m，　d），　ten　bounded　instances　were　selected

and　composed　a　subclass　of　P：

　！“！“一！L”　ei　　　　　　　　　　zi　’一一一：　cTxmlmmlze
subject　to　x　E　XE．

（4．2）

The　algoritim　MIN．CRITERION　was　．coded　in　double　precisien　C　language　and　solved

（4．2）　on　a　Unix　workstation　（HyperSPARC，　150MHz）．

　　’Table　4．1　shows　the　average　numbers　of　pivoting　operations　taken　in　three　stages　（1，

ll　and　III）for　each　size（m，の．　It　also　contains　the　number　spent　fbr　solving（3．10）

（preprocess）　and　the　total　（total）．　Table　4．2’shows　the　average　CPU　times　in　seconds，　in

the　sa皿e皿a皿ner．　We　can　roughly　estimate　that　preprocess　indicates　the　computational

time　needed　for　solving　a　linear　program　of　size　（m，　d）．　According　to　this　estimation，

the　tables　tell　that　the　algorithm　MIN－CRITERION　solves　a　randomly　generated　class
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Table　4．3．　Relat　ive　frequency　of　finding　x’．

　1“　fil
mln　c’x

　！“　A2
mm　c’x

　：“　A3
mln　c　　　　　x

mxd stage　1 II　III stage　1 II　III stage　1 II　III

80　×　100

120　×　lee

130　×　150

170　×　150

180　×　200

220　×　200

e．s

O．3

0．4

0．2

0．5

0．2

O．3

0．7

0．5

0．8

0．5

0．8

O．2

0．o

O．1

0．o

o．o

o．o

O．5

0．6

0．4

0．6

0．7

0．4

O．2

0．1

0．1

0．2

0．2

0．2

O．3

0．3

0．5

0．2．

O．1

0．4

O．7

1．O

O．9

0．8

0．6

0．8

O．2

0．o

O．1

0．2

0．3

0．2

O．1

0．o

e．o

o．o

O．1

0．o

（4．2）　in　almost　the　same　computational　time　as　needed　for　solving　four　linear　programs．

　　　Table　4．3　shows　the　relative　frequency　of　finding　the　output　x’“　in　each　stage．　We　see

from　it　that　each　of　the　three　stages　can　provide　optimal　solutions　whichever　criterion　is

minimized　in　（4．2）．　Therefore，．we　can　never　omit　any　stages　to　obtain　a　globally　optimal

solut　ion　of　P．

　　　Since　all　the　test　problems’were　nondegenerate，　the　performance　ef　the　procedure

DEGENERACY　is　still　open．　Hen．ce，　we　cannot　make　a丘nal　cohclusion　about　the

computation．al　properties　of　the　algorithm　MIN．CRITERION．　However，　it　would　serve

as　a　practical　approach　to　global　optimization　at　least　for　degeneracy－free　problems．
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