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Abstract．　On　the　ba，sis　of　Soland’s　rectarigular　branch－and－bound，　we　develop　an　algorithm

for　minimizing　a　product　of　p　（〉一　2）　affine　functions　over　a　polytope．　To　t　ighten　the　lower

bound　on　the　value　of　each　sllbproblem，　we　install　a　second－s七age　bounding　procedure，　which

requires　O（p）addi七iona1七ime　in　each　itera七ion　bu七remarkably　reduces七he　number　of　branch－

ing　operations・Colnpu七ationaユresul七s　indica七e　that七he　algori七hm　is　practical　if　p　is　less七han

15，bo七h　in伽dillg　an　exact　oP七imal　solution　and　a　n　apProximate　solution．

Key　words＝Global　optimiza七ion，　nonconvex　op七imiza七ion，1inear　multiplicative一　Program－

ming，　brallch－and－bound　algorithmラcon七inuous　knapsack　problem．

1．　lntroduction

In　this　paper，　we　will　describe　an　algorithm　for　linear　multiplicative　programming，　i．e．，

minimization　of　a　product　of　p　（）　2）　affine　functions　over　a　pol：　tope　［14，　15，　17］．　ltis

known　that　a　product　of　aMne　functions　need　not　be　（quasi）convex　［2］；　and　hence　the

problem　can　have　m”1tiple　locally　optimal　solut，ions，　many　of　which　fail　to　be　globally

optimal．　ln　other　words，　linear　multiplicative　programming　belongs　to　multiextremal

global　optimization　［131．

　　　In　the　middle　60’s，　Swarup　［27］　first　studied　a　special　case　of　p　＝　2　in　the　framework

of　indefinite　quadratic　programming　to　find　locally　optimal　solutions．　This　nonconvex

program，　however，　had　attracted　little　attention　until　the　late　80’s　when　an　intensive

research　was　undertaken　because　of　its　potential　for　application　in　various　areas，　includ－

ing　multiple　criteria　optimization　［111，　bond　portfolio　optimization　［181，　microeconomics

［12］，　and　optimal　packing　and　layeut　［20］．　We　can　now　compute　a　globally．　optimal

solution　very　efficieBtly　if　p　＝　2，　using　parametric　simplex　algorithms　［14，　19，　25，　30］；　in

fact，　the　average　computational　time　is　proved　to　be　only　polynomial　in　the　number　of

variables　and　constraints　［161，　t，hough　the　problem　is　NP－hard　even　when　p　：2　［231．

　　　In　contrast　to　the　case　of　p　＝＝　2，　the　more　general　class　of　problems　with　p　Z　3　is

rather　hard　to　solve．　There　is　no　definite　exact　solution　method　such　as　the　parametric

　　＊The　au七hor　was　par七1y　supported　by　Grand－in－Aid　fbr　Scienti且。　Research　of　the　Millisもry　of　Edu－

cation，　Science，　Sports　and　Culture，　Grant　No．　（C2）09680413．

1



simplex　algorith血；but　several　promising　algorithms　have　been　proposed　so　far．　All　of

these　algorithms　are　based　on　global　optimization　techniques：　outer　approximation　［21］，

branch－and－bound　［8，　24］，　their　hybrid　［41　and　polyhedral　annexation　［29］．　They　are

fairly　e伍cient　whell　p　is　a　small　number．　Unfortunately，　however，　their　runlling　times

often　explo　de　the　moment，　that　p　exceeds，　say，　around　five．　Recently．　，　to　find　a　way　out　of

this，　two　heuristic　algorithms　w・ere　proposed　［5，　221；　but　their　real　abilities　for　problems

with　p　〉　5　are　still　unknown．

　　　The　purpose　of　this　paper　is，　using　a　i’ectangular　branch－and－bound　algorithm　［13］，

to　solve　the　linear　multiplicative　program　efficiently　even　if　p　exceeds　five．　Taking　i’nto

account　cases　where　t，he　feasih－le　set　has　some　structures　such　as　a　net，work　flow，　we

develop　the　algorithm　on　t，he　basis　of　the　one　proposed　by　Soland　［26］，　since　relaxed

problems　to　be　solved　in　it　precisely　inherit　the　structure　of　the　original　problem．　To

tighten　the　lower　bound　on　the　value　of　each　subproblem，　we　install　a　second－stage

bounding　procedure，　which　requires　O（p）　additional　time　in　each　iteration　but，　remark－

ably　accelerate　the　convergence　of　the　algorithm．　ln　Section　2，　we　will　transform　the

problem　into　a　separable　concave　minimizatien　problem　in　order　to　apply　the　rectangu－

lar　branch－and－bound　algorithm．　ln　Section　3，　after　explaining　Soland’s　relaxation　used

in　the　first　stage　of　bounding　operation，’翌?@will　give　the　detail　of　the　seciond　stage　for

tightening　the　lower　bound．　ln　Section　4，　we　will　show　that　the　second－stage　bounding

procedure　requires　O（p）　arithmetic　operations　and　O（p）　evaluations　of　the　logarithmic

function，　and　then　describe　the　whole　of　the　algorithm．　We　will　report　the　results　of

numerical　experiments　in　Section　5，　and　give　some　final　remarks　in　Section　6．

2．　Reduction　to　a　separable　concave　minimization

Let　us　consider　a　linear　multiplicative　program　of　minimizing　a　product　of　p（≧2）a伍ne

functions：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

minimize　2＝f（x）1ii　fi（c7・x＋di）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i・．一．．．一・1

subject　to　Am＝b，　x］）O，

（2．1）

where　A　E　IRM　X”，　b　E　IRM，　ci　E　IR”　and　di　G　IR　for　i　＝　1，．．．，p．　We　assume　thatthe

feasible　set

X＝＝｛x∈正｛，nlAx＝：b，の≧0｝

is　nonempty　and　bounded．　According　to　the　signs　of　affine　terms　in　f，　we　can　divide　X

into　a　family　of　p　olytopes：

X（Zl）　＝Xn（xEIRn 漆綴：1撫謡｝， （2．2）
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where　Z　g　｛1，．．．，p｝．　As　will　be　shown　in　Appendix　（see　also　［221），　if　X（Z）　is　nonempty．

for　some　Z　of　o　dd　cardinality．　，　then　（i2．1）　reduces　to　a　number　of　concave　maximizations

over　X（Z）’s．　This　implies　t，hat　we　can　solve　such　an　instance　using　an　ordinary　algorithm．

Throughout　the　paper，　we　impose　the　following　assumptioll　on　problem　（2．1）：

Assumption　2．1．〃：τ叡ゾ。記。α質d漁1吻，　then　X（z’）¢5αn　e即匁5εオ．

Proposition　2．1．　Under　Assuml）tion　2．1，　there　is　a　subset　Z　such　that　X　＝　X（Z）s

moreover，　such　an　index　set　Z　is　unigue　and

　　　　　　　　　x⊆｛一陣麟：；1蟹｝・

Proof：　See　Appendix　and　i22］．

From　Proposition　2ユ，　we　can　assu血e　that（2．1）satisfies

　　　　　　ci　m＋di．　＞O　for　any　x　E　X，　i，　＝　1，．．．，p，

N

（D一　．3）

by　reversing　the　signs　of　cぎa，nd　4βf　necessary．　Under　this　condition．，　it　is　kllown　that／

is　pseudoco皿cave　on　X（Theorem　5．15　in［2D；and　hence　an　opちimal　solution；ガto（2．1）

exists　among　vertices　of　the　polytope　X．

　　　Let　li　and　ui　be　apPropriate　numbers　satisfying

　　　　　　　　　O＜li≦fi（x＊）≦uぎ，メ＝1，…，1P・

：F・rexample，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L
　　　　　　　　　　Ii，：謙：1器：窺1：｝i－1・…，P・

IntroduciIlg　a　vectorξof　p　auxiliary　variablesξi，　i＝1，＿，pラwe　have　an　equivalellt

problem　to（2．1）：

　　　　　　　　　　m玉nimize　β篇rl　＆

　　　　　　　　　　　、ubject　t。読X　　　　　　　（2・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ＝＝（フ詔＋d，　冨≦ξ≦u，

where　O識（c1，＿，cp）T，　d＝（d1，．．．，（ち）Tラ1・＝（ll，．．．ラ1P）T　and　u＝（z‘1，＿，定乙P）T．

Similar　transformations　are　found　in［4，28】．　As　in［5，24】，　we　further　transform（2．4）

into

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　　　　　　mi血izeω　・9（ξ）≡Σ　iogξi

（P），ubject　t。　x∈X’＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ＝＝（フx＋d，　t≦ξ≦u．
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Proposition　2．2．　ij’　（2．1？　has’　an　ol）timal　solution　m’　of　vakLe　z’＊，　then　（P？　has　an

optimal　solutton　（m＊，Cx“　十　d）　of　value　log　2＊；　conversely，　of　（P？　has　an　optin？，aZ　s　olntton

（x“，C“）　of　vague　ev＊，　then　（2．1？　h，as　an　optimal　s　ogution　x“　of　value　2W’．

Proof：　lt　follows　from　the　monotonicity　of　the　logarithmic　function． ”

　　　Although　the　objective　function　g　of　（IP）　is　still　concave，　it　is　separable　into　p　fune－

t，ions，　each　of　a　different　sing1e　variable．　This　enable　one　to　solve　（P）　using　a　branch－

and－bound　algorithm　based　upon　rectangularsubdivisions　of　the　set・　M　：｛4　G　IRI’　l　t　S

g　S　u｝．　Let　M　＝　｛Mk’　1　k　＝：　1，．．．，K｝　denot，e　a　re’ctangular　partition　of　M，　i．e．，

　　　　　　　　　　Mk　＝＝　［lf，・uts］　×…　×　［g，k’，u，k］，　k　＝：　i，．．．，lt”

　　　　　　　　　　K
　　　　　　　　　　UM㌔砿int．Mk∩in七Mh　・・のif・k≠ん．

　　　　　　　　　　k＝1

Th．e　class　of　recta皿gu．lar　branch－and－bound　algQrithms［13】systematicall｝・narrows　down

a　rectangular　region’containing　4’，　by　repeating　three　basic　steps．

Branch－and－bound　procedure．

St　ep　1．

St　ep　2．

Select　an　apPropriate　Mk　fromル｛．

（Bounding　operatton？　Compute　a　lower　bound　ZZ7k’　on　the　minimum　value　of

g　over　Mk　A　｛e　E　IR’　I　C　＝　Cm　＋　d，’x　e　X｝．　lf　cvle　）　g（eO）　for　the　best

feasible　solution　（¢O，CO）　to　（P）　obtained　so　far，　exclude　MK一　from　further

consideration．

Step　3．　（Branching　operation？

　　　　　　　AIIk・i　andルfk’2．

If　urk　〈　g（CO），　then　divide　Mk’　into　two　rect：angles

It　is　needless　to　say　that　Step　2　holds　the　key　to　eMciency　of　the　algorithm．　ln　the　next

section，　we　will　discuss　how　to　find　a　tight　lower　bound　FizT，k．

3．　Relaxations

Taking　a　rectangle　Mk・out　of　a　given　partitionノレf＝｛M『ゐ＝・1，．．．，K｝，　we　de丘ne

the　associated　subproblem　of　（P）　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　minimize　w＝g（C）＝2）log　Ci

（Pk’）　l　subject　to　e＝cmi：ILid，　x　E　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　E　Mle．
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Step　2　of　the　branch－and－bound　procedure　requires　a　lower　bound　Wk　on　the　optimal

value　c4），k’　of　this　problem，　vsrhere　wk’　is　understood　to　be　十〇〇　if　（Pk）　is　infeasible．　A　ty．　pical

way　of　computing　一w－k’　is　to　relax　（Pk）　by　enveleping　g　from　below　over　Mk．　FirstJ，　we

will・explain　t，wo　relaxation　pro　cedures　of　this　type：　one　is　Falk－Soland’s　relaxation　［9］

and　the　other　is　itts　simplified　version　by　Soland　126i．　Then　we　will　show　how　to　tight，en

the　bound　yielded　by　Soland’s　．relaxation．

3．1．　FALK－SOLAND’S　AND　SOLAND’S　RELAXATIONS

The　convex　e：nvelope　of　tlle　logarithmic　function　over　the　interval［11’，頑is　de丘ned　by

　　　　　　　　　一一’0911三｝lgZ夕ξε＋糎釜三箋’09瞭・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？，　vt　一z　vz
From　the　concavity．　of　log，　we　see　that

　　　　　　　　　〈pts（Ci．）　s｛　log　Ci　if　Ci　E［1，k・，rf・i；　g．fei（Ci）＞log　Ci　otherwise．　（3．1）

Therefore，　replacing　log　Ci　by　g．ki’（Ci）　for　i　一一一’：一　1，．．．，p，　we　have　a　relaxed　problem　of　（PK4）：

This　is　Falk－Soland’s　relaxation　19］

using　t，he　simplex　or　int，erior－point　algorithm．

in　Step　2；　then　Mk

optimal　value　Z［78　of　（3．2）　is　less　than　or　equal　to　w　k

bound　dik　in　the　branch－and－b6und　procedure．

　　　Soland’s　relaxation　［26］　is　a　further　relaxation　of（3．2）．

set　of　constraints，　we　have　Soland’s　relaxation　of　（Pk）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

mi血lizeω虚舟（ξ）≡…Σ＃（ξの

suljectto　4＝cx　lL＝li，　xEx　（3・2）
　　　　　　　　　　　　　ξ∈Mた．

　　　　　　　　　　　　　　　　　．　Since　（3．2）　is　a　linear　program，　we　can　solve　’it　by．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　If　（3．2）　is　infeasible，　we　set　zvK’　＝　十〇〇

　　　　　　is　excluded　from　consideration．　Otherwise，　（3．1）　implies　that　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　Hence，　Z178　can　serve　as　a　lower

Namely，　by　dropping　the　last

　　　　　　　　　　minimize　w：gk’（C）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

　　　　　　　　　　subjectto　C＝＝Cx十d，　m　E　X．

Since　the　feasible　set　includes　that　of　（3．2），　the　optimal　value　dits　of　（3．3）　satisfies

　　　　　　　　　zv‘rs　zu’ts　〈．一　wfe．　（3．4）
While　（3．4）　implies　that　die　can　also　serve　as　a　lower　bound　dik’，　it　indicates　that　the

branching　tree　associated　with　zz7e　tends　to　grow　largerthan　that　with　ZZ78’．　This　tendenc：

might　cause　the　algorithm　ine伍ciency．　Sola：nd，s　relaxation，　however，　has　some　merits

that　can　offset　this　weakness；　i．e．，　（i）　it　precisely　inherits　the　structure　from　the　original

problem；　（ii）　it・　is　able　to　t，erminate　the　algorithm　with　a　rigorous　optimal　solution　in

finite　time．　Let　us　see　point，　（i）　below；　as　to　point　（ii），　we　will　discuss　it　later．

　　　We　can　make　pointJ　（i）　clear　by．　putting　C　＝　Cx　＋　d　back　into　the　objective　function：
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（Ql）minimi・・ω一書’09老串（醜）＋dk

　　　　　　　　　　　subject　to　x　G　X，

where

　　　　　　　　　　4㌔書～讐三顧・

Since　（Qi’）　has　no　side　constraints，　we　can　directly　apply　efficient　specialized　algorithms

to　it　if　X　has　solne　favorable　structu．re　such　as　a　network：flow．111　addition　to　t，his，　a皿

the　relaxed　problems　to　be　solved　in　the　algorithm　have　common　constraints．　Hence，　an

optimal　solution　to　（Qi’）　remains　feasible　for　a　relaxed　problem　next　to　be　solved　and

will　recover　its　optimality　within　a　few　simplex　pivoting　operations．

3：2．　TIGHTENING　THE　BOUND　dits

Let　u・pr・ceed　t・ap・・cedure　f・r　tight・ning　th・1・w・・b・un耐yi・ld・d　by　S・landラs

relaxation，　without　spoiling　its　strong　points．

　　　Obviousl：　，　any．　feasible　selutjion　（¢，C）　to　（Pk）　satisfies

　　　　　　　　　　；，：li？一，　！g’g　Sl＋lf｝g一！21g　i：k　lg／tgiS　c，）zzTts－dk．　（：，．，）

Therefore，110　feasible　solution　is　lost　even　if　we　add（3．5）to（Pりas　a　constraint．　Instea，d，

we　drop　the　first　and　second　sets　of　constraints　from　it．　Then　we　have　an　alternative

relaxed　problem　in　the　p－dimensional　space：

　　　　　　　　　　　minimize　w＝＝9（C）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

　　　　　　　　　　　subject，　to　C　E　Lk　nMk，

where

　　　　　　　　　　L㌧｛ξ∈凪・書10911≡騨ξ乞≧url－dk｝・

Proposition　3．1．　if（3。6／is　infeαsiゐle，　then（1）りis　infeαsibge．　Otherwise，ノbγ・αny

optim，al　solution　C’　to　（3．6？　we　have　’

　　　　　　　　　τびを≦（P（ξ’）≦ωた，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

　　　　　　　　　　C’EaLk，　（3．8）
ωhere∂・denote　the　set　ofゐ・undα7・y　P・翻5．　The　fa’st　ineguα1吻（ガ♂3．ηん・Zd5伽吻げ

Ci　G　（1／・’，u／・’）　for　some　i．

Proof‘・：Let　5＝｛＠，ξ）∈Rn×正げiξ∈∂五K’｝．　Then．3supports　the　collvex　set
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　　　　　　　　　　w＝｛（x，ξ）∈正ln×：旺モρ1ξ＝σα，＋d，　x∈x｝．

If（3・6）．is　infeasible・then　3　separates｛（x，ξ）∈Rn×］Rp　lξ∈Mん｝from　W；in　other

words，　the　f6asible　set　of（Pん）is　empty．

　　　Now，　suppose　that（3．6）has　an　optimal　solutionξ’．　The：n　we　have

　　　　　　　　　　σ1≦書’0911≡｝19謄ξ1＋dk，　　　　（3・9）

where　the　equality　holds　because　log　is　monotone　increasing　and（log瞭一Iog　Zヶ）／（建峻一

i／e）＞Of6r　each　i；hellce（3．8）f（）llows．　Also，　from（3．1）we　have

　　　　　　　　　　書’0911≡｝lgZ夕ξ1＋dk≦書1・9（C，）・　’　　（3…）

The丘rst　inequality　of（3・7）follows　from（3・9）and（3・10）・Ifξ1∈（ISt’，砂）for　some　i，　th『

inequality　of（3ユ0）holds　strictly　by　the　strict　concavity　of　lo9．　　　　　　　　　　　　　　　　■

　　　we　see　from　Proposition　3．1　that（3．6）provides　a　better　lower　bound　than（Qi’）does．

Unfbrtunately，　howeverラ（3．6）belongs　to　the　same　class　as（pk），　and　is七〇〇expensive　to

solve　repeatedly　in　the　branch－and－bound　algorithm．　We　need　to　further　relax（3．6）by

lineεしrizing　the　objective　function（ρ．

　　　Since　any　optimal　solutionξ’七〇（3．6）satisfies（3．8），　lower　and　upper　bo㎜，ds　on　each

componentξl　are　given　by

　　　　　　　　　　・多min｛ξ61ξ∈∂が∩Mk｝，　　　　　’　　（3ユ1）

　　　　　　　　　　矯＝＝ma’x｛ξε1ξ∈∂Lk∩Mk｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．12）

N・te　that∂Lk∩M㌧∂Lk∩（［8鱗】x…×［5舗），　in　whi・h　the　set・f・ptimal　s・luti・n・

to（3．6）is　included．：For　ii＝・1，．．．，p，　let　us．　envelop　log　from　below　over　the　interval

［5夕，噂1and　de丘ne

　　　　　　　　　　Φe（ξ，）一1091≡睾5ケξ汁ψケ’0911≡ll’og　ti’・

Then　we　have　a　linear　programming　relaxation　of（3．6）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

（Ql）m’n’m’zeω＝Φゐ（ξ）≡§Φ夕（ξの

　　　　　　　　　　　subject　to　　　ξ∈∂Lk∩Mk．

Proposition　3．2．　・ゲピ｛鯵ノis　infeαsible，　thenピPりis　infeαsiゐle．　Otherwise，ノbγαny

Ol）timαl　solutionξ”　孟0　ピ（？婁ノωe　hαve

　　　　　　　　　　σ空≦Φた（ξ”）≦ωた，　　　　　　　　　　　（3．13）
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ωhere　the／irst伽e卿α魏ッhoZds　str7jctlyザξ1’∈（gl，・ue，i）and［5空，矯1⊂［Z少，駕を1ノヒ）r　30me’i．

Proof：　Let　us　prove　the　first　inequality　of　（3．13）　when　OLh　fi　rvlk　＃　to．　For　any．　optimal

solution　C”　to　（Q，K’）　we　have

　　　　　　　　　　噌’09舞鞠＋dk一シ（ξ1’）　　（3・・4）

Since　log　is　concave　and　［s’ki”，t5・’］　g　［ll，u，k・1，　we　have

　　　　　　　　　　9ケ（ξ∂≦Φ夕（ξε）for　allξε∈［ε多，オケ｝．　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．15）

The　first　inequality　of　（3．13）　follows　from　（3．14）　and　（3．15）．　lf　ei・’　E　（1，，’，　’tLtv，’）　and　［stv・’，tk，］

is　a　proper　subset　of［1，k・，2Ltsj，　the　inequality　of（3．15）holds　strictly　for　6i，＝　CI・’．　一

　　　Let，　ZZTS　一一一　〈1＞k（C”）　for　an　optimal　solution　C”　to　（I　Q，fe）　if　OLK’　n　AZik‘　i7E　¢；　otherwise

elTS　＝　十〇〇．　As　Proposition　3．2　suggests，　we　can　reinforce　the　bounding　opera・tion　based

on　（Qfr’）　with　（iQ，k）　and　modify　Step　2　of　the　branch－and－bound　procedure　in　the　following

way：

　Step　2－a．　（17irst　stage　of　bounding　operation？　Set　zJK’　：＝　zvts．　lf　zvk　i2r　g（CO）　for　the

　　　　　　　　　　incumbent　（xO，　CO），　exclude　Mk　from　consideration．

　Step　2一ゐ？　（Second　stαge（＝ゾゐounding　opeγ「αtion／　If　wk＜・ρ（ξ○），　set　aアた：＝・WS’If　zZTk’≧

　　　　　　　　　　g（eO），　exclude　Mk　from　consideration．

Step　2－b　is　aimecl　at・　revaluing　the　effect　of　constraints　C　E　Mk’　in　（Pk’）　that　Soland’s

relaxation　（Qi’）　ignores．　Problem　（QS）　playing　the　central　role　in　Step　2－b　is　referred

to　as　a　cutting－plane　reldxation　of　（Pk），　since　aLk　works　like　a　cutting　plane　in　outer

appreximation　algorjthms．

4．　Algorithm

Before　describing　the　whole　of　the　algorithm，　we　wi11　show，　that　the　total　computational

time　spent　in　constructing　and　in　solving　the　cutting－plane　relaxation　（QS’）　is　bounded

by　O（p）．

4．1．WoRsT－cAsE　coMPLExITY　oF　STEp　2－b

To　construct（Q窒），　we丘rst　need　to　compute　8孕andオタfor　each乞＝1，．．．，P．　seもtin9

防＝・（建‘夕一ξゴ）／（？‘夕一9／t）i11（3ユ1）and　yゴ＝　（ξゴーら）／（uケー季）in（3．12）forゴ・＝＝1，．．．，P，

then　we　have

　　　　　　　　　　　minimize・ε＝（謄＿濃」　vrj）〃i＋瞭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　ア

　　　　　　　　　　　・ubject　t・　Σαゴ野Σαゴーβ　　　　　　　（4．1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦〃ゴ≦1，ゴ＝1，…，P，
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　　　　　　　　　　　mi血ize一ち＝（Z夕一伽葱一9／t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　subjectto　2　a」yi・一一一5　（42“）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」’　一一一一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦yゴ≦1，　ブ＝1り．．．，pり

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p
　　　　　　　　　　a・j　＝　log・u／・’　一一一　1og　1／・’，　］’　一一　1，．．．，p，　！3　＝di5　一一　210g　1／・’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝1

1f　K3　〈　e　or　Xe・＝i　a‘」・　〈　i　we　（；an　immediately．　see　that　ZZTS　＝　十〇〇．　Let　us　assui　ne　t」hat

　　　　　　　　　　・≦歯αゴ≦β．　　　　　　　』　（4．3）
　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

Both　（4．1）　and　（14．2）　are　continuous　knapsack　problems　having　a　special　structure，　where

the　cost－to－volume　ratio　of　all　the　items　is　zero　except　for　（Z，t　一一一一　zt／・’）／a／・’　〈　O　of　the　ith

item．　Therefore，　the　values　of　sts，・’　and　tly・　can　be　computed　in　a　constant　time　as　follows：

　　　　　　　　　　・穿一（K・　一．k・gt・　　　　　　　　‘ILi，　t　　　　　　　　　　　t）min｛・，（Σテ＝、α」一β）／α‘｝＋砂，

　　　　　　　　　オタ＝＝（駕～＿　1～　z　vt）min｛1，β／αi｝＋1夕．

Since　aj’s　and　／3　can　be　computed　in　O（p）　arithmetic　operations　and　O（p）　evaluations

of　log，　we　can　constructi　（IQS）　in　O（p）　time　if　an　evaluation　of　log　can　be　done　in　a　unit

time．

　　　In　the　saine　wa：　as　（4．2），　we　can　rewrite　the　cutting　plane　relaxation　（Q，ki）　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　minimize　w：2tyiyi十6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝1

　　　　　　　　　　　、ubject　t。　党α炉β　　　　　　（4・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　fi｛　yi　〈．．．　1，　i’一”一：一　1，．．．，p，

where

　　　　　　　　　　7i　一’一一　1’IILEI：iifs’　一’．”．一一1’111　（iggttv・　一．iogsl）・　i．＝＝　i，・・．・，p

　　　　　　　　　　δ一書（婚二i／t）109酸一（sl　一　IS　　　　　　　　　　　オト8多）’09オ乞

This　problem　（4．4）　is　the　usual　continuous　knapsack　problem　［7］．　lf　the　items　are　ar－

ranged　in　the　order

　　　　　　　　　tyi，／a’i，　S”i／i，／a・i，　S…S7i，／ai，，　（4．5）

an　optimal　solution　iij　is　gi’ven　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9



　　　　　　　　　　　　　　　　　1，　2’　一一一一　1，．．．，g　一一一1

　　　　　　　　　　玩＝（β一Σx；1αの／αゴ，，ゴ＝9

　　　　　　　　　　　　　　　　　0　．］’　＝g＋　1，．．．，p，

for　some　q　such　that　Z）3．：．1　a・’i，．　〈　fi　S　E　g・．．　i　evi，．　under　assumption　（4．3）．　The　value　of　di2K’

is　then　given　by

　　　　　　　　　　曝ε・＋為（β一類αゴ・

　　　’］］he　ordering　（4．5）　requires　O（p　logp）　time；　but　Balas　and　Zemel　［31　haNre　shown　that

Zi　can　be　comput，ed　in　O（p）　without，　sorting　7」・／orj’s，　since　g　can　be　found　in　linear　time

as　a　weighted　median．　Thus　we　have　the　following　proposition，　which　implies　that　Step

2－b　in　the　modified　branch－and－bound　procedure　takes　only　O（p）　additional　time：

Proposition　4．1．　Given　Z17i．，　the　cutting　ptane　relaxation　（ct2？　can　be　constr2Lcted　ana

be　solved　in　O（p）　arithmetie　operations　and　O（p）　evaluations　of　log．

4．2．　DESCRIPTION　OF　THE　ALGORITHM　i
In　St・ep　3，　we　follovv’　the　branching　rule　in　Soland　［261．　Let　Zifk’　be　an　optimal　basic

solution　to　（Q？’）　and　gK’　＝　Chik　＋　d．　We　choose　an　index　r　such　that

　　　　　　　　　　rE　argmax　｛logtf・　一一　g／・’（ec・）li＝i　1，．．．，p｝，　（4．6）

and　divide　fulK’　into

　　　　　　　　　　Mk”　：　［li’，z‘f］　×　…　×　［g，k，nv，，　zL＃一一，］　×　［1．”’，　g5’］　×　［1，h．，，’ufr’．，］　×　…［1；’，ztlr’］

　　　　　　　　　　Mん・一［凝｝×・「一X［竣一、，賜夕一、】×［ξ繍×［竣＋、，視1＋、1×…［Z矧．

N・te　thatξl　is　an　inte・i・r　p・int・f　the　interval［Z夕，・iLel．　〇七herwise加・（3．1）and（4．6）

we　have

　　　　　　　　　　9ク（ξ。）≦（ρ（ξk’）≦（i）k（ξk）

for　the　incumbent　CO；　and　the　set　Mfe　must　have　been　excluded　from　consideratJion　，in

Step　2－a．

　　　This　rule　inhibits　boundless　growth　of　the　branching　tree　when　X　is　a　pol．ytope．　Let

V　denote　the　set　of　vertices　of　X　and　let　’）Ci　＝　｛c7・　x　十　di　l　x　E　V｝　for　i・　＝＝　1，．．．，p．

Since　（Qi’）　has　no　side　constraints，　we　have　hile　E　V　and　gfr’　G　T．．　Hence，　every　partition

set　rvlk’ C　generated　by．　the　rule，　has　its　2P　vertices　in　the　finite　set　T　＝　’］ri　×　．．．　×　Tp．

Consequently，　the　total　nupaber　of　Mk’s　cannot　exceed　I　T　I．　This　is　the　secondary　strong

point　of　Soland’s　relaxation　that　we　have　mentioned　in　Section　3．1．　For　further　details，

see　［26］．

　　　We　are　now　ready　to　（lescribe　the　branch－and一一bound　algorithm　incorporating　the

two－stage　bounding　operation．

10



algorithm　BBCUT．

begin
　　　determine　’the　initial　rectangie　M：：｛4　E　IR’　l　l　S　g　一〈一　u｝　with　t　〉　O；

　　　MLIST　：＝　｛M｝；　sett，he　incumbent　value　wO　：＝：　十〇〇；　k　：＝　1；

　　　while　MLIST　＃　to　do　begin

　　　　　　select　a　rectangle　as　MK’　“一一一　｛e　E　IRP　l　lle　S　C　S　uk｝　from　MLIST；　／＊　Step　1　＊，／

　　　　　　MLIST　：＝＝　MLIST　X　｛MK’｝；

　　　　　　for　i・　＝1，．．．，p　do　／＊　Step　2－a　＊／
　　　　　　　　determine　the　convex　envelope　gkt　of　log　over　the　interval　［Z／・’，　zLts］；

　　　　　　construct　the　Soland’s　relaxation　（Qf）　using　g5・”s；

　　　　　　solve　（Qi’）　to　obtain　an　optimal　basic　solution　hile　and　the　value　zvts；

　　　　　if　urts．〈　tuO　then　begin　／＊　Step　P“一b　＊／
　　　　　　　　ξ㌔＝0が十d；

　　　　　　　　if　g（一ek’）　〈　to，O　then　update　wO　：＝　g（’C”一le）　and　（xo，cO）　：＝　（ztik，Ek’）；

　　　　　　　　for　i　＝　1，．．．，p　do　begin

　　　　　　　　　　　comput，e　ski’　and　tl’　by　solving　（4．1）　and　（4．2），　respectively；

　　　　　　　　　　　determine　the　convex　envelope　¢ts・　of　log　over　the　interval　［sly・’，tly・’］

　　　　　　　　end；

　　　　　　　　construct　the　cutting　plane　relaxatien　（Q2k）　using　zzTS　and　¢，k・　’s；

　　　　　　　　comptite　the　value　diS’　of　（Qij）　by　solving　（4．4）；

　　　　　　　　if　zz7S’〈we　then　begin　／＊　Step　3＊／
　　　　　　　　　　　choose　r　G　arg　max｛log　gl　一　rf・’　（1－e5・’）　l　i　＝　1，．．．，p｝；

　　　　　　　　　　　．Mk・：＝［控，（］×…×［礁1，硬衣1】X［lk，ξlt】×［Z女＋1，瞭＋11　X…［li’，瑠；

　　　　　　　　　　　Mん・：；匿，婚1×…×［1夕一1，瞭」×［ξ1，瞭1×［ik＋1，搾＋11×…匿，姻；

　　　　　　　　　　　MLIST　：＝＝　MLIST　u　｛Mki，Mk2｝

　　　　　　　　end

　　　　　end；

　　　　　k：＝　k十1

　　end；

　　output　an　optimal　solution　（x＊，C“，cv’）　：＝：　（xO，eO，cvO）　（or　（x’，　．一．・＊）　：　：　（x＊，2wO））

end；

We　should　note　that，　the　algorithm　is　finite　for　the　above　reason　without　considering　any

tolerance　for　the　optimal　value．

5．　Numerica｝　experiments

In　this　section，　we　wilh’eport　computational　results　of　testing　the　algorithm　BBCUT　on

；andomly　generated　problems．　The　test　problems　were　of　the　form

11



minimize　：’＝＝t？．i（tTYici」’x」＋d）

　　　　　　　　　　　　　　nt

・ubject　t・　Σαんゴxゴ≦1．0，ん竃1，＿，η・’

　　　　　　　　　　　　　　ゴ夷｝

　　　　　　　　　　　　　一ΣC珊≦1．0，琶二1，＿，P

　　　　　　　　　　　　　　j’　一一一1

（i5．1）

xゴ≧0．0，ブ＝1，＿，n’，

vvhere　ah」・　and　ci」・　were　drawn　from　the　uniform　distribution　in　t，he　intervals　［O．O，1．0］　an（1

卜1．0，1．0】，respectively，　If　we　introduce　m’十p　slack　variables，（5．1）reduces　to　problem

（’2．1）　of　size　（m，n，p）　＝＝　（m’　十1），’n’　十　m’　十　p，p）．　Also，　note　that　the　resulting　problem

satisfies　condition　（2．3）　when　d　〉　1．0．

　　　We　coded　the　algorithm　in　double　precision　C　language　according　to　the　description

in　Section　4．2．　As　to　the　initial　rectangle　M，　which　is　not　specified　in　the　description，　we

determined　it　by　setting　Zi　＝　d　一一　1．0　and　zei　＝　max｛ege・　x　l　x　E　X’｝　十d　for　z’　：1，．．．’，　p，

where　X’　denotes　the　feasible　set　of　（5．1）．　We　computed　the　value　of　’ui　using　the　revised

simplex　algerithm，　and　those　of　’u2，．．．，zLp　using　．the　parametric　cost　simplex　algorithm

［61．　To　select　A4k　from　MLIST　in　Step　1，　we　tried　two　selection　rules：

Depth　first．　MLIST　is　maintained　as　a　stack’．　A　rectangle　Mk’　is　selected　ancl　deleted

　　　　　from　the　top　of　MLIST；　and　Mki　and　Mk2　．　are　added　in　this　order　to　the　top．

Best　bound．　MLIST　is　maintailled　as　a　p伽r吻gueue．　A　rectallgle．MK’　of　smaユlest萌

　　　　　is　selected　and　deleted　form　MLIST．

We　denote　the　codes　adopting　the　depth－first，　and　best－bound　rules　by　BBCUTI　and

BBCUT2，　respectively，．　ln　Step　2－a　of　both　codes，　we　solved　（Qi’）　using　the　parainetric

cost　simplex　algorithm，　which　started　with　the　preceding　solution　hik’in　i，　er　with　the

solution　giving　ztp　when　k　＝　1．　To　compute　the　value　di5’　of　（Q2k）　in　Step　2－b，　we

arranged　the　items　of　（4．4）　in　the　erder　（4．5）　by　insertion　sort，　instead　of　applying　the

linear　time　algorithin　［31　to　（4．4）．　Hence，　our　codes　require　O（p2）　time　to　complete

Step　2－b　in　the　worst，　case　［1］．　ln　addition　to　BBCUTI　and　BBCUT2，　we　omitted　Step

2－b　and　wrote　a　code　of　Soland’s　rectangular　branch－and－bound　algorithm　adopting　the

depth一丘rst　rule．（denoted　by　SOLAND）．　We　carried　out　all　experiments　with　these　codes

on　a　Unix　workstation　（hyperSPARC，　150　MHz）．

5．1．　COMPUTATIONAL　RESULTS

Table　5ユcompares　three　codes　on　problems　of　size（m’，ni）＝（50，50）and　d＝・10．O

when　p　ranged　from　3　to　20．　Each　of　the　columns　labeled　BBCUTI，　BBCUT2　and

SOLAND　contains　the　average　number　of　branching　operations　（denoted　by　branch），

the　average’獅浮高b?秩@of　simplex　pivoting　operations　（pivot），　and　the　average　CPU　time
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Table　5．1．　Comparison　of　three　codes　when　（rn，’，　n’）　＝　（50，50）　and　d　：10．0．

BBCUTI BBCUT2 SOLAND
p branch　pivot　七ime branch　pivot　time branch pivo七 七ime

　3

　5

　7

10

15

20

　　5．6

　49．3

　95．8

303．5

2，930

10，939

186．5

331，3

425．7

674．3

4，077

5，893

．398

．863

・1．28

2．70

・．）．4．4

71．4

　　5．6　189．2　．457

　48．7　　　427．3　　1ユ7

　95．8　544．5　1．71

　303．6　965．3　3．82

　2，928　9，749　52．1

12，182　16，331　147

　　　6．5　186．7　．413

　　84．9　367．3　1．07

　254．9　549．4　2．12

　ユ，716　　　　　1，544　　　9．93

（68，049）　（49，640）　（436）

’Table　5．2．　Comparison　of　BBCUTI　and　SOLAND　when　（m’，n’，p）　一一b　（50，50，　10）．

BBCUTI SOLAND
d branch　pivot　time branch　pivo七　七ime

　　2．O

　　Jr．0

10，0

20．0

50．0

100．0

3，eos

275．8

303．Jr

501．1

646．2

484．7

5，935

827．9

674．3

665．5

617．1

485．7

25．5

3．03

2．70

3．38

3．73

9“，84

3，359

3，243

1，716

1，446

810．0

488．0

6，367

3，043

1，544

1，096

668．2

486．1

28．3

19．2

9．93

7．85

4．47

2，91

in　seconds　（ti，me）　t，aken　to　solve　ten　problems　for　each　p．　The　figures　in　the　brackets

show　the　average　of　eight　problems，　since　two　test　problems　could　not　be　solved　within

2eO，OOO　branching　operations　by．　SOLAND；　and　no　test　problems　could　when　p　：　20．

The　codes　BBCUTI　and　BBCUT2　surpass　SOLAND　in　ever：　respect，　which　proves

that　the　second－stage　branching　procedure　（Step　2－b）　worked　successfully．　On　the　other

hand，　the　numberof　pivqting　operations　and　CPU　time　required　by．　BBCUTI　are　rather

smaller　than　those　by　BBCUT2　while　there　is　little　difference　in　the　number　of　branching

6perations．　Unlike　BBCUT2，　the　code　BBCUTI　always　selects　a　subset，　of　Mk’一i　as　2Vlk’

unless　Mト1　is　excluded　from　consideration．　Hence，　the　di丑6ren．ce　betwee11（Qを一1）and

（Qly）　in　BBCUTI　is　usuall：　slight　compared　with　that　in　BBCUT2．　This　results　in　less

pivoting　operations　to　recover　xk’一i　in　BBCUTI．

　　　Table　5．2　shows　the　behavior　of　BBCUTI　and　SOLAND　on　problems　of　size　（m’，　n’，　p）

：　（50，50，10）　when　d　ranged　from　2．0　to　100．0．　The　same　statistics　as　in　Table　5．1　are

listed．　ln　both　codes，　the　number　of　branching　operations　decreases　as　a　increases，　since

the　gap　between　log　and　its　lower　envelope　over　the　interval　［Zi，　’iLil　＝　［d　一一　1．0，max｛eTt　x　1
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Table　5．3．　Comput・at・ional　results　of　BBCUTI　when　d　＝　10．0．

p＝5 P　＝＝ユ0 p＝　15

7ηノ×？zt@branch　pivo七　time branch　pivot　time branch　pivot　time
so　x　se

50　×　100

1eo　×　loo

100　×　150

150　×　150

150　×　200

49，3　331．3　．863

・27．1　453．8　1．44

31．7　593．3　4．26

34．3　829．9　8．86

39．4　965．6　20．4

41．4　1，334　36．3

303．5　674．3　2．70

463．9　1，467　7．16

704．8　2，690．，　L）6．1

550．6　2，806　39．0

674．7　3，515　91．3

945，8　6，807　224

2，930　4，077　24，4

4，258　6，556　50．8

5，217　9，591　130

6，084　12，385　250

6，712　18，437　605

8，835　32，958　1，311

Table　5．4．　Performance　of　BBCUT2　in　heuristics　when　cl　＝　10．0．

p　＝＝　5 p　＝：　10 p　＝　15

R　×　lo5 R　×　lo5 R　×　lo5

’n？，rx　nt
av．

g．　．d． 七ime av．
s．d． time av，

s．d． time

」rox　50

50　×　100

100　×　100

100　×　150・

150　×　150

150　×　200

1．7

0．o

o．o

O．1

0．1

0．4

3．4

0．o

o．0

0．ユ

O．3

1．3

．627

1．36

4．04

8．15

18．4

31．9

o．0

4．5

1，1

0．1

1．4

0．2

o．0

11．8

2．5

0．2

2．6

0．3

1．19

2．75

8．01

17．0

38．1

63．9

O．2

00
1．8

0．1

0．e

1．1

O．5

0．e

5．2

0．2

0．1

2．3

197
4，62

12．5

27．L）

57．0

94．2

x　G　X’｝　十　d］　becomes　smaller　for　each　i．　At　d　：100．e，　these　two　codes　almost　coincide

in　the　numbers　of　branching，　pivoting　operations　and　ih　the　CPU　time．　However，　it　is

worth　noting　that　BBCUTI　requires　only　one－tenth　to　one－third　of　branching　operations

required　by　SOL．AND　when　d　is　between　5．0　and　20．0；　and　besides　its　CPU　time　is　quit，e

stable　for　d　〉　5．0．

　　　Table　5．3　summarizes　the　computational　resuks　of　BBCUTI　on　larger－size　problems

with　d　＝＝　10．0．　It　contains　the　same　statistics　as　before．　We　see　from　this　table　that，

at　least　for　the　class　（5．1）　of　randomly　generated　problems，　the　co　de　BBCUTI　keeps　its

efficiency　up　to　considerably．　large　size　（m’，　n’1）　as　long　as　p　is　less　than　15．

5．2．　PERFoRMANcE　oF　BBCUT2　IN　HEURIsTICS

　　　As　we　have　seen　in　Table　5．1，　the　code　BBCUT2　adopting　the　best－bou皿d　rule　is　less

attractive　than　BBCUTI　for　finding　an　exact　solution．　However，　it　may．　be　of　use　in

heuristics　because　BBCUT2　picks　up　a　most　hopeful　rectangle　Mk　from　MLIST　in　every

iteration．　Even　if　we　stop　the　code　before　MLIST　＝＝　¢，　it　would　provide　a　reasonably

good　feasible　solnt，ien　xO，　the　incumbent，　at　the　time．　To　confirm　this，　we　stopped
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BBCUT2　after　2p　branching　operations　and　evaluated　the　qualit・y　of　tJhe　approximabe

solution　x　O　relative　to　a　globally，　optimal　solut，ion　m＊．　We　employed　as　the　quality　rating

of　xO　a　relative　error：

　　　　　　　　　　R＝丞¢。1。一♂，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

where　2’＊　is　the　optimal　value　of　（5．1）　computed　by　BBCUTI．

　　　Table　5．4　shows　the　results　on　problems　of　the　same　sizes　as　in　Table　5．3．　lt　contains

the　average　relative　error　（R　×　105，　av．），　its　standard　deviation　（’R　×　105，　s．d．），　and

the　average　CPU　time　in　seconds　（time）　of　t，en　probleins　for　each　（m’，nt，p）．　We　can

observe　in　this　table　tshat　BBCUT2　generates　fine　’approximate　solutions；　the　average

relative　error　is　less　than　10－4　for　every　size．　This　can　rank　with　the　results　of　heuristic

algorithms　recently　proposed　by　Benson　and　Boger同and　L，iu　et．a1．［22】．

6．　Concluding　remarks

We　have　seen　that　BBCUT　can　serve　as　a　practical　algerithm　both　in　finding　an　exact・

optimal　solution　and　cin　approximate　solution　to　the　linear　multiplicative　program　（2．1）

with　p　less　than　15．　The　algorithm　BBCUT　is　on　the　basis　of　Soland’s　rectangular

branch－and－bound　algorithm　and　equipped　with　a　newly　designed　sec．ond－stage　bounding

pro　cedure．　This　pro　ce．dure　revalues　the　constraints　for　auxiliary　variables　4　E　Mk

that　Soland’s　relaxation　ignores．　Practically．，　it　solves　a　continuous　knapsack　problem

with　p　variables　and　hence　requires　0（p）　additional　time；　but，　the　algorithm　can　reduce

the　numbel’　of　branching　operations　considerably．　with　the　heip　of　this　rather　simple

pro　cedure．　Since　we　have　not　compared　BBCUT　with　other　recent　promising　algorithms，

we　can　rpake　no　final　conclusions　about　its　computational　properties．　However，　the

algorithm　BBCUT　will　be　effective　for　problems　with　structured　（：．onstraints，　especiall：

for　netvv’brk　flow　problems，　because　it　uses　no　relaxed　problems　wit・h　side　c．onstraints．

　　　Befbre　closing　tlle　I）aper，　we　touch　upon　a皿extension　of　the　cutt，ing　plane　relaxation

（Q2k）．　Recall　that，　to　show　the　validity　of　（Q2k’），　we　need　only　the　strict　concavity．　and

monotonicity　of　the　logarithmic　function．　This　implies　that　the　cutting　plane　relaxation

is　applicable　to　other　separable　concave　minimization　problems　if　the　objective　function

is　strictiy　concave　and　monotonic．　Such　problems　will　abound　in　the　class　of　minimum

concave－cost　network　flows　［10］．

Appendix
The　following・are　discussed　in　Liu　et　al．　1221．　However，　we　provide　them　here　for　the

benefit，　of　the　readers．

　　　As　we　have　seen　in　Section　2，　the　linear　multiplicative　program　（2．1）　can　reduce　to

a　family　of　problems：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

（PT）曲im’z・出ノ（x）≡嘉（c1嘱）

　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X’（Z），

where　X（Z）　is　defined　in　（2．2）．　By　definition，　we　have　f（x）　S　O　for　all　x　E　X（Z）　if

IZI　is　an　o　dd　number，　while　f（x）　｝）　O　for　all　t　E　X（Z）　i　f　IZI　is　an　even　number．　This

irmplies　that，　if　X（Z）　7E　O　for　some　Z　of　odd　cardinality，　we　need　only　to　solve　（PT）　for

each：Z　of　odd　cardinality　to丘nd　an　optimal　solution　to（2．1）．　Note　tha七（Pf）with　odd

Z　is　equivalent　to　a　concav・e　maximization　problem：

　　　　　　　　　　　maximize　E　log（一一ei　x一一di）＋210g（ci　x＋dil）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iEZ　i¢Z
　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X（Z）．

Hence，　we　caii　solve　（2．1）　using　any　one　of　convex　minimization　algorithms　when　it　does

not　satisfy　Assumption　2．1．

Pm（ザ（ゾPπ脚5伽。η2．去　Suppose　that　X（：τノ）is　nonempty．　Then　IZ’1　is　an　eve皿number

under　Assumption　9．．．1．　Let　us　take　an　arbitrary　point　x’　out　of　X（Z’）．　lf　cTb　x’　十　di　一一一一＝　O

for　someゼ∈：τ’，　then｛x’∈X（：τへ｛乞｝）．　This　implies　thaもX（：τへ｛i｝）≠のand　contradicts

Assumption　2．1．　lf　mF・　x’　十　di　一一一　O　for　some　i　i7E　Z’，　then　x’　E　．X’（Z’　U｛i，｝），　ivvhich　is　again

a　contradiction．　Therefore，　for　any　x　E　D（Z’）　we　have

　　　　　　　　　c恥＋di＜Oif・i∈Z’；c知＋di＞0・therwi・e．　　　　（Aユ）

　　　NextJ，　to　prove　the　uniqueness　of　Z’，　assume　that　there　is　an　index　set，　Z”　S　Z’　such

that　D（Z”）　7e　¢．　Choose　an　arbitrary　point　x”　E　X（Z”）．　Then　the　line　segment　x’一x”

contains　a　point　x∈D（：τ’）such　that　c四十di＝Ofor　some乞∈（Zへ∬”）U（：τ”＼Z「t）．

This　contradicts　（A．1）；　hence　only　D（Z’）　must　be　nonempty．　：
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