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Abstract．　The　integration　of　higher－order　functions　into　functional　logic

programming　is　widely　seen　as　a　powerfu1　and　desirable　feature．　The　nat－

ural　way　to　deal　with　higher－order　functions　in　the　well－studied　framework

of　first－order　term　rewriting　is　through　so－called　applicative　term　rewrit－

ing　systems　（v4TRSs）．　We　propose　a　new　calculus，　called　LNCA，　to　deal

efliciently　with　confluent　ATRSs　and　prove　its　soundness　and　completeness．
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1 Introduction

　Research　on　integrating　functional　and　logic　programming　（［1］）　has　established　nar－

　rowing　as　a　suitable　computational　model．　Some　powerfu1　features　like　higher－order

　functions，　which　are　common　and　usefu1　in　functional　languages，　are　not　yet　con－

　solidated　in　narrowing　calculi．　The　following　program　illustrates　the　expressiveness

　of　higher－order　functional　logic　programming：

　　　　plus　O　y　＝y　map　f　［］　＝［］
　　　　plus　（S　x）　y＝＝S　（plus　x　y）　map　f　［x　l　y］＝［f　x　l　map　f　y］

　　　　double　x　　　　＝plus　x　x　compose　f　g　x　＝f　（g　x）

・　The　functions　map　and　compose　are　higher－order．　For　instance，　solving　the　goal

　　　　　　　　　　map　f　［s　o，　o，　s　o］＝［s　（s　（s　o）），　s　o，　s　（s　（s　o））］

means　finding　substitutions　like　｛f　F一〉　compose　S　double｝　which　can　not　be　done

by　first　order　narrowing．　This　difficulty　can　be　overcome　by　the　use　of　applica－

tive　term　rewriting　systems　（ATRSs　for　short）．　ln　an　v4TRS　terms　are　built　from

variables，　constants　and　a　special　binary　function　symbol　ap　which　is　denoted　by

juxtaposition　of　its　two　arguments．　For　example，　the　term

map　f　［s　o，　o，　s　o］

will　be　represented　as：

（（map　f）　（（cons　（S　O））　（（cons　O）　（（cons　（S　O））　［］）））

where　map，　cons1，　S，　O　and［］are　regarded　as　constants．

　　　The　narrowing　calculus：LNC（［4D　can　now　be　used　to　solve　such　a　goal　but　it　is

quite　ine伍cient：while　just　one　infαence　step　extracts　all　arguments　of　a　first－order

term，　fbr．4TRSs　we　need　one　inference　step　for　each　argument．　In　other　words，　we

have　to　extract　all　arguments　step　by　step　befbre　we　even　know　whether，　e．g．，　we

are　using　the　appropriate　rewrite　rule，　even　in　the　case　that　the　head－symbol　is　a

known　function．　Starting　from　this　observation　we　define　a　new　calculus　which　is　a

specialization　of　LNC　for　applicative　TRSs．　We　call　the　new　calculus　LNCA（】≧azy

旦arrowing　galculus　fbr　Applicative艶rm　Rewriting　Systems）and　prove　that　it　is

sound　and　complete　fbr　co11且uent．4TRSs　with　respect　to　normalized　substitutions．

　　　The　extension　of　L，NC　to：LNCA　is　similar　to　that　from　OINC　to　NCA（［2，5］）．

NCA　is　an　earlier　attempt　to　define　a　narrowin．g　calculus　which　deals　e伍ciently

with．4TRSs．｝lowever，　its　completeness　is　proven　to　hold　only　if　we　restrict　our

attention　to　orthogonaL4TRSs，　right－normal　goals，　and　normalizable　solutions．

The　advanta，ges　of：LNCA　over　NCA　are：

一completeness　holds　in　the　general　case　of　confluent．4TRSs　with　respect　to

　　　normalized　substitutions
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フ

　一there　are　no　restrictions　on　the　shape　of　the　goals．

The　completeness　proof　of　LNCA　is　very　similar　to　that　of　LNC．　We　brie且y　mention

the　main　ideas　of　the　proof：

Fact　l　R）r　every　normalized　solutionθof　a　goalσthere　exists　a　substitution

　　　θ’≦θ［Var（G）］and　a　normal　NC－refutation　17：G～→渉，　T，

1　［s　l　t］　is　syn．tactic　suga■of　cons（s，t）
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　　．Fact，2’．T．　here　exlst＄一a　sub　class　．）iV一：．pf，　LNq－refut．atiQ．　ns，　the　well：formed　1　N，．C－ref一

　　　　　双tatiobs，，　such‡h；at　fbL・eVery．理。比nal．Nq－refuも帥io真π・：α坐〉謬・丁．’there　e；xi＄ts　a

　　　　　sψsti加ti・n・θ’≦θ［ソar（の｝and重∈W∫suchむhat’ψ：・σ⇒謬’Pブ

・恥¢重3・恥every　w。II：fo・med．『珊C・r6釦もati・血ψ』：σ・⇒渉ロwith・・eSpect　t・an

，．ATRS　．’狽?Ere、ρxi・も・・a・substitutiQrt　e’≦θ［ソ岬（G）】and　an・LNCA－re釦tati・n

・　　41；σ・⇒渉’口・・∴・…　　　．　　・一　・1・、・　・1　　　．・　’　　．・　　　　・．

∴i難欝欝聯蹴総懸i雛熱艦i襲
．》yli恥gn6im’al’NCL’・e臨tib耳謝，d6scriわ・d　in『鷹野・・m・inも・写6・ting　P’・6P6fties・

wh・ch　w・士・’u・64　t・．d・fih・ちh・・1細・f宙d晦血ρ4五NC一‡・舳atiρh・・Th辞P・ρ・f．・f

懸1まhV聯deΦ⑳s’90ft坤ご七呵叫fo岬L晦担ゆ蜘
　　　　　W6　h61i6》・七ha面寅dA面b幽t蜘・6繭aba6月置雌合6φ6　d・t・即ihi・t・C・eal’euli「

も6盤もh・tゆ・6薪61『痂6n・購・畢醐（［？D』NC4　i・’琶噸卑ihi・tic　ext6h・iOn・f

購葱脚継識蟹？ll蜘弁st「uc七曲Sed‘te坤・剛’ng

パ轟轟鵠欝3器盤謝舗豊謡雌畿耀：
・艦t繋掴⑳e岬h⑱Tゆ「06fofφ畔事←岬端端ven

：毒2 P・reliminaries／

Ais，2：gnature　，is’　a　i　set　T’　．of・functiOnt　symbo｝s　which・　is　the　d／isjoint　union　Qf　two　sets：

，fD，the　set・’Of　dej6・n　ea　symbOls－and　11q．，’the　’setof・　co．nstrzt　ctors　As＄oqiated・　with　eyery

釦nCtiOn串y璋bOL∫．∈．∫．　is・a　natUra1　number・arity（∫）’巾nOちing　itS　ar吻・恥nCtiOn

．symbbls　Qf，・arity“e　are．call．edi・．cqnstants．　The　set一　7；（IT，　V）’　pf・　．（erms／built　from　a

signatuτe∫3nd　a．　gduntably．in伽ite・set．of　variablesソis　thg　smallest　set、　containing

レSUeh、’that．メ（オ、．，・．．．tn）∈τ（∫，ソ）・擁・n・ver‘∫∈．‘7T・w汕：a・ity（∫）．＝・n・and・1t　1’，一，

オが∈7（∫）ジ》垂W；ewrite　c・加s毒eadりf　c（〉唾h¢nevier　o　is．　a40nsちant．．　The　3e㌻φf　variψleS

・ccu蜘9．・ina・s拠t轟上兵i・aL・bject　S’　iS・・d・P・名・曲y・ソar（β）・Wg・血se・th合・syゆ♀1≡t・

denote　the，ideh．tity　Qf　two・Sy’　ntaetie　ent．ities；

　　　A　position・　is　a　seque血ce　of　natur41　’numbers　identifying　a　sゆterm　in　a・もerm　The．

set　，20S（t）・，・cof，positioLns　of　a・t．erm｝t　’is・in，　dugti：　ely　definLeJd・as　fol16ws．　：．　P．　o，s（t・）’；＝　｛q｝

if　t；is・・a｛Jv’≠秩eiable　or’．a　constant，s　and　；IP’qs（t）・：＝・｛e．｝　U　UZ＝i｛i・p・1’p　E’PQs（ti）｝　if・’t’　iE

∫（孝注，　‘㌔・，’tn）・．1耳ereε，　thεempty　s磯uen¢6，・。4enQtes　th魔oot・position・If　p・∈1＞05（老）

the’　n・tlp　denotes・　the・6u．bterm．，一・・bf　t一・　attposition：p，　and・一t［s｝p　den．otes・the．ter－m　that　is

．6btain嘩f玲m・オ・by　re並Iacing　the　s廿btφm　a恵po串ition・P”　bン5・．

、：A魂う3孟伽tion　is．・　a　mapθ’f【omγ、ち。τ．（巧，ソ＞with　・the　property　that　the　set

の（θ）ま｛i11‘∈・叫θ（’x）≠x｝is：霞血ite．，　This　set、　is．　called　the・domain’ofθ．…

　　　We　denote　bY　e　the　substitution　with　empty　domain．　Substitutions　are　extended

to　homomorphisms　from　T（f，　V）　to　T（f，　V）．　ln　the　following　we’write　te　instead

・fθ（t）・W・d・n・t・th・　set　U。∈Dのソ瞭θ）・f　va・1苓Urr三門ゆ享θ．by・Zm（の・

The　composition　ei　e2　of　two　subbtiitutions　ei　and“　e2　iS”defined　by　xei　e2　＝　（xei）02

for　a｝｝．　x・　E，・V．・ei・　is　aft　lea＄t・as　gen’eral’　as　e2，’．　denoted・by　e・i　fE｛　e2，’if．there，　exists　a

sub．　stitqtion　e　such　that　・e・“　＝・．e2．・The　一restri．etion　e・t’v　of　a　substit．u．　tl．　on・e　to　a　set

y（⊆ソ）is『．　def辻医ed　byθ「γ（x），≒a（砂ンif’霞、6γ．aロdθ『y（a）一一＝x季f，，　x．∈ソrr　V．　A

ηα磁ゐ1ξ　substituオion・maps　variables七Q　variables・A’”α吻ゐ1εTeπα瞬ηg　is　a　b茸e¢tive
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マariabl信substitution．We朝ite』 X1＝θ2’凹if『θ士；fγ・三’θ2：ty，鱒dθ1≦「θ2［ηifth6re

　exiむts　a‘substitu七i叩‘θ　stich　t1｛a右〃iθ≒θ2’［Vl　l・Two・t6rr【i6ρ包hdガ包re　ca：11ed肋頑α6～θ

　if　there　exists　a　s面stiもtl七i（溢’θ’．忌t【ch七hat・3θ’≒・tθ；、A‘m’o蕊：9εれε炉α～’二面βrbf　8．　and

オi・au雌・汐「6h・h　thatθ幽≦e’fo・’anyやth俘f麺雌e・4：・f．・ahaオ・M6・七．9・h6釜・l

tihifiers　of　u’n’ifiable　terms’alwaYs　exist　and”are”uh’ique　up　to’v’ariable　renaining．

　　　　A…w・ite　rul・i・apai・・f　t・・m・・f　th・f・・m　1→ア・ゆthaも1，・∈T（・1’，ソ），

　『ソαr（r）⊆．yα『（り，！…ノ『（tl，・・．・・；tn）・和葦．霞gr辱ρ．、t璽項s¢1…？・、・tnξτ．（」『・）～）1・an・dノ∈

」『て）．1　is　theノ｛沸一ゐαπ4　Sideα、耳S｛br　shb士t）6f三二1理1e　3孕（葦、　r七he項g＃も温州孕4串id③（旦HS

わ紬・rt），　A・孟¢叩．剛τi蜘・〃・卿（T耳Sl繍h⑩・玲・a’・負nit・’・。ち匁・ρfre噸t・．・ulg・・

T与・蜘吻．訟訴ラit・・串噸も蜘i端端R演・・＠．bina・y　r・1ゆゆ、7〈∫，．ソ）．
defin，ed　qs’f611b．　Ws：　S・．一，R　tif．　．th．．er．　e　exis’1　s，　q　rewri9．e’．rule　1・．：．一t．．r，　E．7｛），．　a　sQb．．stit“．1’ibn

θ鯛dゆ・・i七iQψ∈．アρξ（s＞suρhちha七．角。・＝Zρ「塾n財r．5岡。・・丁与e　t・a潤iもive　a孕d

reflexive　closure　of’．R　is　denoted　by　．〉，　and　the　symmetric　closure　by：．，R．　，・W．　e

usually　omit　thβsub葺cripち1，・At信rm．オ．　is、a，解ρ卿．al！b7η3」ξちh璽e，瞬鼻弊ロg　term
s・sqg．h．　that　t　一一〉　s．　A　substipatioag．．　e　is．　norinq，）iz．，　1．，1．d，．．’　i｛　lal－1　．intl，，t．anee＄．rpe．一qf．vaptp．　bles

¢∈D（のare　nor血aHbrms．4TRS．驚．i＄砂η加碗二二f傾e雫⑳『e⑳毎恥i斡re町ite

sequence’刀@to　．　t　i　．　…　，　ah（1　conflu　ent　’i｛　’foTi．．alli　ternFis．li’，　t　2，　t3　wit．h’　lt　i．・t．，，，’，　t2

and　t！　．“　t3　there　exis．ts　a．　te，　rrp．　t4；　such・　．thqt．．t2．’一〉“　tA　apd　t．3，　一一？“　t4，．．　Tw．　Q．，terms

オ1and・tn・昂re・conv¢甥歪う～¢．．ifちh6re』e：導部s画seque典ρe孟ユ・尋→．・讐÷7＞．tn層（μ≧．’、：り・lvTitちen

as・t・e＊・≠π・lfθi6　a脚ab1・、r⑫鱒9・t／h¢ゆ今、写β畷・賭1θ→Tタ、　ir・：灸llゆ

翻・nt・f～→…A’魔＝Eiant　i吻・ゐi翻va・iabl…ccu・ting・in　i七hav6　n6y・ゆe帥S・d

before．　An　appli’cative　term　is　a　term　built　from　variables，　constants　and’a　speeial

binary　function　symbol　ap　which　is　denoted　by　juxtaposition　of　its　two　argu．ments．
Parentheses　are　omitted　under　the　convention　of　associati6n’t・．’tcr　・the’f’1’6’i－ti：；”stt’　（f　：’J（s

・））・and　f（S　O）Od⑳・もh・・am・t・・m・T紅・ゐ・・4聯6・1・fan　apPli・ativ・

微細麟謙灘ll御櫛翻：囎離灘翻審：
α∫6ジ・ごギ【・∴・，サa・iβblesあ踏鵬血面・圃血b61・わy’1∫；9・．ゐ，’・　a・bit町t・・m曲y

’・，ち・ti，・∴，an曲t6ぎ・士’h畑bersやy・盛；・；ゴ，為1濡An・⑫幽・tiTe’物1・l　i・’・・a1…・e面看e・・ul・

1Lチr「betwee血・tWo　lapPlicaもi夕e　t6露ms∵s｛i（虹th窃t｛41；h「誌』馬hε・fヒ）rmノ’『1∴∴鑑wh¢re・　f

is　a　fu”nctibn　sy卑1）く》1こw赫h．atitY．』髭．’We　saY‘毛haも．S頭℃h包rule　d〔弱η¢8：the　6y血わol；プ㌦

A脚Pli・aもive：t’・・血・1・なw・iもi血9・sy蜘：（・4TRS）・is．a和it・s・七・f　a伽｝iba伽ざ士翻t・

ml・s∴We　aもb士・viater　an　apρli・atiヤ6・ter血・’α・彦・1・・『1・・、・・煽・’・ち：b’α・’tが・If「n’・’i＝・・0・th・n・α』t。

購，礁1撃mlconγe読解岬典・1』rl・∴●’3画．．1㍑｝瓠d

　　　W6　dis七inguiSh・a　biha平y・fゆctioh』symbol紹writ七en　in　in飯』notation　J　A”・七er血・of

the　fbr血・8’‘蛇目where・3’a箪d：t’do”　not．eontain　occuτr壱：nces　of『～iS｛called・eguat’ion

with七he　L；HS　s　and七he　R且S…t．・　Tlhe　sy血bol・2t，　d6notes・th6「symme廿ic　dosure　of鐸．

A　godl’is　a　finite　seqtiencei’　of’equatiOns．一Given・　an　eq・，uafi　bn一　e　±’s・fkts’　t　s We．s’ay　’that

asubstitutionθis　a　solUtion’ofεif　3θ卸：d・オρare℃oRverもible　w　Jr：ポth6　given・’「fRS

lll．　Given　’a　goal…G　consisting　of’equafions　eis，；：．　．’1e’h”　i’iwe’　say・　that’　a　L・sub’sti．tu’tion　e

is　a　solution　of　G・　if　e’　is・a　Sdlution　．of　everY　ei　（1．i　’iS’　i　S　n）／．　We　denotel　an　eMt“’ty

goal　by　D．

2．1　Normal　N　C－refut　at／／6ns

In　this　subsection　we　assume　・that　1？　’is　a　confiuent　TRS．’　We　dist’i’nguish’　a・ special

constqnt　true　and　alloW　it　aS’ пh　n　’e’　’qu　ation　L’We　use　T　a’s　generi　c　notatiotr　for’goa｝s

consisting　only　of　true　cons’@tantS．　ln　this　’
刀f?狽煤fihg　it　can　be’　’shoWn’that”　e　is　el’　solutibn．

dfag・al伍貫σθ㍉→門下紬・・e』π＋＝RU』｛t・’　Fg　x　’．　’ttue｝・Anπ傭・p　i・a
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relation　on　goals　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E1，E二とt，」E72～→θ，1→r（E・，s［T］P　crち・E2）θ　　　　　　　　　　　　　　（1）

wh←1・p∈ア・・（・）・u・h‘that・1・¢ソ，1→・i・a丘esh　va・iant・f　a・ew・it・・ul・fr・m

．π鋼dθis　a　most　general　unifier　of　1　and　81p．　When　confusions　may　occロr，　we

underline　the　chosen　subterm．

　．11，A，　n　IVC－aerivation　is　a　finite　sequence　of　inference　steps　abbreviated　by　G’At，＞Z　G’

wh．　e’re　n　is　the　nuniber　of　inference　steps　and　e　the　comp　osition　of　all　substitutions’

in；　blved　in　the　inferenqe　steps．　We　may　write　M＞“　instead　of　M÷n　if　n　）　O　and　・v一〉＋

instead．of　M＞n　if　n　〉　O．　An　NC－derivation　that　ends　in　T　is　called　AIC－refutation．　ln

the・sequel　we　will　denote　NC－derivations　by　the　symbol　ll，　sometimes　subscripted．

Given　an’ mC－refutation　ll　and　m　E　N，　we　define　the　length　1111　of　ll　as，the　the

number　of　NC－steps　of　ll，　and　the　sub－refutation　ll＞m　of　ff　as　・the　NC一一refutation

obtained　by　omitting・the　first　m　goals　and’inference　steps　in．ll．

Definition　1　Ah　NC－refutation　17　：　G　A・÷S　T．　is　qalled　n　o　rm　a（　if’　it　consists　of

NC－steps　of　form　（1）　with　Ei　＝　T，　and　’ ?盾秩@everY　replresentation　of　ll　in　the　form：

：∫、，じ　　a・σ≡E｛，・蟷E6略丁，（旦蟹ち場）θ・騰T，

th．ellsubstitution　e2　fv．r（，e，）　is　normalized．

露艦辮響町即興譲野t’一T　”・W’ng
Th6””i’
盾窒?香@1　For　every　normalized　solution　e　of　a　goal　G　there’ ??奄唐狽刀@ff　E　A／’e　such

that∬：σ～一＞S，　T　andθ’≦θDノαr（σ）1．

2．2’　The　LNC　Calculus

Definition　2　LNC　consists・of　the　following　inference　rules：

［o］　outermost　narrowing

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（si，．．．，sn）　bl　’t，　E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　51～11，∴．，Sn～ln，r窄オ，五7

　　　if　f（li，．．．，Zn）　一〉　r　is　a　fresh　variant　of　some　rule　of　R）．

［i］　imitation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（Sl　J一・・　）．　Sn）・r・x，E，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（si　f　s　xi，．．．，sn　fu　xn，E）e・

　　　if　x　E・　）2，　where　e　＝　｛x　H　f（xi，．．．，xn）｝　with　xi，．．．，x．　fresh　variables　and

　　　n＞　e．

［d］　decomposition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（Sl，…　，Sn）　fU　f（tl，…　Jtn））　E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　51～オ1，＿，5π規η，E

［v］　variable　elimination

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x～ちE
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　確γαr（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E｛x　”　t｝
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［t］　removal　of　trivial　eguations

x　f￥　x，E
　　　　　　　　x∈ソ

In　LNC，　the　equations　si　fu　・Zi，．・．．，sit　fy　1．　which’　are　created　by　the　outermost

narrowing　step　are　called　parameter－passing　equations．・If　G　and　G’　are　the　upper

and　lower・　goal　in　the　inference　rule’　［cy］　（a　E　｛o，i，d，v，t｝）　then・we　write・G　＝〉［．］　G’

and℃all　it［α｝st　ep．　Ah・五ノVO－step　is・an｛α］一step　whereα∈｛6，i，d｝v，t｝二The　additional

rewrite　rule　or　substitution　may　besupplied　as　a　subscript，・that　l 奄刀C　we血ay＝』write

things　like　G　＝〉［．］，i．．　G’　and　G　〉［i］，e　G’．

　　　For　the［i］rule，　if　the　variable　x　appears　to　the・RHS（：L：旺S＞of　the　selected

equation　then　we　say　that回is　applied　to　the　LHS〈RHS）．　For　the［d］rule，　if　the

七erm∫（sl）．．．　）　Sn）that　is　being　narrowed　is　to「the：田S（RH：S）of　the　selected

equation　then　we　’say　that’　［o］’　is a’垂垂撃奄?п@to　the　LHS　（RHS）i　’］］o　avoid　confusions

concerning　the　side　op．　whigh　an　［o］　or　［i］一step　i＄　pcrforpat　d，　we　either　underline　it．　or

proyid．e　ap　a．dd，　’itibnal　subsdriPl　to　identify　it．　Fot　eXaniple，　e，　E　；［i］’，k，．　G’　de’nbtes

an　［i］一step　aPplied　to’the　LHS　’if’　le　＝＝　1　and　to　the　RHS　if　k　＝　2．

　　　LNC－derivations，　sub－derivations’　and　the　corresponding　notations　are　defined　as

iR　the　case　of　NC．　We　denote　LNC　derivations　by　the　symbol　！Zi　and　its　derivatives，

sometimes　subscripted．　For　the　Particular　case　of　applicative　term　rewriting’systems

w・u・et車・・yゆ・I　A　．and・it・de・i頭v・S・’．t・d・n・七・．玉Ng－d・圃i・n・・．An多少（］一

盗瓢翻艶i臨欝呈畿謡鼠壽□・・吻e「e□’P七h⑳ty
　　　The　selected　equation・f（s1，．．．，sn）　2t・　t　in　an　［o］一step　has　the　equati　on　r　fu　t，’aS

the　only　one－step　descendant．　ln　the　imita’tion　rule　［i］，　the　one－step　descendants　of

the　selected　equation　f（si，．．．，sn）　or　x　are　the　equations　si　e　fu　xi　（1　一く　i　S　n）．　The

selected　equation　f（sl，．．．，s．）　fu　f（ti，．．．，t．）．in　th．e．．decomposition　ru．　lg　［d］　has

the　equations　si　”tNv，　ti　（1　S　i　〈一　n）　as　one－step　descendelnts．　The　selected’　equations

of　［v］　and　［t］　have　no　one－step　descendants．　The　one－step・descendant　of　a　nQn－

selected　equation　s　fM　t　is　the　equation　（s　fu　t）e　where　e　is　the　subsl　itution　created

in　that　inference　step．　The　descendant　relation　is　the　reflexiVe－tianSitiVe　clbsure　of

the　one－step　descendant　relation．

　　　LNC　is　a　calculus　which　is　complete　with　respect　to　normalized　solutions．　The

following　lemma　is　．extracted　from　the　completeness　proof　of　LNC　given　in　［4］．

We　adopt　the　fblIowing　convention　fbr　the　fbrmulas　appea血g　in　the　lemma：the

symbols　k，　i，　n　denote　non－negative　integers　such　that　1　nt〈　k，i　〈一　2；　i　and　p　denote

term　positions；　if　n　〉　O　then　」’　E　｛1，．．．，n｝，　otherwise　］’　＝　e．

Lemma　1　There　exists　a　well－founded　order　＜＜　C　．Me　×　Are　such　that：

∀∬・σ＝・耐過T∈NCヨ〈！IZt，π、〉．

　　　uti　：G　＝＞a　Gi　A　lli：Gi　“’“3，　T　E　vVeA

　　　．π・《ll　A　R　el（ll，　uti，．IITi）〈σθ’≦θ［ソαr（の］

whereフ1　el（∬，　Vl，∬1）is　defined　as　follows：

1．The　descendants　of　E　are　narrowed　in∬a七the　same亘ositions　and　in　the　same

　　order　as　the　descendants　of　Ea　in　lli．

2．　lf　uti　is　a　［d］一step：

ut1　：G　E　f（Sl；…）Sn）　fU　f（tl，…，tn），E　＝〉［d］　Sl　SS　tl）…，Sn　fU　tn，E
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　　then　i・ip　is　a　narrowing　position　to　a　descendant　of　e　in　lr　iff　i・・p　is　a　narrowing

　　position　to　a　descendant　of　s」・　Arv’　t2・　i　n　ffi．

3．　lf　dii　is　an　［o］一step：

　　　　　G　E　f（SI　J…）Sn）　or　t，　E　＝〉［o］，k，f（li，．．．，1．）．r　Sl　r　S　ll）…，Sn　fU　ln）r　f￥　t，　E

髄七hen：

i’1’ill’li（a）　ll　narrows　a　descendant　of’e　at　position　k

，lil．（．b）．　lli　｛loes　not　naTrow　de．s．　gendants　gf　si　AN’．li　a．　t　PAositibn．s　i．n　th．一．e　4．．H．　S．・

　　　　　1・p　is　a　narrowing　position　to　a　descendant　of　s」・　”rv“　l」・　i　n　lli　iff　k・ip　is　a　　（c）

　　　　　narrowing　position　to　a　descendan七〇f∫（51，．．．，sn）fSt　t　in∬．

（d）　2・p　is　a　riarrowing　position　to　a　descendant　of　r　fu　t　in　ll　iff　（3　一　k）・p　is　a

　　　　　narrowing　position　to　a　descendant　of　f（si，．．．，sn）　）t　t　i’n　ll．

4．　lf　uti　is　an　［i］一step：

　　　G　i　f（Sl，…JSn）　or　X，E　＝〉［i］，k，a＝｛xF一．f（xi，．．．，x．）｝　Sla　fU　XI，・・：；Sna　fU　Xh，EU

　　　then：

，．’
^．ll，1（a）　IT　stqrts　with　ap　NC－step　at　a　po．sitign　．of　thenfOEM　．8i’？’；P：

　　1，．1．（b）　i・1’・p　is　a　narrowing　p　osition　to　a　descendant　of　e　in　ll　iff　i’　・p　is　q．　narrowing’

越・P・・iti・n　t・adescendant・f・ゴσ脚ゴin∬・・wh・・e　i’＝i　if　k＝1ahd
　　’，’lr．　i’＝3“’一i・if　k＝2．

5誘lf遡is　a［v｝step　then．左1starts　with　an　NCLStep　a尤root　position．．1

Corollary　1　Let　ll：G’一v一〉；　T　E　Are．　Then　the　successive．　applications　of　Lemma

1，starting　from∬，　yidds　an　LNC－ref皿tationψ’：σ⇒1；，口∈LArC　such　that

θノ≦θ［ソαr（G）］♂

P．！1：QtQx．of．　The　result　of　successive　applications　Qf．　Lemma　1，　starting　from　ll，　is　de－

picted　in　the　figure　below：．

t

ll　＝　llo：Go　＝　G　““一“’；，＝e　T

　　　　　　　　砺。

π・・　σ・瑚丁

∬・・　σ・畦丁
　　　　　　　　蛎‘

lli＋1：　Gi＋1　M一＞g，＋，　T

　　　　　　　　sUai＋i

Since　Vi　Rli＋i　＜＜　ffi，　this　process　will　eventually　terminate　with　an　N　C－refutation

lln＋i　：　Gn＋i　＝　M　M＞2．＋，．．　T・　The　．LNC－refutation　generated　in　this　w．ay　is：

Pt：σ0⇒。。　G1⇒。、…⇒。n　Gn＋1＝ロ

According　to　Lemma　1，　Vi　E　｛1，．．．，n｝．aiei＋i　一く　ei　［Var（Gi）］．Thep　e’　＝　aoai．．．an

＝σ。σ、．．．σ。θ。＋、≦σ。σ、．．．σ。一、θn≦＿≦σ。θ、≦θ・＝θ［ソαr（G）］．　　■
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3 The　LNCA　Calculus

LNC　does　not　handle　applicative　terms　efliciently　because　the　applicable　inference

rules　in　the　case　of　［o］一steps　are　determined　by　the　outermost　symbol　of　the　term．

This　symbol　is　almost　alWays　the　binary　function　symbol　ap　which　does　not　im－

pose　any　restriction　on　the　choice　of　rewrite　rules．　We・overcome　this　problem．by

specializing　the　infere，nce　tules　of　LNC　to　look　at　the　head　symbol　rather　than　at

the　outermost　symbol　of　the　terM　Upder　consideration’and，　if　that　symbol　is　an

operator，　to　choose　only　the　’rewrite　rules　which　define　it．

Definition　3　Let　R　be　an　．4TRS．　LNCA　consists　of　the　following　inference　rules：

［・月・％まε禰・st・nαrr・ω吻．伽んead－juncti侃伽η5

f　Sm　tn　or　t，E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sl　fY　ul，．．．，sm　sg　um，r　tn　fu　t，E

　　　　if　there　exists　a丘esh　variant∫um→rof　a　rewrite　rule　inフこ．

［・V］・uterm・5オ鮒r傭π9掴みeαd－Vαriable　terms

X　Sm　tn　or　t，E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（si　f￥　vi，．．．，sm　f　s　vm，r　tn　fv　t，．E）e

　　　if　there　exists　a　fresh　variant　f．　uk　vm　一　r　of　a　rewrite　rule　in　7？；，　m　〉　O，　and

　　　θ＝｛Xト〉∫Uk｝．

［ifl　imitation　for　head－funetion　terms

f’s’m　’th　f　t　x　un，E

　　　　　　　　　　　　　　　　（81《ゴXl，．．．，Sm《ゴXm’，オ1二とt濫1，．．．，tn二∠Un，五7）θ

　　　if　m　〉　0，　e　＝　｛x　”　f　xin｝　with　×in　fresh　variables．

［iv］　imitation　for　head－Oariable　terms

gs鵬tπ望¢uπ，E
　　　　　　　　　　　　　　　　　（81～X1，．．．，Sm《ゴXm，オ1二とU1，．．．，オn二こごUn，．石7）θ

　　　　if　m　〉　O，　x　t　y　and　e　＝　｛x　”　y　x．｝　with　xm　fresh　variables．．

［df］　decomposition　for　head－function　terms

f　Sn　AS　f　tn）E

Sl　5U　tl，…　　，Sn　f　S　tn，E

［dv］　decomposition　for　head－vam’able　terms

x　Sn　f　S　X　tn，E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sl　fS　tl，…　　，Sn　fU　tn，E

［vf］　variable－eiimination　for　head－junction　一terms’

f　Sm　tn　cr　X　Un，E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（オ1二∠Ul，．．．，tn二こ∠Un，E）θ

if　x∈ソー「ソαr（∫Sm）andθ＝｛xト→ノSm｝．

8
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［vvl　variable－eliminati・η如ゐea　d－Vαriable　ierms．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃s鎚tη望¢uπ，E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（tl　or　Ul，…）tn　or　Un，E）θ

　　　　ifx∈ソーンαr（y　Sm），　y∈〕ノandθ＝｛x卜→ysπ｝｝．

We　write　G　i＞［．］，e　G’　to　denote　an　LNCA－step　corresponding　to　an　inference　rule

［cy］　with　cy　E’｛of，　ov，　if，　iv，　df，　dv，　vf，　vv｝，　upper　goal　G，　loWer　goal　G’，　and　involved

substitutiQn　e．　We　assume　0　＝　e　when　a　E　｛of，　df，’　dv｝．

　　　The　notions　of　derivation，　refutation，　and　length　of　a　deriyatioR　for　LNCA　are

similar　to　those　for　LNC．　We　denote　by　LAX’e．4　the　class　of　LNCA－refutations．　A

［V］一step　is　either　a　［fv］一step・　or　a　［vv］一step　of　LNCA．　An　［1］一step　is　either　an　［if］一step

or　an　［iv］一step　of　LNCA．

　　　The・soundness　of　LNCA　is　stated　in　the　following　theorem．

Theorem　2　Let　7？）　be　d　confluent　A［1］RS　and　G　a　goal：’　lf　there　exists　an　LNCA－

refutation　A：G　i＞lj　O　then　e　is　a　solution　of　G．

　　　　　　　　　　　　撃

li11t：gg1Loo£　The　proof　is　p　erformed　in　two　steps．　We　first　prove　that　for　every　L　N　CA－

step　of　the．form・G　；＞e　G’　the　following　property　holds：　if　e’　is　a　solution　of　G’　then

θθ’is　a　s61ution　ofσ．　Next，　we　prove　by　induction　on．　n　that　ifσ⇒？口thenθis

a　solution　of　G．

　　　Let　G　E＞e　G’　be　an　arbitrary　LNCA－step－and e’　a　solution　of　G’．　We　prove’

that’ee’　is　a　soli　tion　of　G．　The　proof　is　by　case　distinction　on　the　nature　of　the

L’NCA－step　from　G　to　G’．

’L　Assume　G　E’ ?@sm　tn　ct　t，E　1〉［．q　G’　E　si　fu　ul’，．．．，sm．　fu　um，r　tn　s　t，　E

　　　where　f　um　．　r　is　a　fresh　variant　of　some　rule　in　n．　Then　e　＝　e　and　ee’　＝　et．

　　　We　have　to　prove　that　e’　is　a　solution　of　G．　Since　e’　is　a　solution　of　G’，　the　fo｝一

　　　lowing　conditions　hold；　（1）　Vi　E　｛1，．．．，m｝．sY　oh　uie’，　（2）　（r　t．）e’　一h　te’，

　　　（3）　e’　is　a　solutio＃　of　E．　Because　of　（3），　we　only　have　to　prove　that　e’　is　a

　　　solution　of　the　equation　f．　sm　tn　or　t．　We　note　that：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by（1）　・　．　　　　．　．　by（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’←→知θ’　　　　　　　　　　　　　　（f　sm　t．）e’　一〉　（f　u．　t．）e’　tR　（r　t．）e

　　　and　hence’　e’　is　solution　of　the　eqtiation　f　sm　・tn　fr　t’．

一　Assume　G　iii　x　sm　tn　cr　’ 煤f C　E　E＞［ov］，e　Gt　E　（si　fu　vi，．．．，sm　s　vm，r　tn　fs　t，　E）e

　　　where∫ukマ漉→ris　a　fr6sh　variant　of　a　rewrite　rule　ihフ1，　m＞0’andθ＝：

　　　｛x　H　f　uk｝．　Then・’（1）’　vi　E　｛1，．．．，m｝．siee’　e＞　vieet，　（2）　（r　th）eet　一h一　teet，

　　　（3）　ee’　is　a　solution’　of　E．　Because　of　（3），　we　only　have　to　prove　that　ee’　is　a

　　　solution　of　the　equation　x　s．　t．　2t　t．　We　note　that：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by（1）　　　，　．　　　　　’　．’by（2）
　　　　（x　sm　tn）ee’　＝　（f　uk　srn　tn）ee’　一h　（f　uk　v．　t．）ee’　．R　（r　t．）ee’　一h　tee’

　　　and　hence　ee’　is　solution　of　the　equation　x　sm　tn　f　t　t：

一　Assume　G　H　a　sm　tn　cr　x　un，E　1〉［a］，e　Gt　E　（Sl　fU　XI，…，Sm　fM　Xm，tl　f

　　　ui，．．．，tn　N’un，E）e，　where　a　E　V　U　jZ’，　a　E　｛if，　iv｝，　e　＝＝　｛x　一　a　x．｝，

　　　with　xm　fresh　variables．　Then　we　have：　（1）　Vi　G　｛1，．．．，m｝．siee’　一〉　xi　ee’，

　　　（2）　V3’　E　｛1，．．．，n｝．t，・ee・’　elie　uj・ee’，　（3）　ee’　is　a　solution　of　E．　Because　of　（3），

　　　we　only　have　to　prove　that　ee’．is　solution　of　a　sm　tn　fy　x　un．　Since：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by（1）　’　’　　by（2）

　　　　　　　　　（x　u．）eO’　＝　（a　x．　u．）ee’　一a　（a　s．　u．）ee’　一h　（a　s．　t．）ee’

　　　the　substitution　ee’　is　a　solution　of　the　equation　a　sm　’tn　ot　x　un．．
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一　Assume　G　＝　a　sn　f　s　a　tn，E　1〉［．］，．’　Gt　E　（sl・fs　tl，’．．．，Sn．fu　tn，E　where

　　α∈ソU∫andα∈｛df，　dv｝．　In　thiS　caseθ＝ε，θθノ＝θ’，　and　we　have：

　　（1）　Vi　E　｛1，．．．，n｝．sie’　〈一〉｝e　tie’，　（2）　e’　is　a　solution　of　E．　Because　of　（2），　we

　　only　have　to　prove　that　e’　is　a　solution　of　a　sn　fu　a　t．，　which　is　obvious　because

　　of　property　（1）．

一　Assume　G　i11　a　sm　tn　fks　x　un，E　1〉［．］，e　G’　E　（ti　bl　ul，．．．，tn　or　un，E）O．where

　　a　E　）2　U　JP，　ty　G　｛vf，　．vv｝，　x　¢　．｝7ar（f　s．）　and　e　＝　｛x　”　a　s．｝．　，Then：　（i）

　　Vi　E　｛1，．．．，n｝．tiee’　ellig　ui　ee’，　（ii）　ee’　is　solution　of　G．　Because　of　（2），・　we　Qnly

　　have　to・prove　thatθθ’is．　solution　of七he　equation／sm　tn　fu　x　un．　We　have：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’by’（1）

（x　u．）ee’　＝（a　s．　u．）ee’　一h　（a　sm　tn）ee’

We　prove　now　that　if　G⇒3口then
refutations　of　length　n・＝　1　are：

e　is　a・solu・tion　of　G．　The　only　possible　LNCA一

f　fU　f⇒［dq，。ロ，

X1　f￥・X⇒［d。Lε1ロ，

ノ・Sm　orx⇒［vqゴe　q　where　x¢Var（f　Sm）andθ＝｛xト→fSm｝

ysm　or’x⇒【vv］；θ口lwhere　x¢Vαr（y　sm）andθ＝｛x卜→ys血｝

Obviously，　all　these　LNCA－refutations　are　sound．　Assume　now　A　E　LAI’ev4　with
IAI　＝　n　〉　1．　Then　we　can　write　A：G　1＞e　G’　i＞；，　D　where　ee’　＝　a．　We・　want

to　prove　thatσ・is　a　solution　ofσ．　By　the　induction　hypothesis：f（）r　A＞1，θノis　a

solutiop　of　G’．　According　to　our　first　proof　step，　’this　implies　that　ee’　is　a　solution

of　G．　Thus，　u＝ee’is　a　solution　of　G．　・’　1

4 Com・p｝eteness

In　this　section．　we　prove　the　completeness　of　LNCA　for　cb’nfluent　ATRSs　with　re－

spect　to　norpsalized　spbstitptions．　Subsection　4．1　contains　an　analysis　of　the　struc－

ture　of　LNC－refutations　generated　’ ?窒盾香@norma｝　NC－refutations　as　shbwn　in　Corol－

lary　1．　Based　on　this　analysis，　we　in．　t1oduce　．the　class　of　well一’forrr｝ed　LNC－refutations

and　prove　the　completeness　of　LNC　with　respect　to　this　class．　Subsection　4．2　is　con－

cerned　with’the　study　of．LNC－refutations　for　v4TRSs．　ln　Subsection．　4．3　we　state

sQm．e　properties　of　well－formed　LNC－refutations　for　．4TRS＄．．Based　on　・these　prelim－

inary　results，　we　prove　the　completeness　of　LNCA　in　Subsection　4．4．

4．1　Well－formed　LNC－refutations

We　first　introduce　some　useful　notations．　Let：　ll

define：

：G　一v一〉“　T　E　uVe　and　e　E’　G．　We

1＞（e，　ff）　the　property　that　narrowing　is　never　applied’at　positions　of　the　RHS

　　　　　　　of　a　descendant　of　e　in　ll．

瑞（∬）

cb（ll）

r（ll）

！1）． ill）

the　longest　prefix　of　G　such　that　’ ue　E　Ep（ll）．7）（e，　ff）．

the　LNC－step　constructed　from　R　as　shown　in　’Lemma　1．

the　NC－refutation　constructed　from　ll　as　shown　in　Lemma　1．

the　LNC－refutation　constructed　from　ll　as　described　in　Corollary　1．

First　we　prove　the　following　lemma：
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Lemma　2　Let　ll：G　＝＝　e，E

following　conditions　hold：

一v一＞
＝@T　E　AX’e　and　assume　T（ll）：Gi　At一＞lj　t　T．　Then　the

1．　lf　ip（ll）　is　an　［i］一月目ep：

　　　　　σ三∫（・・，＿，・。）望超⇒。＝｛＿ノ（・、，…，・n）｝（・・fU・X・・…，・・剛・，E！d

　　．’；then　in　T（ll）　narrowing　is　applied　to　at　least　04e．　of．．ti．．．e一　descendants　of　the

　　　equations　siafs　xi，　“．，sn　a　fu　xn　at　a　position　of　the　LHS．

・2．　’ 撃?@E．（ll）　f　M　and　th（ll）：　E，（ll），　Ei　＝〉．　（E’，Ei）a　then：

　　　（a）　lf　th（ll）　is　an　［i］一step　then　it　is　applied　to　the　LHS　of　e．

　　（b）　E’u　＝　E，（r（ll））．

　　　（c）　if　cb（ll）　is　an　［o］一step　then　it　is　applied　to　the　LHS　of　e．

Proof．

1．　lf　ip（ll）　is　an　［i］一step：

‘ ψ（∬）：ノ（S・；…，Sn）螂，E⇒［i］，k，・＝｛x－f（X、，＿，・n）｝

　　　　　　sia　fu　xi，．．．，sna　s￥　xn，Ea

　　，then　7r（ll）：sia　fu　xi，．．．，sna　sM　xn，Ea　A，一〉’　T．　According　to　Lemma　1，　4．（a），

　　’the　first　NC－step　of　ll　is　applied　at　a　position　of　the　form　k・3’・p　where　1　．〈一．　」・　S　n．

　　．’］］hen，　according　to　Lemma　1，　4．（c），．T（ll）　narrows　a　descendant　of　sj・　a　fu　pt3・　at

　．／，，，．’position　1・p，　which　is　a　position　of　the　LHS．

’2．’
@Since　E，（ll）　iL　ll　there　exists　e　E　E，（ll）．

　　　（a）’Assittne　ip（ll）　is　an　［i］一step．　Then　e　is　of　the．　form　x　f＞t　f（si，．．．，s．）　with

　　　x　G　V　and　n　〉　O．　We　want　to　prove　that　the　RHS　of　e　is　x．　If　this　is　not　the

　　　case　then　e　1ii　x　fu　f（si，．．．，sn）．　By　Lemma　1，　4．（a），　ll　starts　with　an　NC－step

　　　at　a　position　of　the　form　2・ip　in　e　where　1　S　」’　一く　n．　Since’　e　E　Ep（ll），　this　case

　　　is　impossible　and　therefore　we　must　have　e　E　f（si，．．．，sn）　f　s　x・

　　　（b）　Let　e’　E　E’a．　We　have　to　proye　that　e’　E　Ep（7r（ff）），，i．e．　that　the　property

　　　IP（e’，T（ll））　hplds．　We　distinguish　two　cases：

　　（b15　e’　iS　d’deScendant．　of　．e．　in　th（ll）．　The．　n　th（ll）　is’an　［o］一，　［d］一　or　［i］一s’tep：　1．　f“

　　　　　　ip（ll）　is　an　［b］一step　then　it　is　applied　’t’o　the　LHS　since，　by　Lemma　1，　3．（a），

　　　　　　an　［o］一step’to　the　RHS　would　imply　e　¢　Ep（ll）．　Therefore，　we　can　write：

ψ（∬）・ノ（・・，…，Sn）N・t，・E⇒［・L！（1、，…，ln）一rS・・sl・・…，・・鳩，・～ちE

such　that　ei　i　r　fu　．t．　lf　property　P（r　pu　t，　r（ll））’does　not　hold　then　there

is　a　narrowing　positfon　to　a　descendant　of　r　f　ts　t　in　T（ll））　of　the　form　2・p．

From　Lemma　1，　3．（d）　results　the　existence　of　a　narrowing　position．of　the

form　2・p　to　a　descendant　of　e　in　ff．　Since　this　contradicts　the　condition

e　E　Ep（ll），　we　deduce　that’property　P（e’，T（Il））　holds．

If　th（ll）　is　a　［d］一＄tep：

f（Sl，…，Sn）　fU　f（tl，一一・，tn），　E　＝〉［d］　Sl　fU　tl，…）Sn　f　S　tn，E

then　e’　E　s3・　”N“’ @ti　for　some　2’　E’@｛1，．．．，n｝．　BecauSe　e　E　Ep（n），　17　does

not　Perform　narrowing　at　positions　of　the　form　2・」’・p　to　descendants　of　e．

From　Lemma　1，　3．（b）　we　deduce　that　7r（IT）’does　not　narrow　descendants

of　s」・　’N“　・t2一　at　p　o＄itions　of　the　RHS．　Thus，　IP（si　”tvv　ti，7r（ff））　ho｝ds．
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Ifψ（∬）is　an［i］一step　then　according　to　2．（a）of　this　lem血a　e　is　of　the　fbrm

ノ（sl，。．．，sn）Nxwith：r∈ソaid　n＞0．　In　this　case　we　can　write：

f（Sl）…JSn）　fU　X，E　＝〉［i］，a＝｛x”f（xi，．．．，x．）’｝　SIU　f￥　Xh…，SnU　fS　Xn，Ea

　　　　　　　and　assume　eノ≡sゴσ～吻fbr　someブ∈｛1，＿，n｝．　We　want　to　prove

　　　　　　　that　T（ff）　does　not　narrow　descepdants　of　e’　at　positiohs　of　the．　RHS．　lf

　　　　　　　narrowing　is　aPplied　’to　a　descendant　bf　e’　at　a’position　of　the　RHS’then　from

　　　　　　　Lemma　1，　4．（b）　we　deduce　that　narrowing　is　applied　to　a　descendant　of　e

　　　　　　　at　a　position　of　the　RHS．　This　contradicts　our　assurriPtion　that　e　E　Ep（ll）．

　　　　　　　Therefore，　P（e’，r（ff））　mtist　hold．’

　　（b2）　e’　is　not　an　LNC－descendqnt　of　e　in　th（U）．　Then　e’　is　either　a　parameter

　　　　　　　passing　equation　of　e’　or　an　LNC－descendant　of　some　E　E　Ep（ll）　n　E．　The

　　　　　　　case　when　e’　is　a　parameter－passing　equation　of　e　is　covered　by　Lemma　1，

　　　　　　　3．（b）．　The　other・case　is　an　immediate　copsequence　pf　Lemma　1，　1．’

　　　Henceεノ∈E’implies　e’∈Ep（σ（ll））．

　　　If　e’　¢　E’　then　e’　is　a　one－step　descendant　of　an　equation　e　¢　Ep（fl）．　Then

　　　narrowing　is　applied　to　the　RHS　of　a　descendant　of　e’　ip．　17　and　by　Lemma　1

　　　1．narrowillg　is　applied　to　the．　RHS　of　e’inπ（∬）．　Thus，’eノ¢　Ep（σ（∬））．

　　　（c）Assumeψ（ff）is　an［o｝step．　From　e∈Ep（∬）and：Lem血a　13．（a）we　deduce

　　　that　th（ll）is　applied　to　the　LHS　of　e．　・　．　一

Lemma　3　L・t∬・σ轡す丁∈∬c．

1．　lf　an　［i］一step　is　applied　to　a　de’scendant　e’　bf　an　equation　e　E　Ep（ll）　in’　slZ（ll）

　　　then　it　is　applied　to　the　LHS　of・e’．

2．　lf　an　［o］一step　is　applied　to　a　descendant　e’　of　an　equati6n　e　E　Ep（ll）　in　V（IT）

　　　then　it　is　applied　to　the　LHS　of　e’．

馬

淘

1！lt1：！11gCLoof．　Du｝ing　the　proof　we　will　make　use　of　the　following　notations：

　　P＞E．，［i］（ll）　：　lf　an　［i］一step　is　applied　to　a　descendant　e’　of　an　equat’iori　e　6　Ep（ll）

　　　　　　　　　　　　in　！1）”（ll）　theri　it　is　｛Pplied　to　the　LHS　pf　e’．

　1＞E．，［．］（IT）　：lf　an　［o］一step　i＄．　applied　to　a　descendant　e’　bf　an　eqtiation　e　E　Ep（ft）

　　　　　　　　　　　　in　1IZ（a）．thep　it　is　aPPIied　to　the　LHS　of　e’L

We　prove　by　indtiction　with　respect　to　the　order　＜＜・on　Ne　that　the，properties

PE，，［o］（ff）　and　CPE．，［i］（ff）　hold．

　　　Let　fli　＝　r（ll）．　Because　17i　＜＜　IT｝　from　the　induction　hypothesis　we　get　that

PE．，［i］（lli）　and　PE，，［ol（fiD　hold．　According　to　Lemma　2，　2．（b），　all　one－step　de－

scendqnts，of　eqUations　of　Ep（ff）　are　’in　Ep（lli）．　Then，　by　the　induction　hypothesis

for　ffi，　at11　［o］一steps’to　descendants　of　equations　of　Ep’（ll）　in　V（lli）　＝：　1IZ（ll）＞i　are

applied　t’o　the’LHS．　MoreoVer，　if　th（ff）　is　an　［o］一step　’then，’bY　LeMma’　2，’　2．（c），　th（ll）

is‘applied　to　the田S　of　e．　We　conclude　that　PE，，回（∬）holds．

　　　It　remains　to　prove　that　CPE．，［i］（ll）　hdlds：　Asstime　e　E　Ep（ll）　such　that　an

［i］一step　is　applied　to　a　descendant　of　e　in　ut（ll）．　We　distinguish’two　cases：

（i）　11k（a）　starts　with　aB　［i］一step　to・e．　Then，　by　Lemma　2，　2．（a），　［i］　is　applied　to　the

LHS　of　e．

（ii）　［i］　is　applied　in　V（ff1）　to　a　descendant　of　an　immediate　descendant　e’　of　e　in

ll．　According　Lo　Lemma　2，　2．（b），　we　have　e’　E　Ep（lli）　and　the　result　follows　from

the　induction　hYpothesis　app｝ied　to　tti．　1
Definition　4五etψ∈£y》e．　We　de舳e：
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？［．］（ut）　：if　an　［o］一step　is．　applicd　．to，．　．．a　descendant　e　of　a　parameter－passing

　　　　　　　equation　then　it　is　applied　to　the　LHS　of　e．

P［i］（q）　：　if　an　［i］一step　is　applied　to　a　desgendant　e　of　a　parameter－passing

　　　　　　　equatiQn　then　it　is　applied　tp　the　LH＄　of　e．

The　following　theOrem　sumMarizes　the　main　proPerties　of　LNC－refutations’obtained

by　．lifting　normal　NC－refutatiOns．

The’　orem　3’　Let　IT

prqperties：

：G　・v一＞S　T　E　Are　and　uto　＝　1Zk（ll）．　Then　uto　satisfies　the　following

1．　lf　uto　contains　a　sub－refutation　ut’　that　starts　with　an　［i］一step：

1ZZ’　：　f（si，．．．，s．）　fy　x，E

　　　＝〉［i］，a＝｛xHf（xi，．．．，x．）｝　Sla　fU．　Xl，…，Sna　fU　Xn，Ea　＝＞S，　M

蟻

　　　then：

　　　（a）　The　first　step　is　of　pt’　not　directly　followed　by　n　［v］‘steps．

　　　（b）If　x∈ソar（s1，＿，sn）then　mσθ’is　normalized．

2．’The　properties　IP［i］（！IZo）　and　1’［．］（Vo）　hold．

111t：s2！1211！oo£　lf　1’ll　l　＝　O，　then　there　is　nothing　left　to　．prover　OtherwiSe，’　we　can’　write

∬・：1θ⇒すロ・・B享C⑳lla・y　1’W・haV・Pt・．：σ⇒護’□where　e’≦θ［ソ・r（σ）1・

lAss晦・．thatl　Vo．φnt乱in合a・ub－re丘tati・n副that　3ta・tS　with　qn’≡［i｝3七ep・Th・n

we’狽狽≠魔?@the　folloviTihg．　’situation：

　　　　　　　　　llo＝ll：　Go＝G　M“十T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・妙＊

　　　　　　　　　llk＝r（llk－i）：Gk＝f（si，．．．，sn）ct　x，E’　・vv＞＋T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　妙［iLσ

　　　　　　　　　ffk＋i　＝　r（llk）：G’k’＋i　＝’sia　fS　xl，．’．．，sna　Nnv　x．’，　Ea　M＞＋　T／・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　妙＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　…9　T

where　ff　＝　｛x　”　f（xi，．一．．，xn）｝．　Since　llk　E　AX’e，　according　to　Lemma　2，　1．，

narrowing　is　applied　in　llk＋i　to　at　least　one　of　the　descendants　of　the　equatiens

sia　fu　xi，．．．，sn　u　fe　xn　at　a　position　of’・the　LHS．　Suppose　si　u’　fu　xi　i’s　narrowed　at

a　position　of　the　LHS．

　　　Assume　now　that　the　first　Step　Qf　V’　is　followed　by　n　［v］一steps．　Theri　the　con－

struction　of　VS　i　is　as　depicted　in　the　figrire　below．

llk＋1　：．　Gk＋1　＝　siafts　xl，．．’ D，sia’fu　xi，．．．’，sna　fu　xh，Ea　M＞＋　T

　　　　　　　描1

11k＋i：　G－狽堰{i　＝siai　AS　xi，…，sndi　Ntv　xn，’Eai　M＞＋’T

　　　　　　　監茗＋1

．IIZk＋。＋、　Gk＋叶、二Eσ。　　　　　　　　　・・…＋T
　　　　　　　u＊

　　　　　　　o

where・σ1・＝σ｛xlト〉　s1σ｝，＿，σn＝：σn＿1｛xn　v→sn　an　＿1｝．　According　to：Lemma　1，

1．，　the　descendants　of　the　equation　si　a　fu　xi　are　narrowed　at　a　position　of　the　LHS

in　llk＋i，　．．．，　iTk十i．　Since　th（llk十i）　is　［v］，　from　Lemma　1，　5．　we　deduce　；tha・t　llk＋i
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starts　with　a　narrowing’ 唐狽?吹@at　rOot　position．’ThiS　contradiction　proves　the　validity

of　condition　1．（a）．

　　　We　next　ptove　condition　1．（b）．　Assume　that　x　E　Var（si，．．．，　sn）．　We　want　to

prove　that　xael　is　normalized．　By　Lemma　1，　4．（a），　17k　starts　with　a　step　at　non－

root　position．　Since　llk　is　norm．al，　e　tvqr．（．f（，，．，．．．，，．））　is　normalized．　ln　particular，’　xe

is　a　normal　form．　Since　e’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦θ［ソαr（σ）］a，nd：c∈ソar（G），　we　deduce　that　xθiS　an

instance　of　xet，　and　therefore　xe’　is　normalized．

　　　We　prove　．now　that　7）［．］（pt（ll））　and　一IPii］（ut（ll））　hold．　Let　e’be　a　parameter－

passing　equation　in　V（ll）．　Then　the　construction　of　pt（ll）　from　ff　looks　as　follows：

llo　＝　ll：

llk　：r（llk－1）

∬乃十1＝π（∬海）

Go　＝＝G　Av“＋T妙＊

：Gkニ：ノ（『1，．．．，　ln）or　t，E　　　　　　　　　　　　　　　’v・〉十T

妙【oLノ（s1）一．．，8π）→r

：Gk十1＝：51　rv11，．．∴Si　Nli，．．．，8n　N『n，r　kSt，五7～→十T

　　　　　　　　　　　　　　　　　NA，一．．X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
妙＊

By　Lemma　1，　3．（b）　we　have　that　s1．　ss　li，…　，sn　fu　ln　E　．Ep（llk＋i）・・In　particulq，　r」

e　E　Ep（llk＋i）．　From　Lemma　3，　1，　for　llk＋i　E　．Are　we　know　that　if　［i］　is　applied　’to

adescendant　e／Qf　e　inψ（．∬）＞k＋1　rψ（∬k＋1）then　it　is、applied．to　the：LHS．且ence

P［i］（ut（ll））　holds．　Also，　from　Lemma　3，　2．　for　flk＋i　E　YV’e　．w，．　e　know　that　if　［o］　is

applied　to　a　descendant　e’　of　e　in　glZ＞k＋i　＝＝　！lk（llk＋i）　then　it　is　applied’to　the　LHS

of　e’．　Hence　IP［．］（117（ll））　holds．　一’
It　is　now　appropriate　to　characterize　the　LNC－refutations　generated　by　！lk　from

normal　NC－refutations．

Definition・5　（Well－formed　LNC－refutation）　ut　E　£．Me　is　well－form　ed　if　it

satisfies　the　following　properties：

1．　lf　ut　contains　a　sub－refutation　that　starts　with　an　［i］一step

ut’　：　f（＄i，…　，sn）　or　x，E

　　　⇒［i1，・＝｛x”ノ（・、，．・．∵，勾｝5・a・fU・x・，…．S・σ・fY・Xn，Eσ⇒渉’□

　　then：

　　（a）　the　first　step　of　pt’　is　not　directly　followqd　by　n　［v］一steps．

　　（b）　if　x　E　Var（si，．．．，sn）　then　xue’　is　normalized．

2．　Properties　P［i］（ut）　and　P［．］（di）　hold．

We　denote　by　）iVl’the　class　of　well一一formed　LNC－refutations．　An　immediate　conse－

quence　of　Theorem　1　and　Theorem　3　is：

Corollary　2　For　every　normalized　solution　e　of　G　there　exists　ut　：G　＝＞g，　］　E　）iVJP

with　e’　s　e　［Var（G）］．

At　the　end　of　this　subsection　we　state　sbme　useful　properties　of　well－formed　LNC

refutations．

Lemma　4　Every　sub－refutationら60fψ’∈ンVf’is　well－fbrmed1
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Lemma　51etψ’∈γソ∫such　that　Pt＞k：51　fu　u1，∴．，5n　fv　un，　E⇒1口，　where
si　f　s　zzi，・・L　，’唐氏@nN」　un　are　descendants　of　parameter－passing　equations．　’］］hen

vl　s　i　〈一　n．（sie　．＊　uie） （2）

・121．：gg1ioof．　Let　a5　＝　！lk＞k．　The　proof　is　by　induction　on　ldi　l．　lf　1！151　＝　1　then　n・＝　1　and　！IZ

consists　of　a　［d］一，　［v］一　ot　［t］一step．　ln　each　of　these　cases，　Property　（2）　holds．　Assume

皿Qw國＞1．　We　distinguish　the　following　casesi

．・1　＝　di　starts　with　a　［v］一　or　a　［t］一step．　Then　sie　＝　uie．　From　the　induction　hypothesis

　　　　for　di＞i　we　have　sie　一．’．uie　if　2　．〈　i　S　n．

一　di　starts　with　an　［o］一step　td　the　LHS．　Then　s　＝　f（s．1，．．．，s’k）　and：

di＞1：　Sl　f　S　UI，…，Sn　kS　Un，E

　　　　　⇒【・Lノ（・壬，…，・i）一・8二四畷・…，・畜～輪r～甥｝，・・fU・U・，…，・n　・U・Un，・E

　　　　　⇒渉ロ

ト 　　：From　the　i血duction　hypothesis　we　haVe　s；．θ→＊・ulθ（1≦i≦k），　rθ』一略u1θ，

　　s2・e　．lj　u」・e　（2　一〈　2’　S　n）．　lt　remains　to　prove　that　si　e　一一＞lj．　u　i　e，　which　is　obvious

　　because　sie　＝　f（s’ie，．．．，stke．　）　．＊　f．（1　t，，．．．，utk）e　．　re　．＊　uie．

L’　gp　st’≠窒狽刀@with　a　［a］lstep．　Th’eri　si　i”f’　（s’i，．．．，s2），　ui　t　f（tz’i，…，u2），　and：

　　　　　　　　　　di　：　f（sl，…，s2）　fM　f（ul，一・・，u2），s2　N　u．2，…）sn　fU　un，E

　　　　　　　　　　　　　　　〉［d］　Sl　”fvV　UI，…，S2　2S　u2，．…，sn　fU　un，E　＝＞lj　M

　　From　the　indtiction　hypothesis　we　haye　s；・e　一÷“　u；・e　（1’S　i　〈一　e）　and　s」・e　．“　u」一e

　　（2　S　」’　一く　n）．　lt　remains　to　prove　that　si　e　一S　uie，　which　is　obvious　because

　　sie　＝　f（s’，　e，．．．，s2e）　一÷，　f（u’，　．．．，u2）e　＝　uie．

一　di　starts　with　an　［i］一step．　By　Lemma　2，　2．（a）？　¢’　is　of　the．form

¢：　f（sl，…，s2）　fU　UI，S2，　fU　U2，…　，’Sn，2S　Un，，E

　　　＝〉［i］，ai＝｛ui一÷f（xi，．．．，x．）’｝　SIUi　AS　XI，…，S2al　f￥　Xe，…，snal　fu　unub　Eal

　　　⇒護’・ロ

　　　．From　the　induction　hyPothesis　we　have　sl・e’＝’sl・ai　e’　．“　xie’　（1　S　i　〈一　e）　and

　　　s，・e　＝　sS・crie’　．“　u，・ai　e　＝　u，・e　（2　s：　」　一く一．　7it）．　lt　rerpEyins．go　pro．　vg．　that　sit7．．．g

　　　u1θ，　which　is　ol）vious　because　81θ＝∫（81θ，．．．，s2θ）→＊f（¢1θノ，…　，xeθ’）＝

　　　f（xl，．．．，x・e’）e’・＝ulule’＝＝・ule．・　．　・　・　・，　・一

Note　that　property　1．　of　well－formedness　is　not　ndcessary　to　prove　Lemma　5．

Corollary　3　lf　gZZ：£　fi－」　．t，E　＝〉［．］，i一一，．＝＞5　M　E　｝iVl’　then　se　is　not　a　normal　form．

Proof．　ut　can　be　written　as：

ノ（5・，…，・。）盤ちE⇒［。］，ず（1、，＿，～。）一・，・・～～・，…，・・～～・，・・fUちE・

By　Lemma　5　we　have　Vi　E　｛1，．．．，n｝．si　e　一一〉＊　li　e．　This　implies：

se　＝　f（si，．．・．．，s．）e　．“　f（ii，．．．，1．）e　e　re

and　hence　se　is　reducible．’ 1
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Lemma　6　Let　pt　：Ei，s　fu　t，　E2　＝＞lj　O　E　）iVjl’　such　that　s　fu　t　is　the　n－th　equation

in　the　initial　goal　ofΨ．　We　denote’　by　ilsωap（ψ，　n）：　El，t　fu　s，　E2⇒1口the　LNC－

refutation　obtained　from　di　by　performing　the　same　inference　steps　in　’the　same

order　at　corresponding　positions．　Then　ip，wap（glZ，　n）　is　well－formed．

11！t：s；1ofLo　of．　From　the　construction　of．ip　swap（！IZ，　n）　we　see　that　ip　swap（1IZ，　n）’verifies　coh－

dition　1．’of　well－formedness．　The　validity　of　condition　2．　of　well一一formedness　for

¢，．．p（q，　n）　follows　from　its　validity　for　ut　and　the　observation　that，　due　to　the　asym－

metry　of　the　［o］一rule，　the　descendants　of　parameter－passiBg　equations　are　identical

in　11k　and　ip　s’wap（gli，　n）．　”　一
In　the　sequel　we　confine　our　attention　to　the　case　of　qpplicative　term　rewriting

systems．

4．2　The　Structure　of　LNC－refutations　for　ATRSs

In　this　subsection　we　analyze　the　structure　of　LNC－refutations　for　the　particular

case　of　v4TRSs．　We　first　introduce・the　notions　of　immediate　a－descendant　and　a－

descendant　of　an　equation．

Definition　6　（immediate　a－descendant）　Let　A：G　＝　e，E　＝〉　G’　be　an　LNC

inference　step．　’

一　lf　G　iiii1　si　s2　f　t　t，E　＝〉［ol，i，　i．．r　G’　1　s　i　ts’　gi，s2　f　s　g2，r　f±ts　t，E　then　si　fu　li　in

　　G’　is　the　only　immediate　a－descendant　of　e．

一器②≡μE・⇒［・L∫一・　G’≡　ちE　then　the「rlsnoimmρd’ate聯ndant

m　lf　G　i　si　s2　or　x，E　＝〉［i］，a．｛xeql’x，｝　Gf　i’s1a　fu　x　i，s2a　fu　x2，Ea　then

　　81σ～¢1inσノ．is　the　only　immediate　a－descendant　bfε．

一Ifσ≡5152タごオ1オ2，E⇒向81～オ1，52　N　t2，Ethen　31～オ1　inσノis　the　only

　　immediate　a－descendant　of　e．

一　lf　A　is　a　［v］一　or　a　［tl－step　then　e　has　no　irpmediate　a：desceBdants．

Definition　7　（a－descendant）　The　relation　of　a－deseendani　is　thle　reflexive－tran－

sitive　closure　of　the　relation．of　immediate　a－descendant」

Note　the　di茄erence’betWeen　th6　notions　of　a－descendant　and　descendant．

Lemma　7　Let　！li　：G　＝s　fv　t，　E　＝＞S　e．　lf　the　first　［o］一step．of　11k　is　applied　to　an

a－descendant　of　s　f￥　t　then　there　exists　1Z］’　E　｛1ZZ，　〈fS，．．p（！P，　1）｝　such　that：

（i）　all　［i］一steps　before　the　first　［o］一step　in　1Zk’　are　applied　to　the　LHS，

（ii）　the　first　［o］一step　of　1IZ’　is　applied’to　the　LHS　of　an　a－descendant　of，s　fe　t．

1L1t1；1！1｝1Loof．　A　simple　case　analysis　reveals　that　if　an　［o］一step　is　applied　to　an　a－descendant

of　s　f￥t　then　A　starts　with　m　）　O　［d］一steps，　followed　by　p　）　O　［i］一steps，　fol｝owed　by

an　［o］一step．

　　　If　p　＝＝　O　then　we　can　write　pt　in　the　form：

pt：G　E　a　un　sm　or　x　tm，E

　　　⇒置］・U・雌，・・望オ・，…，・㎜凹m・E⇒［・】，鳶，Z骨・⇒湊。□

The．n　！IZ’　＝　llk　if　k　＝　1　and　ip，．．p（！IZ，　1）　if　k　＝　2　obviously　satisfies　conditions　（i）一（ii）．
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If　p＞　O　then　we　can　write：

ψ・σ≡・U・S㎜螂t働E⇒置】・U・螂，確オ・，…，・m　2・　tm，E
　　　＝＞fi］，k，ei　（q　Un－p　fe　Xn－p，Un－p＋1　f　l　Xn－p＋1）…，zzn　fV　Xn，

　　　51《ゴ舌1，．．．，5mニミゴtm，E）θ1＝＝〉［o】，k，～→・7・⇒壽2口

If　the　first　［i］一step　is　to　the　LHS　（i．e．，　k　＝　1）　then　we　can　take　！IZ’　＝　！IZ，　otherwise

・／s　we　can　take　ut’＝ipsthap（W，　1）・　．’　一

Lemma　8　Let　G　＝　f　s．　xs　g　t．，E　such　that　f　7i　g　or　m　iE　n．　Then　for　every

A：G　＝〉＊　D　E　LAre　there　exists　an　application　of’ ≠氏@［o］一step　to　an　a－de＄cendant　of

f　Sm　fU　g　tn．

I11t1；！！1！1！oo£　By　in’duction　on　n　十　m．　Obviously，　A　starts　with　an　lo］一一step　or　with　a　［d］r

step．　lf　A　starts　w’奄狽?@ari　［o］一step　then　there’is　nothing　more　to　prove．　Ass’uMe　now

that　A　Starts　with　a　［d］一step．　lf　m　＝　O　then　the　only．　possibility　is　n　＝　O　and　g　＝　f．

Since　this　contradicts　our　hypothesis，　we　must　have　m　〉　0．　By　a　similar　argument

we・infer　that　n　〉　0　and　therefore　A　can　be　written　as：

A：G　＝〉［d］　f　Sm－1　S　g　tn－1）Sm　fU　tn）E一

We　can・now　apply　the　induction　hypothesis　to　A＞i　apd　get　the　desired　result．　1

iL’，’

kemma　9　Let・　A　be　an　LNC－refutation　f　s．　ks　f　t．，E　＝＞S　M．　lf　there　are　no

［o］一steps　applied　to’a－descendants　of　f　s．　As　f　th　in　A，　then　A　is　of　the　form：

A：f　sn　fU　f　tn，E　＝〉？dtl　Sl　fS　tl，・…，Sn　fU　tn7E　＝〉　D・

Rt1gg1Loof．　By　induction　on　n．　lf　n　＝’　0　then　the　first　step　must　be　［d］　and　we　are

done．　Suppose　n　〉　O一．　A　starts　with　a　［d］一step．　Therefore　A　can　be　written　as

A：∫sn　ge∫th，E’⇒［d］．f　6π一1　Pt∫tn　一1，sn　N　tn，五7⇒き　口and　thρconclusion

folloWs　from　the　induction　hypothesis　for　A＞i．　．　一

Lemma　10　Let　G　＝　x　sn　f＝　g　tm，E　such　that　m　〈　n．　Then　for　every　LNC－

refutation　A：G　〉“　O　there　exists　an　application　of　an　［o］一step　to　an　a－descendant

Of　X　Sn　f：　g　tm・

1Ilt：gg1！oof．　By　induction　on　n十m　〉　O．　Since　O　S　m　〈　n，　A　starts　either　with　an

［o］一step　or　with　a　［dl－step．’lf　A　starts　with　an　［o］一step　then　we　are　done．　lf　not，　then

A　starts　with　a　［d］一step：

A：G　＝〉［d］　X　Sn－1　bl　g　tm－1，　Sn　cr　tm，E　＝〉“　D・

From　the　induction　hypothesis　for　A＞i　we　infer　the　existence　of　an　［o］一step　which　is

applied　to　an　a－descendant　of　the　immediate　a－descendant’，　of　x　sn　or　g　tm　in　A＞i，

and　therefore　to　an　a－descendant　of　x　sn　fy　g　tm　in　A．　．　一

Lemma■1　Let’ AA：σ；ノsm～gtn，E⇒＊口such　that　m〈arity（∫）and
n＜a・ity（9）・Th・n　m＝n，ノ＝9・and・G⇒置f1．・・・…t・，…・・m～オm・E⇒＊ロ・

Proo£By　induction　on囚．Ifレl　l＝1then　A　must　consist　of　only　a［d｝step．This

implies∫＝gand　m＝n＝0．　Assume　now　that囚＞1．We　distinguish　three　cases
for　the　first　step　in　A：
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1・　G　＝〉［d］　f　Sm－1　X」　g　tn－1，Sm　f　S　tn，一E］　＝〉“　0・

　　　From　the　induction　hypothesis　for　A＞i　we　get　f　＝　g　and　m　一1　＝　n　一　1，　and

　　we　are　done．

2．　A　starts　with　an　［o］一step．　Note　that　we　can　not　have　m　＝　O　in　this　case　because

　　there　are　no　rewrite　rules　in　71　with　LHS　f．　Hence　m　〉　O　and　we　can　assume

　　that　the　first　step　of　A　is：

　　ZLstzz1m　fM　g　th，E7　＝〉［o］，h　ik一＋r　f　sm－i　fs　h　11e－i，sm　fu　lk，r　sv　g　tn，E　＝〉＊　M

　　where　k　＝　arity（h）．　From　the　induction　hypothesis　for　A＞i　we　get　f　＝　h　and

　　m－1　＝　k－1．　This　implies　arity（f）　＝　arity（h）　＝＝　k　＝　m．　This　case　is　impossible

　　because　we　assume　lthat　m〈　arity（f）．　’
3・　f　Snt　fU　1一1t！1n）E　＝〉［o］，h　lk．r　g　tn－1　f　S　h　lk－1，tn　5U　lk，r　fU　f　sm，E　＝〉＊　一．

　　This　case　is　also　impossible　and　the　proof　similar　to　the　previous　one．　1

LeMma　12：Let　A；σ；ノsm．　Nち．E⇒＊口such　that　it　contains　an［o］一step　which

is　applied　to　an　a－descepdant　of　f　s．　f　u　t．　lf　the　first　［ol－step　to　an　a－descendaRt　of

f　s．　f￥　t　is　applied　tb　the　LHS　then　m　）　arity（f）．

Proofl　By　induction　on　IAI．　If囚＝Othere　is　nothing　mbre　to　prove．　Ifレ4i＝ユ

then　A　consists　of　a　．［d］一　or　a　［v］‘step　and　the’lemma　trivially　holds．　Otherwise　we

distinguish　the　following　cases　for　the　first　step　in　A：

1．　A　sitarts　with　a　［v］一step．　Then　there　’a’　re　ho　more　a－descendahts　left．

2．　A　starts　with　an　［o］一Step　’to　the　LHS．　lf　m　＝　O　then　A　this　case　is　possible　only

　　if　arity（f）　＝　O　and　then　we　are　done．　Otherwise　m　〉　O　and　we　have：

A：f　Sm　fU　t，E　〉［o］，h　lk－r　f　Sm－1　fM　h　lk－1，Sm　fU・lk，r　fU　t，E　〉“　O

　　where　arity（h）　＝　k　〉　O．　lf　m　〈　．arity（f），　then　by　Lemma－11　we／　must．have

　　h　＝　f　・and　m　一　1　＝　k　一　1．　Bpt　this／　implies　m　＝　k　＝　aritY（h）　＝　arity（f），　which

　　contradicts　the　assumpもion　that　m〈arity（∫）．　Thus，　m≧．　arity（ノ）．

3．　A　starts　with　a　［d］一step．　lf　m　＝　O　then・t　＝．　f　and　there．　are　no　a－descendants

　　left．　lf　m　〉　O　then　A　can　be　written　as：

　　　　　　　　　　A：f　Sm　fU　g　tni」E　＝〉［d］　f　Sm－1　fU　g　tn－1，Sm　kS　tn，E　〉’　M・

　　From　the　induction　hypothesis　for　A＞i　we　deduce・　m　一　1　）　arity（f），　and　hence

　　m　）　arity（f）．

4．　A　starts　with・　an　［i］一step．　Then　m・　〉　O　and　A　has　the　form：

A・ノ・m剛，E⇒［iL・r｛x－X、　x、｝（ノ・m一・…X・，・㎜糊・，E）σ⇒＊□

The　induction　hypothesis　for　A＞i　yields　immediately　the　desired　result． 一

Lemma　13　Let　A：ノsπ剛，E⇒［。L～→r⇒＊、□where　n＝・arity（∫）．　Then『has　the

form　f　ln・

111t1；！ofLoo£　lf　n　＝　O　then’1　E　f．　Otherwise　l　is　of　the　form　h　lk　with　arity（h）　＝　k　〉　O　and

A　is　of　the　form　A：f　sn　fS　t，“E：〉［o］，h　1，一一，　r　f　sn．1　fU　h　lk－1，　Sn　fU　lk，r　IU　t，E　＝〉＊　O・

FrQm　Lemma　11　for　A＞i　we　have　f＝＝hand　n＝k．　一

Lemlna　14　Let　A「：¢sπ窺，E⇒［。L／1k→r⇒＊□such　that　n＞Oand［o｝is　never

applied　to　an　a－descendant　of　x　s．　N　t　in　A＞i　．Then　k　）　n．
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111t12g1Loof．　WithoUt　loss　of　generality，　A　can　b　e　written　as：

ill－St！zn　f　S　t）　E　＝〉［o］，f　lk－r　X　Sn－1　f　S　f　lk－1，　Sn　5U　lk，r　FV　t，　E

　　　　　　　　　噛1謬～∫1ゴ，・・～ら＋・，…，s…u・1・，・・ASちE⇒＊□

such　that　」’　〉．　O　and　fe　＝」十n．　Then　k）　n． 一

Lemma　15　lf　A　E　LAre　is　of　the　form

A・σ＝αt。糊，E⇒［。L。＝｛。、一。　tn｝Eσ⇒謬ロ

where　n　〉　O　then　there　exists　a　refutation：

■4　　べ

ド

At：G　F　a’　tn　XS　X，E　＝〉［i］，a，＝｛xHx，　x．｝　（a　tn－1　fU　XI）tn　fU　X2，　E）al

　　　　　　　　　　　　　　　　〉［v］，a2＝｛xiHa　t．一i｝　（tn　fS　X2，　E）alU2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒凹，。。＝｛x2卜→tn｝Eσ・σ2σ3⇒護□

such　that　A’р堰@＝　A’＞3　and　criu2　a3　rv’．．（・G）　＝　a・

111t：gg1Loo£　From　the　applicability　of　［v］　to　the　equation　a　t．　f　s　x　we　infer　that

x　¢　）2ar（a　t．）．　Let　x　i，x2　be　fresh　variables　and　a3　＝　｛x2　H　tn｝．　Because　x，　x　i，

x2　¢　）2ar（a　tn）　we　can　construct　an　LNC－derivation：

A’：G　＝〉［i］，a，　a　tn－1　”rVv　Xl）tn　fU　X2，EUI　＝〉［v］，a，　tn　fU　X2，Ecrla2　＝〉［v］，a．　Eala2a3

Let　Gi　＝　tn　fu　x2，Eaia2．　Note　that　we　can　apply　a　［V］一step　（with　n　＝　O）　to　Gi：

Gi　i1〉一［v］，a，　Eai　a2a3

We　haveσ1　a2σ3＝｛x”αtπ，x1ト→αtπ一1，　x2ト〉研．　Thenσ1σ2σ3「ソar（σ）＝

σbecause　x1，x2¢ソar（G）・Sinceソαr（E）⊆ソ璽（σ），　we　have　Eσ1σ2σ3＝・五7σ・

Therefore，　we　can　replace　the　second　［v］一step　Of　A　with　a　［V］一step　and　obtain　the

（mixed）　refutation　A’．　’　・　一

4．3　The　Structure　of　Well－formed　LNC－refutations　for　v4TRSs

Lepama　16’@Let　A：G　＝　a　sm　tn　：x　un，E　＝＞lj　O　E　）iVl’．　lf　［o］　is　never　applied

to　an　a－descendant　of　a　sm　tn　tr　x・un，　then　there　exists　an　LNCA－derivation

B：G　i＞；　Gi　and　A’：Gi　＝＞ljt　M　E　）iVJr’　such　that　IA’1　〈　IAI　and　e＝　ae’　［Var（G）］．

R！t：s｝gCLoof．　Because　［o］　is　never　applied　to　a－descendants　of　a　s．　t．　：　x　u．　of　G，　the

first　n　LNC－steps　of　A　must　be　［d］一steps．　Hence，　A　can　be　written　as：

孟・σ＝α　・inも・f…XU・，E⇒r，］・・彿笥オ・望％・，…，オ・蜘・・E⇒謬□

We　distinguish　the　following　situations：

（1）　va．　x．　We　prove　that　in　this　case　we　must　have　m　t　O．　Assume　m　S　O．　Then

the　on｝y　possibility　is　to　start　A＞．　with　an　［i］一step．　We　note　that　in　this　case　all

the　subsequent　LNC－steps　are　［i］一steps　and　A　is　non－terminating．　Therefore　m　＝　O

and　the　first　step　of　A＞．　is　a　［t］一step：

蓋〉。謬規，オ・蜘・，…，オ。fY・U。，E⇒［・1オ・蜘・，…，オ・f＝・Un，E⇒書□
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We　note　that　we　can　replace　the　first’n　十　1　LNC－steps　of　A　with　a　［dv］一step：

　　　　　　　　　　　　　　　　　B：G　Ei＞［dv］　tl　ny　Ul，…，tn　or　Un，E　＝＞S　O

We　can　take　A’＝　A＞n＋i　with　e’　＝e，　u＝e．

　（2）　a　＃　x．　Then　the　only　possibility　is　to　start　A＞．　with　a　sequence　of　i　［i］一steps，

　where　O　S　i　一〈　m，　followed　by　a　［v］一step．　There　are　two　possibilities：

（2a）　2LE．一9．0．　ln　this　case　A＞．　can　be　written　as：

　　　　　　αS㎜望卸・cr・U・，…，ち蜘・，E⇒［。L。（オ・flrt・U・，…，t。　2t　Un，E）σ⇒θ’ロ

　　　　with　u　＝　｛x　”　a　s．｝．　This　implies　that　x　¢　Var（a　s．）　and　therefore　we　can

　　　　perform　the　［V］一step：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B：G　i＞［v］，a　（tl　N　ul，…，tn　or　Un）E）a

　　　　In　this　case，　we　can　choQse　Gi　＝　（ti　tx　ui，v．，tn　2t　un，E）u　and　A’　＝　A＞n＋i．

（2b）　zet　O．　ln　this　case　A＞．　can　be　written　as：

　　　　　　　且＞n：αS鵬望潮1：y・U1，＿）．　tn　2t　Un，E

　　　　　　　　　　　　？ii］，d，．．．ai　（a　Sm－i・f￥　X；n－i＋1，Sm－i＋1　f　S　Xm－i＋1，…，Sm　fU　¢m，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ・fit・U・，…，オ。蜘勘E）σ・…σi

　　　　　　　　　　　　＝〉［v］，a；．　Gl　＝　（Srn一一i＋1　fY　Xm－i＋1，…，sm　f；xm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tl　Ct　Ul，．．．，tn　t　Un，E）al．．．uia；・　＝〉｝，　M

　　　　whereσ1＝｛x　l→x魏Xm｝，…　，ai＝｛x㍍＿i＋2ト＞xln－i＋1　Xm・・一i＋1｝andσ・1＝

　　　　｛¢㍍＿i＋11→αSm　＿i｝with　xm＿i＋1，・xh＿i＋1，．．．，：cm，：ch∈ソーンar（G1）丘esh

　　　　variables．　By　applying　Lemma　15　m　一　i　times　to　the　first　［v］一step　of　A，　we

　　　　obtain：

　　　　　　　　　　　　Ati：　G　＝〉？d］．a　smp　or　x，tl　bl　Ub…）tn　or　Un）E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒野送πぬ（d～娩，s1　fS・x1，…，8鵬～編，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ・f）t・U・，＿，ち蜘。，E）σ・．．．σm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝〉［v］，ah　（Sl　fU　XI，…，Sm　1S　xm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tl　bl　Ub…’，tn’or　Un’，　E）Ul…Um　ain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1i＞i〈v？［IT3　Gi　＝　（sm－i＋i　fu　xin－i＋i，・・i．｛　sm　f　s　xm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ti　or　ui’，．．．，tn　t　un，E）ai．．．aii　S・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＞e，　M

whereσ’＝｛x1ト→51，…　，・Xm－iト＞5m－i｝・σ1…　σmσ魏σ「ソαr（σ）＝σ1…　のσ1，

and　A’〉’．＋．ti＋．一i　一一一 kA＞n＋i＋i・　We　have　ui・…am　ah’　Iv．．（G）’　＝L　｛x　”　a　xn｝・

We　let　p　＝　｛x．”　a　x．｝　and　the　LNCA　step：

・・㎜t・螂U・，E⇒田，，（Sl　fU　XI，…，Sm　fU　Xm，t1　fY　Ub…，tn　it　Un，E）P

replace　the　first　n　十　m　十　1　LNC－steps　of　A”．　Now　we　can　choose：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B：G　E＞p］，pE＞rvi，3，　Gi

and　A’＝A＞n＋i＋1．By　2．，　we’ ?≠魔?ﾆ＝ρσ’θノ［Vαr（G）］．　　　　　　　　　　　　■

The　following　lemma　is　of　importance　when　lifting　a　well－formed　LNC－refutation

to　an　LNCA－refutation　requires　the　introduction　of　an　［i］一step．
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Lemma　17　Let　A　E　）iVjP　be　of・　the　form　A：G　＝　（Ei，rfs　x　i，s　f￥　x　2，　E2）ff　＝＞lj　U，

where　a　＝　｛x　”　xi　x2｝，　such　that：

（i）x・，x2∈ソーン・r（・，・，x，E・，E2），　　　　，．

（ii）if　x∈ソar（E1，r，5）then　xσθis　normalized．

Then　the艶e）dsts　A’∈〕vV7’　of　the　fφrm：A’：G’二（E1，r8～x，E2）⇒渉，口such

that　ae　＝　S’　and　IA’i　f｛　IAI十　1・

ELtl　ggfLoo£　We　distinguish　two　cases：

　1．Ahas　a　sub－refutation（xl　x2　ct　t，E｛，r　ss　x1，5～：n2，E2）σθ1⇒＊口which　does

　　　nQt　start　with一　a　［v］一　or　an　［o］一step　applied　to　t，

　2．Adoes　not　have　such　a　sub－refu七ation．

First　we　prove　case　1．　Let

　　　　　　　　A”　＝　A＞i，　：Gi，　＝　（xi　x2　or　t，　El，r　f￥　xi，sfts　x2，　E2）aei　＝〉“　O

be　the　longest　sub－refutation　of　A　which　does　not　start　with　an　［o］一　or　a　［v］一step．

Then　obyiously　x∈ソαr（E1）and，　according　to　our　hypothesis，　xσθis　normalized．

This　implies　that　（xi　x2）e　is　a　normal　form．

，”@We　note　that　the・only　way　a　term　of　the　form　x　i　x　2　is　decomposed　in　the　sub一

／derivation　B　：　G　＝e｝b’i．　Gi・，．　of　A　is　by　applying　a　［d］一，　［i］一　or　［o］一step　．tg　．pn　eqyaptlon

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tt　we　deduceof　the　form　x　i　x2　or　一浴fwhere　w・is・any　term．　From　the　definition’of　A

・that　such　steps　do　not　appear　in　B　and　therefore　・the　fo｝lowing　conditions　hold：

　一　xl，　x2　¢　D（el），

一　if　x　i　and　x2　appear　in　Zm（ei）　then　they　appear．　i　n　subterms　of　the　form　xi　x2．

As　a　consequence　（xi　x2）uei　：　x　i　x2．　Because　A　E　）iV17，　from　Corollary　3　we

obtain　by　contraposition　that　A’L　does　not　start　wil　h　an　［o］一step　applied　to　xi　x2．

If　A”　starts　with　an　［i］一step　then　we　must　have　tuei　＝　z　E　V　and　A”　is　of　the　form：

　　　　　A”・x、x，・…z，E’⇒［・］，。・x・・U・y・，x・・s・Y・，E’♂⇒lv］，。”G”σ’σ”⇒＊口’

with　G”　＝　（E｛，rffxi，sfs　x2，E2）aei　and　cr’　＝＝　｛z　t．　yi　y2｝．　Since　this　cont．nyadicts

the『assumption　that．A”is　well－fbr血ed，　we　have』that　A”does　not　start　with　an

［i］．step．　Hence　the　next昌tep　of．A　mμst’1）e　a団一step．．　ln　t垣s　case　tσθ1＝vl　v2　fbr

some　terms　viiv2　an　Ei　is　of　the　form　E6，x　or　t，　E｛　such　that　we　can　write：

　　　　　　　　　　A・σ≡（E6，肥ちEl，・～’¢、，’・fM・x2，E・）σ

　　　　　　　　　　　　　　　〉｝’i，　Gi，　＝　xi　x2　or　vi　v2，（E｛，r　f￥　xi，s　fu・x2，．E2）aei

　　　　　　　　　　　　　　〉［aj　xi　or　vi，x2　cr　v2，（El，r　fu　xi，s　fu　x2，E2）uei

　　　　　　　　　　　　　＝＞te12S　（El，r　fu　xi，s　fu　x2，　E2）aeie2

　　　　　　　　　　　　　　＝＞Z3，　Gi，＋i，＋i，＋1　；　（r　fU　XI，s　t，vV　x．2，　E2）aele2e3

　　　　　　　　　　　　　　⇒二階

Starting　from　A，　we　construct　A’　as　follows．　Let　B4　E　LAre　be　Qf　the　form：

　　　　　　　　　　　B4　：（r　s　s」　xl　x2，E2）aele2e3．　〉［d］　Gi，＋i，＋i，＋1　＝＞b’‘，　M

such　that　（B4）＞i　＝　A＞（i，＋i．＋i，＋i）．　Then　B4　E　）iVl’becauSe　A＞（i，＋i，＋i，＋i）　E　）／VJ17．

Let．　BS　E　L．Are　be　of　the　form：

such　that：

B5・X、2・・V、，X，・1・V、，（El，r8・・U・X、　X・，E・）σθ・⇒繍才94＋1□
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　一　The　first　i2　十　i3　steps　of　B5　coincide　with　the　first　i2　十　i3　steps　of　A＞i，＋i，

一　（B5）〉（i，＋i，）　＝　B4・

Then　B5　E　）iV　7’．　From　B5　we　construct

　　　　　　　　　B・・V・・U・X・，V・・￥・X・，（E｛，・・fU・X・X・，E・）σθ・⇒1沸才‘4＋1ロ

by　permuting，　if　necessary，　the　sides　of　the　first　two　equations　and　applying　the

same　inference　’steps　in　the　same　order　at　corresponding　positions．　Since　B5　E　）／Vjl’，

from　Lemma　6　we　obtain　that　B3　G）iV7’．　一
　　　Since　xi，x2　¢　Ei　we　have　that　xi，x2　¢　El．　We　already　noticed　that　x　i，x2　¢

の（θ1）and　if　xl　and　x2　appear　in：Zm（θ1）then　they　appear　ill　subt6rms　of　the

form　x　i　x　2．　Therefore　we　can　reMove　all　occurrences　of　x　i　and’x2　from　Z　m（e1）　by

replacing　all　the　occurrences　of　xi　x2　by　x．　Assume　that　by　this　transformation　we

obtain　6i　from　ei．　Because　crei　＝　6i　a　we　can　consider　the　LNC　refutation

　　　　　　　　　　　　　BS　：G”　＝　（x　f￥　t，　El，rs　fv　x，　E2）6i

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＞gi］，，a一．　V，i．　Aor’　．Xl，　v2　fS　x2，　（El，r　s　tNv．　xl　x2，　E2）qel

　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒繍才研1□

where　（BS）＞i　＝　B3．　Then　x6i　cte2　e3e4　＝　xaei　e2　e3　e4　＝　xffe　is－normalized．　The

only　case　when　BS　¢　）iVjP・　is　Where’the　first　［i］一step　is　follQwed　by　two　［v］一stepSJn

this　case　we　define　B2　as・the　LNC－refutation　obtained　from　BS　by　replacing　the

first　three・steps　by　a　［v］一step．　Otherwise　we　assume　B2　＝　BS．　Then　B2　・E・　）zVSP　and

IB21　S　i2　十　i3　十　i4　十　2．　We　finally　define：

　　　　　　　　　　　　　　　　A’：C’　：（Eilrssu　x，E2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；欝鴨　恥　，E2）δ1

where　the　first　ii　steps　coincid．e　with　those　of　A　and　are　applied　in　the　same　order

at　the　same　poSitions，　and’u4Si，　＝　B2．　Then　A’　E　＞AVf　and　IA’1　＝　ii　十　I　B21　一〈

ii　十　i2　十　i3　十　i4　十2＝　IAI十　1．

　　　We　now　prove　．ca．　se　2，　In　this　case　A　can　be　written－as：

　　　A　：’　G　E1　（Ei，ti　fu　xi，　s　fu　lo2，”E2）q．＝＞ii，　Gi，　．一一一　（r　fv　ici，s　xs　x2，E2）uei’．＝＞S2，　O

such　that　x　i，　x2　¢　tZ）（uei）．　From　A　we　construct　the　LNC－refut．ation　B　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　A・σ⇒診㌃．（r・・U・X・，・fU・X・，E・）σθ・⇒塊ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　長

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　介

　　　　　　　　　　　　　　　　　B：G＝＞3’1・　G；・，＝（Ei，rsfux）6i

where　6i　is　defined　like　in　case　1，　the　first　ii　steps　of　B　coincide　with　the　first

ii　steps　of　A　and　are　applied　in　the　same　order　and　at　the　same　positions，　and

．B＞i，＋i　＝　A＞i，・　lf　A＞i，　starts　with　two　［v］一steps　then　we　define　A’　to　be　B　in

which’the　sequence　＝〉［i］＝〉［．］　〉［．］　of　steps　’to　G：・，　is　replaced　by　a　［v］一step．　Otherwise

A’＝B：Then　A’∈Wf　and　l’A／i≦i1十i2十1＝IAI十1．　　　　　　　　　　　　■

Lemma　18　Let　A：f　s．　fs　t，　E］　＝＞5　M　E　）iVJI’such　that：

（i）　There　exists　a　first　［o］一step　of　A　which　is　applied　to　the　LHS　of　an　a－descendant

　　　of／Sn　13　t，
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（ii）　All　［i］一steps　before　the　first　［o］一一step　are　applied　to　the　LHS．

Then　there　exists　a　fresh　variant　f　u．　一　r　of　a　rewrite　rule　such　that：

（a）　The　last　［o］一step　to　an　a－descendant　of　f　s．　s￥　t　is　of　the　form

A、・（ノ・飢規’）σ，E’⇒ノUm→。（ノ・m一・…f・Um一・，・m　U・Um，・・m＋・，n　・・　t’，E’）σ

　　　where　m　一く一　n，

（b）　There　exists　A’　E　）iVJZ’　of　the　form

且’：8、fU・U、，＿，Sm・AS・Um，㌍S鵬＋・，。～ちE⇒渉ロ

t　”

　　　　such　that　IA’1　〈　IAI．

21t：g1g！fLoo£　We　first　prove　（a）．　Because　of　（ii），　the　a－descendant　ei　of　f　s．　Ntv　t　to

which　the　first　［o］一step　is　applied　．is　of　the　．form　e’　＝＝　（f　sp　fM　・t”）a’　where　p　S　n．

Since　the　a－descendants　of　e’　are　descendants　of　parameter－passing　equations　and

the　conditions　7）［o］（A）and　1）回（A）of　well－fbrmedness　hold，　w6　deduce　that　the　a－

descendant　of　e　to　which　the　last［o】一step　is　applied　is　of　the　fbrm（ノsm～tノ）σ

where　m　一〈　p　S　n．　lt　remains．　tb　prove　that　the　rewrite　rule　variant　employed　in

this　last　［o］一日目ep　is　of　the　fotim　f　u．　一一一　r．　BY　Lemma　13，　it　suflices　to　prove　that

m”一．一．．　arity（f）．　By　Lemma　12　for　the’well－forMed　sub－refutation　A”　of　A　starting

w．　2tli．h　Ai　．we　have　m　）　．arity（f）．　lf　pz　＝　O　then　．qlso　qrity（f）　＝　O　and　there　is　nothing

．t．ri．　Qre　to　’prove．　lf　m　〉　e　then　we　can　write　A”　as　follows：

（ノ・m　・U　tt）σ，一E’⇒h　u。＿r（∫・鵬一・・U・h・Uk一・，・m・～妬・・m＋・，n　・・t’，E’）σ⇒＊□

where　k　一　arity（h）　〉　O．　Since　A’〉’i　does　not　contain　［o］一steps　applied　to　a－descend－

ants　of　f　sm一一i　2　s　h　ule．i，　we　can　apply　．Lemma　8　applied　to　A’〉’i　and　obtain　by

contrapositl’on　that　f　＝　h　and　m　一一一　1　＝　k　一　1．　Hence　arity（f）　＝　arity（h）　＝　k　＝　m．

　　　W．　e　prove　now　（b）．　We　prove　by　induction　on　n・一　m　the　existence　a　well－formed

LNC－refutation

A’：．5、fU・U、，＿，5鵬蜘m，r・Sm＋・，。～ちE⇒三面

that　in　addition　to　i／1／1〈1／ll　it　alsq　satisfies　the　condition：

C（A，ノ4’）・：If．A：8，E⇒＊口then　fbr　every・ε’∈E　the　following　implication　holds：

　　　　　　　　　　if　［Q］　is　never　applied　to　the　RHS　of　the’descendants　of　e’　in　A・　then　［o］

　　　　　　　　　　iS　never　applied　to’　the　RHS　of　the　desce’　ndants　of　e’　in　A’．

This　condition　is　used　in　the　proof　of　case　2．，　where　we　construct　an　LNC－refutation

with　a　new　parameter－passing　equation．

Case　1．　Assume　n　＝　m．　Then　we　distinguish　two　subcases：

（a）　uLE．一yO．　Because　property　（a）　holds，　A　is　of　the　form　A　：i　f￥　t，　E　＝〉［．］，f．．　r　fu

　　　t，E　・〉護口　and　we　can　take　A’＝：ノ1＞1．Obviously，　C（A＞1，A’）implies　e（A，A’）．

（b）　uLz＞m！，tO．　Because　of　property　（a），　the　first　LNC：step　of　A　coincides　wi．th　the　last

　　　［e］一step　to　an　a－descendant　of　f　sm’f￥　t．　Therefore，　we　can　vsirite：

且・∫・伽～ちE⇒［。L／Um→。∫・m一・～ノU耐，・m～Um，・～オ，E亨5□

From　Lemma　11　we　know　that　A5i　contains　a　sub－refutation：

．A’：51NU1，．・．。，SmNttm，r～オ，E⇒渉口・

such　that　i．A’1≦IA＞11＜IAl　and　e（A＞1，A’）．　Also，　C（A＞1，A’）implies　e（A，Aノ）・
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Case　II．　Assume　n　〉　m：　We　distinguish　the　following　situations：

1．　A　starts　with　a　［d］一step．　Then　t　：一＝　ti　t2　for　some　terms　ti，t2　and　we　have：

A・ノS・剛・t2，E⇒［d】ノ・n一・・t・・t・，S。・fU・t2，E⇒彦□

Since　A＞i　has　properties　．（i）　and　（ii），　from　the　induction　hypothesis　we　infer

the　existence　of　B　E　）／Vl’　of　the　form：

B：Gl＝（S・fU・U・，＿，Sm　￥・Um，r・Sm＋・，n一・fU・t・，Sn　fS　t2，E）⇒護ロ

such　that　I　B　I　〈　IA＞il　and　e（A＞i，B）　holds．　Also，　e（A＞i，B）　implies　e（A，　B）．

Let　B＞i　be　the　sub－rgfutation，of　B　such　that

　　　　　　　　　　　　B＞i：　G2　＝　（r　s．＋i，．．i　fy　ti，s．　fts　t2，E）ei　＝＞2．　a

We　construct　the　LNC－refutation

露

　　　　　　　　　　　　　At：Gi　：sl　u　uil，．．．，sm　fs　zzm，r　sm＋i，n　fu　ti　t2）E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞br，　G’2＝（rsm＋i，nNti　t2，E）ei’．　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒［d】σ・＝（r・m＋・，・一・・y・t・，・・～オ・，E）θ・⇒多。ロ

wh・・e　th・丘・st・i・t・p・・f4・・in・idelwith血・・eρfB’and△～（・＋・）＝　’B》i・㍗n

　　A’　E　）iV．1’　and　IA’i　＝　i十　2’　十1　＝　IBI　十1　〈　IAS’i　l　十1　＝　IAI．　Sinc6　B　E　）iV．T’iwe

　　deduce　that　A’　E　｝iVj7．　Moreover，　e（A，　B）　implies　e（A，A’）．

2．　A　starts　with　an　［o］一step　to　the　LHS．　Then　A　is　of　the　form：

A：f　Sn　f　S　t，E　＝〉［o］，h　vk．r，　f　Sn－1　’RS　h　Vk＝i，　Sn　AS’Vk，r’　QS　t，E　＝＞3　U

where　k　＝　arity（h）　〉　O．　Erom　the　induction　hypothesis　for　A＞i，　there　exists

．B．∈ンソプof　the　fbrm

β：Gl＝5・FS・U・，＿，5m魍m，アSm＋・，。二・～んVk一・，5。脚鳶，〆～ちE⇒門口

such　that　I　B　I　〈　1：t4Sil　ahd　e（A＞i，　B）．　FroM’the　validity　of　property　IP［．］（A＞i）

we　deduce　一that．　［o］　is　never　applied　to　・the　RHS　of　descendants　of　the　equation

tn　f￥　vk・in　A＞i．　From　e（Asi，B）　we　have　that・・［o］　is　never　applied　tQ　the　RHS

of　the　descendants　of　tn・fu　vh　in　・B．　Let　B＞i　be　the　sub－refutation　of　B　such

ll謡さ二1。舷i！二，r一・’u　h　yk一・，5・・　乃，〆～ちE）・e！⇒2・□・We　copst「uct

覧

　　　　At：Gi　＝si　fy　ui，．．．，＄m　fM　um，r　sm＋i，n　f　s’t，E

　　　　　　　　⇒ち1G灸＝＝（r　Sm＋i，n．f￥　t｝　E）θ1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。

　　　　　　　　⇒【。L・．v。一〆σ・＝（r・Sm＋1，。一1～んVk一・，5。蜘ゐ，〆～ちE）θ・⇒2。□

where　the　first　．i　steps　of　A’　goincide　with　those　of，B　and　A’〉（i＋i．）　F　B＞i・

　　Then．1．A’1＝1．B　1十1〈レ4＞11十1＝・凶．　From　our　previous　remark「that　no［o｝

　　steps　are　applied　to　the　RHS　of　descendants　of　tn　fR　s　vk　we　deduce　A’　E　）iVjF．

　　From　the　cbnstruction　of　A’　and　the　fact　that　e（A＞i，B）　holds　we　infer　that

　　e（A，A’）　holds　too．

3．　．t4　starts・　with　an　［i］一step　to　the　LHS．　［1］hen：

A・f・・物，E⇒〔・L・＝｛x－X、x。｝（f’・s・一・・￥・X・，・・蜘・，E）σ⇒謬’ロ
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An　application　of　the　induction　hypothesis　to　A＞i　reyeals　the　existence　of　a

B　E　WI’　of　the　form：

　　　　　1B・（・、・・．UI，＿，・m・・・…m，r・m＋・，。一・…X・，・。糊2，E）σ⇒渉’日

such　that　IBI　〈　IAsil　and　e（A＞i，B）．　We　distinguish　two　subcases：

（a）　x　E　）t7ar（f　s．）．　Then　xae’　is　normalized　because　A’　E　Wjur．　We　can　now

　　　apply　Lemma　17　to　B　and　obtain　A’　E　）iV　1’　of　the　form：

Ai：sl　bN”　ul，．．．，sm　1￥　um，r　sm＋1，n　f　S　x，E　＝＞e”　M

，A

　　　such　that　ae’　＝　e”　and　IA’1　S　IBI十1．　But　a．e．’＝e　and　hence　e”　＝　e．

　　　Also，　i．A’1≦1．B　l十1＜レ4＞11十1＝囚．：From　the　cohstruction　of　A’from

　　　B　given　in　the　proof　of　Lemma　17．results　that　if　［o］．　is　never　．applied　to　the

　　　RHS　of　descendants　of　e　E　E　in　B　then・［o］　is　never　applied　to　the　RHS　of

　　　descendants　of　e』in．4，．　This　observatio血together輌th　e（A＞1，B）implies

　　　C（A，　A’）．

（b）x¢ソαr（．f　sの．　Then：n¢ソαr（Sl～u1，．．．，sηa～Um，r．　Sm＋1，n＿1，Sn）and

　　　we　can　again　appl．y　L．gmniq　17　tg　conStruct　from　B’　the　desited　A’　E　）／VZi

　　　with　property（3（A，　A’）・　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・、　醒

’t6血血a　19　Let　4∈）zV∫　’be　of　the　form

A：x・Sn　f￥ちE⇒毒□ （3）

such　that　there　exists　a　first　［o］一step　of　A　Which　is　applied　to　the　LHS　of　ap　a－

descendant　of　x　sn　2s　t　and　all　the　［i］一steps　which　precede　it　are　appli’ed　to　the　LHS．

Then　there　exists・a・fresh　variant　f．，uk　vm．．．　r　of　a　rewrite　rule　such　that：

（a）oくm≦．n，’

（b）　The　last．　［o］一st，ep　to　’ah　a－desicepdqpt　of　x　s．　f￥　t　is　of　’the’　form

ノ41　：（X　s’m　fy　tt）θ1，Et

　　　　⇒［。】，ノu。V義＿。（∫・m一・暫U渥マ祠；・．・・e’Vm』，・・m＋・，・郎オ’，Eりθf

（c） There　exists　a　A’　q．）iVJr”　of　the　form：

At・（・・「・U・V・，＿，・m…　Vm，‘r・叫・，。窄ちE）σ⇒診’ロ （4）

withσ＝｛：eト〉ノuk｝such　thatσθ’＝θandレ1／i＜レll．

P．”．rLQgt11f・　We　note　that’the　a－descendants　of　parameter－passing　equations　are　par－

ameter－passing　equations．　Since　the　first　［o］一step　to　’an　a－descendant　of　x　s．　fy　t

is．　applied　to　the　LHS　then，　because　of　property　T’［．］（A），　all　the　［o］一steps　to　a－

descendants　of　x　s．　f￥　t　are　applied　to　the　LHS．　Also，　because　of　property　1）［i］（A），

all　［i］　steps　between　the　first　and　the　last　［o］一step　to　an　a－descendant　of　x　s．　f　s　t

are　applied　to　the　LHS．　Therefore，　the　last　a－descendant　of　x　s．　fks　t　to　which　an

［o｝step　is　appli6d　is　of七he　form　（x　sm）θ1　fu　t’θ1　with　m≦n．

　　　We　prove　nbw　that　m　〉　O．　Assume　that　m　；　O．　Then　from．the　applicability

of　an［o｝step　to　the：LHS　of（x　sm）θ1～ttθl　we　deduce　that　x∈の（θ1）．　Also，

by　Corollary　3，　the　term　xei　is　reducible．　Since　this　contradicts　property　1．（b）　of

well－formedness　for　A，　we　must　have　m　〉　O．　From　Lemma　14　we　deduce　that　the
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．

variant　of　the　rewrite　rule　employed　in　the［o｝step　to　the：LHS　of（x　sm）θ1　f　s　tノθ1

can　be　written　as　f　uk　vm　．　r．　Thus，　conditions　（a）　and　（b）　hold．

　　　We　prove　now　that　condition　（c）　also　holds．　Consider　the　sub－refutation　i4　of　A

that　starts　with　an　［o］一step　applied　to　the　LHS　of　the　a－descendant　（x　s．　fu　t’）ei

of　x　s．　fu　t．　This　refutation　starts　from　a　goal　of　the　form　G2　＝＝’ igl－stz11m　fu　t’）ei，E’．

Since　A　E　）iV．7’，　it　is　of　the　form：

ノ1：σ2⇒［oL／Uk　Vm→r（Xθ1）S㍍＿1タご∫Uk　V疵＿1，S魏～Vm，r～t’θ1，五7’⇒＊□

where　sl・　＝　s’i　ei　for　1　．〈一　i　S　m．　Since　the　fu’st　step　of　this　sub－refutation　is　also　the

last　one　．to　an　a－descendapt　of　x　s．　A　s　t，　we　deduce　that　the　following　m　一　1　steps

must　be　［d］一steps．　Therefore　we　can　write：

A：

⇒［oL／Uk　Vrn→r（Xθ1）串らL＿1

＝＞rtil　xei　fu　f　uk，pm

G．＝＞lj，　G2　一一．　（g2－s，nm　s￥　t’）ei，E　　　　　ノ

…f・Uk　Vm一・，・魏脚鵬，蜘〆θ・，E’

，・．．，lsh　fsv．Lrfs　t’ei，E’　＝〉＊　a

（5）

4

The　equations．　displayed　within　bQxes　are　descendants　of　the　parameter－passing

equationsi　generated　from　the　equation　（x　s．　f　ts　t’）ei　E　G2．　They　are　used　in

specifying　the　property　e2（A，A’）　defined　below．

　　　We　now　prove’　by　induction　on　IAI　the　existence　of　A’．　E　）／Vl’．　In　the　proof　we

make　use　of　the　property　that　the　condition　e（A，　A’）　＝　ei（A，　A’）　A　e2（A，A’）’holds

in　each　induction　step．　Here，　e1（A，ノli）and　’．　e2（A，ノ隻ノ）are　defined　as　fbUows：

Let　A　and　A’　be　the　LNC－refutations　under　consideration　of　the　fgrms　given　in　（3）

and　（4）．　Then：

ei（A，　A’）

e2　（A，　A’）

：for　every　e’　E　E，　if　［o］’　is　never　applied　to　the　RHS　of　descendants　of

e’　in　A　then　［o］　is　never　applied　to　the　RHS　of　descendants　of　e’　in　A’

：assuming　A　is　wr．itten　in　the　form　（5）　described　．above　then　for　every

i∈｛1，＿，m｝‘the　fbllbwing　implication　holds：if団is　the　only正NC－

step　applied　to　a　descendant　of　s；一　fu　vi　in　A　then　［v］　is　the　only

LNC－step　applied　to　a　descendant　of　si　Ntv　vi　in　A’．

First　we　note　that　because　of　assumptioB　〈ii）　A　can　not　start　with　a　［v］．一stgp　or　a

［t］一step．　We　distinguish　three　possibilities　for　bhe　first　LNC－step　of　A：

Case　I．．4　starts　with　an［i1．step．　Then　t∈ソ．’Because　of　assumption（ii）we　must

have　n　〉　O．　ln　this　case　A　can　be　written　as：

　　　　　　　　　　　　　　A：G　＝〉［i］，a．　（tao）　sh’一i　2＄　xi，sA’　fu　x2，li］ao　＝〉＊　ll

where　ao　＝　｛t　p＞　xi　x2｝　with　xi，xi　E　｝2　fresh　variables，　s：・’

We　further　distinguish　two　subcases：

＝＝　siao　for　1〈i〈．．n．

く

t

1．　t　＝＝　x．　Then　A　is　of　the’　form

A：G　＝〉｛i］，．，　xi　x2　sA’一i　fet　xi，sA’　Qs　x2，Euo　＝〉’S”　一

where　aoe”　＝　e，　and　the　sub－refutatiori　A　bf　A　can　be　written　as：

A：G2　＝　（gtlL一｛te－sz11x2　s．　f　s　t’）el，Et

　　　⇒［o］，ノUk　v凧→7・（XI　X2　Sm－1《ゴ．プUk　Vm＿1，8m《ゴVm，r《ゴオ’）θ1，五7’：＝〉＊□
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The　equation　（xi　x2　s．　f　ti　t’）ei　is　an　a－descendant　of　xi　x2　sA’一i　fu　xi　obtained

by　applying　a　sequence　of　［d］一，　［i］一　and　［o］一steps．　Since　［i］一　aRd　［g］一steps　of　this

sequence　are　applied　only　to　the　LHS，　we　haveソαr（xl　x2　sh’＿1～x1）∩の（θ1）＝

oxi｝　and　Var（xi　x2　sX－i　fu　xi）nZm（ei）　＝　O．　Therefore　x2　¢　tP（ei）UVar（xiei）．

From　Leinma　14　we　deduce　that　le　2　1．　Since　A　E　）iV．1’，　we　can　write：

万・σ2ニ（X1偲2S”，剛’）θ・，E’

　　　＝〉［o］，f　uk　vm一＋r　Xi　．X2　sh－i　fY’f－tk　vm－i，　sh．．tv　vm，r　fs　ttei，．E7t

　　　⇒趣・θ・5￥・f・U・’一・，m・織，・生～・・，…，・㍍～隔剛オ’θ・・E’⇒＊□

where　the　equations　displayed　within　boxes　are　descendants　of　the　parameter－

passing　equations　generated　from　the　equation　（xi　x2　sm　f　s　t’）ei　E　G2．　Since

x2¢ソar（x1θ1～∫uk．一1），　we　can　further　write

　　　　Z＞m＋、・X、θ、A・　f・U、一、，（X，￥・Uk，・、蜘、，．．∴・m・・S　vm，rfStりθ・，E’

　　　　　　　　　　　　＝＞3，　x2　f￥　uke2，（sl　fu　vl，．．．，s．　f￥　v．，r　fu　tl）ele2，Ete2

　　　　　　　　　　　　⇒回⇒＊□

We　can　now　apply　the　the　induction．　hypothesis　to・A＞i　E　＞iVJI’　and　deduce　the

iexistence　of　a　well－formed　LNC－refutation　A”　of　the　form：

（x2　FU　uk，61　fU　vl，．1．，sm　fU　vm，r’sm＋1，n－1　fU　XI，’sn　fU　x2，　E）aoal　＝＞ljt，t　U

li：where　ui　＝　｛xi　H　f　uk－i｝3　IA”1’〈　IA＞i・1，　and’e（A＞i，A”），　and　aie”’　＝　e”．

・From　the　assumption　e2（A＞i，A”）　and　the　observatiQn　that　［v］　is　thq　only　step

aPplied　to　an　a－descendant　of　x2　fu　uk　in　A　we　conclude　that　the　first　LNC－step

’tO　（X2　fU　Uk）Uoul・　＝　x2　fU　uk　must　be　a　［v］一step．　Hence：

Atр煤@1：（Sl　fU　Vb．．．，Sm　S　Vm，r　Srn＋1，n－1　U　XI，Sn　fU　X2，　E）aoal｛X2　H　Uk｝　＝S｝＊　］

Note　thatσoσ1｛x2卜→uk｝＝：｛：cト〉ノuk，：clト→fuk．＿1，x2ト＞uk．｝・BecauSe

a　＝’@（Uo’al｛X2　一　Uk｝）rvar（silRsvl，．．．，smfsof，．，r　s，．＋1，．一i，E））　We　Can　Write：

4竺・・（Sl　t”v“　Vl，…，Spt　f￥．　Vm，r　Sm＋1，nr1　EU　f　Uk－1，Sn　fU　Ulp）E）σ

　　　　　⇒客、（r・叫・，・」．・N／Uk一・，5・・剛・・E画⇒；2「□

晦・ゆth・飴ll・噸ぐ・脚・ti・呵孟’、丘・畔・1

4： ｼ羅∵、即興鐸身鷲蔀識1轡∫u幽
t

　　・where　the　first　i　LNC－steps　of　A’　coincide　with　the　first　i　LNC－steps　of　A’i’i　and

　　A’＞i＋i　＝　A’〉’i＋i’．’　Then　・A”・is　well－for．med　・and　satisfies　the　requi．rements　of　ous

　　Ieninia；　The　validity　pf　e（A，A’）　results　from　the　way　in　which・A’　is　constructed

　　from　A”　and　from　the　property　e（A＞i，A”）．

2．　t＃　x．　Then　A　is　of　the　form

24：G　＝〉［i］，．，　x　sa’一i　fu　x1，sa’　fs　x2，Eao　＝＞Stt　M

where　ao　e”　＝＝　e．　By　the　induction　hypothesis　for　A＞i　there　exi＄t＄　a　A”　E　）zVjEr

bf　the　form：

Att：（sl・　s　vb．．．，sm　f￥　vm，r　sm＋i，n－1　f　S　XI）sn　fU　X2，　E）aoa　＝＞So　O
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such　thatσθo　＝θ”，レ1”1〈　レ1＞il　and　e（A＞1，ノ4”）．

write　A”　in　the　form：

Since　aou　＝　ffao，　we　can

　　　　　　　A”・（・・～・・，…，・m・…Vm，77，・m＋・，。一・・U・X・，・。脚・，E）σσ・⇒彦。□

　　　An　application　of　Lemmel　17　to　A”　yields　the　desired　A’　E　Wf．

Case　II．　A　starts　with　an　［o］一step．　We　distinguish　two　cases：

一　n　＝　m．　Then　this－step　is　also　the　last　［o］一step　to　an　a－descendant　of　x　s．　ts　t．

　　　We　have　then：

　　　　　　　　　　　A：諮s㎜～オ；E’

　　　　　　　　　　　⇒［。Lノ．u、　Vm→。　X・sin一・Nノ血k　Vm－1，5㎜脚働㌍～ちE

　　　　　　　　　　　＝＞Ptl－i　xfufuk，si　fsvi，．．．，．sm　fRfvm，rfst，E

　　　　　　　　　　　⇒【。］，。＝｛x”f　u。｝（5・《勿・，…，8、Ti・・S　VM，・～ちE）σ⇒渉’□

　　and　we　can　ehoose　A’　＝　A＞m＋i．

一　n　〉　m．　ln　this　case　we　have：

A：X　Sn　f￥t，E　〉’［b］，li　1，．r，　X　Sn－1’　fV　ll，Sn　kS　Z2，rt　fS　t，E　〉｝，　M

By　the　induction　hypothesis　for　A＞i　we　infer　the　existence　of　A”　E　）iV　7’　of　the

form：

Ait：（sl　fU　vb．．．，sm　fU　vm，r　sm＋1，n－i　fy　il，sn　f　s　Z2jrt　f￥　t，　E）a　＝＞lj，　］

such　thatσθノ ＝　e，　IA”1　〈　IA＞il　．and　e（A＞i，A’｛），　Let　ii　｝？r　O　such　that：

A”・（S・～η・，…，Sm・fU・Vm，r「Sm＋・，n7・fU　1・，S。　f￥・’12，r’～ちE）σ

⇒叙・・鵬＋、，。一i　・s　1、，ちM，，〆～ちE）σσ’⇒＊□

We　construct：

　　　A’・．（S1　fU・VI，…，Sm・f　S・V肌，㌍S鵬＋1，n・fU・ちE）σ㌣多（・Sm＋・、。～ち’E）σσ’

　　　⇒［。］，li　i。→〆（r・塀・，・一・～～・，・・～12，〆～ちE）σσ’⇒＊□

such　that．　the　first　ii　steps　of　A’　．　coincide　with　the　first’　ii　steps　of　A”　and

且～、、＋、＝礁ゴW・n・tice　that囲＝IA”1＋1〈1ム・・1＋1＝囚．’W・mu・t
show　that　A’　E　）iVl’．　Because・A”　E　W．　7’，　we　on｝y．have　to　shpw　that　in　At　there

are　no　［o］一steps　applied　to　the　RHS　of　descendahts　of　the’ 垂≠窒?撃高?狽?秩|passing

equatipn　（tn　fv　12）acr’．　We　note　that　（sn　f　s　12）a　is　a　parameter－passing　equation

in　A＞i　and　therefore　［o］一steps　are　never　qpplied　to　．the　RHS　gf　the　descendants

of　（tn　fM　12）a．　From　e（A＞i，A”）　we　infer　that　in　A”　［o］一steps　are　never　app｝ied

to　the　RHS　of　the　descendants　of’　（s．　fu　Z2）u．　From　the　construction　of　A’　it　is

easily　seen　that　also　in　A’　［o］　is　’never　applied　to　the　RHS　of　（s．　f　s　12）atr’．

The　validity　of　C（A，　Aノ）results・from　C（A＞1，A”）・and　the　construcもion　of．A／

from　At，．

〈

”

：

Case　III．　A　starts　with　a　［d］一step．　Then　n　〉　O，　t　＝一一　ti　t2　for　some　terms　ti，t2　and：

且・詔S血～オ・オ2，E⇒向XS・一・～オ・，8。fM　t2，E⇒湊□

and　we　can　apply　the　induction　hypothesis　to　A＞i　and　obtain　a　well－formed　LNC－

refutation：

Att　：（sl　f　s　vl，．．．，sm　fU　vm，r　sm＋1，n－1　fY　tl，Sn　AS　t2，E）U　＝＞e，　O
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with　ue’　＝　e・，　IA’1　〈　12tl＞il　and　e（A＞i，A”）．　Let　ii　2　O　such　that：

Ait　：（sl　fM　vb　．．．，sm　fu　vm，r　sm＋1，n－1　fU　tl，sn　AS　t2，ri　fY　t，　E）a

⇒i・（・s。一、f・t・，・。剛2，E）σσ’⇒＊ロ

Then　we　define　A’　as　follows：

孟’・（S1・fU　V1，＿，3㎜蜘㎜，r・Sm＋1，n　2SちE）σ⇒茅（・・m＋・，・剛・オ2，E）σσ’

＝〉［d］　（r　Sm＋1，n－1　f￥　tl，Sn　fU　t2，E）au’　＝〉＊　Z

鳳

where　the　first　ii　steps　of　A’　coincide　with　the　first　ii　＄teps　of　A”　and　A’＞i，＋i　＝

A’〉’i，．Then　A’　E　）iV．1’and　IA’1　＝＝　IA”1＋1　〈　IA＞il＋．1　＝　IAI：　．A．　lso，　property　e（A，　A’）

follo－ws　from　e（A＞i，A”）and　the　co4struction　of　A’from　A”．　’　一

f
（．

（

1

ゾ

r

4．4　The　ComPleteness　Theorem　of　LNCA

Lemma　20　Let　7it　be　a　confluent　ATRS　and　G　be　4　goal．　For　every　well－formed

LNC－refutation　A：G　＝＞S　M　ther．e　exists　an　LNCA－derivation　B：G　i＞；　Gi　and

a　well－formed　LNC－refutation　A’　：　Gl　＝＞Si　Z　such　that　ae’　＝　e　［Var（G）1　and

レ1’1＜凶．

I11t111g11，00ft　Let　G　iii　s　As　t，　E．　We　distinguish　the　following　cases：

（1）　No　［o］一steps　are　applied　to　a－descendants　of　s　fu　t　in　A．　We　have　to　consider

　　　the　fellowing　cases：

　　（la）　s　i　f　sm　apd　t　E　g　tn．　According　to　Lemma　8，　we　must　have　f　＝　g

　　　　　　and　n　＝　m．　According　to　Lemma　9，　there　exists　a　A’　E　）iVJIr　of．the　form

　　　　　　．A，：51　ses　tl，99．，sn　fu　tn，E⇒き口such　that　IA’i〈IAI・Then，　fbr：

　　　　　　B：G　Ef　sn　fU　f　tn，E　Ei＞［dq　Gl

　　　　　　Gl　＝　Sl　ftS　tl，・t・）Sn　fU　tn，E，

　　　　　　el　＝　e，　u＝　e

　　　　　　the　eonclusion　of　LemMa　20　holds．

　　（lb）　s　f　s．t．　is　of　the　form　a　s．　or　x　t．　with　m　2　．n．　This　case　is　g．overed　by

　　　　　　Lemma　16．

　　（lc）　Otherwise；　s　f　s　t．　must　be　of　the　forrn　f　sm　c　t　x　un　with　m　〈　n．Acconyding　to

　　　　　　工emma　10，　there．　exists　an、［o｝step　in．A　which　is　applied．tQ　an　a－descendant

　　　　　　of　s　fts・．t．一　Since　we　assumed　：the　contrary，　thiS　case　is　impossib｝e．

（2）　The　first　［o］：step　is　applied・’to　the　LHS　of　an　a－descendant　of　s　f￥　t．　By　Lem．rpa　7，

　　　there　exists　A”　E　｛A，　ip，．．p（A，　1）｝　．such　that　all　［i］一steps　before　the　first　［o］一step

　　　are　applied　to　the　LHS　and　the　first　［o］一step　is　applied　to　the　LHS．　According

　　　to　Lemma　6，　A”　E　）iVlr．　Assume：

A’t：a　s．　Fts　rt，E　＝＞lj　］

where　a　E　1’　U　）2．　We　distinguish　two　cases：

（a）　a　＝一　f　E　1．　Let　rn　＝　arity（f）．　From　Lemma　18　we　infer　the　existenee．　of　a

fresh　variant　f　um　．　r　of　a　rewrite　rule　with　m　S　n　and　of　an　A’　E　）／VJZ7　of　the

form

孟’：5、剛1，＿，8m～Um，rs鵬＋・，。　ftsちE⇒渉□
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such　that　IA／1〈IAI．　We　note　that　we　can　choose　B　to・be：・

B：f　Sn　fY　rt，　E　E＞［oq，f　u，．．r　．Sl　fU　zz1，一．．．，Sm　tNv　Um，r　Sm＋1，n　fU　rt，E

（b）　a　i　x　E　V．　By　Lemma　19　we　can　assume　the　existence　of’a　fresh　variant

f　uk　vm　一r　of　a　rewrite　rule　such　that　O〈　m　S　n　and　of　an　A’　E　YVJr　．of　the

form：

At：（si　su　vi，．．．，sm　fu　vm，r　sm＋i，n　fits　t，　E）a＝＞5，　O

withσ＝｛x－f　uk｝subh　thatσθ’＝θand　IA’1〈囚．　We　can　now　consider

the　［ov］一step　of　LNCA：

B：G　＝一　（x　sn　cr　r’，　E）　．
　　　E＞［ov］，a，f　uk　vm．r　Gl　＝　（Sl　fS　Vb…，Sm　f　S　Vm，r　Sm＋1，n　fU．　ri，E）u．

（3）　The　first　［o］一step　is　applied　to　the．　RHS　of　an　a－descendant　of　s　ss　t．　Then

　　　obviously　the　first　［o］一step　is　pot’preceded　bY　［i］一一steps，　and　in　ipswap（Ai　1）　the

　　　’first　［o］一step　is　applied　to　the　LHS．　This　case　reduees　to　case　（2）．　一

（

t

；

Theorem　4　Let　71　be　a　confiuent　ATRS　and　G　a　goal．　For　every　normalized

solution　e　of　G　there　exists　a　successfu1　LNCA－derivation　such　that　e’　S　e　［Var（G）］．

1i1！t：s；1si！！！oo£　By　Corollary　2　and　induction　on　IAI　using　Lemma　20．
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