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Braess－like　Paradoxes　of　Nash　Equilibria　for　Load

　　　　Balancing　in　Distributed　Computer　Systems

Hisao　Kamedai　Eitan　Altmant　and　Takayuki　Kozawa＄

Abstract

　　　It　is　well　known　that　inefficiencies　occur　in　the　use　of　resources　of　computer，

telecommunication　and　traffic　networks　when　rOuting　decisions　are　taken　by　the

users．　The　famous　Braess　paradox　which　was　originally　identified　and　observed

in　road　traffic　context，　showed　that　it　may　happen　that　by　adding　capacity

to　the　network，　the　performance　of　all　users　degrades．　ThiS　paradox　has　long

been　known　in　a　framework　called　the　Wardrop　equilibrium，　in　which　there　are

infinitely　many　individuals　（such　as　car　drivers）　and　in　which　the　decision　of

one　single　individual　has　a　negligible　effect　on　the　performance　of　the・other

indivuduals．　Another　framework　in　which　such　a　paradox　may　occur　is　that　of

the　Nash　equilibrium　in　which　there　are　a伽ite　number　of　players，．and　in　which

the　decision　of　each　player　has　nonnegligible　effect　on　the　other　players．　lt　is

known　that　the　Nash　equilibrium　converges　to　the　Wardrop　equilibrium　when

the　number　of　users　becomes　large．　lt　is　thus　natural　to　expect　the　same　type　of

paradox　in　the　Nash　equilibrium　context　（for　a　large　number　of　players），　whenever

it　occurs　for　the　Wardrop　equilibrium．　In　this　paper，　we　present　cases　where　a

paradox　similar　to　that　of　the　Braess　appears　in　a　Nash　equilibrium　but　does

not　appear　in　a　Wardrop　equilibrium　in　the　same　environment．　We　consider　the

model　of　load　balancing　in　distributed　computer　systems．　We　further　establish

the　uniqueness　of　the　Nash　equilibrium　for　this　problem．
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1 Introduction

In　many　systems　including　communication　networks　in　distributed　computer　systems，

transportation　fiow　networks，　etc．，　we　have　several　distinct　objectives　for　performance

optimiza七ion．　Among七hem，　we　have　three　typica1　obj　ec七ives　or　op七ima：

　　’H．　Kameda　is　with　the　lnstitute　of　lnformation　Sciences　and　Electronics，　University　of　Tsukuba，

Tsukuba　Science　City，　lbaraki　305－8573，　Japan．　Tel：　十81－298－53－5539　Fax：　十81－298－53－5206　E－mail：

kameda＠is．tsukuba．ac．jp　．

　　tE．　Altman　is　with　INRIA　B．P．　93，　06902　Sophia　Antipolis　Cedex，　France．　Tel：　十33－4－92－38－77－86

Fax：　十33－4一一92－38－77－65　E－mail：　altman＠sophia．inria．fr

　　iT．　Kozawa　is　with　Doctoral　Program　in　Engineering，　University　of　Tsukuba，　Tsukuba　Sci－

ence　City，　lbaraki　305－8573，　Japan．　Tel：　十81－298－53－5156　Fax：　十81－298－53－5206　E－mail：

kozawa＠osdp．is．tsukuba．ac．jp．

1



（1）　the　system－optimum，　overall　optimum，　or　social　optimum，　where　a　certain　overall

and　single　measure　like七he七〇七al　cos七〇r　the　overall　average　response　time　is七〇be

optimized．　We　call　it　the　overall　optimiLm　here．

（2）　the　individual　optimum，　Wardrop　optimum，　or　user　optimum　by　sQme　people；

where　each　of　infinitely　many　individuals，　users，　or　jobs　ca皿ot　receive　any　benefit　by

changing　its　own　decision．　We　call　it七he　individzLα1　optimzLm　here．

（3）　the　Nash　noncooperative　optimum，　class　optimum，　or　user　optimum　by　some　other

people，　where　each　of　a丘nite　number　of　users，　classes，　or　players　ca皿〇七receive　a耳y

benefit　by　changing　its　decision．　We　call　it　the　class　optimztm　here．

　　　Actually，　（3）　is　reduced　to　（1）　when　the　number　of　players　reduces　to　1　and　ap－

proaches　（2）　when　the　players　are　symmetric　and　the　number　of　players　becomes　in－

finitely　many　［4］．

　　　We　can　think　that　the　total　processing　capacity　of　a　system　will　increase　when

the　capacity　of　a　part　of　the　system　increases，　and　so　we　expect　improvements　in

perfbrmance　objectives　accordingly　in七ha七case．　The　Braess　paradox　tells　us七hat　this

is　no七always七he　case；i．e．，　increased　capacity　of　a　par七〇f　the　system　may　some七imes

lead　to　the　degradation　in　the　benefits　of　all　users　in　a　Wardrop　equilibrium　［1，　2，　3，　4］．

As　it　is　known　that　the　Nash　equilibrium　converges　to　the　Wardrop　equilibrium　as

the　number　of　users　becomes　large　［4］，　it　is　thus　natural　to　expect　the　same　type　of

paradox　in七he　Nash　equilibrium　con七ext（for　a　large　number　of　players），　whenever　it

occurs　for七he　Wardrop　equilibrium．　Indeed，：Korilis　e七al．　found　examples　wherein七he

Braess－like　paradox　appears　in　a　Nash　equilibrium　with　symmetric　user　classes　where

all　user　classes　are　identical　as　well　as　in　a　Wardrop　equilibrium　［10，　11］．

　　　On七he　other　hand，　i七has　been　observed　that　the　increased　capaci七y　of　a　par七〇f　a

system　may　lead七〇somewha七awkward　behavior　in七erms　of　a　sys七em　wide　measure

［5，　6，　17］．　ln　particular，　Kameda　et　al．　found　a　seemingly　anomalous　case　where　in　a

Nash　equilibrium　each　of　two　processing　nodes　（servers）　forwards　the　same　type　of　j　obs

mutually七〇　be　processed　by　the　other　node，　thus　incurring　addi七ional　communica七ion

delays　［6］．

　　　In　this　paper，　we　consider　a　load　balancing　problem　for　distributed　computer　sys－

tems　and　give　examples　wherein　the　increased　capacity　of　a　part　of　a　system　would

degrade　the　benefits　of　all　classes　in　a　Nash　equilibrium　whereas　it　should　not　degrade

七he　benefits　of　all　classes　at　the　same七ime　in　a　Wardrop　equilibrium　in・七he　same　en－

vironment．　Our　model　has　asymmetric　classes；i．e．，　classes　are　not　iden七ical．　In　doing

so，　we　have　established　the　uniqueness　of　the　Nash　equilibrium　for　the　new　class　of

problems．

2 The　Model　and　Assumptions

We　consider　a　model　consisting　of　two　nodes　（hosts）　and　a　communication　means　that

connects　b　oth　nodes．　Nodes　are　numbered　1　and　2．　Each　node　consists　of　a　single

exponen七ial　server　wi七h　service　ra七eμ2（i＝1，2）．　Node　i　has　the　external　Poisson

arrival　with　ra七e　qsi，　ou七〇f　which　the　rate　gcii　of　jobs　are　processed　at　node　i．　The

．ra七e銑ゴ（i≠のof　jobs　are　fbrwarded七hrough　the　communication　means七〇the　other

node　2’　to　be　processed　there，　and　the　results　of　those　jobs　are　returned　back　through

七he　communication　means　to　node　i．　Then　we　have　gcii十鈎ゴ＝φ2（i≠の，吻≧0，
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i，／’　＝　1，2．　We　denote　the　vector　（xii，　xi2，　x2i，　x22）　by　x．　We　denote　the　set　of　x’s　that

sa七isfy　the　constraints　by　O　and　letΦ＝φ1十φ2．　Within　these　constraints，　a　set　of

valueS　of　xi」4　（i，／’　＝　1，2）　are　chosen　to　achieve　optimization．　Thus　the　load　on　node

iis　cii＋紛2（i≠ゴ）and　is　deno七ed　by防．　Then，　the　expected　processing（including

queueing）七ime　of　a　job七hat　is　processed　at　node　i，　is　1／（μd一βのfbr働くμa　（otherwise

it　is　infinite）．

　　　As　to　the　communication　means，　we　consider　two　altematives．

　　　（A）The　one　is　a　single－channel　commun－ica七io：n　line七ha七is　used　commonly　in　fbr－

warding　and　sending　back　of　jobs　tha七arrive　at　both　nodes．　We　assume七ha七七he

expected　time　length　of　forwarding　and　sending　back　a　job　is　to　be

　　　　　　　　　　　　　t
G（A）　一
　　　　　　　1　一　（x12　＋　x21）t

if　xi2　十　ge2i　〈　1，　and　is　otherwise　inifinite，　where　A　＝　xi2　十　x2i　is　the　network　traffic．

That　is，　we　assume　the　communica七ion　channel　is　modelled　by　a　processor　sharing

server　with　service　rate　1／t；　i．e．，　the　mean　communication　（without　queueing）　time　is

t，　and，　thus，　the　capacity　of　the　communication　line　is　t．

Pi P2

Pi

X2 ＞9i

P2

¢1

node　1 node　2

¢2

Figure　1：　The　system　model．　（case　（A））

　　　（B）　The　other　consists　of　two－way　communication　lines　1　and　2．　One　two－way　line　i

is　used　for　forward玉ng　of　a　jo『b　tha七arrives　at　node　i（and　for　sending　back七he　processed

result　of　the　job）．　The　assumption　on　the　line　is　the　same　as　（A）　except　that　there　are

two　lines　each　of　which　is　used　only　for　jobs　arriving　at　one　node　and　is　not　used　in

common　by　two　nodes．　ThUs　the　expected　communication　（with　queueing）　time　of　a

job　arriving　at　node　i　and　being　processed　at　node　］’　（　1　i）　is　expressed　as

　　　　　　　　　　　t
Gi（銑ゴ）＝
　　　　　　　　1一銑メ

if∬4＜1（and　is　o七herwise　infinite）．　For　case（A），（1／t）一下ゴ（i≠のis七he　amoun七

〇f七he　line　capacity　left　to　be　used　by　node　i　in　fbrwarding　the　jobs　arriving　at　node　i．
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Thus，　clearly，　the　communication　capacity　for　case　（B）　is　greater　than　or　equal　to　that

for　case　（A）．

Pi P2

X2
Pi

¢1

node　1

Xi
node　2

P2

¢2

Figure　2：　The　system　model．　（case　（B））

　　　We　refer七〇七he　length　of七ime　be七ween七he　ins七ant　when　a　job　arrives　a七anode　and

the　ins七an七when　a　job　leaves七he　node，　where　i七has　arrived，　after　all　processing　and

communication，　if　a：ny，　are　over　as　the　Te5poη8d¢me　lbrαブ06　arriving　at七he　node．

　　　Thus七he　expected　response　time　of　a　job　that　arrives　at　node行s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　胴±毒㍗轟（x），

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tii（x）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μどβづ

if　6i　〈　la　（and　it　is　otherwise　inifinite）？　and　for　／’　1　i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　男ゴ（x）＝k一　5」＋1一（鰍％ゴ）t，fo「case（A），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝μゴ　一　5」＋1一鰯，fo「case（B）・

（The　above　expressions　hold，　again，　only　for　positive　values　of　denominators，　and　are

otherwise　infinite．）

　　　Then，七he　overall　expected　response　time　of　a　job　that　arrives　a七七he　system　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（x）一毒Σφ渦・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　We　have　three　op七ima，　the　overall，七he　individua1，　and　the　node．

（1）　The　overall　optimum　is　given　by　such　t　as　s　atisfies　the　following，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（t）＝min　T（x）　with　respect　to　x　E　C．
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　　　The　solution　」…is　chara，c七erized　by　the　Kuhn．一Tu．cker　condi七ion　or七he　following　vari－

ational　inequality，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t（t）（x－t）｝）O　for　all　rEC

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　一一　0　一一　0　一一　O
　　　　　　　Where　t（X）＝（b：tillJi¢T）6Etiill12¢T，　bitliri¢T）bltiss2¢T）　as　seen　from［7］・

　　　（2）　The　individual　optimum　is　given　by　such　i　as　satisfies　the　following　for　all　i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　囎一二側全），照）｝・u・hthat　i∈O

　　　The　solu七ion全is　charac七erized　by七he　fbllowing　variational　inequality，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（i）（x－i）　｝）O　for　all　x　E　C

　　　　　　　　　　where　T（x）＝（Tn（x），Ti2（x），T2i（x），T22（x））　as　seen　from［7］．

　　　（3）　The　node　optimum　is　given　by　such　i　as　satisfies　the　following　for　all　i，

　　　　　　　Ti（i）＝min　Ti　（x），　with　respect七〇編，吻（ゴ≠の，　such七hat　x∈0．

The　solution．：i　is　characterized　by七he　fbllowing　variational　inequality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t（i））（a－tb）｝10　for　all　eEC

where

　　N・x　・0　．一　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　・一　O
t（X）　＝（SiltllTi　ipiTi）S［ti15．2ipiTi）bltiislip2T2）s［tiiss2ip2T2）　as　is　shown　similary　as　above．

　　　We　are　sure　of七he　existence　and　the　uniqueness　of　the　overa11，　individua1，　and　node

（class）　optima　for　the　model　given　here．　For　the　existence　and　uniqueness　of　those

optima　see　Section　5．

Remark　2．1　Note　that，　there　should　be　no　mutual　forwarding　in　overall　and　individ－

ual　op七ima．　Tha七is，　in　overall　and　individual　op七ima，　ei七h6r　one　of　xiゴ（i≠のmus七be

zero　in　case　（A）　due　to　［16］　or　to　Section　2．2．2　of　［5］　and　in　case　（B）　due　to　［12］．　And

thus，　when　one　of　xi」・　（i　74　」）　say　xio・　is　non　zero，　Ti（x）　decreases　and　To・（x）　increases

with　the　increase　of　t　as　shown　in　Theorems　2．5　and　2．7　of　［5］．

3 The　Numerical　Experiments

We　examined　the　cases　of　the　following　parameter　values　of　the　model　given　in　Sec’tion

2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ipi＝100（jobs／sec），　ip2＝20（jobs／sec）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠i＝120（jobs／sec），　pa2＝25（jobs／sec）

The　value　of七he　communica七ion（without　queueing）七ime　parameter　t　is　varied　from

O（sec）ti111　（sec）in　s七eps　of　O．005（sec），　i．e．，　t＝0，0．005，0．010，0．015，…　　，1．

　　　The　algori七hms　used七〇　ob七ain　the　overall　and　individual　optima　are　based　on　the

algorithms　given　in　［8，　9］．　The　algorithm　for　the　node　optimum　is　obtained　similary　as

ab　ove．
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4 Results　and　Discussion

Figures　3　and　4　shows　the　overall　mean　response　time　with　various　values　of　the　mean

communication　time　parameter　t　for　overall，　node　（class），　and　individual　optima　for

cases　（A）．　Note　that　the　overall　and　individual　optima　must　be　identical　for　cases　（A）

and　（B）．　Only　node　optima　for　cases　（A）　and　（B）　may　b　e　different　from　each　other．

Figures　5　and　6　show　the　values　of　node　optimal　Ti　（Figure　5）　and　T2　（Figure　6）　with

various　values　of　t　for　the　cases　（A）　and　（B）．　We　can　observe　the　Braess－like　paradoxes

for　node　optima　in　three　ways．

（1）　For　case（A）with　the　decrease　of　t．

（II）　For　case（B）with　the　decrease　of　t．

（III）　With　the　increase　of七he　line　capacity　from　case（A）七〇　case（B）．

Tha七is，七here　are　chances七ha七both　Ti　and　T2　increase　with七he　increase　of　the　com－

munication　line　capacity　as　in　（1），　（II）　and　（III）．

　　　Paradox　（1）　for　case　（A）

　　　In　Figure　6，　for　0．08　Sl　t　fE｛　O．12，　we　see　that　there　are　sets　of　two　values　of　t　for

which　Ti　and　T2　with　the　smaller　value　of　t　are　greater　than　Ti　and　T2　with　the　larger

value　of　t，　which　looks　paradoxical．　For　example，　consider　the　case　with　t　＝　O．08．　Then

Tl　l＝0．058．．．，　　T12＝0．299．．．，　T21＝0．228．．．，　T22＝0ユ28．．．，

xii　＝98．060．．．，　xi2　＝1．939．．．，　gc2i　＝＝　4．707．．．，　x22　＝＝　15．292．．．．

Therefore，　by　noting　that　Ti　＝　（xnTi　i　十　xi2Ti2）／ipi， T2　＝　（x21T21　＋　｛v22T22）／ip2，

T，　＝　O．0627．．．，　T2　＝　O．1522．．．．

Furthermore，　consider七he　case　wi七h　t＝0．11．　Then

Ti，　＝＝　O．060．．．，　T，，　＝　O．294．．．，　T，，　＝　O．236．．．，　T，，　＝＝　O．118．．．，

xll＝100．0，　x12＝O．O，　x21　：3．405．．．，　x22＝＝16．594．．．．

Therefore
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T，　＝O．0602．．．，　T，　＝O．1389．．．．

　　　Paradox　（II）　for　case　（B）

　　　Similary　as　above，　in　Figure　6，　for　O．08　f｛　t　ff｛　O．12，　we　see　that　there　are　sets　of

two　values　of　t　for　which　Ti　and　T2　with　the　smaller　value　of　t　are　greater　than　Ti　and

T2　wi七h七he　larger　value　ofちwhich　looks　again　paradoxical．　For　example，　consider七he

case　with　t　＝　O．08．　Then

T．＝O．056．．．，　T，，＝O．249．．．，　T，，＝O．214．．．，　T，，＝O．135．．．，

xn　＝＝　96．238．．．，　sci2　＝＝　3．761．．．，　ge2i　＝＝　6．161．．．，　x22　＝　13．838．．．．

Therefore

Furthermore
　　　　　　　　　　　）

　　Ti　：0．0640．”　T2＝O．1596m，　for

consider　the　case　wi七h　t＝0．11．　Then

t　＝　O．08．

T．＝O．060．．．，　T，，＝O．228．．．，　T，，＝O．236．．．，　T，，＝0．118．．．，

xll＝100．0，　x12　：0．O，　x21＝3．405．．．，　x22＝16．594．．．．
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Therefore

Ti　＝O．0602．．．，　T2＝O．1389m，　for　t　＝o．11．

　　　Paradox　（III）　between　cases　（A）　and　（B）

　　　We　can　see　for　O．06　一く　t　S　O．1，　both　Ti　and　T2　of　case　（A）　are　smaller　than　Ti

and　T2　of　case　（B），　respectively．　Clearly，　this　looks　paradoxical．　That　is，　although　the

system　in　case　（B）　has　a　larger　communication　capacity　than　in　case’　（A），　the　expected

response　times　in　case　（B）　for　both　nodes　are　larger　than　the　corresponding　values

in　case（A）at七he　same七ime．　We　show七he　details　of　some　case　as　an　example．　For

example，　consider　the　case　where　t　＝　O．08．　Then　as　given　（1）　and　（II）　in　the　above．

We　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　For（A）：　Ti＝O．0627．．．，　T2＝O．1522．．．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　For（B）：　Ti＝＝O．0640．．．，　T2＝O．1596．．．．

　　　Note　again　that　the　communication　line　capacity　for　each　node　in　case　（B）　is　greater

than　or　equal　to　the　communication　line　capacity　for　the　node　in　case　（A）．　ln　the　overall

and　individual　optima，　there　are　no　differences　b　etween　cases　（A）　and　（B）．　Recall　what

we　no七ed　at七he　end　of　the　previous　section．　Only　in　the　node　op七imum，　the　mean

response　time　of　each　node（class）in　case（A）is　worse七han七ha七〇f七he　node（class）in

case　（B）．

　　　As　we　saw　in七he　last　few　statements　given　in　Sec七ion　2，　f（）r　individual　optima，

such　a　Braess－1ike　paradox　as　given　here　would　no七〇ccur．　Figure　7　shows七he　values

of　individual　optimal　Ti　nad　T2　with　various　values　of　t．　Those　values　are　identical

for　both　cases　（A）　and　（B）．　And　we　can　see　that　Ti　and　T2　for　a　value　of　t　cannot　be

greater　than　for　another　value　of　t　at　the　same　time，　which　is　not　paradoxical．

5 The　Uniqueness　of　the　Optima

As　described　near　the　end　of　Section　2，　the　model　given　here　has　the　unique　values　for　its

overall，　individual，　and　node　optima．　The　uniqueness　for　overall　and　individual　optima

has　bee：n　given　in　a　more　gen．eral　set七ing［7］，　and　in　Subsection　5．1，　we　show　how七he

uniqueness　for　this　model　can　be　derived　from　the　general　setting．　The　uniqueness　of

the　node　op七irnum　f6r七his　model　has　not　been　shown　yet，　and　we　show　i七by　extending

the　result　of　［13］．　Thus　we　present　the　proof　in　the　setting　as　general　as　possible　here　in

Subsection　5．2．　We　also　give　some　properties　of　the　node　optimum　that　can　be　derived

theore七ically　in　Subsection　5．3．

5．1 The　Unique皿ess　of　the　Overall　and　Individual　Optima

We　show　in七his　subsec七ion七he　uniqueness　of　the　overall　and　individual　optima　fbr

cases　（A）　and　（B）．　Optimization　in　the　models　of　this　paper　is　regarded　as　optimal

static　routing　in　open　state－independent　BCMP　queueing　networks　as　defined　in　［7］　in

七he　following　way．

Case　（A）：　ln　the　open　BCMP　network　corresponding　to　the　model　of　this　paper，　there

are　three　single－server　service　centers，　node　1，　2　and　communication　channel　c，　and

two　se七s　of　an　origin　and　a　destina七ion　which　are　service　centers　wi七h　zero　service七ime．

Jobs　arriving　at　node　i　of七he　model　arrive　firs七at　origin　i　of七he　BCMP　network，　i

・＝1，2：From　origin乞，　each　job　passes　through　one　of七wo　pa七hs：七he　one　is‘origin　i
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一　node　i　一　destination　i’，　and　the　other　is　‘origin　i　一　communication　channel　c　一　node

ゴ（」≠i）Tdes七ina七ion　i’．（We　can　make　the　la七七er　path　to　look　more　realistic　by

changing　i七s　par七‘nodeゴ（ゴ≠の一destina七ion　i，七〇‘nodeゴ（」≠の一communica七ion

channel　c　一　destination　i’，　but　this　is　no　essential　change　in　modelling．）　The　rate　of

jobs　passing　through　the　one　and　other　paths　are　xii　and　xio・　（2’　1　i），　respectively．

　　　Thus　we　can　apply　the　theorems　3．4　and　4．4　of　［7］　and　show　that　the　utilization

fac七〇rsρ1，ρ2　andρ。　of　nodes　1，2，　an．d　commu．nica七ion　channel　c　are　unique　in　bo七h

overall　and　individual　optima．　Since　we　have　two　independent　variables　x　ii　and　xi2

and　two　independent　equations．
　　　　　　　　　　　　　　Xll　＋　ip2　一　X22　＝　Plpa1）

　　　　　　　　　　　　　　ip1　一　Xll　＋　ip2　一　X22　＝　Pc／t，

we　see七hat　x　is　unique　in　both　overall　an．d　individual　op七ima　in　the　model．

Case　（B）：　We　can　show　the　uniqueness　similarly　as　in　Case　（A）．

5．2

5．2．1

Uniqueness　of　the　Node　Optimum

Extending　the　Model

We　show　in七his　subsec七ion　the　uniqueness　of　the　node　op七imum　or　Nash　equilibrium

for　both　case　（A）　and　case　（B）．　We　shall　consider　a　more　general　cost，　and　the　more

general　topology．

　　　More　precisely，　let　there　be　K　sets　of　classes：　rci　i　＝　1，．．．，K　where　rci　contains　ki

classes　of　jobs．　The　set　」〈i　coicresponds　to　the　classes　that　send　jobs　originally　to　node

i．　Each　of　these　classes　can　decide　to　route　part　of　his　flow　to　node　2’ C　2’　7E　i　through

a　communication　line．　We　consider　the　problem　of　uniqueness　of　the　equilibrium　in

which　each　one　of　the　classes　minimizes　its　own　average　delay．　Denote　rc　＝　UE・＝irci．

　　　We　extend　the　no七a七ion　from　the　previous　section　in　the　natural　way　as　follows：

ip（r）　the　input　arrival　rate　of　class　r．

礁）七he・fl・w・・igina七ing　a七n・de　i　by・lass　r七ha七i・p・・cessed　a七n・de　i．

gc（r・）

　t2
the　flow　originating　at　node　i　by　class　r　that　is　processed　at　node　／’．

x　the　set　of　all　flows，　i．e．

X毎

x一（｛x　！・　T・　　zj），r∈7Ci，i　：1，…，K，ゴー1，…，K）．

the・et・f且・w・七h・・ugh　link　M，　i．e．　x客ゴー＠募），r∈κの）．

，Bi七he七〇七al　load　on　node　i， i・e・，3i一Σ葬、Σ。∈κゴ霧）．

賜the　total　fiow　forwarded　from　node　i　to　nodeゴ．

A the七・七al　ne七w・・k且・w，　i．e．λ一Σ窪、Σゴ≠議ゴ．

　　　In　case　（A）　we　assume　that　there　is　a　single　communication　bus　through　which

all　network　trafiEic　flow，　whereas　in　case　（B）　we　assume　that　every　two　processors，　say

landブ，　co㎜unica七e　through　two　links：1ゴandゴ1．1ゴcorresponds七〇jobs七ha七are

forwarded　from　processor　i　to　be　processed　at　processor　7’　（and　are　then　returned　to

processor　i　through　the　same　link　once　processed）．
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　　　We　define　LA　and　LB　to　be　the　set　of　system　elements　for　cases　（A）　and　（B）

respectively；　£A　contains　the　set　of　nodes　as　well　as　the　communication　bus　LA　＝

｛1，＿，K，　c｝（where　c　stands　fbr　the　communica七ion　bus）．　Z［　B　con七ains　the　se七〇f　nodes

as　well　as　the　set　of　links　，4B　＝　｛1，．．．，　K，　（i2’），i　＝＝　1，．．．，　K，1’　74　i｝．

　　　Ass・・iated　with　ea・h・y・七em　e1・ment♂and　ea・h・lass　・，　the・e　i・a…砂）（x）．

　　　We　allow　for　a　more　general　cost　1（r）（x）　for　each　class　r．　We　make　the　following

assumptions　on　the　cost，　which　ensure　the　existence　of　an　equilibrium．

Gl　」（r）　is　the　sum　of　the　local　processing　cost　and　the　communication　cost　for　class

　　　　rwhere七he　latter　are　only　fu．nc七ions　of七heir　local　flow　ra七e；i．e．　in　case（A）we

　　　　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，」（r）（x）　＝　2　．1，（r）（x）　＋　」．（r）（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一1

　　　　and　for　case　（B）　we　have　for　r　E　7℃i

．T（r）（x）　＝＝　tll，　（」，（・r）（x）　＋　i．lil：，．　，J；・，r・）（x，・i））　．

G2が「）a・e　c・ntinu・u・fun・七i・n・wh・・e・ange　i・七he　n・nnega七ive　quad・an七and　th・i・

　　　　image　is　［O，co］．

G3　ji（r）　are　convex　functions　in　the　rate　sent　by　class　T　over　the　system　element　1．

　　　　For　example，　if　l　is　a　processor　and　r　E　rci　then　」i（r）　is　assumed　to　be　convex　in

　　　　の！r）．

G4　Whenever　finite，　」i（r）　is　continuously　differentiable　in　the　flow　sent　by　class　r　to

　　　　・y・tem　elemen七1．　We　den・七e　byκ！「）（x）the　pa・tial　de・iva七ive・f瞭「）（x）with

　　　　respec七to　the　flow　sent　by　class　r　to　system　element　l．

G51f　no七all　classes　have　fini七e　cos七and　one　of七he　classes　has　in丘ni七e　cos七七hen　i七

　　　　can　change　i七s　own　flQw七〇make七his　cos七fini七e．

G5　ensures　that　any　equilibrium　has　finite　costs　for　all　players．

Lemma　5．1　UndeT　conditions　G！－G5　there　exists　an　eg2Lilibrium．

Proof：　The　proof　follows　from　Theorem　1　in　［14］　（see　also　［13］）． 一

　　　We　introduce　the　following　further　assumptions　on七he　cos七that　will　be　used　to

es七ablish　uniquenessl

（lli）　Ki（r）　is　a　function　of　two　arguments：　（i）　the　total　flow　on　the　system　element　1，

　　　　　and　（ii）　the　flow　that　class　r　sends　to　node　element　1．　Ki（r）　is　strictly　increasing

　　　　　in　each　of　its　two　arguments．

We　no七e　that　the　cos七s　in七he　previous　section　indeed　sa七isfy　conditions（H1）and

G．
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5．2．2　Uniqueness　fbr　Case（A）

：For　a　fixed　assignmen七〇f　the　o七her　classes，　class　T　is　faced　wi七h　a　constrained　mini一

皿iza七ion　problem．　Its　associated　Lagrangian　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（・）（x）一」（・）（x）一．・・（「）（Σ虜Lφ（r））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＝1

：x＊is七hus　an　equilibrium　if　and　only　if　it　satis丘es　the：Kuhn　Tucker　condi七ions（see［15］

PP．158－165）：There　exis七some　real　numbersα（「），r∈κsuch七hat　for　T∈，ICiラi＝1，2，

ゴ≠乞：

　　　　　　　　　　　　　　　　袴「）（x＊）≧α（・）andκlr）（x＊）一α（・）「if暗）＞0，　　　（1）

　　　　　　　細x＊）＋袴「）（x＊）≧αωand　K！r）（x＊）＋鰐「）（x＊）一α（「）if暗）＞0；（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　礁），虜）≧o，　Σ鴫）＝φ（「）．　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1

　　　We　shall　consider　in七he　rest　of七his　subsection　only七he　case　of　two　nodes（i．e．

K＝2）and　a　single　bidirec七ional　communicating　link　between　them．（We　allow　f6r

several　classes七〇arrive　a七each　one　of　the　two　nodes．）

Theorem　5．1　The　node　optimizαtion　hαsαuniqzLe　solution　zLnderαss　zt　mP　tio　ns（］］：1）

αnd（］1＿G5．

Proof：Let文and　x　be　two　equilibria　such七hat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ≧λ．　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　バ
Le七i　be　such七ha七βぜ≧βゼ．　We　shall　show七hat　for　all　r∈κゴ，ゴ≠i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瘍）≧鵬），・・eqUiValently，塗！l）≦ω！l）　　　　（5）

（the　equivalence　fbllows　from　the　cons七raint（3）on　the　sum　of　the　flows．）（5）holds

t・ivially　i略）一〇，　and・・we　have　t・・heck・nly　the　ca・e霧）＞0．　T・d…，丘x・・me

r∈κゴand　consider七he　following　two　subcases．　Assume七hat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

（a）a（「）≧（　y（「）．Note七hatβ2≧βi　i　s　equivalen七toβゴ≦鳥（七he　equivalence　follows　from

七he　cons七raint　（3））．　H：ence

　　　　　　　　　　　　呵り（放　02），B，）≧a（「）≧α（「）一袴「W，β」）≧袴「）（・！・；），B，）．　　（6）

The　equali七y　as　well　as七he　first　inequality　follow　from　the　Kuhn　Tucker　conditions，

whereas　the　las七inequali七y　follows　from　the　monotonicity　assumption（ll：1）．Using

again七he　monotonicity　assump七ion（］］：1），七his　time　fbr　the　first　argumen七，　we　conclude

fr・m・the・fa・t袴「W，禽）≧袴「W，β，）tha七（5）h・ld・．

　　　Thus　we　try　instead　of（a）：

（b）a（r）≦α（・）．（5）h・ld・七・ivially　if媛）一〇．　S・it・emain・t・・heck　the　ca・瞭）＞0．

We　then　have　for　r∈」〈］ゴ（ゴ≠i）

　　　　　　　　　　　　　　　　1〈！「）（gc　［・T・　jz），λ）十Ki「）（魂），防）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧α（「）≧a（「）一κ！「）（嫉），x）＋罵（γw，βの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧　　・K夕）（塗（τ　jt），λ）＋・1〈i　「）（2舞），βの．
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：Here，　the　first　inequality　and　the　equality　f（）110w　from　the：Kuhn　Tucker　condi七ions，
whe・ea・七he　la・t　inequali七y　f・11・w・fr・m七he　m・n・七・ni・i七y・f　Kfr）（P・・pe・七y（H、））．

Using　again七he　mono七〇nici七y，　we　conclude七hat（5）holds　in　case（b）as　well．

　　　We　conclude　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ塗！l）≦Σ媛）（」≠の．　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r∈κゴ　　　　　　　r∈κゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
Combining　this　withβゼ≧βi，　we　conclude　that

Σ塗！∫）≧Σ礁）．

rE）Ci　rE）Ci

However，　since　for　i　E　rci，　teS・，r・）　＋　teS・；・）　＝　ip（r），　it　follows　that

2　2S・；・）　S　2　xS・；・）．

rE，ICi　rE）Ci

（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
Combining　this　with（7）we　conclude　thatλ≦λ．　This　con七radicts　our　assump七ion（4），

unless　we　have　equali七y　in（4）．

　　　This　implies　in　par七icular　tha七（5）holds（as　we　derived　ab　ove）．　Now，　if　fbr　some

r∈7（　」（5）holds　wi七h　s七rict　inequali七y　then（7）and（8）would　hold　with　strict　in．equality，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
which　would　imply七hatλ＜λ．　But　since　we　es七ablished七ha七（4）holds　wi七h　equali七y，

we　conclude　tha七（5）holds　with　equality．　By　a　symmetric　argumen七we　es七ablish（5）

also　for　r∈ICi．　We　conclude　that　x　・父．　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　　　An　interesting　property七hat　can　be　o『btained　from　the　above　proof　is七ha七not　only

the　Nash　equilibrium　is　unique，　but　also：

Lemma　5．2　There　are　unigue　Lagrange　multipliers　for　the　noae　optimization　（that

satisfy　the　Kuhn－Tucker　conditions　（1？一（9？？　under　assumptions　（lli）　，　el－G5．

Proof：　Assume　that　there　are　two　sets　of　Lagrange　multipliers，　or　and　a　corresponding

to　the　Nash　equilibria　x　and　X　（where　x　＝　2　due　to　the　uniqueness）．　Assume　that

there　are　some　r，ゴfbr　which（at（「）〉α（「），　r∈κゴ．1七follows　that（6）holds　with　the

first　inequali七y　bein．g　a　strict　one．　Since罵is　strictly　monotone　in　both　arguments，

i七f・ll・w・fr・m（6）that　2！s・）〉・！；’）．　Thi・c・n七・adi・七・，　h・weve・，七he　uniqueness・f　the

5．2．3　Uniqueness　of　the　Node　Optimum　for　Case　（B）

We　allow　in　this　section　for　arbi七rary　numbers　of　nodes　bu七assume七hat　each　class

corresponds　to　a　single　node．

　　　We　impose　the　following　restriction　on　the　model

（：［12）：Aclass　i　tha七decides七〇ship　some　flow七〇anodeブ≠ishould　do　it　using　a

single　hop　（a　single　communication　link）；　it　is　not　possible　for　it　to　use　two　hops　（i　to

k　and　then　k　to　2’ j，　if　there　is　a　link　that　connect　nodes　i　and　2’　directly．
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Remark　5．1　Assumption　（H2）　is

computer　systems．　See　［5］．

frequently　used　in　load　balancing　in　distributed

　　　The　proof　is　done　by　transforming　our　problem　into　the　following　equivalent　routing

problem　for　which　the　uniqueness　is　known．

　　　Consider　a　network　9　consisting　of　two　nodes：　a　and　b，　and　of　K　parallel　directed

links，　all　from　node　a　to　node　b．　There　are　K　classes　of　j　obs　i　＝　1，．．．，K，　all　having

nodeαas七he　source　and　node　b　as七he　destina七ion．　A　class　i　of　jobs七hat　arrives七〇

node　a　corresponds　to　the　class　of　jobs　that　arrives　in　our　original　model　to　processor

i．　Hence，　the　total　arrival　rate　of　class　r　is　ip（r）　as　in　the　original　problem．

　　　Let　xfr）　be　the　rate　at　which　class　r　sends　over　link　1’（1　＝　1，2，．．．，K）．　These

quan七i七ies　sa七i・fy　the　c・n・七・ain七・xl「）≧0，1－1，．．．，κandΣゼx！「）一φ（・）．　With

r・・pect　t・・u…igina1　P・・blem，　x！「）i・in七e・p・e七ed　a・七he・a七・at　whi・h　j・b・・f・lass　r

are　processed　in　processor　1．

　　　Class　r　de七e・mine・（xi「），…，x災））・・a・七・㎡nimize　i七・c・・t　7（「）（文），　whe・e　5i一

（x9），1　E　L，　r　E　，kC）．

　　　Define　xi　＝＝　£．Erc　xSr）．　These　were　denoted　in　the　original　model　by　6i．

　　　The　idea　of　the　equivalent　routing　mo　del　is　the　following：　we　eliminate　the　com－

municating　costs　be七ween七he　processors；七his　transforms　the　problem　into　a　standard

routing　problem　between　parallel　links．　In　order　to　compensa七eおr　th吻co㎜unica七一

ing　cost　that　was　eliminated　we　now　add　it　to　the　cost　of　class　i　at　processor　2’．　Since

fbr　any　i　andブ≠i，　only　class　i　used七he　original　communica七ion　link¢ゴ，　the　cos七〇f

class　i　in　link　o’　in　the　new　problem　depends　only　on　the　total　rate　at　that　link，　as　well

as　the　rate　at　which　jobs　of　class　i　are　sent　to　link　2’．　This　is　an　assumption　of　type

（lli）　．　Hence　the　results　from　［13］　are　applicable．

　　　We　now　make　the　above　precise．　We　assume　in　the　new　model　that　7（r）　is　the　sum

of　the　link　cost　functions：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」（r）（x）　一　2　7Sr）（x），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

where　7Sr）（X）　are　expressed　in　terms　of　the　costs　（」i）　defined　in　Subsection　5．2．1　as

follows．　For　any　i　a皿d　any　r∈，ICi，

フタ）（x）＝　J！「）（x！「），Xi），

：71・「）（X）＝　房）（x！・「），Xゴ）＋牢）（xS・「），Xゴ）
％rゴ≠i．

　　　If　the　cos七s　for七he　original　load　balancing　problem　satisfy　assump七ion（D：1），it

follows　that　the　costs　for　the　new　routing　problem　also　do．　The　routing　problem

has　a　unique　Nash　equilibrium　under　assumption　（lli）　．　See　Theorem　1　in　［13］　（that

theorem　states　some　other　assumptions　which　are　not　used　in　its　Proof）．　By　identifying

the　decision　variables　5i　in　the　new　routing　problem　with　the　decision　variables　x　in

七he　original　load　balancing　Problem，　we　see　tha七the　minimization　problems　faced　by

each　class　is　the　same　in　both　cases，　and　therefore　we　conclude　that　the　node　optimum

in　our　original　problem　exists　and　is　unique．
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5　．3 Some　Properties　of　the　Node　Equilibrium

We　consider　node　op七imization．　We　use　the　model，七he　notation　as　well　as七he　assump．

tions　G　and　（fii）　on　the　cost，　described　in　the　previous　subsection　5．2．1．　We　further

assume　（l12）　（Introduced　in　the　previous　subsection）．

　　　Assume・fu・七he・that　the　c・・t万％f　the　1七h・y・七em　element　i・given　by七he　p・・du。t

of七he　ra七e　of　jobs　tha七class　r　ships　through七hat　elemen七and七he　average　delay　Tl　in

this　elemen．七．　For　example，　fbr　r∈鴎we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jチ「）（［z］、1．）＝媛∫）Ti（βの．

We　further　assume七ha七，　for　each　1ラthe　par七ial　derivative　of　Ti　with　respec七to七he　to七al

flow　through　that　element　is　strictly　positive．　ln　other　words，　for　every　node　i，

∂Ti（βの／∂βゼ＞0， （9）

with　similar　expressions　for　the　communication　cpsts．

Theorem　5．2　Consider　either　case　（A）　or　case　（B）．　Let　ip（r）　〉　O　for　all　classes．

（i）ノISSZLme　tんαt　at　egiLilibri2Lmノα〃theかα撰C　of　some　claSS　r∈KiarTiving　to　node　i　is

ro　utedαωαy　fro　m　tんαt　nod〔3（i．e．の！2＝0ノ）．

Let　2’　6e　another　node　to　which　some　positive　flow　is　routed　6y　class　r．

Consider　now　any　s　E　rcj．　if　s　sends　some　positive　amount　of　flow　to　node　i　then　it

αIS・pr・cesses　S・me郷¢伽θαm・翻（’f　fl・W　at　n・deゴ．

（ii）　Consnter　the　case　of　tzvo　nodes　K　＝　2，　and　asszLme　that　ip（r）　｝）　ip（S），　r　E　rci，s　E　rc」．

AsszLme　that　class　s　sends　at　egztilibrizLm　some　flow　to　node　f．

Then　at　eqzLilibrizLm，　class　r　sends　some　strictly　positive　flow　to　be　processed　in　node　1．

Proof：　We　shall　prove　for　case　（B）；　the　proof　for　case　（A）　is　the　same　except　that　the

Ki，・　below　should　be　replaced　by　K，．

（i）U・ing七he　Kuhn　Tu・ker　c・nditi・n・f・・class　T　and　the・fa・t　that礁）一〇，　we　have

　　　　　　　　　　1ぐ「）（¢！∫），β∂　　＝　　Ti（β∂≧α（「）＝1ぐ∫）（屡∬），λiゴ）＋1く！「）（ω劣），βゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　・碕∫）（xlt　　e9），λiゴ）＋媛∬）∂T」（防）／∂α，劣）＋T」（βゴ）．

Combining　this　with　Assumption　（9）　we　conclude　that

Ti（6i）　〉　T」（5」）．

Assume　that　all　traflic　of　source　s　is　routed　away　from　some　source　s　that　sends　positive

flow七〇node　i．　By　usi：ng　the　I〈uhn　Tucker　condi七ions　for　class　s　we　ge七by　the　same

arguments　as　above　Ti（6i）　〈　T，・（6」），　which　gives　a　contradiction．　This　establishes　the

proof．

（ii）　Assume　ip（r）　2　ip（S），　and　assume　that　class　r　sends　all　its　traffic　to　node　2．　We　have

by　（10）

T，（5i）　一〉

〉

1｝1：

α（r）≧1ぐ！ち）（婿ち），λ12）＋φ（r）∂T2（β2）／∂記婁ち）＋T2（β2）

KI5）（xir2），Ai2）　＋　xS3）OT2（62）／OxS3）　＋　T2（52）

Ki（5）（cuir，），Ai2）　＋　KSS）（vSS，），62）　1｝lr　K2（S）（‘eSS2），62）

．（s）　2　T，（6i）

（10）
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The　inequali七y（10）follows　sin6e　iP（r）≧φ（・）〉場ジand　since∂T2（β、）／∂xSS’＝∂T2（β2）／∂場参＞

O．　The　inequality　before　the　last　follows　by　the　Kuhn　Tucker　conditions．　The　last　in－

equality　is　obtain－ed　similarly七〇（10）（and　using七he　fac七tha七class　s　sends　nonzero

flow七〇node　1）．　We七hus　obtained　a　con七radiction，　which　establishes　the　proof．　■

6 Concluding　Remarks
In　this　paper，　we　showed　the　existence　of　some　paradoxical　and　awkward　behaviors　of

the　Nash　equilibrium　in　a　model　of　load　balancing　fbr　distribu七ed　computer　systems．

We　secured　uniqueness　of　the　overall　and　Wardrop　optima．　We　extended　the　previous

results　and　gave　proofs　of　the　uniqueness　of　the　Nash　equilibrium　for　the　model．　We

saw　tha七七he　Nash　noncooperative　and　indepe：nden七decision　may　sometimes　lead　to

the　degradation　of　performance　for　each　member．　Please　note　that　this　class　optimum

is　with　respect　to　a　case　of　nonsynrmetric　user　classes，　whereas　symmetric　user　classes

are　treated　in　［10，　11］．　Such　a　paradoxical　behavior　does　not　occur　for　the　overall　and

Wardrop　optimum　in　the　same　se七七ing　of七he　mode1．　That　may　imply七ha七七he　Nash

equilibrium　may　have　more　complicated　characteristics　than　the　overall　optimum　and

further　the　Wardrop　equilibrium．
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