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Abstract

　　　We　study　in　this　paper　op七ima1　static　routing　problems　in　open　multiclass　networks

with　state－independent　arrival　and　service　rates．　They　include　static　routing　problems

in　communication　networks，　optimal　static　load　balancing　problems　in　distributed

computer　systems，　and　road　transportation　networks．　The　goal　of　the　paper　is　to

study　the　uniqueness　of　optimal　routing　under　different　scenarios．　We　consider　first

the　overall　optima，1　policy　that　is　the　routing　policy　whereby　the　overall　mean　cost

（which　may　represent　the　．average　delay）　of　a　job　is　minimized．　We　then　consider　an

individually　optimal　policy　whereby　jobs　are　routed　so　that　each　job　may　feel　that

its　own　expected　cost　is　minimized　if　it　knows　the　mean　cost　for　each　path．　This

is　thus　related　to　the　Wardrop　equilibrium　concept　in　a　multiclass　framework．　We

finally　study　the　case　of　class　optimization，　in　which　each　of　several　c｝ass　of　jobs　tries

to　minimize　the　averaged　cost　per　j　ob　within　that　class；　this　is　related　to　the　Nash

equilibrium　concept．　For　all　three　settings，　we　show　that　the　routing　decisions　at

optimum　need　not　be　unique，　but　that　the　utilizations　in　some　large　class　of　links　are

uniquely　determined．

Keywords：　Routing，　Networks，　TrafEic　control　（communication），　Game　theory

1 Introduction

We　consider　in　this　paper　the　problem　of　optimally　routing　in　networks．　This　is　a　typical

problem　in　communication　networks，　in　distributed　computer　systems　and　in　transporta一一

tion　networks．

　　　Much　previous　work　has　been　devoted　to　the　routing　problem　in　which　at　each　node

one　may　take　new　routing　decisions．　We　consider　a　more　general　framework　in　which

the　sources　ha，ve　to　decide　how　to　route　their　tra茄．c　between　different　existing　paths．

（These　two　problems　coincide　in　the　case　where　the　set　of　paths　equa，ls　to　the　set　of　all

possible　sequences　of　consecutive　directed　links　which　originate　at　the　source　and　end　at

the　destination．）
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　　　In　ATM　environment，　this　problem　arises　when　we　wish　to　decide　on　how　to　route

traffic　on　a　given　existing　set　of　virtual　paths　or　virtual　connections．　Our　framework

thus　allows　to　handle　routing　both　in　a　packet　swltching　as　well　as　in　a　circuit　switching

environment．

　　　We　consider　three　different　frameworks．

　　　The　first　one　is　the　global　optimization　criterion，　where　a　single　controlier　rnakes

the　routing　decisions．　This　framework　is　typical　for　some　telecommunication　problems

（e．g．　telephony）．　Extensive　literature　exists　for　this　approach，　both　in　ttelecommunication

applications　as　well　as　in　load　balancing　for　distributed　computer　systems　［3，　5，　8，　9，　10，

12，　13，　22，　23］．

　　　The　second　apProach　to　optimization　is　that　of　individual　optimality，　in　which　each

routed　individual　（an　individual　could　be　an　information　packet，　a　job，　or　a　car　in　a　road

traffic　context）　chooses　its　own　path　so　as　to　minimize．　i　ts　own　cost．　This　fra，mework

has　been　extensively　investigated　in　transportation　science，　see　［4，　19，　6］，　and　was　also

considered　in　the　context　of　telecommunication　［11］　and　in　distributed　computing　［9，　10，

11］．　The　suitable　optimization　concept　for　this　setting　is　of　Wa，rdrop　equilibrium　［24］；　it

is　defined　as　a　set　of　routing　decisions　for　a，11　individuals　such　that　a　path　is　followed　by

an　individual　if　and　only　if　it　has　the　lowest　cost　for　that　individual．

　　　The　third　approach　is　that　of　class　optimization．　A　class　may　correspond　to　a　service

provider　in　a　telecommunication　context，　or　to　a　transportatien　company　in　a　road　traffic

context．　Each　class　wishes　to　minimize　the　average　cost　per　individual，　averaged　over　all

individuals　within　that　class；　there　is　thus　a　single　entity　per　each　class　which　takes　the

routing　decisions　for　all　individuals　ef　that　class．　The　suitable　optimization　concept　for

this　approach　is　that　of　Nash　（or　Nash－Cournot）　equilibrium　［6］；　it　is　defined　as　a，　set　of

routing　decisions　for　the’different　classes　such　that　no　class　can　decrease　its　own　cos　by

unilaterally　deviating　from　its　decision．　This　approa，ch　was　used　in　telecommunica，tion

applications　in　［1，　20，　14，　15，　16，　18］，　ln　load　balancing　problems　in　distribpted　computer

systems　［17，　9，　10］　and　in　transportation　science　in　［6］．

　　　An　optimization　problem　does　not　necessarily　have　a　unique　solution．　For　example，

it　is　possible　that　the　combinations　of　different　values　of　data　fiow　rates　for　all　paths　in

a　telecommunication　network　rnay　result　in　the　same　minimum　overall　mean　cost　（e．g．

delay）．　lf　they　are　not　unique，　itis　necessary　to　make　clear　the　range　and　characteristics

of　the　solutions，　in　particular，　when　we　calculate　numerieally　the　optimal　solutions　and

when　we　intend　to　analyze　the　effects　of　the　system　parameters　on　the　optimal　solutions．

　　　Kameda　and　Zhang　［11］　already　studied　the　first　two　approaches　（global　and　individual

optimization）　in　［1！］　and　characterized　the　uniqueness　for　a　particular　cost　structure，　that

of　open　BCMP　queueing　networks　［2］　with　state－independent　arrival　and　service　rates．　We

extend　here　these　results　to　a　fairly　general　cost　function．　We　also　extend　some　results

obtained　in　［20］　for　the　uniqueness　of　class　optimization．

　　　In　Section　2　we　give　some　definitions　used　in　this　paper　and　formulate　a　mathematical

model　of　the　network．　ln　Section　3　we　obtain　the　overall　optimal　solution，　and　discuss

the　uniqueness　of　the　overall　optimal　solution．　ln　Section　4　we　show　similar　results　on
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the　uniqueness　of　the　individually　optimal　solution．　Some　results　on　uniqueness　for　class

optimization　are　finally　presented　in　Section　5．　A　counter－example　for　the　uniqueness　for

the　individual　as　well　as　the　cla　ss　optimal　problem　is　given　in　Section　6．

2 Notation　and　assumptions

We　consider　an　open　network　model　that　consists　of　a　set　4　contai血g　M　links．　We

assume　that　in　the　network　there　are　pairs　of　origin　and　destination　points．　We　call　the

pair　6f　one　origin　and　one　destination　points　an　O－D　pair．　The　unit　entity　（like，a　message

or　packet，）　that　is　routed　through　the　network　is　called　a　］’ob．　Each　job　arrives　at　one　of　the

origin　points　and　departs　from　one　of　the　destination　points．　The　origin　and　destination

points　of　a　job　are　determined　when　the　job　arrives　in　the　network．

　　　Jobs　are　classified　into　R　different　classes．　For　the　sake　of　simplicity，　we　assume　that

jobs　do　not　change　their　class　while　passing　through　the　network．　A　class　k　job　may　have

one　of　different　origin－destination　pairs．　Such　a　class　may　represent　all　the　users　of　a　given

service　provider　in　a　context　of　telecommunications．　ln　the　context　of　road　traffic　it　may

represent　the　set　of　vehicles　of　a　given　type，　such　as　busses，　or　trucks，　or　bicycle，　etc．　With

this　in　mind，　it　is　natural　to　expect　that　jobs　of　different　classes　are　faced　with　different

types　of　routing　decisions．

　　　A　class　k　job　with　the　O－D　pair　（oi，di）　originates　at　node　oi　and　destinateg．　for　node

di　through　a　series　of　links，　which　we　refer　to　as　a　path，　and　then　leaves　the　system．

　　　In　many　previous　papers　［1，　20，　14，　15，　16，　18］，　routing　could　be　done　at　each　node．

In　this　paper　we　follow　the　more　general　approach　of　［11］　in　which　a　job　of　class　k　with

O－Dpair（01，dl）has　to　choose　one　of　a　given伽ite　set　of　paths．　We　c撮l　this　set　the

path－classes　of　job　class　k　O－D　pair　（oi，di）・

　　　We　assume　that　we　can　choose　the　jo団ow　rate　of　each郷ゐclass　in　order　to　achieve

a　performance　objective．　A　path　class　may　be　a　given　sequence　of　links　that　relate　the

origin　and　deptination　nodes．　ln　that　case，　it　may　correspond　to　a　virtual　connection　in

ATM．　We　allow，　however，　a　path　class　to　be　some　more　general　object，　It　may　contain

a　number　of　sub－paths；　we　assume　however　that　once　the　job　fiow　rate　of　a　path　class　is

given，　the　job　flow　rate　of　each　sub－p．ath　in　the　path　class　is　fully　determined　（and　is　not

the　object　of　a　control　decision）．　That　is，　the　relative　fiow　rate　of　each　sub－path　in　the

same　path－class　is　governed　by　some　fixed　transfer　proportions　（or　probabilities）　between

the　links．

　　　As　an　example，　one　may　consider　path　classes　that　include　noisy　links　in　which　case

lost　packets　have　to　be　retransmitted　locally　over　the　link．　Thus，　some　given　proportion

of　the　tra茄。　in　this　path　class　use　a　direct　route（no　losses）whereas　other　have　to　Ioop

（this　models　losses　and　retransmissions）．　Another　example　are　switches　that　might　route

arriving　traMc　in　some　fixed　proportions　between　outgoing　links，　in　a　way　that　is　not

controlled　by　the　the　entity　that　takes　routing　decision　for　that　class．

　　　The　solution　of　a　routing　problem　is　characterized　by　the　chosen　values　of　job　flow

rates　of　all　path　classes．
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　　　We　will　use　the　following　notation　regarding　the　network：

P（k）　＝　Set　of　O－D　pairs　for　class　k　jobs．

llEk）　＝＝　Set　of　path　classes　that　class　k　jobs　of　O－D　pair　d　fiow　through．

JT（k）　＝＝　Set　of　all　path　classes　for　’class　k　jobs，　i．e．，　ll（h）　＝　U　llEk）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dED〈k）

畷一幅盤w蕊）and　k　：kt，

　　　We　will　use　the　following　notation　regarding　arrivals　to　the　network　and　flow　rates：

ipEk）　＝　Rate　at　which　class　k　jobs　join　O－D　pair　d　E　D（k）．

ip（k）　＝　Total　job　arrival　rate　of　class　k　jobs，　i．e．，’　to（k）　＝　Z　ipEk）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dED（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R

di　＝　System－wide　total　job　arrival　rate，　i．e．，　di　＝　2　ip（k）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

xSk）・　F　Rate　at　which　class　k　jobs　flow　through　path－class　p．

6コ口　＝　Rate　at　which　jobs　that　flow　through　path－class　p　pass　through　link　1　assuming　that

　　　　　錫たし1，P∈H㈲．

Afk）　＝　Rate　at　which　class　k　jobs　visit　link　1，　A！k）　＝　2　5ipxSk）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pEll（k）

　　　We　will　use　the　following　notation　regarding　the　service　and　performance　values　in　the

open　network：

paSk）　＝　Service　rate　of　class　k　jobs　at　link　1．

pfk）　＝＝　Ai（k）／iLSk）．　Utilization　of　link　1　for　class　k　jobs，

　　　　　　R
pi　＝＝　2　pSk）．　Total　utilization　of　link　1．

　　　　　k＝＝1

T，㈹二M・an…t・f・1…kj・b・at　link♂，

Ti（pi）　＝　Weighted　cost　per　unit　flow　in　link　1．
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Tp（k）　＝　Average　class　k　cost　of　path－class　p，　p　E　ll（k），　k　＝　1，2，．．．，R．

A　＝Overall　mean　cost　of　a　job　（averaged　over　all　classes）．

A（k）　＝＝Overall　mean　cost　of　a　job　of　class　k．

tSk）　＝a（¢A）／axSk），i．e．，　class　k　marginal　cost　of　path－class　p，　p　E　ll（k），k　：1，2，．．．，R．

tN吹ik）　＝　o（diA（k））／axSk），　i．e．，　class　k　marginal　class－cost　of　path－class　p，　p　E　IT（k），k　：

　　　　　1，2，．．．，R．

　　　We　will　use　the　following　notation　regarding　vectors　and　matrices：

p　＝：　［m，p2i．．．，pM］T　where　T　means　Ztranspose’．　We　call　this　the　utilization　vector．

）t　：　［A（ii），ASi），．．．，AStzi），．．．，Aik），ASk），．．．，ASgtl），．．．，］T，　i．e，　the　vector　of　total　flows　over　all

　　　　　links．

ip　．，　［ipii），qsSi），．．．，（pS2），gbS2），．．．］T，　i．e．，　the　arrival　rate　vector．

x　＝：［xii），xSi），．．．，xi2），xS2），．．．］T，　i．e．，　the　path－class　flow　rate　vector．

a　＝［orii），　orSi），．．．，a，（i2），orS2），．．．］T，　i．e．，　the　vector　whose　elements　are　aEk），　d　G　D（k），　k　＝

　　　　　1，2，．．．，R；．the　elerpents　orgk）　will　correspond　to　some　Lagrange　multipliers．

c　＝＝［c｛i），cSi），．．．，6i2），6S2），．．．］T，　i．e．，　the　vector　whose　elements　are　6fk），　1　E　L，　k　＝

　　　　　1，2，．．．，R；　the　elements　gfk）　will　correspond　to　some　Lagrange　multipliers．

A　＝［ASi），ASi），．．．，．4i2），AS2），．i．］T，i．e．，　the　vector　whose　elements　are　AGk），　d　E　D（k），　k　＝

　　　　　1，2，．．．，R．

t　＝［tii），tSi），．．．，ti2），tS2），．．．］T，　i．e．，　the　vector　whose　elements　are　tSk），p　E　ll（k），k　＝

　　　　　1，2，．．．，R．

i　＝［tKii），tK2i），．．．，tKi2），tN Q（2），．．．］T，　i．e．，　the　vector　whose　elements　are　tKpk），p　E　ll（k），k　＝

　　　　　1，　2，　．．．，　R．

T　＝［Ti（i），T2（i），．．．，Ti（2），T2（2），．．．］T，　i．e．，　the　vector　whose　elements　are　Tp（k），p　G　）T（k），　k　＝＝

　　　　　1，　2，　．．．，　R，．

x（k）　＝　［xlk），xSk），．．．］T，　i．e．，　the　path－class　fiow　rate　vector　for　class　k　jobs．

ズん一［¢11），x11），＿，xSκ一1），＿，¢1ゐ＋1），＿｝T，　i．・．，　th・path－class　fi・w・at・vect・・鯛・b・

　　　　　of　the　classes　other　than　class　k．

　　　　　ip（k），　a（k），　A（h），　t（k），　i（k），　and　T（k）　are　defined　similarly．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



x・y　＝＝

　　　VV’e　make　the　following　assumptions　on　the　cost：

Bl：　Associated　with　each　link　1　E　£　thgre　is　a　cost　Ti（pi）　per　flow　unit，　which　is　further

　　　　weighted　by　the　class　dependent　factor　paik）．　Thus，　the　cost　per　unit　fiow　of　class　k

　　　　on　link　1　is　given　by　Ti（k）　＝＝　Ti／afk）．　Thus　the　average　cost　per　unit　flow　of　class　k

　　　　job　that　pasSes　through　path－class　p　E　n（k）　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　牢）一嵩δz・牽）誉）Tl（ρ1）　　（・）

B2：　Ti　：　［O，oo）　一一〉　［O，　cx）］，　and　Ti（O）　is　fi　nite．

B3：　The　set　L　of　links　contains　two　types　of　links：

　　　　（i）　the　type　N　for　which　Ti（pi）　are　convex　and　strictly　increasing，

　　　　（ii）the　type　I　for　which　Tl（ρ∂二Tl　are　constant（and　do　not　depelld　onρ∂．

B4：　Ti（pi）　are　continuous．　Moreover，　they　are　continuously　differentiable　whenever　they

　　　　are　finite．

　　Denote

pu　＝＝plp，＝o，iEi・　This　is　the　same　as　p　except　that　pi　＝　O　for　all　l　E　1．

　　The　overall　mean　cost　of　a　job，　A，　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　＝：　S｝．　£．．　i！i〈liil一）　T6k）　一　＄　2．　p，T，　（p，）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　：1　pErr（k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lE　，C

　　The　mean　cost　of　a　job　of　class　k，　A（k），　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　△㈹一，黒）艶）一φ器）蕩ρ1ん）Ti（／・1）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

　　　　　　渚γ琵＿71ぞ7望＿
　　　　　　7量1溺＿7Sぞγ5多．．．　i・e・・th・in・id・nt　mat・ix　wh・se　M・1・m・nt　i・7楚～

　　　　　　　i「　’・．i　　●・．　P∈∬㈹，k＝1，2，＿，R，　d∈D（繊kノ＝1，2，＿，R，
「＝ ｯ椙＿7？ぞ7器．．．　　　k．一、　　　・L、
　　　　　　7多｝γ毘＿73ぞ7器＿wh・・e茗＝P＋Σ　tu（κ）landプニd÷Σρ（κ）1．

　　　　　　　．　．　　．　．　1　K＝1　K＝1　　　　　　　“　p　　　　　　　　　　　　　　一　一
　　　　　　　一　t　　　　　　　　　　　l　一

r（k）　＝　lncident　matrix　whose　（i，7’）　element　is　orpkdk，　p，　d　E　Dk，　k　＝＝　1，2，．．．，R，　where

　　　　　　　　　　　k－1　k一一1
　　　　西P＋Σi一π（κ）landブ＝　el＋Σ1・o（κ）1・

　　　　　　　　　　　K＝1　K＝：1

　　　　　　Z　xiyi，　i．e．，　the　inner　product　of　vectors　x　＝＝　［xi，x2，．．．］T　and　y　＝　［yi，y2，．．．］T．

　　　　　　　i



　　　Note　that　the　following　conditions　should　be　satisfied．

　　　　　　　　　　　　　　　　　：　xSk）　＝ipEk），　d　E　D（k），　k＝i，2，．．．，R，　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　P∈π差た）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xSk））o，　p　E　ll（k），k　：i，2，．．．，R．　（3）

We　can　express　（2）　as

　　　　　　　　　　　　　　R
　　　　　　　　　　　　　2’　2）　7，kd’kxSk’）　＝＝　ipge），　d　G　D（k），　k＝　1，2，．．．，R，

　　　　　　　　　　　　　k’＝　1　pEll（k’）

or，　equivalently，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1’Tx＝　di．　（4）

Remark　We　easily　see　that　our　model　includes　those　discussed　for　the　static　routing

problems　of　communications　networks　［3，　4，　7］．　We　also　see　that　our　model　includes　those

of　the　load　balancing　problems　of　distributed　computer　systems　such　as　given　by　Tantawi

and　Towsley　［8，　9，　］．　From　condition　B3　it　is　easy　to　see　that　Ti（k）　is　a　convex　function　6f

ASk），1　E　N，　k　＝　1，2，．．．，R．　lt　follows　that　Ti（k）　is　also　convex　with　respect　to　x．

3 Uniqueness　of　the　overall　optimal　solution

By　the　overall　optimal　policy　we　mean　the　policy　whereby　routing　is　determined　so　as　to

minimize　the　overall　mean　cost　of　a　job．　The　problem　of　minimizing　the　overall　mean　cost

is　stated　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize・△一毒Σ幽）　　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lE　，C

with　respect　to　x　subject　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rTx’＝　di，　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x）　O，　（7）

wh・・eρドΣ5．、λ1んW）andλ1鳶）一Σ，∈∬㈹δ」誰）．　N・t・that（6）and（7）a・e　the　sam・

as　（2）　and　（3），　respectively．　We　call　the　above　problem　the　overagl　optimization　problem，

and　its　solution　the　overall　optimal　solution．

エemma　3．1　x　isαn・ptimα1　s・lution（ガ彦んe脚わ1㈲（5）if　and・吻げx5α纈e5オんε

follo　w吻conditi・ns．　TんeTe　exist五αgrange　multipliers　a　8UCんthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［t（x）一Tot］・x　＝　O，　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t（x）　一一　Ta　2　O，　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T’x　一一一一　qe）　＝　o，　（io）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x2　0．　（11）
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Proof．　Since　the　objective　function　（5）　is　convex　and　the　feasible　region　of　its　constraints

is　a　convex　set，　any　local　solution　of　the　problem　is　a　global　solution　point．　To　obtain　the

optimal　solution，　we　construct　the　Lagrangian　function

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L（x，a）　＝　gl｝A＋a・（di－TTx）　（12）

for　（5）．　By’the　Kuhn－Tucker　theorem，　x　is　an　optimal　solution　if　and　only　if　there　exist

Lagrange　multipliers　cN　such　that

OL
ax

aL
－r．×　＝Ox

aL
Oa
　x　）

t（x）　一一　Ta　；｝1　O，

［t　（x）　一　ra］・x　＝＝　O，

ip　一一　TTx＝　o，

o，

（13）

（14）

（15）

（16）

wh。，e（∂L）／（∂x）d・n・t・・th・vect・・wh・・e　el・m・nt・a・e（∂五）／（∂錫ん）），　P∈ll（鳶い一

1，2，＿，R．　Th・・elati・n・（13）一（16）a・e・exa・tly　th・・am・a・・th・・elati・n・（8）一（11）・ロ

Lemma　3．2　X　is　an　optimal　solution　of　thc　problem　（5）　if　and　only　z7

t（幻・（x一幻≧0，鉛rallx

such　that　TTx　＝　ip　and　x｝1　O・

（17）

Proof．　（17）　holds　for　some　X　if　and　only　if　X　is　the　solution　of　the　following　｝inear　program

（where　the　decision　variables　are　x）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to

t（幻・x
TTx　＝：　ip，　x　lill：　O

with　X　fixed．　x　is　an　optimal　solution　of　the　linear　program　if　and　only　if　x　satisfies　the

Kuhn－Tucker　conditions　（see　e．g．　pp．　158－165　in　［21］）　for　the　Lagrangian

L（x，a＊）　＝　t（x）・x＋at’・（ip－rTx）．

The　Kuhn－Tucker　conditions　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aL

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ox

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OL

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一：一一．x　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ox

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂五

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aa＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　2

t（幻一rα＊≧o，

［t（幻一rα＊］・x・　o，

ip　m　TTx　＝o，

o．

（18）

（19）

（20）

（21）

（22）

8



That　is，　the　relation　（17）　（i．e．，　the　statement　that　51　is　a　solution　of　the　above　linear

program）　is　equivalent　to　the　set　of　relations　in　Lemma　3．1　for　some　（finite）　Lagrange

multiplier　a“　（for　the　finit・eness，　see　Cor．　5．1　p．　165　in　［21］）．　O

　　　From　condition　Bl　we　see　that　A　depends　only　on　the　utilization　of　each　link，　m，　which

results　from　the　path　fiow　rate　matrix．　lt　is　possible，　therefore，　that　different　values　of　the

path　flow　rate　matrix　result　in　the　same　utilization　of　each　link　and　the　same　minimum

mean　cost．　We　are　uncertain，　however，　about　whether　distinct　optimal　solutions　should

have　the　same　utilization　of　each　link　or　not．　We　first　define　the　concept　of　monotonicity

of　vector－valued　functions　with　vector－valued　arguments．

Definition　Let　F（e）　be　a　vector－valued　function　that　is　defined　on　a　domain　S　g　R”　and

that　has　values　F（×）　in　R”．　This　function　is　monotone　in　S　if　for　every　pair　x，　y　E　S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x　一一　y）・［F（x）　一　F（y）］　〉．　O．

It　is　strietly　monotone　if，　for　every　pair　x　E　S　and　y　E　S　with　x　7E　y，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x　一　y）・［F（x）　一一　F（y）］　〉　O．

　　　We　need　the　following　property：

Lemma　3．3　Consider　assumptions　B　l－B4，　and　let　l　E　IV．　Then

（i？　Ti（ρ∂i・加厨・nd・ηZッ瀬・d・蜘α伽・刀（ρ∂・i・伽オ・・

σ珊刀（小・姻瀦・≠ん・n　for　an〃　x　for　wゐ湘ん・」・αd・η伽煽・ρ1，　th・C・・脚・n蜘

。・8君△（x）28碗伽オe・

　　　Proof．　（i）　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tl（ρのイ聯ζz≦ρz刀（ρ1）・

If　Ti（pi）　＝　oo　then　pi　〉　O，　which　implies　by　the　latter　equation　that　Ti’（pi）　is　infinite．

To　show　the　converse，　assume　that　Ti（pi）　is　finite．　Then　by　continuity，　there　exists　some

E　〉　O　such　that　Tl（pi　十　E）　is　finite．　Since　Ti　is　convex，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ti’（pi）　S　E”i（Ti　（p　＋　c）　一　Ti　（pi））

and　is　thus　finite　as　well．

　　　（ii）　lf　Tl’（pi）　is　infinite　then　by　（i），　Ti（pi）　is　infinite；　moreover，　pl　〉　O　by　assumption

B2，　so　that　A（p）　＝＝　oo　（by　（5））．　O

　　　For　the　function　t（x）　we　have　the　following　property．

Lemma　3．4’　Consider　assttmptions　Bl－B4．　Wheneverfinite，　t（x）　is　monotone　but　is　not

strictly　monotone，　i．e．，　for　arbitrary　x　and　x’　（x　＃　x’），　if　A（x）　or　if　A（x’）　is　finite　then

（x－xり・［t（x）一t（x’）］＞0げ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・＝0げ

ωんereρσα翻ρ倉α朗ん・utiliza伽”εCオ・・s・tゐαt　X　and

ρひ≠ρ倉，

　　　　　　ノ
ρσ二ρσ，

x’re5鶴蜘respeetively．

（23）

（24）
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Proof．　Assume　that　pu　＃　p’u．　Then

（x　一　xl）　・　［t（x）　一　t（xi）］

　　　　　R
一ΣΣ（嬬鳶しむ（k）鰺）（x）一t！k）（x’）］

　　　　k＝1pEa（k）

＝£ΣΣ（場たし袴た））睾）｛［Tl（ρ1）一Tl（ρ1）］

　　　　k＝1　pEll（k）　IE　）C　ILi

　　　　＋［　dTi（pi）　．．t　dTi（plPi　T，　’　一　Pl　一dJI）］｝

一　　≧；診（ρ1一ρi）｛［Tl（ρ∂一Tl（ρi）］＋［ρ142霧彦ヂ∂　一ρ54毛彦ヂを）］｝＞o
（25）

Due　to　Lemma　3．3，　if　A（p）　is　finite　then　Ti’（pi）　is　finite’for　all　links　1　E　L　（and　similarly

for　A（p’））．　The　last　inequality　follows　since　by　condition　B3，　Tl（pl）　are　strictly　monotone

and　pldTi（pi）／dpi　are　increasing　for　l　E　N．　Therefore　we　have　the　relations　（23）　and　（24）．

o

Theorem　3．5　Consider　assumptions　B　l－B4　and　assume　that　there　exists　some　finite

加・弼e蜘伽』ん・…畷・ptimal・・IU伽mαy・n・t　b・U吻U・・∬・ω…r・　tん・勲・α伽

in　each　link　k　E　N　is　uniguely　determined　and　is　the　same　for　all　overall　optimal　solutions．

Proof．　The　former　half　of　this　theorem　is　clear　by　noting　that　T　depends　only　on　p　（see

（5））　（thus　if　x　is　globally　optimal　then　any　solution　x’　that　gives　rise　to　the　same　value

of　p　will　be　optimal　as　well）．　ln　Section　5　of　［11］　there　is　an　example　of　the　cases・where

more　than　one　optimal　solution　exists．

　　　The　latter　half　is　proved　as　follows．　Suppose　that　the　overall　optimal　policy　has　two

distinct　solutions　X　and　ft，　which　result　in　the　utilization　vectors　Pu　and　Pu，　respectively，

and　Pu　＃　Pu．　Then　we　have　from　Lemma　3．2，

t（バX）・（ft　一　x）　）　o，

も（幻・（父一幻≧0・

Then　we　have

（x一三・［咽一t（幻］≦・・

From　Lemma　3．4　we　have

（x一幻・［t（幻一t（幻］〉・，

since　Pu　i7L　Pu．　This　leads　to　a　contradiction．　That　is，　if　there　exist　two　distinct　optimal

solutions，　the　utilization　vectors　of　both　the　solutions　must　be　the　same．　Note　that　the
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utilization　of　link　1　G　」　is　considered　always　zero．　Naturally，　in　that　case，　£iEipi　must　be

unique　but　each　of　m，　I　E　1，　need・not　be　unique．　O

　　　Now　let　us　consider　the　range　of　the　optimal　solutions．　From　the　above，　we　obtain　the

following　relations　that　characterize　the　range　of　the　optimai　solutions．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£Σδ諜：一ρあz∈瓦　　（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝1PG刀’㈹　　μJ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z．1．lll　2．6ipll，ii2i－ikl＝2．pi，　（27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂∈1鳶＝lp∈π㈹　μz　ど∈1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　．Sk）＝　ipgk），　el　E　D（k），　k＝＝　1，2，．．．，R，　（2s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　pEllEk）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xSk）　2　O，　p　E　ll（k），k　＝1，　2，　．．．，　R，　（29）

where　the　value　of　each　pi　is　what　an　optimal　sollltion　x　results　in．　From　the　relations

（26）一（29）・we　see　that　optimal　path　fiow　rates　belong　to　a　convex　polyhedron．　Then　we

have　the　following　proposition　about　the　uniqueness　of　the　optimal　solutions．

Corollary　3．6　The　overall　optimal　solution　is　unique　if　and　only　if　the　total　number，　of

e1働e廟伽Xdoes　not　exceed　tゐe　number　of　linearly　independent　equations　in　tゐe　3eオ〔ザ

linear　equations　（26）一（28），

4 Uniqueness　of　the　individually　optimal　solutio皿

By　the　individually　optimal　policy　we　mean　that　jobs　are　scheduled　so　that　each　job

may　feel　that　its　own　mean　cost　is　minimum　if　it　knows　the　mean　cost　of　each　path　of

O－D　pair　d，　［Z？rsk）（x），　p　E　uEk）．　By　the　individual　optimization　problem　we　mean　the

problem　of　obta，ining　the　routing　decision　that　achieves　the　objective　of　the　individually

optimal　policy．　We　call　the　solution　of　the　individual　optimization　problem　the　indi’vidually

optimal　solution　or　the　equtlibrium．　ln　the　equilibrium，　no　user　has　any　incentive　to

make　a　unilateral　decision　to　change　his　route．　Wardrop　［24］　considered　the　policy　for　a

transportation　network．　We　assume　that　there　is　a　routing　decision　and　that　x　is　the　path

flow　rate　matrix　which　results　from　the　routing　decision．　The　individually　optimal　policy

requires　that　a．class　k　job　of　O－D　pair　d　should　follow　through　such　a　path　class　P　that

satisfies

　　　　　　　　　　　　　写鳶）（x）瀞鱗鳶）（x）f・・all　d∈D（k），桐，2，…，R・　（30）

If　a　routing　decision　satisfies　the　above　condition　vLre　say　the　routing　decision　realizes　the

individually　optimal　policy．

Definition　The　path　fiow　rate　vector　x　is　said　to　satisfy　the　equilibriutn　conditions　for

a　multi－class　open　network　if　the　following　relations　are　satisfied　for　all　el　E　D（k），　k　＝

11



1，　2，　．．．，　R，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％ん）（x）≧4た），嬬ん）1・，　　　　（3・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　牢）（x）一4鳶い！鳶）＞0，　　　　（32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2xSk）　＝　ipEk），　（33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・∈π！ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　暢ん）≧0，P∈雄），　　　　　（34）

where

　　　　　　　　　　　　　　　碓）㍉識）鱗た）（xい∈が），k－1，2，…，R・　（35）

Note　that　the　set　of　the　relations　（31）一（33）　is　identical　with　the　following　set　of　relations．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［T（x）　一一一　TA］・x　：　O，　（36）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（x）　一一　TA　）　O，　（37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TTx－q5　＝＝　O，　（38）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x）　O．　（39）

Th・ab・v・d・finiti・n　i・th・natu・al・xt・n・i・n・f　th・n・ti・n・f　Wa・d・・P　［24］・quilib・iu血t・

our　Setting．

Theorem　4．1　Consider　assumptions　B　l－B4．　There　exi・sts　an　individuagly　optimal　solu－t

tion　x　which　satisfies　the　relations　（36）一（39）．

Proof．　Define　T（×）．　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i：’（X）一参［暑1・嚇」））＋蕩ρ1η］，

where　pi　＝　2）£｝，，，i　ASk）／fLfk）　and’　Afk）　＝　：pEiT（k）　6i，xSk）．　Note　that　［ii（x）　is　a　convex　function

of　x．　Then　we　have　by　noting　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T，（k）（x）　＝　zsl．liifti；（，）（¢T（x））t

Let　us　consider　the　following　convex　nonlinear　program：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize　T（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　with　respect　to　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　（38）　and　（39）．

The　Kuhn－Tucker　conditions　are　the　same　as　（36）　一　（39）．　Therefore，　the　program　should

have　an　optimal　solution　which　must　satisfンrelations（36）一（39）．ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12



　　　We　can　express　the　individually　optimal　solution　in　the　variatlonal　inequality　form　by

using　the　same　way　as　that　for　the　overall　optimal　solution　as　follows．

Corollary　4．2　Consider　assumptions　B　l－B4．　X　is　an　individually　optimal　solution　if

and　Oηlyザ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（幻・（x一・幻≧0，’f・rallx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　such　that　rTx　：　ip　and　x｝2r　O．

Proof．　Similar　to　the　proof　of　Lemma　3．2．ロ

エemma　4．3伽，ider・a・・um吻n・B1－B4．　Wh・n・v・r　finit・，　th・加・伽噴x）i・m・n・一

tone　but　is　not　strietly　monotone．　That　is，　for　arbitrary　x　and　x’　（x　＃　x’），　if　T（x）　aTe

伽髭ε・r・げT（x’）αre伽オeオんen

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x－x’）・［T（x）一丁（x’）］＞O　if　puSp’u，　（40）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・0　げ　ρσ＝ρ倉　　　　　　　　　　　　　　（41）

ωhere　PU　and　P’U　a・e　tん・utiliza伽翻・rs・that・X　and・X’r・・％肋，脚・C伽・ly・

Proof．　This　Lemma　can　be　proved　by　the　same　way　as　that　for　the　Lemma　3．4．　Assume

th　at　pu　7E　p’u．　Then

（X－X’）・［T（X）一丁（X’）］一£ΣΣ（4た）一吟た））要弩）（Tl（」・1）畑）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　pE17（k）　IEN　jLLi

＝：　］ii）（pi　一　pi）（Ti（pi）　一　Ti（pl））　〉　o．

　　　IEN

The　last　inequality　follows　since　by　condition　B3，　Ti（pi）　are　strictly　monotone　for　l　G　N．

Therefore　we　have　the　relations　（4e）　and　（41）．　U

Theorem　4．400nsider　assumption8別一B4，　The　eg癩δ蜘m，　is翻gue伽オゐe掴loωぎηg

sense：Tんere　i8α％γ｝ique　utiliiαtion　f‘）rεαcんlink　l∈！V力γ・αll　eg窃露6短αωんich　hαve　fiγ｝虎e

costs　for　all　routes．　But　the　individually　optimal　solution　may　not　be　unique，

Proof．　We　can　prove　this　theorem　in　the　same　way　＆s　that　for　Theorem　3．5．　U

　　　The　range　of　the　individually　optimal　solutions　（related　to　finite　costs）　is　given　by　the

same　set　of　relations　as　（26）　一　（29）　but　with　possibly　different　values　of　pi，　1　＝　1，2，．，．，M．

　　　As　we　shall　show　in　Section　6，　there　may　be　different　equilibria　where　only　one　has

finite　costs；　those　with　infinite　costs　may　have　utilizations　which　are　different　than　those

in　the　case　of　finite　cost　in　all　the　links．
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5 Uniqueness　of　the　class　optimal　solution

We　shall　make　the　following　assumption　througheut　this　section：

G：　lf　not　all　classes　have　finite　cost　then　at　least　one　of　the　classes　which　has　infinite　cost

can　change　its　own　fiow　to　make　this　cost　finite．

　　　By　the　class　optimal　policy　we　mean　that　jobs　are　scheduled　so　that　the　expected　cost

of　each　class　may　be　minimum　under　the　condition　that　the　scheduling　decisions　olt　jobs

of　the　other　classes　are　given　and　fixed．　By　the　class　optimization　problem　we　mean　the

problem　of　obtaining　the　routing　decision　x　that　achieves　the　objective　of　the　class　optimal

policy．　We　call　the　solution　of　the　class　optimization　problem　the　clas＄　optimal　solution

or　the　Nash　eg窃勧r勿m．　In　the　Nash　eqqilibriumラno　class　h　as　a，ny　incentive　to　make　a

unilateral　decision　to　change　the　decision　on　the　routes　of　the　jobs　of　the　class．

　　　Assumptien　G　above　implies　that　in　any　Nash　equilibrium，　ail　classes　have　finite　costs．

　　　We・assume　that　there　is　a　routing　decision　and　that　x　is　the　pat団ow　rate　matrix

which　results　frem　the　ro’uting　decision．　The　class　optimal　policy　requires　that

△㈹（x（k），ズk）一贈△（k）（x’（h），x－k）f・・all　k一・，2，…，R・ （42）

If　a　routing　decision　x　satisfies　the　above　condition　we　say．　the　routing　decision　x　realizes

the　class　optimal　polic：．　The　problerr｝　of　minimizing　the　mean　cost　for　jobs　of　class　k　is

stated　as　follows：

minimize：　A（k）　＝　grt／“’k）li，ll£pfk）Ti（Pi）

with　respect　to　x（k）　with　x－k　being　fixed　subject　to，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TTx　＝：　ip，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　）　07

（43）

（44）

（45）

wh・・e　plk）一λ1んW），ρドΣ農、ρlk）and　Alk）一Σ，∈、、（・）　61，x！k）．

Lemma　5．1　x　isαn　opt伽zα9　sol・ution（’f　tんε　problem（42）if　and　o吻げxsatisfiesオゐe

following　conditions

［t（x）　一一　ra］・×

　　　t（x）　一一　Tot

　　　　rTx　一　ip

　　　　　　　　　　　x

）

）

o，

o，

o，

o．

（46）

（4－7）

（48）

（49）

Proof．　Since　the　objective　fynction　（43）　is　convex　and　the　feasible　region　of　its　constraints

is　a　convex　set，　any　local　solution　of　the　problem　is　a　global　solution　point．　To　obtain　the

optimal　solution，　we　construct　the　Lagrangian　function　for　（43），　k　＝　1，2，．．．，R，

L（k）（×，a（k））　F＝　｛Z｝（le）A（k）＋a（k）・（ip（k）一丁（k）Tx（k））． （50）
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　　　By　the　Kuhn－Tucker　theorem　x　is　an　optimal　solution　if　and　only　if　there　exists　some

（finite）　a　and　the　following　relations　hold　for　k　＝　1，2，．．．，R

　　　　∂五㈹

　　　　ax（k）

∂五㈹
　　　　　’x（h）　，．

Ox（k）

　　　　∂五（k）

　　　　Oa（k）

　　　　　　x（k）　〉

i（k）（x）　一　r（k）a（k）　z　o，

［i（k）（x）　一　r（k）or（k）］・x（k）　＝　o，

qe，（k）　一　T（k）Tx（k）　＝　o，

o，

（51）

（52）

（53）

（54）

where　（aL（k））／（Ox）　denotes　the　vector　whose　elements　are　（OL（k））／（OxSk）），　p　E　ll（k），　k

ll　2，．．．，R　（for　the　finiteness，　see　［21］　Cor．　5．1）．　We　easily　see　that　the　relations　（51）　一

（54）　for　k　一一　1，2，，．．，R　are　exactly　the　same　as　the　rela，tions　（46）　一　（49）．　O

　　　We　can　express　the　class　optimal　solution　in　the　variational　inequality　form　by　using

the　same　way　as　that　for　the　overall　optimal　solution　as　follows．

Cerollary　5．2　Consider　assumptions　B　l－B4．　X　is　a　class　optimal　solution　if　and　only　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（幻・（x一文）≧0，f・・all　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　such　that　rTx　＝　ip　and　x｝）　O．

Proof．　Similar　to　the　proof　of　Lemma　3．2．　a

　　　The　question　of　uniqueness　for　the　class　optimal　solution　has　only　been　treated　for

some　special　cases　［17，　20］，　A　counter　example　in　［20］　shows　that　different　class　optimal

solutions　may　exist，　with　different　utilizations．

　　　Our　purpose　in　this　section　is　to　extend　the　known　uniqueness　results　to　more　general

assumptions．

5．1　All　positive　fiows

We　make　the　following　assumptions：

　　　e　ti　can　be　represented　as　a（k）pai，　and　O　〈．rd　is　finite．

　　　e　At　each　node，　each　class　may　re－route　all　the　flow　that　it　sends　through　that　node

　　　　to　any　of　the　out一一going　links　of　that　node．

　　　e　The　rate　of　trafi｝c　of　class　k　that　enters　the　network　at　node　v　is　given　by　ip£lp）；　if

　　　　this　quantity　is　negative　this　means　that　traffic　of　class　k　leaves　node　v　at　a　rate　of

　　　　　lip£k）1．　we　assume　that　：．　ip£k）　＝　o．
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　　　For　each　node　u，　denote　by　Jn（u）the　set　of　its　in－going　links，　and　denote　by　OzLt（u）

the　set　of　its　out－going　links．

　　　Du・t・the　sec・nd　assumpti・n，　w・may　wq・k　di・ectly　with　th・deci・i・n　va・iablesλ1ん）

instead　of　working　with　the　path　flows．　We　can　then　replace　the　constraint（4）by：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σλlk）＝Σλ＄k）＋φ～ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∈0賜古（v）　　　　　　～∈ln（v）

fbr　each　node　v．

　　　We　shall　use　the　Kuhn－Tucker　condition．　To　do　so，　we　define　the　Lagrangian

　　　　　　　　」（k）　（A，　e　（k））一蕩ρ！た）Ti　一・一　￥ξ£k）L論）λ！㌦景）λik）一il£k）］・

Here，ξ（k）・＝［ξ｛ん），ξlk），．．．，ξ勉）］T　is　the　vector　of　Lagrange　multipliers　fbr　class　k．

　　　An　assignmentλ＊is　class－optimal　if　and　only　if　the　fbllowing　Kuhn－Tucker　conditions

hold．　There　exists　someξ㈲＝［ξ£k）］such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂」（k）（A＊，　c（k6｝Aik）））≧・，　　　　　・（55）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂」（k）　（A＊，　6（kOAfh）））一・if，λ1鳶）〉・；　　（56）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λlk）≧o，ΣλSkLΣλfk）＋φ～ん）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∈Out（v）　　　　　　t∈Tn（v）

　　　Define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　klk）（λ）：＝∂ρll琴ρ∂・

Then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　K！ん）（ρ　），嚇）（ρs’e）∂傷1∂囎）

Conditiolls’ i55）一（56）can　be　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　K！h）（ρlk），ρの≧ξ£k）一ξ£k），　with　equality　ifλlk）＞0　　　　　　　　（57）

N・t・that・・nditi・n　B3　implies　that　K！たW，i・1）is　st・i・tly　m・n・t・ni・ally　in・・easing・in

both　arguments．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み
Lemma　5．3　Consider　as8umptions　Bl－B4．　Assumeオんαオλand　A　are孟ωo　class－optima1

501ution8ωitん1inite　cO5オ8．

lf　Pi＝ρz西r　80me伽規（ゾtype　N（see　assumption　B3？　tゐen　Alk）＝Xlk）！br　all　k＝1，＿，R，
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　　　Proo£Consider　s6me　link　1＝（u，”）of　type　2V．　The：Lemma　clearly　holds　ifρ」・＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
so　assume　that　pl＞0．　Letλandλbe　two　class－optimal　solutions　satisfying　pl＝pi　and

such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ酢）一ξ巻た）〉ξ£k）一ξ巻k）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（58）

L・tk　b・・su・h　th砺た）＞0．　Th・n（57）impli・・that

　　　　　　　　I（fh）（βik），ρ～）≧ξ毛た）一ξ忍k）〉ξ義k）一ξ～k）＝・K∫海）（ρfk），ρ∂＝＝1（チた）（ρlk），βi）　　　　　（59）

Since　K！ん）i・m・n・t・n・in　it曲st　a・gum・nt，　thi・impli・・that　Plk）〉ρlk）．　Since　thi・h・ld・

f・・all　k・u・h　that　pik）＞0（and　th・・e　i・at　l・ast・n・・u・h　k），　and・ince　fo・・th・・k・・

ρlk）≧ρlk）一〇，　this　c・nt・adi・t・th・fa・t　thatρドρ1．　W・thus　c・n・lud・that（58）h・ld・

with・q亘ality・epla・ing　th・・t・i・t　in・quality，　and　thatρ1ん）≧ρlk）f・・all　k．

　　　Now　that　we　know　that（58）holds　with　equality，　we　can　interchange　in　the　above

a・gum・nt　b・tween　A・and　X・and・・n・1ud・that　Plk）≦ρik）f・・all細w・11，　whi・h　impli・・

the：Lemma．

Theorem　5。40∂nsider　a88umptions　B1一．B4．　Denote　by　£1（λ）tゐεsets　of　links　l　such

オゐαt　ASk）〉・，∀k∈N加n　a・吻一回

　　　　　　　　　　　　　　　　　パノ4ssume　tゐatλαndλαre　tωO　claSS－optimal　solutionsωitん！inite　cost8プ「orα11　pla3／ers．

Assum・　that　ASk）一〇，∀k，∀Zμ、（λバんLo，∀k，∀zμ、（x）

Th・n　Alk）一Xlk）　f・r　all　l∈N　（s・・α・…mpti・n・B3加ん・d・finitio呵Nノ．

Remark　5．1　The　Theorem　and　its　proof　are　extensions　of［20］who　considered　the　speciaI

case　whereμl　do　not　depend　on　l　and　iラwhere　there　is　a　single　s◎urce－destination　pair

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バwhich　is　the　same　fbr　all　users（all　paths　and　all　classes），　and　where　L1（λ）＝L1（λ）．

　　　Proo£Denoteξu＝Σ匙1α㈹ξ£k），whereα（k）is　defined　in　the　beginning　of　Subsection

5．1，and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sl（pi）　＝　pi　〈1！2t［liJ！llllQ－i　（ei）　＋　RTi　（pt）・

Noちe　that　the　assumption　that　costs　are丘nite　together　with　Lemma　3．3　imply　that　Sl（ρ」）

a，re　finite．

　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　　：Letξdenote　the　v6ctor　of　the　Lagrange　multipliers　corresponding　toλ．　It　f（）llows丘om

（57）that

　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　Su妙（ρuの≧ξu一ξり，　with．equality　fbr（u，v）∈£1（λ）・　　　　　　　（60）

　　　　　　　　　　　　　　μu勿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ
Asimilar　relation　holds　fbrλ
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We　obtain

o≦Σ（ρ。。　一一一　fi。の（Suv（ρ。の一一一　s。v（ρuv））

　　　　　（u，v）E，C

≦Σ働（伽一ρ・の（（ξビξの一（藁一ξの）＝o

　　　（u，v）E£

（61）

The　first　inequality　fbllows　from　the　strict　monotonicity　and　the　convexity　of　Ti（ρ∂fbr

9∈ノV；fbr　l∈ノthis　relation　is　trivial．　The　second　inequa、lity　holds　in　fact　for　each　pair　u，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムリ（and　not　just　fbr　the　sum）．　Indeed，　fbr（u，　v）∈L1（λ）∩L1（λ）this　relation　holds　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バequality　due　to（60）．　This　is　also　the　case　fbr（u，　v）¢L1（λ）U∠；1（（λ），　since　in　that　case

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んpuv＝・puv＝0．　Consider　next　the　case（2L｝　V）∈L1（λ），（u，　v）¢∠：1（λ）．　Then　we　have

（ρ肌，一Puり）（5％妙（ρ｛↓の一Suv（Puの）

＝P。v（5頭ρの一3頭β蜘））

≦働ρ一（（c一ξの一（ξ・　一一　6v））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へAsymmetric　argument　establishes　the　case（u，　v）∈∠：1（λ），（u，　v）蔓£1（λ）．

　　　We伽ally　estabIish　the　last　equality　in（61）．

Σ働（ρ・一Pの（（ξ一ξの一（ξザξの）

（u，v）E，C

Σ（C」一ξゴ）Σ（ρゴゼρゴω）μゴω一Σ（ξ5一ξゴ）Σ（ρωゴーβωゴ）μωゴ

ゴ　　　　　　ω　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　w

一掬砥∈轟の（ρ1一ρ」）μ～一晶）（ρ1一ρi）μ」

一か［写（　　　　　バξブξ3）（t∈潔（ゴ1（“）　一　Xfk））一z晶ゴ）晒1鳶）））］一・

　　　We　conclude　from　（61）　that　pl　＝　Pl　for　all　links　in　N．

Lemma　5．3．口

The　proof　now　follows　from

6 Counter　example

In　this　subsection　we　show　that　both　in　class　as　well　as　in　individual　optimization，　utiliza－

tion　are　not　unique　at　equilibrium　even　if　all　links　are　of　type　N．　lndeed，　in　addition　to

an　equilibrium　with　finite　costs　there　may　be　several　other　equilibr’ia　with　infinite　costs．

　　　Consider　the　following　network．　There　are　4　nodes：　｛1，　2，　3，　4｝　aRd　2　symmetric　cletsses，

The　set　of　links　is　｛（12），（13），（24），（34），（23）｝．　Each　class　has　half　a　unit　of　flow　to　ship

18



ip（i）　：　ip（2）　＝＝　O．5　between　the　source　node　1　and　the　destination　node　4．　The　cost　per　link

is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ti（Pi）　＝　li7：．i’］I」i，’

　　　The　strategy　in　which　both　classes　send　all　their　flows　along　the　path　（1　一一〉　2　一　3　一一〉　4）

is　both　class　as　well　as　individually　optimal，　but　it　gives　rise　to　infinite　cost　for　both　players．

　　　However，　there　exists　another　strategy　which　is　optimal　for　both　the　individual　and

the　class　optimum　probiem：　it　is　to　route　half　of　the　flow　of　each　class　along　the　path

1　一一〉　2　一一〉　4　and　the　other　half　through　the　path　1　一　3　一　4．　This　is　the　unique　equilibrium

that　has　finite　cost　for　all　players．

7 Concluding　remarks

We　studied　in　this　paper　multiclass　static　routing　problems．　We　considered　several　types

of　optimization　concepts　in　networks：　the　global　optimization，　individual　optimization

（related　to　Wardrop　equilibrium）　and　class　optimization　（related　to　Nash　equilibrium）．

The　routing　problem　is　of　the　type　studied　in　［11］，　where　one　has　to　determine　the　assign－

ment　of　the　flow　rates　among　different　paths．　This　setting　is　more　general　than　the　one

in　which　routing　decisions　may　be　taken　at　each　node　（see　［14，　15，　16，　20］）；　it　is　of　special

importance　to　telecommunications　networks　（in　particular　ATM　networks）　in　which　the

users　have　to　route　their　trafliic　through　predetermined　virtual　paths．　We　established　the

uniqueness　of　the　optimal　solution　for　the　different’types　of　optimization　problems．
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