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Abstract．　In．七his　paper，　we　develop七wo　algori七hms　for且nding　a　direded　pa七h　of　minimum

rank－two　monotonic　cost　between　two　specified　nodeg．　in　a　network　with　n　nodes　and　m　arcs．

Under　the　condition七ha七〇ne　of　the　vec七〇r8　charac七erizing　the　cos七func七ion　f　is　binary，　one

yields　an　op七imal　solu七ion　in　O（n3）or　O（nm　log　n）time　if／is　quasiconcave；七he　other　solves

any　problem　in　O（nm　十　n2　log　n）　time．

Key　words：　Global　oP七imiza七ion，　low　rank　monotonici七y，　polynomial　algori七hm，　shor七es七

pa，七h，　Dijks七ra’s　algori七h：m．

1．　lntroduction

A　number　of　global　optimization　problems　encountered　in　real－world　applications　have

some　special　structures　which　enable　us　to　design　eMcient　algorithms　［7］．　One　of　the

most　favorable　structures　is　the　low　m盈monotonicity　studied　by　Tuy　e七．aL［11，13，

141．　The　nonlinearity　of　any　rank　k　monotonic　function　f　is　located　in　a　subspace　of

dimension　k　even　if　f　is　defined　on　a　subset　of　much　higher　dimensional　space　than　k．

Functions　of　this　kind　appear　in　multiplicative　programming　［10，　18］，　facility　location

［151，　multilevel　programming　［17］　and　certain　variants　of　minimum　concave－cost　network

flows，　for　which　even　polynomial　algoritims　have　been　deVeloped　［9，　6，　16］．　Especially

in　multiple　obj　ective　decision　making，　they　play　an　important　role　［5，　3］．　ln　fact，　when

a　decision　muker　has　k　linear　obj　ectives　ci　m，　．．．，　ck　x　without　a　common　scale，　a　handy

approach　to　optimizing　them　simultaneously　is　to　optimize　a　rank　k　monotonic　function

such　as　f（x）　＝＝　”＃・．．i（cix　十　cyi）　or　f（m）　：　max｛aicix　l　i　’一一一’　1，．．．，k｝　for　some　constants

cyis．

　　　In　this　paper，　we　consider　a　minimum　rank－two　cost　path　problem，　i．e．，　a　problem　of

finding　a　directed　path　which　minimizes　a　rank－two　monotonic　cost　function　f　between

two　sp　ecified　nodes　in　a　given　network　with　n　nodes　and　m　arcs．　Recently，　in－car

navigation　systems　using　artificial　satellites　have　made　it　possible　to　find　a　way　to

　　“The　author　was　partly　supported　by　Grand－in－Aid　for　Scientific　Research　of　the　Ministry　of　Edu－

cation，　Science，　Sports　and　Culture，　Grant　No．　（C2）09680413．
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a　destination　without　road　maps．　The　present　systems，　however，　only　provide　several

candidates，　among　which　a　driver　have　to　select　a　short　and　comfortable　route　by　himself，

while　driving　a　car．　Therefore，　eflicient　algorit・hms　for　minimizing　rank－two　monotonic

functions　will　be　helpfu1　in　reducing　the　driver’s　burden．

　　　The　orga　nization　of　the　paper　is　as　follows．　ln　section　2，　we　will　describe　the　problem

formally　and　show　that　it　is　a八r7）一hard　problem．　In　sections　3　and　4，　we　will　concentrate

on　q　class　that　one　of　the　vectors　characterizing　the　rank－two　monotonic　cost．　function

f　is　binary．　We　will　develop　two　algorithms　for　solving　the　class：　one　yields　an　optimal

solution　in　O（n3）　or　O（nm　log　n）　arithmetic　operations　and　O（n2）　evaluations　of　f　if　the

cost　function　f　is　quasiconcave；　the　other　solves　any　problem　in　this　class　in　O（nin　十

n2　log　n）arithmetic　operations　and　O（n）evaluations　ofノ．　In　section　5，　we輌ll　brie且y

qiscuss　an　application　of　these　algorithms　to　the　general　class　of　problems．

2．　Minimum　rank－two　cost　path　problem

Let　G　＝　（IV，　A）　be　a　graph　consisting　of　a　set　N　of　n　nodes　and　a　set　A　of　m　directed

arcs．　Our　purpose　is　to　determine　a　directed　path　of　minimum　cost　from　a　specified

node　s　to　another　specified　node　t　in　G．　When　the　number　of　times　the　path　traverses

each　arc（i，ゴ）∈ムis吻，　it　costsノ（x），　where　x∈ZM　is　the　vector　of　xが．　We　assume

that　the　cost　function　f　：　RM　一一÷　R　is　continuous　on　some　open　convex　set　D，　which

includes　the　set　X　of　all　x　Z　O　satisfying

　　Σ　　吻一　　Σ　　忽ゴε＝

｛ゴ1（i，ゴ）∈A｝　　　　　｛ゴ1（」，i）∈A｝

　1　for　i＝s

．1　for　i，　＝＝t

　O　foreachiEN×｛s，t｝．

（2．1）

We　further　assume　that　f　is　rank－two　Monotonic　on　D　with　respect　to　two　nonnegative

vectors　ci　and　c2　E　ZM　［12，　18］．　Namely，

（i）　the　vectors　ci　and　e2　are　linearly　independent，；

（ii）　ifm，y∈Dand　cた（の一y）≧0長）r　k＝1っ2，　thenノ（の）≧ノ（y）．

As　will　be　seen　later，　f　can　be　a　convex　function；　but　the　class　also　involves　nonconvex

functions　such　as　multiplicative　functions　fi（x）　＝＝　（cix　十　cyi）（c2　m　十　a2）　on　Di　＝＝　｛x　E

RM　1　ekx　十　ork　〉　O，　k　：　1，2｝　and　fractional　functions　f2（x）　＝　cix／（｛v3　一一一　c2m）　on

P2　＝　｛x　E　RM　l　cix　〉　O，　a3　一一　c3m　〉　e｝．　For　other　examples　of　nonconvex　f，　see　a

recent　textbook　of　structured　nonconvex　optimization　by：Kol皿o，　Thach　and　Tuy［111．

　　　We　call　the　problem　described　above　a　minimum，　rank－two　cost　path　problem，　which

can　be　formulated　as　follows：

（MR2P）　minimize｛f（m）lx　E　X　n　ZM｝．
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Under　conditions　（i）　and　（ii），　an　optimal　solution　x＊　to　（MR2P）　is　given　by　an　elementary

path　P　if　nodes　s　and　t　are　connected．　For　suppose　that　P　contains　a　directed　cycle　C．

Let
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…｛聴一1麟ρ

Then　we　have　ek（x＊一一　y）　：2　（i，」）Ec　c，k・」　〉一　O　for　k　＝　1，2，　which　implies　that．f（x＊）　｝ir　f（y）．

The　cost　does　not　rise　even　if　C　is　discarded　from　P．

　　　Problem　（MR2P），　though　simple　looking，　is　intractable　from　the　viewpoint　of　worst－

case　complexity；　and　in　fact　it　belongs　to　the　class　．IV’P－hard．　To　see　this，　let　us　consider

the　following　recognition　problem：

SHORTEST　WEIGHT－CONSTRAINT　PATH　（SWCP）　［4］

INSTANCE：　Graph　G　＝　（N，　A），　positive　length　gi，・　E　Z，　positive　weight　wij　E　Z　for

each　（i，1’）　E　A，　specified　nodes　s，　t　E　N，　positive　integers　K，　17V．

QUESTION：　ls　there　a　path　in　G　from　s　to　t　with　total　weight　W　or　less　and　total

length　K　or　less　？

The　recognition　version　of　the　O－1　knapsack　prQblem，　well　kllowll　to　beノ＼ゆ一complete，

can　reduce　in　polynomial　time　to　this　problem　（see　e．g．，　［11）；　and　hence　（SWCP）　is　an

．IV’P－complete　problem．

　　　Choosing　any　instance　of　（SWCP），　let　us　define　a　convex　function：

f3（m）＝　max｛lx　一一　K，　wx　一一　W｝，

where　g　and　w　are　the　vectors　of　li」・s　and　wi」・s，　respectively．　lf　g　and　w　are　linearly

dependent，　the　instance　is　equivalent　to　an　ordinary　shortest　path　problem　and　can　be

solved　in　polynomial　time；　therefore，　we　can　assume　condition　（i）　for　1　and　w　without

loss　of　generality．．　Moreover，　we　can　see　that　f3　satisfies　condition　（ii）　on　RM　with　respect

to　1　and　w．　ln　other　words，　f3　is　a　rank－two　n］onotonic　function．　The　instance　has　the

‘yes’　solution　if　and　enly　if　G　contains　an　s－t　path　with　nonpositive　f3（m），　which　can　be

verified　by　solving　（MR2P）　with　f　：　f3．　Consequently，　we　have

Proposition　2．1．　Problem‘．MR21ヲisノゾ1）一hαr（孟

　　　In　the　rest　of　this　paper，　we　concentrate　on　a　class　of　（MR2P）　where　all　the　nonzero

components　of　ei　or　e2　are　the　same　value．　Since　f　is　rank－two　monotonic　with　respect

to　oriei　and　a2e2　for　any　pesitive　evks，　we　can　assume　either　of　the　vectors　te　be　binary．

We　then　show　that　this　class　can　be　solved　in　polynomial　time．　Certainly，　it　cevers　only

part　．of　（MR2P），　but　is　substantial　in　practical　applications．　For　example，　in　navigation

systems，　we　may　wish　to　find　a　route　that　is　short　in　length　and　simultaneously　has

few　intersections　to　a　destination．　We　will　have　a　reasonable　route　by　minimizing　a
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rank－two　monotonic　function，　say　（dx　十　ori）（ex　十　a’2）　or　max｛dx，　a3ex｝，　where　aks　are

appropriate　constants，　e　is　the　vector　of　ones，　and　each　component　of　d　represents　the

distance　between　two　adjoining　intersections．

　　　Let　｛Ao，　A＋｝　be　a　partition　of　the　arc　set　A，　i．e．，　Ao　A　A＋　＝＝　e　and　Ao　U　A＋　＝＝　A．　ln

the　sequel，　we　assume　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　喝一｛O　for　each　（i，i）　E　Ao　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．21　for　each（i，］’）EA＋．）

Note　that　A＋　＃　¢；　otherwise，　condition　（i）　is　not　satisfied．　Also，　we　assume　for　simplicity

that　network　G　contains　a　directed　path　from　node　s　to　node　t．　We　can　easily　check　it

by　solving　an　ordinary　shortest　path　problem．　Under　these　conditions，　we　will　discuss

the　following　two　cases：

Case　1．　f　is　a　rank－two　monotonic　and　continuous　quasiconcave　funct，ion　on　D；

Case　2．　f　is　a　rank－two　monotonic　and　general　continuous　function　on　D．

3．　Parametric　cost　algorithm　for　Case　1

We　first　show　that　（MR2P）　satisfying　condition　（2．2）　can　be　solved　in　polynomial　time

if　the　cost　function　f　is　quasiconcave　on　D，　i．e．，　for　any　x，　y　E　D，　we　have

　　　　　　　　　　　　　f［（1　一　A）x十Ay］　｝）　inin｛f（x），’f（y）｝　for　any　A　G　［O，1］．　（3．1）

The　functions　fi　and　f2　given　in　Section　2　satisfy　this　condition　on　Di　and　D2，　respec－

tively　［21．

　　　Whenever　f　satisfies　（3．1），　we　can　omit　the　integrality　constraint　x　E　Z”‘　and　write

the　problem　simply　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　minimize｛f（x）IxEX｝．　（3．2）

The　minimum　of　f　is　achieved　at　some　vertex　x“　of　the　polyhedron　X．　The　total

unimodularity　of　the　incidence　matrix　of　G　guarantees　that　x＊　is　an　integral　vector　and

provides　an　optimal　s－t　path　［1］．　We　also　have　the　following　regardless　of　condition　（2．2）：

Theorem　3．1．　ij　f　is　g2Lasiconcave　on　D，　there　i，s　some　constant　A　）　O　such　that　any

optimal　solution　to　a　problem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／PO（λ）ノminimiz・｛clx＋λc2叫媛X｝

is　an　optimal　solution　to　（3．2？．

Proof：　See　Theorems　9．1　and　9．2　in　［111．　一
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　　　This　theorem　holds　true　even　for　the　problem　without　network　structures　so　long　as

f　is　rank－two　monotonic　with　respect　to　ci，　c2　and　bounded　from　below　on　X．　Tuy

and　Tam　［18」　have　used　it　and　proposed　a　parametric　simplex　algorithm　for　minimizing

a　rank－two　monotonic　quasiconcave　function　over　a　general　poiytope．　Since　（3．2）　i　s　a

special　case　of　their　problem，　we　can　solve　it　in　the　same　way　as　in　［181．

　　　Note　that，　in　our　case，　［PC（A）1　is　a　shortest　path　preblem　with　nonnegative　arc

length　cl十λc2　for　a皿yλ≧0．　We　can　compute　an　optimal　solutio脇（λ）to［PC（λ）l　in

O（m　十　nlog　n）　time，　using　Dijkstra’s　algorithm　［1］．　Let

X＊＝｛x∈RM　1詔＝の（λ）りλ≧0｝．

We　see　from　Theorem　3．2　that　an　optimal　solution　to　（3．2）　is　given　by

x“　E　argmin｛f（x）lx　E　X＊｝．

It　will　be　time－consuming　to　obtain　the　whole　of　X＊　if　we　use　Dijkstra’s　algorithm　to

compute　x（A）　for　each　A　2　O．　We　can，　however，　accomplish　it　in　polynomial　time　using

algorithms　by　Karp　and　Orlin　［8］．　To　solve　parametric　shortest　path　problems　just　like

［PC（A）］，　they　have　developed　two　algori’thms：　an　O（n3）　algorithm　based　upon　dynamic

program画ng　and　an　O（nm　log　n）network．s玉mplex　algorithm．　Both　generate　a　partition

｛li，．．．，Ir｝　of　the　interval　［O，　oo）　and　a　set　｛Pi，．．．，Pr｝　of　s－t　paths　in　G　such　that　Pk

is’a　shortest　path，　with　respectj　to　the　arc　length　ci　十　Ae2，　for　all　A　E　lk．　Using　either　of

the皿as　a　subroutine，　we　ca孕tailor　the　algorithm　by　Tuy　and　Tam　for　problem（32）・

algorithm　PARAMETRIC－COST
begin
　　using　one　of　the　algorithms　in　［81，　compute　a　partition　｛Ii，．．．，lr｝　of　the　interval

　　　［O，oo）　and　a　set　｛Pi，．．．，P”｝　of　paths　in　G　such　that　Pk　is　a　shortest　path　from・

　　node　s　to　node　t　for　all　A　E　lk；

　　　v　：＝＝　十〇〇；

　　　for　k　＝　1，．．．，r　do　b　egin

　　　　　let　mk　denote　the　vector　corresponding　to　Pk；

　　　　　if　f（xk）　〈　v　then　v：＝　f（xk）　and　x＊　：＝　xk

　　　end

end；

　　For　each　k　＝　1，．．．，r，　the　vector　xk　is　an　optimal　solution　to　［PC（A）］　for　all　A　E　lk．

Since　U£．ille’　＝　［O，十〇〇），　the　set　｛xi，．．．，xk｝　can　be　thought　of　as　X＊；　and　m“　refers

to　an　optimal　solution　to　（3．2）　at　the　end　of　the　algorithm．　The　number　r　of　paths

Pi，　．．．，　Pr　is　known　to　be　at　most　n2　［8］．　Therefore，　PARAMETRIC－COST　requlres

O（n2）　evaluations　of　f　in　addition　to　O（n3）　or　O（nm　log　n）　arithmetic　operations．　This
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Figure　3．1．　The　network　G　of　problem　（3．3）．

result　is　rather　satisfactory　compared　with　those　for　ordinary　shortest　path　problems．

Since　network　simplex　aigorithms　are　very　efficient　in　practice，　PARAMETRIC－COST

would　be　as　well　when　it　uses　the　O（nm　log　n）　subroutine．　Unfortunately，　however，

the　algorithm　PARAMETRIC一一COST　only　works　on　problems　with　quasiconcave　cost

functions．　Unless　the　cost　function　is　quasiconcave，　the　algorithm　can　fail　even　in　a　toy

problem．

Example　3．1．　Consider　the　following　problem　with　a　rank－two　convex　cost　function：

　コ　　　　　コ　　　　　　　の

mlmmlze
subject　to

f（m）　＝　max｛cix，c2x｝

X12　＋X13　一一　X41　＝　1，　X24　＋X2s　一一　X12　＝O

X36－X13＝O，　X41＋X46一一X24＝＝O
X57一一一X25：e，’@X67一一X36－X46＝＝O
一一

?唐V　一　x67　＝　一一1

xij　：　nonnegative　integer　for　each　（i，2’），

（3．3）

where
　　　　　　　　　　　　　cl，　＝＝　c5，　＝　c5，　＝＝　cg7　＝　1，　cl，　＝　c5，　＝：　c4，　＝　cl，　＝：　cg，　＝＝　o

　　　　　　　　　　　　　c？2　＝　c34　＝　c3s　＝　cg7　＝＝　O，　c？3　＝　cZ6　＝　cZi　＝：　cZ6　＝　c37　＝：’i・

Figure　3．1　shows　the　network　G　associated　with　this　problem，　where　the　fine　and　bold

lines　represent　the　arcs　in　Ao　and　A＋，　respectively．

　　　It　is　easy　to　see　from　Figure　3ユthat　an　optimal　path　is　P＊＝（1，2，4，6，7）of　cost

max｛c12　十　c54，　cX6　十　cg7｝　＝　2；　but　the　algorithm　PARAMETRIC－COST　only　generates

　　　　　　　　　　　Il＝［0，1】，　　P1＝（1，3，6，7），　max｛0，　c13十c16十c17｝＝・3

　　　　　　　　　　　12　．．　［1，十〇〇），　P2＝（1，2，5，7），　max｛c？2十。3s十cg7，　O｝＝　3

and　misses　P＊．
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　　　This　example　suggests　that　we　have　to’device　another　algorithm　to　solve　more　general

class　of　（MR2P）．

4．　Parametric　right－hand－side　algorit　hm　for　Case　2

Without　assuming　f　to　b　e　quasiconcave，　let　us　consider　the　class　of　（MR2P）

minimize｛ノ（x）ゆ∈X∩zm｝ （4．1）

which　satis丘es　condition（2．2）and　contains　an　8－t　path　in．　the　underlying　neもworkσ．

　　　Te　solve　（4．1），　we　again　introduce　a　parameter　A　）　’O　but　in　a　way　different　from

［P　C（A）］：

　　　　　　　　　　　　　　　　minimize｛f（x）lmEXnZM，　c2x　＝A，　A）O｝．　（4．2）

Since　the　value　of　e2　x　is　always　nonnegative　on　X，　this　problem　is　equivalent　to　（4．1）．

We　also　see　from　condition　（ii）　of　the　rank－two　monotonicity　that　once　the　value　of　A　is

fixed，　（4．2）　reduces　to　a　shortest　path　problem　with　a　side　constraint

［PR（A）］　minimize｛cix　i　m　E　X　n　ZM，　．c2x　＝＝　A｝．

Let　‘r（A）　be　an　optimal　solution　to　［PR（A）1　if　it　exists，　and　let　g（A）　＝　f［x（A）］，　where

f［x（A）1　is　understood　to　be　十〇〇　if　［PR（A）］　has　ne　optimal　sQlutions．　Then　（4．2）　amounts

to　a　minimization　of　the　univariate　function：

minimize｛g（A）　i　A　）　O｝．

While　an　optimal　path　of　（MR2P）　is　elementary　and　contains　at　most　n．一一　1　arcs，　the

path　corresponding　to　x（A）　contains　at　least　A　arcs．　Therefore，　to　lo　cate　a　minimum

point　A“　of　g，　we　need　only　to　solve　［PR（A）］　for　each　A　E　［0，n　一一　1］．　An　optimal　solution

x（λ＊）to［PR（λ＊）】solves　the　target　problem（4ユ）．

　　　Whether　f　is　quasiconcave　or　not，　this　approach　never　misses　an　optimal　solution

to　（4．1）；　but　it　seems　no　good　from　the　computational　viewpoint　一　for　shortest　path

problems　with　a　side　constraint　are　in　general　intractable，　as　is　（SWCP）．　Under　condition

（2．2），　however，　we　can　show　that　the　total　computational　time　needed　in　this　approach

is　polynomial　in　n　and　m．

4．1．　AUXILIARY　NETWORK

Let　dA（i，1’）　denote　the　distance，　with　respect　to　the　arc　length　ci，　from　node　i　to　node　1’

along　a　shortest　path　that　contains　exactly　A　arcs　in　A＋．　lf　such　a　path　does　not　exist，

then　dA（i，2’）　＝　十〇〇．　Naturally，　dA（s，t）　is　equal　to　the　optimal　value　g（A）　of　［PR（A）1．

　　　Now，　suppose　that　a　path　P　＝　（s　＝　io，ii，．．．，i．＋i，i，　：」）　provides　dA（i，i）　〈　十〇〇

’for　A　12：　1．　Let　（i，，　i，＋i）　be　the　last　A＋　arc　that　we　pass　when　going　along　the　path　P

from　node　s．　ln　other　words，　a　subpath　（iig＋i，．．．，i．）　of　P　consists　of　only　arcs　in　Ao．
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Figure　4．1．　The　auxiliary　ne七work　G（A）associated　wi七h　problem（3．3）．

We　then　see　thaもpaths（io，　il，＿，iq）and（ig＋1ラ＿，ir）provide　dλ一1（．s，i，）　and　do（ig＋1，の，

respectively．　Otherwise，　P　cannot　be　a　shortest　path　containing　exactly　A　arcs　in　A＋．

The　following　is　an　immediate　consequen．ce：

Lemma　4．1．　For　each　A　2　1，　we　have

蹟・，ゴ）＝皿in｛dλ一1（S，・k）＋嚥＋dO（e，ブ）1（k，の∈A＋｝勉・”・r卸∈N． （4．3）

Using　this　relationship，　we　can　successively　generate　dO（s，　t），　di（s，t），　．．．，　an－i（s，t），

among　of　which　is　the　minimuin　value　of　g，　i．e．，　the　length　of　an　s－t　path　optimal　for

［PR（A＊）］　and　hence　for　（4．1）．　To　carry　out　this　in　a　systematic・and　efiicient　way，　we

introduce　an　auxilia：ry　network　G（A）．

　　　Given　dλ一1（5，のwithλ≧1，　we　con．structσ（λ）fromσ＝（N，　Ao　U・A＋）as　follows．

We　make　a　copy　N’　of　the　original　node　set　N，　and　replace　each　arc　（i，」’）　E　A＋　by

an　arc　（i’，3’）　of　length　c；・」　from　node　i’　E　N’　to　node　3’　E　N．　We　further　introduce

an　artificial　node　s’　and　connect　it　and　each　node　i’　E　N’　with　an　artificial　arc　（s’，i’）

of　length　dAin－i（s，　i）．　Figure　4．1　illustrates　the　resulting　network　when　we　apply　this

transformation　to　the　network　in　Figure　3．1．

　　　It　follows　from　the　above　construction　of　G（A）　that　any　directed　path　from　node　s’

to　node　2’　E　N　consists　of　three　parts：　the　first　part　is　an　artificial　arc　（st，　k’）　of　length

8



aλ囎1（・，k）；the・ec・nd　i・an　arc（k’，の・f　l・ngth・ke・ub・tituting　f・・an　arc（k，の∈A＋；

and　the　third　is　a　directed　path　from　node　k　to　node　1’　in　a　subgraph　（N，　Ao）　of　G．

Hence，　from　Lemma　4．1，　the　value　of　dA（s，2’）　is　given　by　the　shortest　path　distance　from

no　de　s’　to　node　］’　E　N　in　G（A）．　Since　the　length　of　each　arc　in　G（A）　is　nonnegative，　we

can　apply　Dijkstra’s　algorithm　to　G（A）　in　order　to　compute　dA（s，2’）　for　every　2’　E　N．

4．2．　DESCRIPTION　OF　THE　ALGORITHM

We　are　ready　to　present　the　algorithm　for　solving　problem　（4．1）．

algorithm　PARAMETRICkRHS
begin
　　　determine　the　shortest　path　distance　dO（s，i）　from　no　de　s　to　each　no　de　］’　E　N　in　the

　　　network　（N，　Ao）　with　arc　length　ei；

　　　if　aO（s，］’）　〈　＋oo　then　let　P，！　denote　the　path　of　length　dO（S，i）；

　　　if　dO（s，　t）　〈　十〇b　then

　　　　　　let　x’　denote　the　vector　corresponding　to　PtO　and　v：＝　f（x“）；

　　　else　v　：＝　＋oo；

　　　for　A　＝1，．．．，n　一1　do　begin

　　　　　　construct　the　auxi1iary　network　G（A）；

　　　　　　determine　the　shortest　path　distance　dA（s，］’）　from　node　s’　to　each　node　］’　E　N　in

　　　　　　G（A）i

　　　　　　if　aA（s，i　〈　十co　then　begin

　　　　　　　　replace　the　first　two　arcs　（s’，k’）　and　（k’，e’）　in　the　path　of　length　dA（s，3’）　by

　　　　　　　　理一1and（k，の∈A＋；

　　　　　　　　’let　P」　denote　the　resulting　path　in　G

　　　　　　end；

　　　　　　if　dA（s，　t）　〈　十〇〇　then　begin

　　　　　　　　let　xk　denote　the　yector　corresponding　to　PtA；

　　　　　　　　if　f（xk）　〈vthen　x＊：：xk　and　v：＝　f（x＊）

　　　　　　end

　　　end

end；

Theorem　4．2．　The　algorithm　PA　RAMETRIC－RHS　yields　an　optimal　solution　m＊　to

（4．1？　in　O（nm　十　n2　log　n）　anthmetic　operations　and　O（n）　evaluations　of　function　f．

Proof：　The　algorithm　generates　n　distances　dO（s，t），　di（s，　t），　．．．，　d”一一i（s，　t）　between

nodes　s　and　t．　Some　of　them　might　be　十〇〇；　butt　at　least　one，　as　we　have　seen　already，　is

provided　by　an　optimal　s－t　path　of　（4．1）．　At　the，　end　of　the　algorithm，　x＊　refers　to　the

s一覧path，
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　　　Let　us　turn　to　the　computational　complexity．　For　every　node　］’　E　N，　the　distance

dO（s，］’）　can　be　computed　in　O（m　＋　n　log　n）　arithmetic　operations　if　Dijkstra’s　algorithm

is　applied　to　the　network　（N，　Ao）．　ln　the　Ath　iteration　（A　2　1），　there　are　two　major

tasks：　to　construct　the　auxiliary　network　G（A）　and　to　compute　dA（s，］’）　for　every　node

2’@E　N．　The　former　requires　O（n　十　m）　arithmetic　operations　in　the　first　iteration；　but

afterwards　only　the　lengths　of　at　most　m　arcs　need　updating　for　each　iteration．　The

latter　can　be　done　in　O（m　十　n　log　n）　arithmetic　operations，　using　Dijkstra’s　algorithm，

since　G（A）　contains　2n　十1　no　des　and　n　十　m　arcs．　Therefore，　the　total　number　of

arithmetic　operations　is　O（nm　十　n2　log　n）．　ln　addition　to　this，　the　algorithm　evaluates　f

at　most　once　for　each　iteration．　Hence，　the　tbta｝　number　of　evaluations　of　f　is　bounded

byO（n）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　塵

Example　4．2．　．　Let　us　try　to　solve　problem　（3．3）　in　Example　3．1，　using　the　algorithm

PARAMETRICRHS．
　　　To　begin　with，　we　determine　the　shortest　path　distance　dO（1，1’）　from　node　s　＝　1　to

each　node　］’　一一一“一　1，．．．，7　in　the　subnetwork　（N，　240）　（see　Figure　3．1）：

ブ 1 2 3 4 5 6 71

40（1，ゴ） 0 1 十〇〇 2 2 十〇c 3

Since　a　path　1叩・＝（1，2ラ5，7）provides　do（1，7）＝＝　3く十∞，　we　initialize　the　incumbe皿t：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X；’j　：＝：　（　6　gf，£Z，”／．・），，E，｛（”2）’（2’5）’（5・7）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v：＝　f（x＊）　一一　max｛cl，　十　c5s　十　cg7，　o｝　＝3．

Then　we　proceed　to　the　iteration　process．

lteration　1：　We　construct　the　auxiliary　netwoirk　G（1），　as　shown　in　Figure　4．1，　and

determine　the　shortest　path　distance　in　it　from　node　s’　to　node　］’　＝　1，．．．，7：

ゴ 1 2 3 4 5 6 7

41（1，　2’） 2 3 0 4 4 2 5

We　obtain　P7i　一一一一　（1，2，4，1，2，5，7）　from　a　path　（s’，4’，1，2，5，7）　of　length　d’（1，7）　＝　5　in

G（1）；　but　it　costs

f（xi）　＝　max｛2cl，　十　cS4　十　c5s　十　cg7，　eZi｝　＝　5　〉　v・

iteration　2：　We　update　the　auxiliary　network　G（2）　and　determine　the　shortest　path

distance　in　it　from　node　s’　to　each　node　2’　一一一’一一　1，．．．，7：

ブ 1 2 3 4 5 6 7

42（1，ゴ） 4 5 2 6 7 0 2

10



We　obtain　P72　＝　（1，2，4，6，7）　from　a　path　（s’，6’，7）　of　length　a2（1，7）　＝＝　2　in　G（2）；　and　it

costs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x2）　＝　max｛c12　＋　c54

Therefore，　we　update　the　incumbent：

c葦6十。蓋7｝＝＝2＜JV．

o1麟｛（1，2），（2，4），（郷7）｝

建ア：＝ノ（の2）＝2，

（4．4）

Iterations　3，．．．，6：　ln　the　satne　way　as　above，　for　each　A　＝：　3，．．．，6，　we　compute

dλ（1，　］’）f6rゴ＝・1，．．．，7andノ（xり：

ゴ 1 2 3 4 5 6 7

43（1，ブ） 6 7 4 8 8 2 0 ノ（鉛3）＝3

44（1，ゴ） 8 9 6 10 10 4 2 ノ（x4）＝・4

45（1，ゴ） 10 11 8 12 12 6 4 ノ（X5）＝5

46（1，　］’） 12 13 10 14 14 8 6 ！（即6）＝6

Since　f（xA）　〉　v　for　each　A　＝　3，．．．，6，　the　pqth　P72　is　optimal；　and　（4．4）　is　an　optimal

solution　to　（3．3）．

　　　Thus，　we　succeeded　in　solving　problem　（3．3）．　Even　if　f　is　nonconvex　in　（3．3），　the

algorithm　PARAMETRIC」1且S　will　generate　the　same　sequence♂λ（1，7），λ＝0，1，＿，6；

but　possibly　the　output　will　be　different　from　（4．4）．

5．　Concluding　remark

In　the　previous　sections，　we　have　developed　two　parametric　algorithms　to　solve　a　class

of　minimum　rank－two　cost　path　problem　（MR2P）　in　which　e2，　one　of　the　vectors　char－

acterizing　the　rank－two　monotonic　cost　function　f，　is　a　binary　vector．　The　algorithm

PARAMETRIC－COST　yields　an　optimal　solutien　in　O（n3）　or　O（nm　log　n）　arithmetic

operations　and　O（n2）　evaluations　of　f　if　the　function　f　is　quasiconcave．　The　algorithm

PARAMETRIC－COST　solves　any　problem　in　this　class　in　O（nm　十　n2　log　n）　arithmetic

operations　and　O（n）　evaluations　of　f．　Using　these　algorithms，　we　can　solve　the　general

class　of　（MR2P）　in　qseudopolynomial　time．

　　　For　a　given　problem　in　（MR2P），　we　first　transform　the　underlying　network　G　＝：

（N，　A）　as　follows　（see　also　Figure　5．1）．　For　each　（i，7’）　E　A　with　c，2・，・　〉　1，　we　insta11　c？・，・　一1

nodes　on’@arc　（i，1’）　and　divide　it　into　c？・」・　directed　arcs．　Let　Ai」・　denote　the　set　of　arcs

generated　on　arc　（i，」’）　E　A．　We　then　associate　with　each　arc　（p，　g）　E　Aij　two　numbers

暢一
o傭晶，・弓q・・

（5．1）
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Figure　5ユ．（a）arc（i，ブ）in　the　original　ne七work（穿；（b）arc　set．傷j　inもhe　resu1七ing　ne七workσ．

The　resulting　network，　denoted　by　G，　contains　at　most　n　十　C　nodes　and　m　十　C　arcs，

where　C　＝　2　（i，」）EA　c？・」．　The　original　network　G　contains　a　path　P　from　node　s　to　node

tif　alld　only　ifσcontains　a　path　P　between　the　same　nodes．　Flor　each　arc（i，の∈P，

the　path　P　contains　all　the　arcs　in　Ai」・．　Therefore，　from　（5．1），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σc各＝Σ∂い・・k＝1，2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iの∈P　　（P，9）∈．P

which　implies　that　the　costs　of　P　aRd　P　are　identical．　Since　the　ve’ctor　b2　of　5；qs　is　binary，

we　can　apply　our　algorithms　to　the　network　G．　The　time　needed　in　this　approach　is

polynomial　in　n，　m　and　C，　since　the　numbers　of　nodes　and　arcs　in　G　are　linear　in　them．
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