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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　In　the　so－called　geometric　approach，　the　notion　of　generalized　（C，　A，　B）一pair　is　introduced　for　uncer－

tain　linear　systems　and　its　properties　are　investigated．　Further，　the　robust　disturbance－rejeetion　problem

with　dynamic　compensator　is　formulated　and　some　suMcient　conditions　for　the　problem　to　be　solvable　are

presented．
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1 Int　ro　d　uct　io　n

　　　　　　The　notion　of　（A，B）一invariance　was　first　studied　independently　by　Basil　and　Marro［1］　and　Wonham［6］，

respectively　and　various　control　problems　have　been　studied．　Further，　the　notion　of　（C，　A）一invariance　was

studied　by　Bqsil　and　Marro［1］，　and　then　the　notion　of（C，　A，　B）一pair　was　first　introduced　by　Schumacher［5］　and

this　concept　has　been　successfully　studied　to　design　dynamic　compensators．

After　that，　simultaneous　versions　of　（A，B）一invariance，　（C，　A）一invariance　and　（C，　A，　B）一pair　were　investigated

by　Ghosh［3ユand　disturbance－r（）jection　problems　fbr　uncertain　linear　systems　in　the　sense　that　system’s　matrices

are　represented　as　convex　combinations　of　given　matrices　were　investigated．　Further，　the　notions　of　generalized

（A，B）一invariance　and　generalized　（C，　A）一invariance　were　studied　by　Bhattacharyya［2］　and　the　present　author［4］，

respectively　and　robust　disturbance－rejection　problems　with　state　feedback　and　with　output　feedback　were

investigated．

　　　　　In　this　paper，　the　notion　of　generalized　（C，　A，　B）一pair　is　introduced　and　its　properties　are　investigated．

Further，　a　robust　disturbance－rejection　problem　with　dynamic　compensator　for　uncertain　linear　system　which

was　investigated　by　Bhattacharyya［2］　and　Otsuka［4］　is　formulated，　and　some　sufficient　conditions　for　the　problem

to　be　solvable　are　presented．　Finally，　an　illustrative　example　is　given．

2 Generalized　lnvariant　Subspaces

　　　　　First，　we　give　some　notations　used　throughout　this　investigation．　For　a　linear　map　A　from　a　vector　space

X　into　a　vector　space　Y　and　a　subspace　g　of　Y　the　image，　the　kernel，　the　inverse　image　and　the’dimension

are　denoted　by　lm（A），　Ker（A），　A－ig：＝　｛x　E　X　1　Ax　E　g｝　and　dim（g），　respectively．　Further，　the　direct　sum，

the　orthogonal　complement　and　the　identity　operator　on　Rn　are　denoted　by　O，　（・）X　and　1．，respectively．　For

vectors　｛vi，…　，vk｝　span｛vi，1’・・，vk｝　means　the　linear　subspace　generated　by　the　vectors　｛vi，…　，vk｝．

　　　　　Next，　consider　the　following　linear　systems　defined　in　an　Euclidean　space　X　：＝　Rn　：
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s（a，6，7）：

i　t／il（，g．（1）　．’一一，4，（sf＆x，ft）＋B（B）u（t），

where　x（t）∈X，　u（オ）∈σ：＝Rm，y（t）∈y：＝Re　are　the　state，　the　input　and　the　measurement　output，

respectively．　And　coefEicient　matrices・4（α），　B（β）and　O（γ）have　unknown　parameters　in　the　sense　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　双α）＝A・＋α・A、＋…＋C・pAp・＝且・＋△A（α）∈Rn×n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　β（β）＝β0＋β1　Bi＋…　＋β9　Bg：＝Bo＋△B（β）∈Rn×m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O（7）＝0。＋’）”、0、＋…＋γ磨・C．・＝0。＋△0（7）∈Re’・　n，

whereα：＝（α1，…　，αP）∈RP，β：＝（β1，・一，β9）∈R9，7：＝（71，…　，’γr）∈R「・

In　system　S（α，β，7）（Ao，βo，Oo）and（△双α），△B（β），△0（7））represent　the　nominal　system　model　and　a

specific　uncertain　perturbation，　respectively．

2．1　Generalized（、4，　B）一invariant　Subspaces　　　　　　　　　　　　　’

　　　　In　this　subsection，　a　generalized（A，　B）一invariant　subspace　and　its　properties　which　were　investigated　by

Bhattacharyya［2］are　summarized．

Definition　2．1　：Let　V，9（⊂X）be　subspaces．

　　γis　said　to　be　a　generalized（ノ1，　B）一invariant　if　there　exists　an　F∈一Rm×n　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（α）＋B（β）F）v⊂v

for　all（α，β）∈R？×侃9・Further，　define

F（V）：＝｛F∈Rm×n　l（A（α）＋B（β）F）γ⊂γfbr　all（α，β）∈RP×R9｝and

y（A，B；9）：・＝｛V（⊂∫2）iヨF∈Rm×n　s．t．（A（α）＋B（β）F）V⊂yfbr　all（α，β）∈RP×R9｝・■

　　：For　a　subspaceシof　X　define　a　subspace　Rv　of　Rm　and　a　linear　map（？y　on　Rm　by

　　　　　　　　　を
　　　　Rv：＝∩Bi　1　v　and（？v：＝Rm→Rm，　a　projection　map　onto　Rv　along（Rの⊥，　respectively・

　　　　　　　　　i＝1．

　　Then，　the　fbllowing　lemma　was　proved．

Lemma　2．2［2］The　following　three　statements　are　eguivalent．

　　（i）γ∈v（ノ4，B；∫2）・

　　（ii）There　exists　an　F∈Rm×n　such　that（Ao十BoF）V⊂Vand　BiFV⊂V（iニ1，…，q），　and　Ai　V⊂V⊂

9（i＝1，…，P）．

　　（iii）AoV⊂Im（一Bo（？v）十Vand　Ai　V⊂レ⊂9（i＝1，…，P）・■

The　fbllowing　lemma　gives　the　computational　algorithm　of　a　unique　maximal　element　of　V（A，　B；9）．

Lemma　2．3［2］V（且，B；9）has　a　unique　maximal　elementレ＊（9）which　may　be　calculated　from　the　fbllowing

algorithm．

　　　　Step1．▽1〕：＝∫2．
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　　　　　　　　　ぼ
St・p2・Rk・＝∩B、　IVk（⊂Rm），　wh・・e　Br　’yle・ニ｛u∈Rm　l恥∈喝（k≧0）・

　　　　　　　　ゼニユ

Step3．　Qk：＝Rm→Rm，aprojection　map　onto　Rk　along（Rk）⊥（k≧0）．

Step4．　BOk：＝Bo（？k（た＞0）．

St・p5．　Vk＋、・＝V・　n　A，”’（lmB・・＋V・）∩Ar1Vk∩…∩且∬1臨（k≧0）・

Step6．　V＊（9）：＝Vn．　■

2．2　Generalized（0，　A）一invariant　Subspaces

　　I：nthis　subsection，　a　generalized（0，ノ1）一invariant　subspace　and　its　properties　which　were　investigated　by　the

present　author［4］are　summarized．

Definition　2．4　：Let　V，ε（⊂X）be　subspaces．

　　Vis　said　to　be　a　generalized（σ，ノ1）一invariant　if　there　exists　a　G∈Rn×e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（α）＋σ0（γ））γ⊂Y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、

for　all（α，7）∈’Rp×R「．　Further，　define

G（V）・＝｛σ∈Rn×e　l（A（α）＋GO（γ））γ⊂Vf…ll　1（α，’）t）∈RP×R「｝and

V（0，・Ai・）・ニ｛V（⊃・）1ヨσ∈Rnxe　s．t．（A（α）＋σ0（7））V⊂Vf・・all（α，7）∈RP×R「｝・・

　　F・…ub・p・・e　V・fX1・t　Pv・b・alin・a・map・n・Re　sati・fying　K・・pv＝Σαyand　yニφe（V∩K・・（pv・C・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぎコユ
for　some　subspaceφ．　Since，σoφ∩Ker．pv＝｛0｝，　we　can　define　a　projection　map．Pγ：Re→R㌔nto　Ooφ㊥r

　　　　　　　　　　　ヅ
・1・ng・KerPy＝ΣC，　V　f・r　s・m・・ub・pace　r・ati・fying　V＝φ㊦（Y∩K・・（pv・C・））・

　　　　　　　　　　i＝1

　　Then，　the　following　lemma　was　proved．

：Lemma　2．5［4］The　following　three　statements　are　equivalent．

　　（i）v∈y（o，．A；ε）・

　　（ii）Th・・e　exi・t・aG∈Rn×乏su・h　th・t（A・＋GO・）V⊂V　and　GC・V⊂V（i＝1，…，r），　A・V⊂V（乏＝

1，…　　，P）andε⊂1／．

　　（iii）．40（V∩Ker（Py　Oo））⊂V，　Ai　V⊂V（i＝1，…，p）andε⊂V．■

　　The　following　lemma　gives　the　computational　algorithm　of　a　unique　minimal　element　of　V（0，　A；ε）．

：Lemma　2．6［4］V（0，　A；ε）has　a　unique　minimal　elerpent砿（ε）which　may　be　calculated　from　the　following

algorithm．

　　　　Step1．「Vo：＝ε．

　　　　Step2．．Pk：＝Re→Re，　a　projection　map　onto　Ooφ鳶㊥rk　along　KerPle　for　some　Tk　such　that

　　　　　　　　　K・・P・＝ΣC・V・　and　Vk＝φ・e（Vk∩K・・（P・・C・））（k≧0）・

　　　　　　　　　　　　　　　ぎコユ
　　　　Step3．（70k：：＝Pk　Co　（k≧0）．

　　　　Step4．　Vk＋1：＝Vk十．40（KerCo　ic∩Vk）十AlVk十…　十Ap　Vk　（k≧0）．

　　　　Step5．砿（ε）：＝Vn・　■
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3　Generalized（C，　A，　B）一pair

　　　　　In　this　section，　the　notion　of　generalized　（C，　A，B）一pair　which　is　a　generalization　of　（C，　A，B）一pair　inves－

tigated　by　Schumacher［5］　is　introduced　and　its　properties　are　investigated．

　　　Consider　the　system　S（ct，6，7）　in　Section　2．

Now，　introduce　a　compensator　（K，　L，M，　N）　defined　in　W　：＝　RW　of　the　following　form　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛謡隙（t），　・　（1）

where　AI　E　RW　XW，　M　E　RW　Xe，　L　E　RMXW　and　K　E　RMXe．

If　a　compensator　of　the　form　（1）　is　applied　to　system　S（or，6，7），　the　resulting　closed－loop　system　with　the

extended　state　space　X　e　：＝　X　O　W　is　easily　seen　to　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　藷［劃一［A（α）蹴σ（7）B劉［糾…　（2）

For　the　combined　system　（2），　define

　　　　　　　　　　　　　　　xe（オ）：一［劃副一）十（α）鼎。（7）聖）五］・　（3）

　　　Now，　the　difinition　of　a　generalized　（C，　A，B）一pair　is　given．

Definition　3．1　Let　Vi　and　V2　be　subspaces　of　X．　A　pair　（Vi，V2）　is　said　to　be　a　generalized　（C，　A，B）一pair　if

the　following　three　conditions　are　satisfied．

　　　（i）　Vi　is　a　generalized　（C，　A）一invariant．

　　　（ii）　V2　is　a　generalized　（A，B）一invariant．

　　　（iii）　Vi　C　V2．　i

　　　For　a　closed－loop　system　（2）　with　（3），　we　give　the　following　definitions．

Definition　3．2　Le七γe　be　a　subspace　of　Xe．　Vθis　said　to　be　an　Ae（α，β，’γ）一invariant　if・Ae（α，β，7）Ve⊂Ve

for　all　（a，B，7）　E　RP　×　R9　×　Rr．　m

Definition　3．3　Let　Ve　be　a　subspace　of　Xe．The　following　two　subspaces　are　defined：

V・・
¥X団∈囲　・…∈W｝i　Px（［四）and

vs　：一　（xExl［：］Eye），

where　Px　is　the　projection　map　from　Xe　onto　X　along　W．　1

　　The　following　lemma　is　used　to　prove　Lemma　3．5．

Lemma　3．4　lf　a　pair（Vi，Y2）of　subspaces　of　X　is　a　generalized（C，　A，　B）一pair　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21mBi　c　Vi　c　V2　c　AKerCi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



then　there　exist　G∈G（Vl），　G（β）∈Rn×e，　F（7）∈F（V2），　Fo∈Rm×n　and．κ∈Rm×e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　｛G＝F（7）緊（贈爵塩，all（β，γ）∈＿払．

Pr・・£supP6・e　th・t・p・i・（v・，Y2）1・ag・n・・alized（o，　A，　B）一P・ir　sati・fying　th・・t・t・d・b・ve　c・nditi・n・．　sin・e

　を

ΣimBi⊂V2，　it　remarks　tha晩＋ImB（β）＝V2＋ImBo・

iニ1

Claim　1：σσ（7）Vl⊂V2十ImBo　for　all　G∈σ（Vl）an　d　7∈R「．

To　prove　Claim　1，　choose　an　arbitrary・element　x∈Vl．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gσ（7）x＝（A（α）＋σσ（γ））x－A（α）x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∈　Vl＋V2＋ImB（β）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∈　V2十ImB（β），

　　　　　　・　．　　　　　　　　　・＝1ろ＋lmBo，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、

which　proves　Claim　1．

　　Next，　the　following　two　Claims　2　and　3　hold．

Claim　2：There　exists　aσ∈G（Vl）such　that　ImG⊂V2十ImBo．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
T・p・・v・Cl・im　2，・h…ea∂∈σ（り・nd・x（＝y＋z）∈Re・u・h　th・t　y∈Σ（）・V・　and　z∈（ΣC・　Vi）⊥・D・丘n・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　　i：＝O
alinear　map　G∈Rn×e　by　Gx：＝∂y．　Then，　for　some　xi∈Vl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gx　＝　（勉＝Σac，　x，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴニむ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∈　V2十Im．Bo，（by　Claim　1）

whi，ch　proves　Claim　2．

Claim　3：There　exists　a　K∈Rm×㌔nd　G（β）∈Rn×乏such　that　G＝B（β）K＋G（β），　Imσ（β）⊂V2．

To　prove　Claim　3，　let｛Y1，…，ye｝be　a　basis　of　Re．　Then，　it　fbllows　from　Claim　2　that　there　exists　an　xi∈V2

and　2Li∈Rm　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gyi＝Xi＋BoUi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　す　　　　　　　　　　　　　　　を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Xi　一　2βi　BiUi＋BoUi　＋　2βi　BiUi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　，　　　　　　　　　た：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（xi　一　2Pi　Biui）＋B（β）Zti・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Define　linear　maps　K∈Rm×e　and　G（β）∈．Rn×e　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　す
　　　　　　　　　　　　　　　　無：＝ui　and　G（β）31i：＝xi一Σ　Pi　Bi　ui，respectively・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gyi＝G（β）！li＋1ヲ（β）K　yi　and　G（β）yi∈V2，

which　proves　dlaim　3．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



Claim　4：（双α）十GC（”〉’））V2⊂V2十ImBo　for　all（α，”）”）∈Rp×R「．

In　fact，

　　　　　　　　　　（双α）＋σσ（γ））％・・双α）巧＋σσ（γ）巧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　V2＋Imβ（β）＋Imσ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　V2＋ImB（β）＋V2＋Im．Bo（by　Claim　2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rV2＋lmBo，

which　proves　Claim　4．

Now，　choose　parametersα1＝α2＝…＝αp＝71＝72＝…＝7r＝Oin　Claim　4．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao＋σ00）V2⊂V2＋ImBo，

which　means　V2　is（（．40十σσo），．Bo）一invariant．　Hence，　there　exists　an．F∈Rm×n　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ノlo十（；！σo十1ヲoF）「レ〉⊂V2・　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、　　　　　　　　　　　（4）

Now，1et｛v1，…，v5｝be　a　basis　of　Vl　and｛v5＋1，…，vt｝be　a　basis　of　V2∩Vl⊥。　Then，　define’a　lillear　map

∬b∈Rm×n　astisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　撫：臨≧謡．．；オ）．・

　Then，七he　fbllowing　claim　holds．

claim　5：（A（α）＋GO（’）”）＋B（β）Fo）τろ⊂V2　for　all（α，β，γ）∈」Rp×Rg×R「and　Vl⊂Ker∬b・

Since　Vl⊂Ker　Fo　is　obvious，　we　prove　the　first　one．　Choose　an　arbitrary　element　x←y十の∈V2（y∈Vl，z∈

V2∩「Vt⊥）．Then，

　　　　（A（α）＋GO（7）＋B（β）Fo）x

　　　　　＝　　、（A（α）＋GO（’γ））y＋（A（α）＋σ0（7）＋B（β）Fo）z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　ゲ　　　　　　　　　　　　　　リ
　　　　　＝（A（α）＋GO（7））y＋A・2＋ΣcyiAi　z＋Gσ・・＋GΣ　7・　C・Z＋B・F・Z＋IZ）βiBi．Floz

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニ1　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　な　　　　　　　　　　　　　　　ヅ
　　　　　＝（A（α）＋σ0（の）y＋（且。＋σσ・＋B・F）・＋ΣcyiAiz＋Σ6・　B・　F・（by・V2⊂∩Kerα）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニ＝1　　　　　　　　　i＝：1　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　∈Y2（byσ∈G（V・），A・・V2⊂卿＝1，…，P），ΣimBi⊂V・　and（4）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

which　proves　Claim　5．

finally，　d・fin・F（7）・＝κC（の＋E。．

Then，　the　following　claim　holds。　　’

Claim　6：F（7）∈F（V2）・

In　fact，

　　　　　　（A（α）＋B（β）F（の）「レS　＝　　（A（α）＋」B（β）κ0（’γ）＋β（β）万b）1ろ

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　｛A（α）＋（B（β）K＋G（β））0（γ）一G（β）0（γ）＋B（β）Fo｝V2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛双α）＋GO（’γ）＋B（β）Fo一σ（β）0（γ）｝V2　（by　Claim　3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　（A（α）＋σ0（’γ）＋B（β）Fo）V2＋Imσ（β）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　V2（by　Claim　3　and　Claim　5），

which　proves　Claim　6．

This　completes　the　proof　of　Lemma　3．4．■

　　The　following　lemma　is　used　to　prove　Theorem　4．2．

：Lemma　3．5’ hf　a　pair（Vl，V2）of　subspaces　of　X　is　a　generalized（0，　A，　B）一pair　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヅ

　　　　　　　　　　　　　　　ΣlmBi⊂V・⊂V2⊂∩K・・q・nd晒⊂卿＝1，…，P），

　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

then　there　exist　a　compensator（K，五，．M，　N）on　W：＝Rωand　a　subspace　Ve　of　Xe　such　that　Vl＝Vs，　V2＝Yp

and》εis　Ae（α，β，’〉‘）一invariant，　whereω：＝dimlろ一dimVl．

Proof．　Suppose　that　there　exists　a　pair（Vl，▽のof』subspaces　satisfying　the　stated　abov：6　conditions．　Let

｛Vl）”・）Vs｝，｛vl，…　，v5，vs＋1，…　，vs＋ω｝and｛Y1，…　，Yw｝be　bases　of　Vl，τろand　W＝Rω，respectively．　Define

alinear　map　R　from　V2　to　Rωby

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　RVi＝0　（i＝1，…　，5），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　RVi＝＝3ti＿8　（i＝＝＝8十1，…　，8十ω）．

Then，　KerR＝Vl．Define　a　subspace　Ve　of　X㊦Rωby

v・　・一
o圃1謬∈v2｝・

Then，　it　is　obvious　that　Vp　＝　V2　and　V，　＝　Vi．　Since　（Vi，V2）　is　a　generalized　（C，　A，B）一pair，　it　follows　from

Lemma　3．4　that　there　exist　G　E　G（Vi），　G（6）　E　RnXe，　F（7）　E　F（V2），　Fo　E　RMXn　and　K　E　RMXe　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　G　＝　B（P）K　＋　G（P），　lmG（P）　C　V2

　　　　　　　　　　　　　　　F（の＝KO（’γ）＋F（〕，　KerFo⊃Vl　for　all（β，γ）∈R9×R「・

Let　Fo　lγ、　be　a　restriction　of　Fo　to　Iろ．Then，　since　KerR＝Vl⊂Ker　Fo　IV、　there　exists　a　linear　map　L∈Rm×ω

such　that　LR　＝　Fo　lv，　．　Further，　for　all　（cy，B，7）　E　RP　×　Ra　×　Rtr

　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（cy）＋B（6）Fo＋GC（7））Vi　＝　（A（a）＋GC（7））Vi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　Vl

and
（A（cy）　＋　B（P）Fo　＋　G　C（7））V2 　　（A（af）　＋　B（P）（．1710　＋　KC（7））　＋　G（6）C（7））Y2

c　（A（cM）＋B（3）F（7））V2＋G（P）C（7）V2

c　V2，

which　imply　（Ao　十　Bo　Fo　十　GCo）Vi　C　Vi　（i　＝　1，2）．
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Then，　since　KerR　（＝　Vi）　C　Ker｛R（Ao　十　BoFo　十　GCo）　lv，｝，　there　exists　an　N　E　RW　XW　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　AIR　＝　R（Ao十BoFo十GCo）lv2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　R（Ao十BoF（O）十G（O）Co）lv，・

Now，　noticing　that　lmG（O）　C　V2，　define　a　linear　map　M　E　RW　Xe　by　M　：＝　一RG（O）．

　　Then，　we　have　the　following　Claim．

Claim．1　R（A（or）＋　B（B）F（7））x　＝　R（Ao　＋　BoF（O））x　for　all　x　E　V2　and　（or，B，7）　E　RP　×　Rg　×　Rr．

To　prove　Claim　1，　let　x　be　an　arbitrary　element　of　V2．　Then，

　　　　R（A（α）＋B（β）F（γ））x－R（ノlo＋」Bo∬「（0））x

　　　　　＝　　R（A（α）一ノlo＋B（β）F（’γ）一BoF（0））x

　　　　　＝　　R（α1／11＋…　＋αP／lp）x＋R｛B（β）（KO（ッ）＋万b）一Bo（KOo＋Fo）｝x

　　　　　＝　　・配｛β（β）・κ0（’γ）一BoKCo｝x＋R（B（β）一Bo）Fo　x　（byノ％▽至⊂Vl＝］Ker・配（i＝ユ，…　，X）））

　　　　　　　　　　　を　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　＝0（byΣImβ・⊂V・＝K・・R・nd・V2⊂∩K・・α），・

　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

which　proves　Claim　1．

Next，　we　have　the　following　Claim．

Claim　2（ハ4C（”）’）＋IVR）x＝R（双α）＋β（β）F（γ））x　for・all・x∈V2　and（α，β，の∈Rp×Rg×．R「．

To　prove　Claim　2，　let　x　be　an　arbitrary　element　of　V2．　Then，

　　　　　　　　　（MO（7）＋IVR）x＝（Mσ・＋咽x（by・V2⊂∩K・・q）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼコユ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　（一RG（0）Oo十R（Ao十Bo　F（0）十G（0）Oo））x　（by（5））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　R（・40十BoF（0））x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・＝　R（A（α）＋B（β）F（γ））x（by　Claim　1），

which　proves　Claim　2．

瞬㎞㎝下町・㎞批
m孟］㎡ve

［且（α）鼎。（γ）B劉團

which　proves　that　Ve　is　Ae（or，5，7）一invariant．

This　completes　the　proof　of　this　lemma．　1

E

［（且（α）灘繍’（β）　］

［（A（a）　＋　B（6）（KC（7）　＋　Fo）　R（A（ct）　＋　B（5）F（7））x）x］（by・Cl・im・2）

［（A（cr）　＋　B（6）F（7））xR（A（or）　＋　B（6）F（7））x］

Ve　for　all　（a，p，7）　E　RP　×　Rg　×　Rr，

8
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4　Robust　Disturbance－Rejection

　　　　　In　this　section，　the　robust　disturbance－rejection　problem　with　dynamic　compensator　is　studied．

Consider　the　system　S（cy，0，7）　in　Section　2　with　the　controlled　output　z（t）　and　disturbance　4（t）　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　読¢（t）＝ノ生（df）x（老）＋B（β）賜（オ）＋E（σ）ξ（オ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　S（cy，B，．7，6，　a）：S　Y’（’t）＝c（7）x（t），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z（t）＝D（δ）¢（オ），

where　x（オ）∈X：＝jRπ，u（オ）∈ひ：＝Rm，y（オ）∈y：＝Re　and之（オ）∈Z：＝Rμare　the　state，　the　input，　the

measurement　output　and　the　controlled　output，　respectively，ξ（t）∈Rηis　the　disturbance　which　can　not　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コmeasured　by　controller．　It　is　assumed　that　coe伍cient　matrices　have　the　fbllowing　unknown　parameters．

A（a）

B（6）

C（7）

D（6）

E（a）

Ao　十　cylAl　十　…　十　cypAp　：＝＝　Ao　十　AA（c，）　E　RnXn，

Bo　＋　Pi　Bi　＋’”＋　Pa　Bg　：＝　Bo　＋　AB（6）　E　RnXM，

Co　＋7iCi　＋…＋　7r　C．　：＝　Co　＋　AC（7）　E　ReXn，

Do　十　6iDi　十　…　十　6s　Ds　：＝　Do　十　AD（6）　E　RpaXn，

Eo　十　ai　Ei　十　…　十　atEt　：＝＝　Eo　十　AE（a）　E　Rn　Xn，

N

’

where　cy　：＝　（cv　i，…　，crp）　E　RP，　P　：＝　（Bi，…　，Pg）　E　Rq，　7　：＝　（7i，…　，7r）　E　Rr，　6　：＝　（6i，…　，6，）　E　RS，

a　：＝＝　（al，…　，at）　E　Rt．

In　system　S（cy，P，　7，6，　a）　（Ao，　Bo，Co，Do，Eo）　and　（AA（or），　AB（6），　AC（7），　AD（6），　AE（a））　represent　the　nom－

inal　system　model　and　a　specific　uncertain　perturbaVion，　respectively．

Now，　we　apply　to　system　S（cr，　B，7，6，　a）　a　compensator　（K，　L，M，　N）　in　Section　3．　Then，　the　closed－loop　system

Sci（cy，3，7，6，　a）　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　諾［劃一［A（α）欝。（7）聖）五］［談川剰ξ（オ），

　　　　　　　　　　　　　z（t）一［D（6）　O］［：；？，）］’

　　The　robust　disturbance－rejection　problem　with　dynamic　compensator　（RDRPDC）　for　system　S（cr，　P，　7，　6，

a）　is　stated　as　follows　：　Given　matrices　Ai，Bi，　Ci，Di，Ei　for　system　S（cy，P，7，6，　a），　find　if　possible　a　dynamic

compensator　（K，　L，　M，　N）　such　that　the　closed－loop　system　S，i（cv，B，　7，6，　a）　rejects　the　disturbances　6　from　the

controlled　output　z　for　all　parameters　（a，P，7，6，　a）　E　RP　×　R9　×　R’　×　RS　×　Rt．

For　convenience，　define

Ee：．

mE（oU）］　and　De：＝［D（6）　o］・

Then，　the　problem　can　be　rephrased　as　follows．
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Problem　4．1（RDRPDC）　Given　matrices　Ai，　Bi，　Ci，．Di，　Ei　fo｝　system　S（α，β，γ，6，σ），　find　if　pQssible　a

compensator（K，　L，M，　N）such　that

　　　　　　　　＜Ae（α，β，”）’）IlmEe＞　：＝　ImEe＋．4θ（α，β，7）lmEe＋…＋（．4e（α，β，γ））n＋ω一11mEe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　KerDe

for　all　parameters（α，β，7，δ，σ）∈Rp×Rg×R「×R8×Rt．■

　　Now，　some　suf丑cient　conditions　fbr　the　RDRPDC　to　be　solvable　are　given．

Theorem　4．2　1f　there　exists　a　generalized（C，　A，　B）一pair（Vl，V2）such　that

　　　　　　　　を　　　　　　　　せ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ　　　　　　　　　さ

　　　　　　　（ΣimBi＋Σ1蝸）⊂V・⊂V2⊂（∩K・・q∩∩K・・Dのand晒⊂肺＝1ジ・・，P），

　　　　　　　　た，1　　　頒』O　　　　　　　　i＝1　　　i＝O

then　the　RDRPDC　is　solvable．

Proof・SupPose　that　there　exists　a　generalized（C，　A，B）一pair（Vl，V2）satisfying　the　stated・above　conditions．

First，　the　following　inclusions　can　be　easily　obtained．

　　　　　　　　　　　　　　　　　ImE（σ）⊂V・⊂V2⊂K・・D（6）f・・all（6，σ）∈RS×Rt・

Further，　it　follows　from　Lemma　3．5　that　there　exist　a　compensator（K，五，．M，　N）on　W：＝Rωand　a　subspace

V℃of　Xe　such　that「レ1＝レ｝，　V2＝「レ｝》and

　　　　　　　　　　［A（α）蹴0（7）B野⊂ve，　wh・・eぴ・一｛固1餌∈V2｝・

SinceI　（σ）⊂V・　・K・・R・and・V2⊂
撃jerD・，Im［㍗］⊂Ve⊂K・・D（δ）・・

Thus，　we　have

〈［A（α）麟σ（7）粥）五］IIm［剰〉⊂〈［且（α）贈σ（”）’）B劉吟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　γe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂Ker　D（6）0，

f・・all（α，β，’）’，6，σ）∈RP×R9×R「×RS×Rt．

Thus，　the　RDRPDC　is　solvable．■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お
C…lla・y　4・3　SupP・・e　th・t膠i・am・ximal・1・m・nt・f叩，β；∩K・・Dのan覗・i・aminim・1・1・m・nt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0
　　　　　　　　オ

・fy（0，A；Σ1蝸）・If

　　　　　　　i＝0
　　　　　　　　　　　　　　　9　　　　　　『　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　ΣimBi⊂V・・⊂膠⊂∩K・・αandん畷⊂V・・（i＝1，…，P），

　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

then　the　RDRPDC　is　solvable．

Proof．　The　proof　follows　from　Theorem　4．2．■
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　　If　we　assume　that　（or，P，7，6，　a）　＝　（O，O，　O，O，O），　Theorem　4．2　and　Corollary　4．3　reduce　to　the　following

cororally　which　was　studied　by　Schumacher［5］．

Coro皿ary　4．4［5］Assume　that（α，β，7，δ，σ）＝（0，0，0，0，0）．　Suppose　that畷is　a　maximal　element　of

V（Ao，Bo；KerDo）　and　Vi＊　is　a　minimal　element　of　V（Co，Ao；ImEo）．　Then，　the　following　three　statements

are　equivalent．

（i）　The　Disturbance－Rejection　Problem　with　Dynamic　Compensator　is　solvable．

（ii）　There　exists　a　（Co，Ao，　Bo）一pair　（Vi，V2）　such　that　lmEo　C　Vi　C　V2　C　KerDo．

（iii）　Vi．　C　V2＊．　1

5　An　lllustrative　Example

Consider　the　following　systems　given　by

A（a）　＝

1＋or1　O　O　一〇rl

　　O　O　O　　l

　　o　o　o　　o

　　1　O　l　　1

，　B（P）　＝

O　6i

o　o

o　o

1　1

，・（7）一 ｩひ］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十　ai

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（6）＝［o’o　i＋6i　62］，E（u）＝1　8　1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

First，　it　remarks　that　the　controlled　output　of　the　original　system　is　influenced　by　disturbances．

Define　the，following　matrices　as　follows．

Ao　＝

1

0

0

1

o　o

o　o

o　o

O　l

，　Al＝

1　0　0　一1

0　0　0　o

o　o　o　o

o　o　o　o

，　Bo　＝

o　o

o　o

o　o

1　1

，　Bl　＝

O　l

o　o

o　o

o・o

’

co＝　［2　2　8　8］，　ci一［8　8　8　8］，　Do＝　Di一［o　o　i　o］，　D2一［’o　o　o　i］，

　　　　　　

Since∩K・・D・・＝・pan

　　　　た：0

1

0

0

0

’

0

1

0

0

Eo　＝Ei　＝

1

0

0

0

　　　　ユ

andΣImEド・p・n
　　　i＝0

1

0

0

0

it　follows　from　Lemmas　2．3　and　2．6
’

th　at

ぢ＝span

1

0

0

0

）

0

1

0

0

and　Vi＊＝　span

1

0

0

0

’
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which　satisfy

（　　　　　11mBi　＋　£lmEi　　　　た：0）⊂畷⊂（（Ker・・∩血一・）一⊂V・＊・

Thus，　it　follows　from　Corollary　4．3　and　the　proofs　of　Lemmas　3．4　and　3．5　that　the

dynamic　compensator

RDRPDC　i＄　solVable　with

（K，五，M，ノV）一（「に1］，「∴］，［一1・］，・），

where　k，e　E　R　are　arbitrary　elements．

　　　　　In　this　paper，　the　notion’of　generalized　（C，　A，　B）一pair　which　is　a　generalization　of　（C，　A，B）一pair　investi－

gated　by　Schumacher［5］　was　introduced　and　its　prop　erties　were　investigated．　Further，　the　robust　disturbance－

rejection　problem　with　dynamic　compensator　for　uncertain　linear　systems　was　formulated，　and　then　some

su伍cient　conditions　for　the　problem　to　be　solvable　were　presented．　The　results　are　generalizations　of　the　results

of　Schumacher［5］　to　uncertain　linear　systems．
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