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Abstract・We　p・・P・・e　a　b・an・h－and－b・und　alg・・ithm・f　Falk－S・1and・・typ・f・…1vingもh，

　　ロ　　　　　　リ

mlmmum　cosもproducもion－transportatioR　problem　w三七h　concave　production　cos七s．　To　acceler－

a七・もhe　c・nverg・nce・f七he　a19・・i七hm，　w・・einforceもh・b・unding・P・・ati・n　U・ing　a　Lag・angian

relaxation，　which　is　a　concave　minimization　but　yields　a　tighter　bound　than　the　usual　linear

programming　relaxat圭on　in　O（mn　log　n）additional　time．　Compu七ational　results　indicate　tha七

the　algorithm　can　solve　fairly　large　scale　problems．

Key　words：　Global　optimization，　production－transportation　problemッminimum　concave－

cos七fiow　problem，　branch－and－bound　aユgorith士n，：Lagrangian　relaxation．

1．　lntroduction

The　p・・du・ti・n－t・an・p・・tati・n　p・・bl・m　i・am・d・l　f・・d・termining　b・th・pti皿a1　P・・一

duction　at　some　factories　manufacturing　a　single　commodity　and　optimal　transportation

of　the　products　to　warehouses　with　known　demands．　Let　G　＝　（M，　N，　A）　be　a　bipartite

graph　consisting　of　a　set　M　of　m　factories，　a　set　N　of　n　warehouses　and　a　set　A　＝　M×N

of　mn　transpertatien　routes．　At　each　factory　i　E　M　the　cost　of　preducing　yi　units　is

fi（yi）　and　the　production　capacity　is　ui　units．　Due　’to　economy　of　scale，　the　preduction

cost　fi　：　IR　．　］R　is　assumed　to　be　a　nonlinear，　coRcave　and　nondecreasing　function．　At

each　warehouse　2’@E　N　there　is　a　demand　of　bj　units．　The　cost　of　shipping　’a　unit　by

route　（i，］’）　E　A　is　ei」t．　The　probiem　is　then　formulated　as　fog1ows：

　サ　　　　　つ　　　　　　　　

mlnlmlze

subject　to

z　＝ Σc6胸＋Σノεω
（i，ゴ）∈A

ΣViゴ≦yi，

ゴ∈N

iEM
OSyi　〈一　ui，　iEM

Σ　Xiゴ＝ゐゴ，・ゴ∈N

ieM
靭≧0， （z，　］）∈A，

（1．1）

　　＊The　author　was　par七ially．　supPorted　by　Grant－in－Aid　fbr　Scienti丘。　Research　of　the　Minis七ry　of

Education，　Science，　Sports　and　Culture，　Grant　No．　（C2）09680413．
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where　xがand跳s　a■e　variables　to　be　determhned．

　　　The　problem（1ユ）be豆ongs　to　the　class　of　capacitated　mhlimum　concave－cost且ow

problems．　The　main　characteristic　of（1。1）is　that　the　number　m　of　nonlinear　concave

variables　is　r漁er　small　in・・mpa・i・・n　with　th・number襯。f　liaea，　va，量ables．　Over

th・pa・t丘v・y・ars・several　e伍。三ent　alg・・ithm・u・ing　thi・r・w－rank・一”吻｛12】have

been　p・・P・・ed　t…1v・th・p・・bl・m　w三th・ma11　m［8，11，14，15，20，21，22｝．　Ea・h・f

these　aig・・ithm・i・p・lyn・mial・・p・eud・一P・lyn・mial　in肱Unf・・tunat・1y，　h・weve，，　it　i、

exponential　in　m　and　will　be　of　no　practical　use　if　m　exceeds丘ve　at　most。　Therefbre
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ラ
b・an・h－and－b・und　i・・till　th・ught・f　a・am・・t・ffe・tiv・apP・・a・h　t・th・p・・blem（1．1）

with　larger　m，　as　to　general　minimum　concave－cost且ow　problems．　Branch－and－bound

alg・rithm・apPlicable　t・（1ユ）are　classi且・d　r・ughly　int・tw・types．　The　first　type　re－

ma・k・・n　th・fa・t　thぬba・i…1uti・n　i・・Pもimal　t・（1ユ），　and　impli・itly・numeraも。，

the　spanning　trees　of　O［5，7］a　The　secon．d　type　exploits　the　separability　of　the　objective

functi・n　and・ucce・・iv・ly　imp・・v・・it・lin・ar　underesもimaも・r　as　dividing　th・f・asib1・，et

The　basis　of　this　approach　is艶und　in　Falk　and　Soland［41．　Wh豆le　they　did　not　assume

any：network　stru．ctures，　Soland　converted　it　later　for　a　productio且。transportation　prob－

1・mwith・・n・av・t・an・p・・t・・ti・n…も・【18】，　ln　t・h・i・・ecent　b・・k［9］，　H・rst・t　aL　have

al・・apPlied　Falk－S・landラs　alg・・ithm　t・（1・1）・The　readers　a・e　al・・refer・ed　t・［6，161　f・・

comprehenslve　reviews　on　mi：nimum　concave－cost　flow　problems．

　　　In　this　paper，　we　develop　a　br翫nch－and－bound　algorithm　of　the　second　type　to　solve

the　p・・blem（1ユ＞with・very　m・Th・b・an・hing・perati・n　in・u・alg・・ithm　is　simi－

1ar　to　that　of　Soland，　which　divides　the　feas丑）1e　set　of　nonlinear　va，riables　to　generate

subproblems；but　the　bounding　operation　fully　exploits　the　problem　structures　and　is

implemented　thr・ughもw・stag…the丘rst・tag・ba・ed・n　a　lin・ar　pr・gramming・elax－

ation　andもhe　second　stage　ba、sed　on　a　Lagrangian　relaxation．　Although　the　Lagrangian

relaxation　of　each　subproblem　is　a　concave　minimization，　this　two－stage　bounding　op－

eration　provides　a　lower　boun。d　fbr　it　much　tighter　than　tha、t　of　Soland　in　O（rnn　log　n）

additional　computational　time．　In　Section　2，　both　the　relaxations　are　given　in　detai1．

Sec七ion　3　is　devoted　to　the　algorithm　incorporating　the　two－stage　bounding　operation．

Computational　results　ofもhe　algorithm　are　reported玉n　Sect量。：n　4．　Some丘nal　remar：ks

are　discussed　i：【l　Section　5．

2．　Relaxations

We　assume　throughout　the　paper　that　both　the　production　capacity篤at　each　factory

i∈Mand．もhe　demandゐゴat　each　warehouseゴ∈ノV　are　positive　integers；and　that　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

unlt　transportation　cost　ciゴby　each　route（i，の∈Ais哉nonnegative　real　number．　We

also　assumeもhat

BE2　b」　〈一一　2　ui．

　　　　ゴ∈1V　　　i∈M

（2．1）
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Otherwise，　the　problem　（1．1）　has　no　feasible　so｝utions．　Since　the　objective　function　is

continrtous　and　the　feasib｝e　set　is　a　polytope，　（1．1）　always　hag．　an　optimal　solution　under

condition　（2．1）．　ln　addition　to　this，　the　concave　obj　ective　function　achieves　its　minimum

at　seme　vertex　of　the　feasible　set．　By　the　tota1　unimodularity，　all　the　vertices　are　integral

vect・rs　a・1・ng　asゐゴ・and郷are　int・g・・s（・ee　e・9・｛2D．　Theref・re，・nce・we・assume（2．1），

the　probiem　（1．1）　has　an　integral　optimal　solution　（¢“，　y“）　such　that

　　　　　　Σ血肉〃い∈M　　　　　　　、　　　（2．2）
　　　　　ゴ∈1V

because　of　the　monotonicity　of　fis．

　　　Using（2。2），　let　u．s　rewrite（1ユ）as　fbllows：

［PTP］

where　x　＝　（xi3’　1（

variables，　respectively，　and

minimize　z＝f（x，y）iiEs　2　ci，txi」＋2fi（yi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i｝ゴ）∈ノ皇　　　　　　　i∈M

・ubject七・　Σ吻窩9あi∈M
　　　　　　　　　　　　　　7’EN

　　　　　　　　　　　　　　Σ吻＝ゐゴ，ゴ∈N

　　　　　　　　　　　　　　iE　M

　　　　　　　　　　　　　　x｝lrO，　yGY，

　　　i，2’）　E　A）　and　g　＝　（yi　l　i　E　M）　are　the　vectors　Qf　iinear　and　nonlinear

Y　＝　［O，　zel］　×　…　×　［O，u．1．

As　mentioned　in　Sect玉on　1，　we　apply　a　branching　operation　on　the　setγrecursively　and

・divide　it　inも。　a　number　of　subsets　yた，　k＝1，＿，r．　The　divisionン＝｛y勺k嵩1，＿，r｝

we　employ　is　an　integral　rec彦αngu9αr　paWhtion　of　Y，　i．e．　for　each　k　＝1，。．．，r，　we　have

　　　　　yk　．：　1，k×…×項；孝鵡1夕，uiい∈M，

where竣s　and瞭s　are　integers；and

　　　　　　アロ

　　　　　Uγた＝γ；intYk∩intyん雛のif　k≠ん．

　　　　　た＝ユ

Associated　with　each　partition　set　yk∈：）2　we　de丘ne　a　subproblem：

［P勺

　　　　　　　ロ　　　　　　　　

1mn！mlze

subject　to

z　＝＝　f（x，y）

　　　　2　｛cij　一一t一　yi）

　　　ゴ∈1V

　　　　Σ⊃Xiゴ篇bゴ，

　　　iE　M

　　　x　．〉．　e，

iE　M

ゴ∈ノV

YE　Yk，

The　following　are　immediate　consequences：

P吻側・n2・1・（i）Pr・ゐZe阿戸伽鋤岬timal・S・嬬・n　if　and・吻if
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Σ摩≦B≦Σ砂．
i∈M　　　　　　　　　i∈ルf

（203）

　　　　　卵・恥繭∠功ゐα・副・α・t・・n・　i吻・al　optimαg・・嬬・η畝“り、

（ii）餓㌔ノ（吻り弗・3？　h・ld・S　zk　＝＝＋…th・噛・．　Th・崩・・蜘αZ漉。。f

　　　　IPTPI　is　given　by

　　　　　　　　　　・㌧血｛z勺k　・1，＿，r｝．

　　　Given　a　rectanguiar　partition　Y　＝　｛Yk　l　k　＝　1，．．．，r｝　of　Y，　let　us　take　a　set　Yk　E　Y

sati・馳g・・nditi・n（2・3）and　c・n・ide・th・ass・ciat・d・ubp・・bl・m［P勺．　A・ab・ginning，

w・will　present　a　linea・p・・9・am曲g・e五欲ati・n・f［P勺，　whi・h　minimize、　the　c。丑v，x

envelop　of　the　objective　function　f　as　do　both　Falk－Solan（1’s　and　Soland’s　relaxations

［4，　181．

2．1．　LINEAR　PROGRAMMING　RELAXATION

The　c・nv・x・nv・1・P・f・fi・ve・th・interva瑳＝1伽ケ］i・d・丘ned　by

　　　　　齢ゐ（馬事）一fi（zケ㌶卜謄）（跳一1空）＋耀い∈M，

which　satisfies

　　　　　撫）≦掬・）if　yi∈孝；i（yi）≧綱if〃、¢int孝．　　　’（2．4）

H・nce・repla・三ng／i　by　i　in［pkl　for　each　i∈砿w・have　a　lin・a・p・・9・am　yielding　a

l・we・b・und　f・・zk・　A・tuaUy，豊n賊一S・1and［4】th豆・lin・a・p・・9・am　i・u・ed　directly　a、

arelaxati・n・f［P勺・In　S・land［18いhe　set・f・・n・t・aint・y∈yk　i，　fu，ther　relaxed　int。

y　E　Y，　to　make　a　Hitchcock　problem　of　the　resulting　problem．　We　adopt　a　compromise

of　these　relaxations　and　replace　y　E　Yk　by

　　　　　O≦yi≦鋤い∈M・　　　　　　　　　　　（2．5）

If　we　deleもe　yi　by　sllbstitu．ting　yi＝Σゴ∈押吻into（2．5）for　each　i∈．M，　our　relaxation　is

also　reduced　te　a　Hitchcock　problem：

　　　　　　　　　mi血三ze　　　　c第ゴ＋dk

［Pl

subject　to

z＝f（の≡Σ
　　　　　　　　　　（t，3）∈A

　　　　Σ⊃Xiゴ≦瞭，

　　　ゴ∈ノV

　　　　Σ靭＝ゐゴ，

　　　iE　M

　　　x　）　o，

iE　A41

］’　EN

where
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c七一・・ゴ＋
fi（詐　z）晒㈲

dfe@＝iM（
　　　瞭一控　’
　　　　　　　fi（　k・IL　1：　t）

fi（控　z）一

㍑卜

　　σ，ブ）∈A

一絢・
（2．6）

The・r・m・2・2・Pr・bl・m　／Pゾんα・αn　int・gral　・ptimal　S・luti。漉。乙，t

　　　　yドΣ¢言ゴ，i∈M　2二！（te）．

　　　　　　　　ゴ∈N

Then　（te，g）　is　feasibge　to　IPTP7　ana　we　have

乏≦zk；獅，9）≧2＊．

Proof：　Follows　frem　the　construction　of　［P］． 口

　　　We　can　thus　use　z一’．as　a　lower　bound　for　zk　aind　terminate　branching　at　subproblem

［Pk］　unless　z一　is　less　than　the　value　of　each　feasible　solution　of　［PTP］　in　han－d．　Although

the．　bound　z一　might　not　be　so　tight　as　Falk－Soland’s，　it・　is　tighter　than　Soland’s；　and

besides，　［Pj　yielding　z一　is　a　simple　Hitchcock　problem　like　Soland’s．　Nevertheless，　the

bound　2　is　not　tight　enough　yet　to　improve．　branch－and－bound　aigorithms　of　the　second

type　drastically．　To　solve　［PTPj　with　large　’m，　we　have　to　devise　another　re｝axation　of

lp勺yielding　a　mu・h　tight・・b・und　than画．

2．2．　LAGRANGIAN　RELAXATION

Let　us　introduce　a　Lagrangian　multiplier　vector　，）t　＝　（A，・　1．7’　E　．7V）　i）　e　for　relaxing　the

set　of　constraints　2　iEMxi」　一一’一　b」，　2’　E　2TV．　By　noting　that　Ti」・　cannot　exceed　b2・　for　each

（i，］’）　E　A，　we　write　the　resulting　problem　as　fo｝lows：

匹（λ）｝

　サ　　　　　　　　　　　　り

mlmmize

subject　t・o

z　・＝　¢（x・・y；λ）urΣCiゴ（λ）吻＋ΣAω＋Σλゴゐゴ

X2i2‘　＝　Yi，

ゴ∈1V

O≦窃≦ゐゴ，

（iの∈A

iE　M

iE　M

（i，ブ）∈ノ1，　y∈y　leラ

ゴ∈N

where

　　　　　c・ゴ（λ）＝・ザλゴ，働∈A・　　　　　　　　　　（2．7）

This　is　the　second　relaxation　of　［Pkj　and　plays　the　central　role　in　our　algorithm．　As　is

well－known　（see　e．g．　［17］），　we　have　the　following：

Lemma　2．3．　Let　（sc（A），y（A））　denote　an　optimal　sogntion　of　IL（A）］　and　let　z（A）　：＝

ip（x（A），y（A）；A）．　77hen

之（λ）≦zk，∀λ∈卿．

5



　　　　The　question　here　is　how　we　should　choose　a　va・lue　of　Ai　fer　each　z’　E　N　such　that

i（．X）　〉　：．　To　answer　this，　we　need　t・o　consider　a　linear　programming　relaxation　of　IL（A）1．

Inもhe　sam・町a・w・have　c・n・t・u・t・d　lpL　we　can　lin・a・ize匹（λ）｝u，ing　fi，　int。

　　　　　　　minimize　ip（x，　y；A）iiiE　2　（c，k・」一ADxi，・＋dk’＋2Ajbj

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i，ゴ）∈A　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈ノV

　　　　　　　・ubject　t・Σ　Xiゴ≦略ゴ∈N　　　　　　　　（2．8）
　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈ノV

　　　　　　　　　　　　　　　　O≦：陽ゴ≦bゴ，　（z，　2）∈A，

where　e，k・」・s　and　dk　are　defined　in　（2．6）．　The　du．al　probiem　of　（2．8）　is　then　written　as

follows：

　　　　　　　ma舳zeψ（μ，〃；λ）きΣ賜夕με一Σ防吻＋dk＋Σλブゐゴ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈iルf　　　　　　　（i，ゴ）∈ノi　　　　　　　　　　　ゴ∈ノV’

　　　　　　　subject　to　一pti．一　yi，・　s；　c，k・，・一A，・，　（i，i）GA　（2・9）．

　　　　　　　　　　　　　　　　μ≧0，レ≧0，

whereμ叢（μ串∈M）andレ＝（yiゴ1（i，ゴ）∈溢）are　th，　vect。rs。f　dual　va，iab1。，．　L。t

to（，N）　and　（P（A），P（A））　denote　opt・imal　solutions　of　（2．8）　and　（2．9），　respectively．　From

the　duality　theorem　in　linear　prograinming，　we　have

　　　　　建露誓φ（tO（λ）；λ）・＝蔑｝誰ψ（μ（λ），v（λ）；λ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一購｛ψ（一λ）π雀調翫λゴ・㈲∈り・（　）

五…α2・4・Th・麟・hand一・id・・f　（2・fのんα・α…蜘鵬卿t（P，　P，　A）漁シ＿0．

Proof：　Let　（pa’，　v’，A’）　with　v’　lfS　e　be　a　maximum　point．　Alse　let

　　　　　λゴ＝λ1一Σμ1ゴ，ゴ∈N；μ・嘱，i∈M；％＝o，㈲∈A．
　　　　　　　　　　　　　iEM

Then　we　have

　　　　　一驚玩ゴ≦・各一λ1＋レ1ゴ≦・鉦λ3＋Σ〃んゴー・レスゴ，㈲∈A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん∈M

　　　　　ψ（μ，シ，xトーΣ晦歪＋dk＋Σスゴゐゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M　　　　　　　　　ゴ∈N

　　　　　　　　　　　　　　一一蕊細＋碁（λ1一蕊〃のみゴーψ（州）・

Thi・implie・that（μ，P，λ）i・ama魎um　P・int　a・w，ll．　口

　　Note　that，　if　we　set　v　＝　O　in　（2．10），　it　coincides　with　the　dual　problem　of　［P］：

　　　　　　maximize　g（μ・λ）…ΣゐゴλゴーΣ晦＋dk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈N　　　　　i∈M

　　　　　　subject　t・λゴーμ茗≦c各，（i，の∈A　　　　　　　　（2・11）

　　　　　　　　　　　　　　　pa　一〉一一　O’

6



Hence，　we　immediately　have　the　following　lemma：

ゐε・…雛鰍ρ，x）ゐ・醐卿≠伽α9・・乳搾ピ2．uノ．　Th，η

　　　　　鶏餐苓φ（奴λ）；λ）識9（P，x）霧蒼・

Theo「・m　2・6・五・t（m（A），y（λ））伽6…卿癩・・9uti・吋μ（λ）ノ鰯硫（λ）一

ip（m（A），y（A）；A）．　Then・

　　　　　を≦之（λ）≦・ん，

吻e　thゆ蜘・gzzagity　h・9d・　・tric爾が5廟・吻C・一e・n←［醗】and
yi（λ）∈int」学1伽備・¢∈M．

Proof：　lt　follows　from　Lemma　2．5　that

　　　　　A　E　arg　，m，a．x．　（i5（te（A）；　A）．

Since　（2．8）　with　A　＝＝　X　is　a　relaxation　of　［L（X）］，　we　have

　　　　　・（λ）端φ（x（x），y（x）；叉）≧φ（奴x）；λト乏．

1蝋λ）∈三nt増and　A　is　st・ictly　c－ve・n価r　s・m・i∈砿w・hav・撫（λ））〉

！1（yi　（A））by　de丘：【iition；hence，

　　　　　ip（x（A），y（X）；X）＞di（x（X）；X）一＞ip一（th（A）；A）．　u

that　the

operations　and　in　O（mn）　evaluations　of　fis　for　a　given　A．

3．　The　Solutien

Let　u・again　1・・k　at　p・・bl・m匹（λ）l　in　d・t・ail．　W・th・n・see　that　it・an　b・dec・mp。、ed

into　m　minimization　problems，　each　of　which　is　of　the　form：

　　　　　　minimize　Z，　＝　2・・ゴ（λ）亀ゴ＋轟ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈N

　　　　　　・ubject　t・　　Σ餌ザ跳一∈M　　　　　　　　　　　（3ユ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦Xiゴ≦ろゴ，ブ∈ノV，　3／i∈1許．

　　　Whil・the　b・und　z（X）turn・d・曲b・tight・・than　2，　pr・bl・皿匹（λ）l　yi・1ding　it

の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

1s　a　cencave　mln亘mlzat霊on　in　contrast　to［P】．　This　means　that［L（A）l　can　have　multip至e

l・cal　minim邑，　many・f　whi・h拙t・b・gl・ba1・nes・Theref・re，　a・d・e・［P勺，　th・relax・d

pr・bl・m匹（λ）］　itself　bel・n9・t・the　class・f・mult・圭・xtremal　g1・ba1・pt三mizat玉。n　whi，h　iS

㎞・wn　t・b・ha・d　t…1v・in　gene・a1［9，1q．　ln　th・n・xt・ecti・n，　h・w・ver，　w。　will、h。w

　　　　　　　　91・ba1　minimum　z（λ）・f【L（λ）｝・an　be　c・mputed　in　O（mn　1・g　n）arithm，ti，
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Even　though　the　objective　function　is　concave，　（3．1）　turns　into　a　continuous　linear

knap・a・k　p・・bl・m・nce　w・丘x七h・valu・・f　y・　in　th・in七erval孝一［醗】．　SupP。、e

that　the　v吊r三ables賜ゴラブ∈！Vうare　arranged　in　the　order

　　　　　Cith　（‘X）　．〈一．．　’“’　一く一．　Ci）’p（‘）t）　SI　O　SI　Ci」’p＋i（A）　．〈．．．　’”　一く一　ei」n（A）’

Then　an　optimal　solution　of　（3．1）　with　a　fixed　yi　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ加　　　ん＝1，＿，9－1

　　　　　あ蝋（跳）＝　　yi一Σ震とゐゴ、，ん篇9

　　　　　　　　　　　　　　　0，　h＝＝　g＋　1，　．．．，　n，

if　there　i・an　index　9≦P・u・h　thatΣ匿；l　bゴ、≦〃i＜ΣZ＝、ゐゴ、；・therwise，

嚇｛飾，1ゴ：：：：：篇

L・tu・d・n・teもh・value・f（銑ゴωiブ∈N）by

　　　　　Fi（yi）　：＝　2　ci，・（A）fui，i（yi）　＋　fi（yi）x；

　　　　　　　　　　　　ゴ∈N

and　de丘ne

（3．2）

（3．3）

（3．4）

（3．5）

　　　　　η・＝0；ηドη胴＋ゐ加ん一1・・…η・　　　　　　‘　（3．6）

L・mmα　3・1・The加cti・n恥。・n・a”・・n　th・　interval　［ηh－1凋掴・α・ゐゐ漏1，＿，n．

Proof：　VV’e　see　from　（3．2）　一　（3．6）　that　Fi　js　compesed　of　a　concave　function　fi　and　n

piecewise　affine　functions　cip・（A）thi2・（yi），　2’　E　N，　each　ofwhich　has　at　most　one　break　point

in　｛nh　1　h　＝　O，1，．．．，n｝．　Since　a　sum　of　concave　and　affilte　functions　is　concave　（see　e．g．

【3D，　th・負m・ti・n恥。・一e・n・a・h　a田ne　piece・fΣゴ，A・　ciゴ（λ）lbiゴω．□

　　　L・mma　3・1　gua・antee・that・F・　i・minimized　at・・me　end　p・int・f【ηゐ，祠・・ver　th，

whole　interval　lno，7］．］　：　［O，B］．　Therefore，　the　optimal　value　of　（3．1）　is　given　by

　　　　　zi（A）　：min｛Fi（yi）lyi　E　（1，k　n｛nh　l　h，　＝　O，1，．．．，n｝）　U｛1，k・，zLl｝｝；　（3．7）

and　the　optimal　value　bf　［L（A）1　is

　　　　z（］’t）：：　E　zi（，）t）＋　2）　A」b」．

　　　　　　　　　　　i．EM　．」’EN

Theorem　3．2．　Given　A　）　O，　the　lower　bound　z（A）　can　be　co7？zpnted　in　O（mnlog　n）

arithmetic　operations　and　O（mn）　evaguations　of　fis．
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Pro№?F　For　each　i　E　！V，　sorting　ci，・（A）　ln　the　order　（3．2）　requires　O（nlogn）　arith－

metlc　operations；and（3．7）requirbs　O＠）evaluat三〇ns　of　fi．　Their　total　numbers　are

O（mn　log　n）and　O（mn），　respective！y．　’a

　　　The　poiynomia，1－time　solvability　of　the　concave　minimization　problem　（L（A）1　is　totally

due　t・癒e燃孟ω・…・t・n蜘［・2，・9｝P・ssessed　byもh・・b」ect三v・fun・ti・n・f（3．・）．

Functions　of　this　class　are　certainly　concave　on　ttheir　domains；　but　the　concavity　can　6e

embedded　into　only　a　twe－dimensional　subspace，　which　enable　us　to　effectively　apply

pa「am・t・ic　p・・9・amming　lik・th・ab・y・（・ee［12】f・漁曲er　d・tail・）．

3．1．　THE　BRANCH－AND－BOuND　AL，GORITHM　FbR　［PTPi

Using　the　result，s　obtained　so　far，　we　implement　the　bounding　operation　through　two

stages．　Let　zO　denote　the　least　value　among　feasible　solutions　of　［PTP］　in　hand．　At　the

丘・st・tage・we　s・1v・th・1in・a・p・・9・am曲g・elax・d　p・・bl・m〔恥r　a　given、ubp，。blem

｛pk］；　if　the　iower　bound　z一　is　less　than　zo，　we　set　zo　to　min｛z5，　le（te，g）V p　and　pr6ceed　to

the　sec嘔・tag・・At　th・・ec・nd・tag・，　we・・lv・th・Lag・angi－lax・d　p・・bl・m匹（A）】．

Here・（μ，λ）i・an・ptimal　dual・・1uti・n・f［戸］　and　h・nce　can　be　c・mput・d　in　th。　p，。cess

of　the丘r・t　stag・・Unless七h・1・wer　b・u曲（A）i・less　than　x・，　the　subpr・blem［P勺玉s

fathomed．

　　　If　z（A）　〈　zO，　we　implement　the　branching　eperation　in　the　same　way　ats　in　Soland

（18i．　Namely，　we　choose　a　factory　node　s　E　M　such　that

　　　　　・∈a・g響｛綱一綱｝，　　　　　　　　（3．8）

apd　divide　ghe　corresponding　interval　1，k　一一nt一　［g，k，・u，h］　into　two　subintervals　1，K”　＝　［1，k，y，］　and

」．k2　＝　［g，，zLk］．　We　then　update　the　integral　rectangular　partition　of　Y　asT　follo－ 浴f r：

　　　　　γた』1夕x…×讐一1×玲×竣＋1×…×蠣，ん＝1，2

　　　　　y’；（ン＼γk）u｛yki，yk・｝．

We　should　note　that　g，　fails　in　the　epen　interval　（g．k，zee）．　Since　we　have

　　　　　2＝Σc・轟ゴ＋Σゐ（9｝i）＜z．≦！＠，yトΣc轟ゴ＋Σ　f，（z］i），

　　　　　　　　（iの∈A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M　　　　　　　　（iの∈A　　i∈M

at　least　one　of　the　differences　in　（3．8）　is　positive．　We　see　from　（2．4）　that　this　can　happen

only　when　g，　E　int－1．k．　Hence，　by　the　integrality　of　gi，　g，1　and　uly・　for　all　i・　E　M，　the　number

of　branching　operations　on　each　partition　set　must　be　finite．　Also　note　that　g　lies　in

both　the　partitiop　sets　Yki　and　Yk2　newly　generated．　This　impiies　that　tn　is　feasible　to

both　IPk’］　and　［Pk2］　associated　with　Yki　and’ xk2，　respectively．　We　can　therefore　save　the

time　and　memory　needed　to　solve　one　of　thein　by　using　tn　as　a　starting　feasible　solution

if　we　employ　the　depth－first－search　rule　to　choose　a　partition　set　from　Y’．

　　　The　branch－and－bound　algorithm　for　［PTP］　is　summarized　into　a　recursive　form：
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a盈gor且重hm：LP＿：LAGRANGE；

beg量n

　　　B：・＝Σゴ∈Nbゴ；

　　　if　B　〉　XiEM　z‘i　then　［PTP］　is　infeasible

　　　e亙se

　　　begin

　　　　　initia！ize　the　incumbent　（xO，　yO）　：＝＝　（O，　e）　and　zo　：　＝　＋co；

　　　　　BRANCH／BOUND（Y）；

　　　　　x＊　：＝　xO　and　z’＊：＝　zO

　　end

end；

procedure　BRANCH／BOUND（Yk）；

begin
　　1・t［1矧，i∈M，　d・n・t6　the　interval・de丘ningγた；

　　ifΣぎ∈詳≦B≦Σi∈M・・磐the瞼　　　　　　’

　　begin　L，　｛The　fust－stage　bounding　operation｝
　　　　　let　［pk　　　　　　　　　　l　denote　the　subproblem　associated　with　Yk；

　　　　　d・丘ne　the　c・nvex・nv・1・Pゐ・f　fi・v・・［蓼，姻f・r　ea・h　i∈Mand，。n，t，u，t　th。

　　　　　linear　programming　relaxed　problem　［P］　of　［Pk］；

　　　　　solve　［Pl　to　obtain　its　optimal　solution　M，　value　2　and　duai　solution　（P，　X）；

　　　　　if　2くzo　thLen

　　　　　begin　｛The　second－stage　bounding　operation｝
　　　　　　　雪乞：＝Σゴ∈N　Xiゴfor　each　i∈．M；

　　　　　　　if獅・y）〈z◇then　updat・（xO，　y．）・一＠，9）and…置ノ＠，9）；

　　　　　　　．construct　the　Lagrangian　relaxed　problem匹（A）】of　［Pk］using　X；

　　　　　　　solve　［L（’｝t）i　to　obtain　its　optimal　value　z（A）g

　　　　　　　if　z（A）　〈　zO　then

　　　　　　　begin　．　｛The　branching　operation｝
　　　　　　　　　　・h…e8∈a・9・maXi∈M｛fi（9の一畑｝；

　　　　　　　　　　divide　1，k　一一一一一　［g．k，・ulr］　into　1，k’　＝　［1，k，g，1　ahd　1，k2　＝　［g，，zLfr］；

　　　　　　　　　　for　h　：1，2　do

　　　　　　　　　　begin

　　　　　　　　　　　　γ桃＝控×…×聖1xI垂ん×1，k．1×…×蠣；

　　　　　　　　　　　　B．RANCH／BOUND（ykh）

　　　　　　　　　end

　　　　　　　end

　　　　end

　　end
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end；

　　　The　convex　envelops　f－i，　i　E　M，　can　be　obtained　in　O（m）　arithmetic　operations

and　O伽）・valuati・n・・f　fi・・P・・b1・m［戸1・an　be　c・n・t・u・t・d　in　O（刎a・ithm，tic

operations．　Therefore，　the　number　ef　arithmetic　operations　at　the　first　stage　of　the

b・肥ding・peraもi・n　i・d◎曲at・d　by　tha・t　need・d　t…1v・a　Hit・h…kp・・blem［P】；

it　can　also　be　bounded　by　some　lower　order　polynomial　in　（m，n），　e．g．　H（m，　n）　＝

0（伽1・9（m＋n））瞬＋＠＋n）1・9（m＋・t）））（・ee　［2］）．　The　sec・nd・tage，　as　sh。wn五n

The・rem　32・requires　O（mnl・gn）a・ithm・t三・・P・・ati・n・and　O（綱・valuati・n・。f　fi，．

Consequently，　if　an　evaluation　of　fis　can　be　done　in　a　unit　time，　the　total　computational

time　needed　in　the　procedure　BRANCH／BOUND　is　bounded　by　O（H（m，n））　before　its

recursive　calls．

4・Comp竈tatio臨a盈Res覗lts

：Le亀us　report　computational　results　ofもesting　the　algorithm　LP．LAGRANG：E　on．　ran－

domly　generated　problems　of［PTPI。

　　　Th・alg・・ithm　wa・c・d・d　in　d・ub1・p・eci・i・n　C　languag・acc・・ding　t・the　d・・c・ipti。n

in　Se・もi・n　3ユ・ln　th・p・・cedure　BRANCH／BOUND，　th・Hit・h・・ck　p・・blem［pl　wa・

・・lved　by　the　stepPing一・t・n・a19・・ithm；and匹（A）l　was　s・1v・d　th・・ugh…ting　cεゴ（X），

ブ∈N・by　qui・k・・rt　f・r　ea・h　i∈M・Theref・re，　in・ur　c・de，　th・丘rst－stage　b・unding

　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

ope「atlon　requlres　pseudo－polynomial　time　［2］；the　second－stage　requires　O（m」n　log　n）

time　on　the　average　buも0（mn2）time　in　the　worst　case［11。　In　addition　to　the　code

：LP」AGRANGE，　Soland’s　algorithm［18｝was　coded　in　the　same　way　for　the　sake　of

comparison（deno七ed　by　SOLAND）．

　　　The　test　problems　were　gener創ted　in　the　fo11⑪wing　manner：cがwere　integers　drawn

fr・m　th・unif・・m　di・t・ibuti・n［1，1⑪】；u・s　were　all・fix・d　at　200；bゴ・were・set　t・the　r・und－

6ff　value　ofα（Σ2∈M　zLi）／n　forα・＝0．6，0．75　and　O．9；and　the　concave　production　costs

were　de伽ed　by撫）濫βV露f・・βunif・・mly・and・m　in｛10，20L　Th・・ize・f（m，n）

r鋤ged　from（5，25）to（30，100）．　For　each　size，もen　installces　were　solved　on　a　UNIX

wor：kstation（hyperSPARC，150MHz）．

　　　Table　4．1　shows　the　comparison　of　the　codes：LPJ，AGRANGE　and　SO：LAND　on　prob－

lems　of　six　different　sizes．　In　columns　of：LP．RAGRANGEッtlle　avera，ge　number　of　calls

onもhe　procedure　BRANCH／BOUND　a皿d　the　average　CPU　time　in　seconds（and　their

maxima　in　the　brack：ets）are　listed　forα＝0．6，0．75　and　O．9；in　columns　of　SOLAND，

the　same　statistics　are　listed　forα＝・0．75．　We　see　cle＆rly　that　LP』AGRANGE　sur－

passes　SOLAND量n　all　respects．　There　is　no　doubt　that　this　is　caused　by　the　second－

sもage　bounding　operation　in：LP」⊃AGRANGE，　because　itis　the　e8sential　d三fference　be。

tween　the　two　codes．　More　noteworthy　is　a　decrease　in　the　number　of　calls　made　by

：LP工AGRANGE　between．　m＝10　and　15　for　eachηandα．　This　tendency　is　indicated
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CVabie　4．1．　Comparison　of　LP“LAGRANGE　and　SOLAND．

LPndLAGRANGE SOLAND
or　＝＝　．6 a＝　．75 a　＝＝　．9 a　＝．75

7？ft，×n　＃cails time ＃　calls time　＃calls time ＃　calls time
5×　25

1e　×　25

15　×　2Jr

5×　50

10　×　50

15　×　50

　　126．5　．207
　　（239）　（．367）

　1244．2　3．13
　（4439）　（8．03）

　　　30．8　．441
　　（139）　（1．25）

　　171．4　1．647
　　（243）　（2．43）

　3033．0　71．46
（13077）　（239．17）

　1504．8　87．68
　（4507）　（260．82）

　22．0　．077
（119）　（．183）

　42．4　．297
（143）　（．783）

　　8．8　．297
　（19）　（．433）

　67．6　1．04
（141）　（i．50）

169．2　6．85
（461）　（11．20）

　92．8　8．42
（211）　（16．80）

1．2　．042
　（3）　（．050）

1．C　．117
（1）（ユ33）

　1．0　．0．243

（1）　（．283）

16．8　．603
（41）　（1．08）

7．4　i．07
（25）　（1．65）

1．0　1．48
　（1）　（1．78）

　　　　138．0

　　　　（225）

　　　8919．8

　　（31217）

　416949．e

（1660667）

　　　392．2

　　　（649）

　78374．8

（17e401）

　　　　（一）

　　　　．187

　　　（．317）

　　　15．23

　　（53．82）

　2453．93

（8116．37）

　　　　2．3　1

　　　（3．78）

　1340．97

（3053．12）

　　　　　　＊

　　　　（一）

＊　The　average　time　exceeded　10　thousaRd　secoA－ag’J’M 狽?氏@or　：　．9，　the　number　of　calls　was

88501．6　（291395）；　the　time　was　4054．14　（17093．9）　seconds．

more　clearly　by　Table　4．2．

　　　Table　4．2　shows　the　results　of　LP．一LAGRANGE　on　problems　ef　iarger　sizes　with　a

fixed　at　O．75．　For　n　＝：　75　and　100，　the　table　gives　the　same　statistics　as　Table　4．1　from

m　＝＝　5　to　30．　ln　either　case，　we　see　that　the　number　of　calls　rises　the　peak　at　som6

m　around　10　一　15　and　then　decreases　as　m　increases．　We　can　therefore　expect　that

LPエAGRANGE　wiU　keep玉も・eM・iency　up　t・・till　la・ge・（m，　n）at　l・a曲r　rand・mly

generated　probiems　of　［PTPi．

Table　4．2．　Computational　results　of　LP－LAGRANGE　when　ct　：．一　．75．

n　＝＝　75 n　＝＝　100

m　＃calls time ＃　calls 七ime

　5

10

15

2e

25

30

82．6

433．2

711．8

　　5．2

　　3．0

　4．6

（135）．

（885）

（2309）

　　（21）

　　（11）

　　（13）

　　6．20

55．41

130．84

11．85

12，76

16．36

（10．38）

（ユ15．10）

（395．43）

（17．32）

（16．85）

（22．72）

110．4

1530．6

197．2

194．2

　71．6

　　8．2

（227）

（6539）

（515）

（1237）

（179）

　　（45）

19．25

334．64

122．21

134．98

90，78

46．33

　　（30．48）

（1447．67）

　（273．50）

　（657．88）

　（’175．35）

（89．05）
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5・Co鹸d観d豊題g　Remark

As　v凾?@have　demonstrated　in　the　preceding　section，　the　Lagrangian　reiaxation　［L（A一）］

provides　a　fairly　strong　lower　bouRd　z（，A，）　for　the　value　zk’　of　each　subproblem　［Pk］1

Before　closing　the　paper，　we　will　show　that　the　bound　：・　（，x）　can　further　be　tightened．

　　　Since　the　total　production　at　factories　cannot　be　below　the　tetal　demand　at　ware－

h・u・e・・　any　fea・ible・・1uti・n（x，　y）・f　th・p・・du・ti・n－t・an・p・・tati・n　p・・bl・m（1ユ）、at．

is丘es

　　　　　ン≧B課6ゴ・　　　　　　　（5ユ）
Simila・ly，　if［P勺ha・　a　f・a・ible・・luti・n鞠），　it　mu・t・ati・fy（5。・）．　There飴re，　the　set

of　optimal　solutions　does　not　change　even　if　we　add　the　constraint　（5．1）　to　［Pkl．　The

resulting　Lagrangian　relaxation　with　respect　to　2　iEMxi」・　＝　b」，1’　E　IVI，　is　written　as

［L’（．）t）］

minimize　z＝ip（m，y；A）

subject　to 2）　yi　〉一一　B

iEM
Σ銑ゴ＝Zli，

ゴ∈N

O≦物≦ゐゴ，

iE　M

（iラゴ）∈ノ1，　9∈yk．

The　fea・ible　set・f匹’（λ）］i・・bvi・u・ly　in・1ud・d　in　that・f匹（λ）」．　Thi・，　t・9・th・・with

Theorem　2．6，　leads　to　the　follovLring：

Th・鋼m　5・i・L・t（x’（λ），禦’（λ））d・n・オ…・P伽al・・傭・呵μ’（λ）ノαnd　1・t　z’（λ）謡

¢（x’（）t），y’（A）；A）．　Then

z一’@〈m．　z（A）　一く　z，（X）　s　．一h．

　　　Due　to　the　first　constraint，　［L！（A）］　cannot　be　decomposed　into　rank－two　monotonic

problems　like　（3．1）．　However，　we　can　transform　it　to　a　specially　s’tructured　preduction－

t・an・p・・もa伽p・・bl・m・f・・whi・h　a　pseud・一P・lyn・mial　a19・・ithm　is　availabl・［13】．　L・t

us　make　m　copies　of　the　set　N，　i．e．　Ni　m一’　N　for　each　i　E　M；　and　set　co」（A）　to　zero　for

each　7’@E　Ui．一MIVI・．　lntroducing　variables　xo」・，　1’　E　UiEMNi，　and　wi，　i　E　M，　we　have　a

problem　equivalent　to　［L／（A）］：

　　　　　　　　　　　　　　　　

mmlmlze

subject　to

Σ．Σ・iゴ（λ）勘＋Σ　fi（y・）＋Σλゴゐゴ

i∈Mu｛0：｝．ノ∈ノVi・

’2）　wi　〈一．一　（m－1）B

iEM
Σx。ゴ＝ωi，

ゴ∈ハ「i

x・ゴ＋吻＝ゐゴ，

砂。ゴ，靭≧・0，

跳，卿ε≧0，

i∈N　　　　　　ゴ∈1v

2　xi」・　＝　yi，

ゴ∈ハ「i

　　　　j∈ハTi，

　　　　ゴ∈携，

iE　M

iE　M

iE　M
z’

@E　M．

（5．2）
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It　is　easy　to　check　thatt　the　value　of　（5．2）　is　equal　to　z’（’A）．　This　preblem　can　be　thought　of

as　a　production－t｝ransportation　problem，　in　which　the　set　of　mn　w’arehouses　is　partitioned

into　m　subsets　Ni，　i　E　21V4i　each　factory　i　E　M　is　allowed　to　supply　only　warehouses　in

its　assigned　subset　Ni；　and　factory　O　supplies　su’arehouses　in　Ni　for　each　i　E　M　with　a

total　of　wi　units．　Problems　vy’jith　such　a　structure　can　be　solved　in　O（m2’　nB）　arithmetic

gperations　and　O（irnnB）　evaluations　of　fis　if　we　apply．　an　algorithm　proposed　in　［13］．

Alth・ugh　the　a19・舳m　i・p・eud・一P・lyn・miaいt　will　b・an・ffectiv・p。。cedu，e　i丑the

branch－and－bound　algorithm　for　solving　［PTPi　when　n　is　beyond　a　hundred　and　B　is

relatively　small．　Cemputational　experiments　are　now　under　way，　the　results　of　which

will　be　reported　elsewhere．
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