
　　　　　Fuzzy　c－Varieties
　　　　　　　　　　　with

Different　Dimensionalities

Kazutaka　Umayahara　and　Yoshiteru　Nakamori

　　　　　　　December　25，　1997

　　　　　　　　1SE－TR－97－149



Fuzzy　c－Varieties　with　Different　Dimensionalities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Kazutaka　Umayahara

Institute　of　lnformation　Sciences　and　Electronics，　University　of　Tsukuba

　　　　　　　　　　　1－1－1　Tenno－dai，　Tsukuba，　lbaraki，　305，　Japan

　　　　　　　　　　　　　　　　Yoshiteru　Nakamori

Depar七ment　of　Applied　Ma七hema七ics，：Konan　Universi七y

　　8－9－1　Okamoto，　Higashinada－ku，　Kobe　658，　Japan’

Abstract

　　One　of　the　recent　interests　in　the　field　of　fuzzy　clustering　is　the　simultaneous　de－

termination　of　a　fuzzy　partition　of　a　given　data　set　and　parameters　of　assumed　models

of　different　shapes　that　explain　respective　partitioned　data　sets．　This　paper　proposes

a　new　obj　ective　function　to　improve　existing　approaches　for　detecting　linear　varieties

with　different　dimensionalities．　Since　this　is　not　an　all－purpose　method，　some　techniques

will　be　suggested　by　using　artificial　examples　to　show　how　to　implement　the　clustering

successfully．

1 Introduction

This　paper　suggests　a　fuzzy　clustering　approach　to　finding　linear　varieties　with　different

dimensionalities．　The　origin　of　clustering　method　to　be　considered　is　the　fuzzy　c－means

（FCM）　method　developed　by　Bezdek［1］，　the　ideas　of　which　are　traced　back　to　Ruspini［2］．

　　　One　of　the　recent　interests　in　the　field　of　fuzzy　clustering　is　the　simultaneous　determina－

tion　of　a　fuzzy　partition　of　a　given　data　set　and　parameters　of　assumed　models　of　different

shapes．　Gustafson　and　Kessel［3］　introduced　a　volume　constraint　to　the　FCM　algorithm　to

obtain　different　local　substructures．　Bezdek　et　al．［4］　introduced　and　analyzed　a　family　of

objective　functions　that　replace　the　centers　of　clusters　with　linear　varieties　of　arbitrary　di－

mensions．　This　approach　is　called　the　fuzzy　c－varieties　（FCV）．　The　combination　of　FCM　and

FCV　was　also　discussed　in　Bezdek　et　al．［4］，　and　later　called　the　fuzzy　c－elliptotypes　（FCE）

in　Dave［5］，　in　which　the　adaptive　fuzzy　c－elliptotype　algorithm　（AFC）　is　developed，　which

modifies　the　weights　of　combination　adaptively　in　the　process　of　clustering．

　　　Hathaway　and　Bezdek［6］　introduced　a　family　of　objective　functions，　called　the　fuzzy　c－

regression　models　（FCRM），　to　fit　switching　regression　models　to　certain　types　of　mixed　data．

Minimization　of　particular　objective　functions　in　the　family　yields　simultaneous　estimates　for

the　parameters　of　regression　models，　together　with　a　fuzzy　partition　of　the　data．　Nakamori

and　Ryoke［7］　modified　the　FCRM　in　such　a　way　that　the　shapes　of　clusters　are　changed

dynamically　and　adaptively　in　the　clustering　process　in　order　to　detect　a　better　data　partition
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for　developing　fuzzy　prediction　models，　following　the　idea　in　Dave［5］．　The　FCRM　approach

has　been　extended　to　detect　nonlinear　substructures，　for　instance，　in　Dave　and　Bhaswan［8］，

Krishnapuram，　Frigui　and　Nasraoui［9］［10］．

　　　There　is　another　school　of　fuzzy　modeling　originated　in　Takagi　and　Sugeno［11］　that　is

interested　in　developing　fuzzy　implication　inference　models　which　consist　of　a　number　of

if－then　rules，　where　the　premises　are　represented　by　fuzzy　propositions　and　the　consequences

are　given　by　linear　equations．　The　main　purpose　of　the　above　fuzzy　clustering　methods　is

expianation　of　the　given　data，　whereas　the　fuzzy　implication　inference　model　is　oriented　to

be　used　in　prediction　of　the　underlying　system．　The　original　idea　for　identification　of　a　fuzzy

implication　inference　model　in　Sugeno　and　Kang［12］　is　to　obtain　a　fuzzy　partition　’of　the

input　space　and　linear　equations　simultaneously．　After　this　work，　a　number　of　identification

algorithms　were　developed，　for　instance，　in　Sugeno　and　Tanaka［13］，　Nakamori　and　Ryoke［14］．

　　　In　all　above　works，　one　of　the　unsolved　problems　is　the　detection　of　clusters　with　different

dimensionalities．　This　paper　proposes　a　new　objective　function　and　an　algorithm　for　detect－

ing　clusters　with　different　dimensionalities．　But，　since　the　result　by　this　algorithm　depends

on　the　clustering　parameters　and　the　initial　condition，　some　ideas　to　obtain　．satisfactory

results　will　be　suggested　by　using　artificial　examples．

2 Preliminaries

Let　｛xi，x2，…　　，xm｝　be　the　set　of　variables，　｛xii，x2i，…　，xni｝　the　standardized　data　set　of

xi，　and　wk　the　k－th　data　vector　of　all　variables：

Wk　＝　（xk17xk21…Jxkm）T　e k　＝　1，　2，…　　，n一 （i）

where　（・）T　indicates　the　transposition．　The　problem　is　to　obtain　c　fuzzy　clusters　Ci，　C2，…，

C，　by　partitioning　the　data　set：

S　＝＝　｛w17　w21…7wn｝・ （2）

　　　Let　uik　be　the　membership　value　of　wk　in　the　cluster　Ci，　satisfying　the　following　condi－

tions：

（i）

（ii）

（iii）

0≦ILik≦1，　i＝

Σ・・ik＞o，　i－

k＝1

　じ

ΣUik＝1，　k＝
i＝1

1，2，…　，c，　k＝＝1，2，…　，n，

1，　2，…　，c，

1，　2，　…　　，　n．

The　FCM　algorithm［1］determines　the　membership　matrixσ＝（2Lik）and　the　vectors　of

cluster　centers　V＝｛v1，”2，…，vc｝simultaneously　by　minimizing　the　function：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」ノ。m（σ，v）＝ΣΣ團q蝋”の，　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1i：＝1
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where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蝋吻一llWk一”iH2，　　　　　　　（4）

and　g　is　the　smoothing　parameter，　a　real　number　greater　than　one．

　　　The　FCV　algorithm［4］detects　r－dimensional（0≦r〈m）linear　varieties　in　Rm：

　　　　　　　　　　　Vi「一｛z∈RM　l　z一”汁Σ砺P盛ゴ，砺∈Rい一・，2，…，・　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

where　p唇ゴ　（ブ＝1，2，…，りare　linearly　independent　vectors　in　Rm．　The　first　r　normalized

eigenvectors｛e毎｝of　the　fuzzy　scatter　matrix：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　Si一Σ團q（Wk一”の（Wk一”のT，　i－1，2，…，・　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

are　usually　used　for　piゴ（ゴ＝1，2，…，り．　Here，　the　normalized　eigenvectors　eil，ei2，…，　e伽

correspond　to　the　ordered　eigenvalues　of　Si：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λil≧λi2≧・。・≧λim・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

The　square　distance　between’ωk　and　Vi「is　given　by

　　　　　　　　　　　D嘉（”の＝11Wk－tVi112一Σ1＜Wk一”i，　e2ゴ＞12，團一1，　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

where〈・，・＞denotes　the　inner　product．　The　FCV　algorithm　searches　the　minimum　of　the

function：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」チ。v（σ，v）一ΣΣ團qD漁）．　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・k＝＝1仁1

　　　Since　a　linear　variety　is　extended　to　infinity，　there　is　a　possibility　that　some　cluster

contains　two　widely－separated　groups　of　da，ta　points．　To　get　over　this　problem，　a　convex

combination　of　the　FCM　and　the　FCV　is　suggested　in　Bezdek　et　al．［4］：

　　　　　　　・ηce（U，　V）＝（1一α）み。m（σ，　y）＋α」ジ、v（研），0≦α≦1，0≦r＜m．（10）

This　is　the　criterion　of　the　FCE　which　takes　into　account　the　continuity　and　linearity　of　the

data　distribution　at　the　same　time．

　　　The　AFC　algorithm［5］determines　the　parameterαin（10）Iocally　and　adaptively．　The

local　parameters　are　de伽ed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ伽　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αゼ＝1一λガ忽＝1，2，●’●，c・　　　　（1！）

The　objective　function　of　AFC　is　then　defined　by

　　　　　　　　　　　　　れ　　　　じ

」匠∫・（σ，V）一ΣΣ（・Lik）q［（1一αの幅）＋α茗D網］，・≦αd≦・，・≦r〈m．（・2）

　　　　　　　　　　　　k＝1i＝1

Thus，　the　AFC　algorithm　detects　dif【brent　shapes　of　clusters　with　the　5αme　dimensionality．

However，　the　problem　of癒ding　clusters　with　different　dimensionalities　is　left　unsolved．
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3 Objective　Function

This　paper　proposes　the　fbllowing　objective　function：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　じ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」f。d（σ，v）＝ΣΣ團q瓦ん（”の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1i＝1

（13）

where

（a）馳）一β2σ象（”の＋努1β∫σ細

（b）　（穿撚（1フの＝

（c）　fif・　＝＝

7，r・

m r＝1

1i畷一回2，

m－r

r　＝：　O

llwk　一　vil12　一　2　1〈　wk　一　vi，ei2・　＞12，　r＝　1，2，…，m　一1

　　　　　　　　　　　ゴ＝1

m－1

Σ務
r　＝O

　　　　　　　　　　　　　　（Ai．）i，　1｝il　O，　r＝O

　　　（d）　of・　一

　　　　　　　　　　　　　’（．〉・i。　一・Ai，。＋、）い≧0，　r＝1，2，…，m－1

The　ideas　of　using　the　function　（13）　are　summarized　in　the　following：

e　ln　addition　of　G2・k（＝　dik）　and　G，r・k（＝　D，r・k）　for　a　specified　r，　the　square　distances　from

　　the　data　point　wk　to　the　linear　varieties　with　all　dimensionalities　Vir　（r　＝＝　1，　2，　…，

　　m　一　1）　are　considered　as　in　（b）　to　detect　clusters　with　different　dimensionalities．

e　ln　order　to　compare　distances　from　a　point　to　linear　varieties　with　different　dimension－

　　alities，　the　square　distance　G；・k　is　divided　by　m　一　r　which　is　the　dimensionality　of　the

　　orthogonal　complement　of　the　linear　variety　Vir　as　shown　in　（a）．

e　The　weight　5，r・　in　（c）　is　defined　by　using　the　difference　between　Ai．　and　Ai，．＋i　as　shown

　　in　（d）．　lf　6，r・　is　relatively　large，　the　possibility　of　the　dimensionality　of　the　cluster　Ci

　　being　r　is　relatively　high．

e　The　exponent　l　in　（d）　is　called　the　degree　of　linearity．　lf　l　＝　O，　the　shapes　of　all　clusters

　　become　vague．　On　the　other　hand，　if　l　＝　1，　the　shapes　of　clusters　are　expected　to

　　reflect　the　data　distribution．　A　real　number　greater．than　one　can　be　used　for　l　to　stress

　the　linearity　in　the　data　distribution．

4 Clustering　Algorithm

The　clustering　is　a　process　to　determine

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛2Lik，　vi；　i　＝　1，2，…　　，　c，　k　＝　1，2，…　　，　n｝
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that　minimize　the　objective　function　with　assumed　parameters　c，　g，　and　Z．　Traditionally，　the

fuzzy　clustering　assumes　a　group　of　parameters　and　searches　the　rest　of　parameters　by　the

necessary　conditions　of　optimality，　which　are　given　in　the　fbllowing　f6r　the　present　case：

　　1．When　the　membership　matrixσ＝（2Lik），　the　eigenvalues｛λiゴ｝and　the　eigenvectors

　　　　　｛e茗ゴ｝of　the　fuzzy　scatter　matrices　are　given，　the　objective　function　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」・（V）＝ΣΣ圓qE鋭（”の．・　　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1i＝＝1

　　　　The　necessary　condition　is

　　　　　　　　　　　　　　　　lll書圓・樗∂讐の＋岩m砦∂割一・・（15）

　　　　Letting

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　霧一ai，賠（J＋Σe編　　2’＝1）一ん，　（16）

　　　　where　I　is　the？η×（m　unit　matrix，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠1＋AのΣ團q（Wk一”i）＝0．　　　　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　The　matrix　aiJ十、4i　is　nonsingular　because　its　orthogonal　entries　have　the　maximum

　　　　absolute　values　in　the　respective　columns．　Then，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（ZLik）qωk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”i－k＝k　　，i－1，2，…，・．　　　（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（細9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　2．When｛tvi｝and｛β∫｝are　given，　the　objective　function　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ（σ）一書書（・・ik）・　Eik＋書μ〈書信・），　（19）

　　　　whereμ1，μ2，…，μπare　the　L，agrange　multipliers．　From　the　necessary　condition　of

　　　　optimality，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　一義）出「一1，2，…，c，一k一・，2，…一2・）

　　　　Here，　if　Eik＝Ofbr　some　k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，Eik＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＃｛ブ陽ん＝o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　物ん＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0，　　　　　　　　Eik＞O

　　　　where＃｛・｝indicates　the　number　of　elements　of　a　set．
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　　　　The　clustering　algorithm　is　given　in．　the　fbllowing：

　　Step　1．：Let　t＝0．　Assume　the　values　of　parameters　c，　g，　l　and　the　stopping　parameterε．

　　　　　Assume　a，　set　of　initial　membership　values　by　randomization：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛iLS・1）；　i＝　1，2，…，c，　k　＝　1，2，…，n｝・

　Step　2．　Compute　the　cluster　centers　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　喋1）罪一一・，∴

Step　3・C・mput・the　eig・nvalu・・｛λ！l）｝and　the　c・rresp・nding・ig・nvect・rs團・f　th・

　　　　　fuzzy　scatter　matrix：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　5夕）一Σ働q＠両オ））（Wk一”！オ））T，　i一・，2，…，・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　Step　4．　Renew　the　membership　values　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　－1

　　　　　　　　　　　　　　錫！計・）一書（EE・L）瑠）頁一一・，2，…，一，2，…，n・

　　　　　IfE髭）一〇・f・・s・m・k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，Eik＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t＋・）＿　＃｛ゴ陽た＝o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰐ん　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇，　　　　　　　Ei　k＞0．

　Step　5．　If　the　condition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　囎x腫＋1）一鉱！2｝〈ε

　　　　　holds，　then　stop．　Otherwise，　let診＝t十1a皿d　go　to　Step　2．

5　Numerical　Examples

5．1　Example　l

The　first　example　uses　a　two－dimensional　data　in　Dave［5］．　The　result　shown　in　Fig．1（a）is

obtained　by　using　the　parameters：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c＝5，g＝1．8，1＝0．8，ε＝0．0001．

Every　point　is　classi丑ed　into　one　cluster　in　which　it　has　the　largest　membership　value．　The

behaviors　of　the　function　J’ mv〔l　and　the　value：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ一命x臓＋1）一鉱！2｝

are　shown　in　Fig．1（b），in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



　　　e　the　figures　in　the　top　indicate　the　number　of　iterations，

　　　o　the　figures　in　the　left　side　correspond　to　the　values　of　6，　and

　　　e　the　figures　in　the　right　side　correspond　to　the　values　of　Jf．d．

　　　Another　result　shown　in　Fig．2．（a）　is　obtained　by　changing　the　degree　of　linearity　1　form

O．8　to　O．5．　Other　parameters　and　the　initial　clusters　are　the　same　as　previous　ones．　lt　is

understandabie　that　a　smaller　value　of　the　degree　of　linearity　1　leads　unsatisfactory　clusters．

The　value　of　Jf．d　is　worse　as　shown　in　Fig．2（b）．

　　　When　the　number　of　clusters　c　is　four，　the　result　is　out　of　the　question　as　shown　in

Fig．3（a）．　The　problem　here　is　that　the　value　of　Jf．a　in　Fig．3（b）　is　almost　the　same　as　the

first　case　shown　in　Fig．1（b）．　This　means　that　for　higher　dimensional　cases，　a　cluster　validity

criterion　or　a　visual　appealing　technique　should　be　developed，　which　is，　however，　left　for

future　study．

5．2　Example　2

The　second　example　uses　a　three－dimensional　artificial　data．　The　result　shown　in　Fig．4（a）　is

obtained　by　using　the　parameters：

c＝　4，　g　＝＝　1．s，　1＝　o．s，　e　＝　o．oool．

Four　line－like　clusters　are　detected　and　the　value　of　Jfvd　is　quite　well　as　shown　in　Fig．4（b）．

Clusters　seen　from　different　angles　are　shown　in　Fig．4（c）and　Fig．4（d）．　The　cluster　validity

can　be　checked　visually　up　to　three　dimensional　cases．

　　　Even　when　the　degree　of　linearity　l　is　O・2　instead　of　O・8，　the　clusters　shown　in　Fig．5（a）

are　not　bad　visually，　but　the　value　of　Jfvd　is　apparently　worse　as　shown　in　Fig．5（b）．

　　　It　is　interesting　to　see　what　happens　when　the　number　of　clusters　c　is　assigned　to　other

values．　For　the　cases　when　c＝5，　c＝4，　c＝3，　and　c＝2，　the　clustering　results　are　shown　in

Fig・6（a），Fig・6（b），Fig・6（c），and・Fig．6（d），　respectively．　Here，　starting　with　c＝5，　we　reduce

the　number　of　clusters　one　by　one　with　the　following　strategy：

　　　●　For　each　cluster　Ci，　calculate

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z茗＝Σ嫌一＝1，2，…，・．　　　　　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

e　For　the　cluster　Ci　with　the　smallest　zi，　let

zLik＝O，　k＝1，2，…　，n． （23）

e　Replace　c　with　c　一　1，　and　start　again　the　clustering　by　using　the　current　membership

　　values　instead　of　randomization．
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This　strategy　tentatively　spoils　the　conditions　which　the　membership　values　should　satisfy．

But，　of　course，　the　next　iteration　recovers　losses．

　　　The　behavior　of　the　objective　function　Jf．d　is　shown　in　Fig．6（e）．　Since　the　value　of　Jf．d

is　changed　in　a　large　way　from　c　＝　4　to　c　＝　3，　we　can　conclude　without　seeing　Fig．6（a）　to

Fig．6（d）　that　the　appropriate　number　of　ciusters　is　four．

5．3　Example　3

The　third　example　uses　another　three－dimensional　artificial　data：　a　line－like　cluster　and

a　plane－line　cluster　cross　each　other　in　the　three　dimensional　space．　The　result　shown　in

Fig．7（a）　is　obtained　by　setting：

c＝＝　2，　q＝　！．5，　1＝　O．8，　e　＝＝　O．OOOI．

The　behaviors　of　the　function　Jf．d　and　the　value：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ一罪x纏＋1）一u！2｝

are　shown　in　Fig．7（b）．　Clusters　seen　from　different　angles　are　shown　in　Fig．7（c）　and　Fig．7（d）．

In　these　figures，　data　points　included　in　the　plane－like　cluster　are　indicated　by　black　points．

　　　A　failed　example　is　shown　in　Fig．8（a）　for　which　a　different　set　of　initial　membership

values　is　used．　The　algorithm　finally　detects　two　planes　instead　of　one　line　and　one　plane．

We　can　understand　that　this　result　is　not　acceptable　by　Fig．8（b）　in　which　the　value　of　Jf．d

becomes　worse．　But，　unfortunately，　we　cannot　understand　the　behavior　of　Jf．a　which　goes

well　at　first，　but　turns　to　the　worse　direction　after　all．

　　　The　strong　dependence　on　the　initial　condition　is　unsurprising　when　using　the　fuzzy

clustering　algorithm．　No　one　knows　which　initial　state　is　connected　with　which　final　state．

This　requires　a　heuristics　fot　successful　application．

6 Parameters

Some　suggestions　for　determining　the　clustering　parameters　and　the　initial　membership　val－

ues　are　summarized　in　the　following：

1．　The　number　of　clusters　e．　There　exist　some　proposals　to　determine　an　optimal　value　of

　　c　by　defining　cluster　validity　criteria．　But，　in　the　present　study，　we　repeat　the　clustering

　　from　a　larger　value　of　c　to　a　smaller　one，　and　compare　results　by　the　membership

　　values　and　the　value　of　the　objective　function．　One　strategy　for　reducing　the　number

　　of　clusters　was　suggested　in　Section　5．2．

2．　The　smoothing　parameter　q．　This　parameter　should　be　close　to　one　from　the　viewpoint

　　of　data　classification．　But，　when　it　is　close　to　one，　the　result　heavily　depends　on　the

　　initial　condition，　and　the　shapes　of　clusters　do　not　change　variously．　lt　is　recommended

　　to　start　with　a　larger　q，　then　make　it　smaller　gradually．　An　automatic　modification　of

　　this　parameter　is　left　for　future　study．
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3．　The　degree　of　linearity　1．　This　parameter　determines　the　shapes　of　clusters．　When

　　l　＝　O，　the　shapes　of　clusters　become　vague．　On　the　other　hand，　when　1　＝　1，　the

　　shapes　depend　on　the　data　distribution．　lt　is　recommended　to　repeat　the　clustering　by

　　changing　this　parameter　from　a　smaller　value　to　a　larger　one．

4．　The　stopping　parameter　e．　The　algorithm　does　not　guarantee　a　monotonous　conver－

　　gence　in　membership　values　because　the　shapes　of　clusters　are　changing　in　the　process

　　of　clustering．　A　smaller　value　of　e　is　recommended　for　this　reason．

5．　The　initial　membership　values．　They　are　determined　by　randomization　in　the　present

　　study．　It　is　unavoidable　that　different　initial　values　usually　lead　different　clustering

　　results．　We　have　no　choice　but　to　repeat　the　whole　clustering　process　with　different

　　initial　values．　lf　the　results　are　unstable　for　initialization，　one　should　change　other

　　parameters．

7 Conclusion

This　paper　proposed　a　new　objective　function　and　a　fuzzy　clustering　algorithm　for　detecting

clusters　with　different　dimensionalities．　The　new　proposal　is，　however，　not　a　magic．　lt　takes

a　step　forward，　we　believe，　but　does　not　always　work　well．　Some　techniques　for　determining

the　clustering　parameters　were　suggested　in　order　to　implement　the　clustering　succ6ssfully．
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