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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　In　this　paper，　some　generalized　invariant　subspaces　for　infinite－dimensional　systems　are

investigated，　and　then　some　suMcient　conditions．　for　robust　disturbance－rejection　problems

to　be　solvable　are　studied．
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1 Introduction

　　　　The　notion　of　invariant　subspaces　have　been　extended　to　study　disturbance－rejection　prob－

lems　for　uncertain　finite－dimensional　systems［1］，　［2］，　［4］，　［5］．　Further，　for　infinite－dimensional

uncertain　systems　in　the’ 唐?獅唐?@．that　systems　operators　are　represented　as　convex　combinations，

robust　disturbance－rejection　problems　have　also　been　studied［6］，［7］．　ln　order　to　study　the　prob－

lems　the　notin　of　simultaneous　invariant　su6spaces　were　introduced　and　were　used　to　give　their

solvability　conditions．

　　The　main　objective　of　this　paper　is　to　investigate　the　infinite－dimensional　version　of　gen－

eralized　invariant　subspaces　which　were　partly　ipvestigated　by　Bhattacharyya［1］．　Further，　as

an　application　of　this　study　robust　disturbance－rejection　problems　are　formulated　and　their

solvability　conditions　are　presented．　Finally，　some　concluding　remarks　ar6　giVen．

　　’This　work　was　partially　supported　by　Grant－in－Aid　for　Encouragement　of　Young　Scientists　under　Grant

Number　09750474　in　Japan．
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2 Generalized　lnvariant　Subspaces

　　　First，　some　notations　used　throughout　this　investigation　are　giVen．　Let　B（X；Y）　denote　the

　set　of　all　b　ounded　linear　operators　from　a　Hilbert　space　X　into　another　Hilbert　space　Y　and

for　notational　simplicity，　B（X；X）　is　written　as　B（X）．　For　a　linear　operator　A　the　domain，

the　image，　the　kernel　and　Co－semigroup　generated　by　A　are　denoted　by　D（A），　lmA，　KerA　and

｛SA（t）；t　）　O｝，　respectively．　The　notation　R”　denotes　the　n－th　dimensional　Euclidean　space．

　　　Next，　eonsider　the　following　linear　system　defined　in　a　Hilbert　space　X　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5（a，　6，7）・儲曾；（驚オ）＋B（β圃

wheTe　x（t）　E　X，　zL（t）　E　U　：＝　RM　and　y（t）　E　Y　：＝　Re　are　the　state，　the　input　and　the　measure－

ment　output，　respectively．　And　operators　A（a），B（6）　and　C（7）　are　unknown　in　the　sense　that

they　are　represented　as　the　forms：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（a）　＝　Ao＋aiAi＋…＋apAp，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（6）　＝　Bo＋5i　Bi＋’”＋5qBq，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C（7）　＝　Co十7i　Ci十’”十7r　Cr，

where　a　：＝＝　（ai，…　，ap）　E　RP，　fi　：＝　（5i，…　，5g）　E　R9，　7　：＝　（7i，…　，7r）　E　Rr，　Ao　is　the

infinitesimal　generator　of　a　Co－semigroup　｛SA，（t）；t　一〉　O｝　on　X，　Ai　G　B（X）　（i　＝　1，…　，p），　Bi　E

B（RM；X）　（i　一一　1，…，q）　and　Ci　E　B（X；Re）　（i　一一一　1，…，g）．

　　Now，　since　Ai　（i　＝　1，…　，p）　are　bounded，　it　remarks　that　operator　A（a）　generates　the　Co－

semigroup　and　haS　the　domain　D（A（a））　＝＝D（Ao）　for　all　a：　E　RP．

Definition　2．1　Let　V（c　X）be　a　closed　subspace．

（i）　V　is　said　to　be　a　generalized　controlled　S（A，B）一invariant　ifther6　exists　an　17　E　B（X；RM）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（a）＋B（p）F（’t’）V　C　V　（t　i）’　O）

for　all　（a，5）　E　RP　×　R9．

　　（ii）　V　is　said　to　be　a　generalized　conditioned　S（C，　A）一invariant　if　there　exists　a　G　E　B（Re；X）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（α）＋Gσ（ツ）（オ）y⊂v（オ≧o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2



for　all　（a，7）　E　RP　×　R’．

　　（iii）　V　is　said　to　be　a　generalized　S（A，B，C）一invariant　if　there　exists　an　H　E　B（Re；　RM）such

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（a）＋B（p）Hc（．）（t）V　C　V　（t　1｝1　O）

f・rall（α，β，or）∈RP×R9×R「．ロ

　　　For　system　S（a，5，7）　generalized　S（A，B，C）一invariant　subspace　V　has　the　property　that，if　an

arbitrary　initial　state　x（O）　stays　in　V，　then　there　exists　a　measurement　feedback　H　E　B（Re；RM）

which　is　independent　of　all　（a，5，Al）　E　RP　×　Rq　×　Rr　such　that　state　trajectory　x（t）　stays　iR　V

for　all　t＞　0．

　　　The　following　lemma　is　very　usefu1　to　prove　main　results．

Lemma　2．2　［3］　Let　V　be　a　closed　subspace　of　X，　A　be　an　infinitesimal　generator　with　Co－

semigroup　｛SA（t）；t　一〉一　O｝　on　X，　aBd　（？i　E　B（X）．

　　（i）　lf　SA＋q，（t）V　C　V　for　all　t　）　O，　then　．（A　＋　（？i）（V　n　D（A））　c　V．

　　（ii）　lf　there　exists　a　q2　E　B（X）　such　that　SA＋e，（t）V　c　V　for　all　t　｝ir　O　and　（（？i　一　（22）（V　A

D（A））⊂V，then　SA＋Q1（t）V⊂Vfbr　a11オ≧0．ロ

　　　：Fbr　a　closed　subspace　V　ofXde丑ne　asubspace　Rv　of　RM　and　alinearmap（？v　on　Rm　by
　　　　　　ヲ

Rv・一∩Bi　iレ，　wh・・e　Bi　iv・一｛uE　RMIBiu　E　V｝and　gγ・ニRm→Rm，　a　p・・jecti。n　map

　　　　　i＝1

・nt・Ev　a1・ng（Rの⊥，　wh・・e（Rv）⊥m・an・th…th・9・nal・・mp1・m・nt・f・Rv，・e・pectiv・1y．

　　　The　fbllowing　Iemma　is　used　to　prove　Theorem2．4．

：Lemma　2．3　The　following　two　statements　are　equivalent．

　　（i）Th・・e・eXi・t・an　F’∈B（X；Rm）・u・h・that　SA。＋B。F（t）V⊂y（t≧0）and・BiFV⊂陣一

1，…，9）．

　　（ii）Th・・e・eXi・t・an　＃∈B（X；Rm）・u・h　that　SA。＋B。Q．17（オ）V⊂V（オ≧0）．

P…f（（i）⇒（ii））SupP・・e・that・there・eXi・t・a。　F∈B（X；Rm）・u・h　that　SA。＋β。F（オ）V⊂V（オ≧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ

0）and　BiFV⊂V（i　＝　1，…　　，g）・Th・n，　Fy⊂∩Bi　’V＝Rv．　H・nce，　Qv．FVニFV．　Thu・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
（B・Qv－F－B・F）y＝｛0｝・Th・n，　it　f・11・w・f・・m　L・mma　2．2（ii）that・SA。＋B。’ p。F（オ）V⊂y（オ≧0）．

（（ii）⇒（i））SupP・・9　that　there　・Xi・t・an　1とB（X；Rm）・u・h　that　SA。＋B。（［？。戸（オ）y⊂V（オ≧・）・

Define　F：ニgyF．　Then，5．40＋jBoF（t）γ⊂γ（オ≧0）．　Further，1ヲiFV＝1ヲゼ9v戸y⊂1ヲiRv⊂V．

This　completes　the　proo£ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
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　　　　The　following　theorem　is　the　infinite－dimensional　version　of　the　results　of　Bhattacharyya［1］．

Theorem　2．4　The　following　three　statements　are　equivalent．

　　　（i）　V　is　a　generalized　controlled　S（A，B）一invariant．

　　　（ii）　There　exists．an　“F　E　B（X；RM）　such　that　SA，＋B，F（t）V　c　V　（t　）　O），BiFV　C　V　（i　＝

　ユ，…　，9）and　Ail／’⊂τ／（i　＝　1，…　　，p）．

　　　（iii）　There　exists　an　．Z＞　E　B（X；RM）　such　that　SA，＋B，Q．＃（t）V　C　V　（t　2　O）　aind　AiV　C

V　（i　＝　1，…，p）．

Proof．　（（i）　＝〉　（ii））　Suppose　that　V　is　a　generalized　controlled　S（A，B）一invariant．　Then，　there

　exists　an　F　E　B（X；RM）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（．）＋B（p）F（t）VCV　（t　｝il　O）　（1）

for　all（a，6）　E　RP　×　Rq．

　　　First，　suppose　that　ai　＝　…　　＝　ap　＝＝　5i　＝　…　　＝　6q　＝　O　in　（1）．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，＋B，F（t）V　C　V　（t　｝）　O）

which　with　Lemma2．2（i）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao　十’BoF）（VnD（Ao））cV．　（2）

Further，　suppose　that　ai　＝　1　and　a2　＝　…　＝　ap　＝＝　6i　．＝　…　＝　6g　＝　O　in　（1）．　Then，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SAo＋Ai＋B，F（t）V　C　V　（t　］｝r　O）

which　with　Lemma2．2（i）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao＋Ai＋BoF）（VnD（Ao））cV．　（3）

Hence，　it　follows　from　（2）　and　（3）　that　Ai（V　n　D（Ao））　c　V．　Since　Ai　is　a　bounded　linear

operator，　AiV　c　V．　Similarly，　one　can　prove　AiV　c　V　（i　＝　2，…　，p）．

　　Next，　suppose　that　fii　＝　1　and　ai　＝　…　＝＝　ap　＝　62　＝＝　…　＝　6g　＝　O　in　（1）．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao＋（Bo＋Bi）F）（VnD（Ao））cV．　（4）

Hence，　it　follows　froM　（2），　（4）　and　boundedness　of　Bi　F　that　Bi　FV　c　V．　Similarly，　one　can

prove　BiFV　c　V　（i　一一一　2，…　　，　g）．

（（ii）　＝〉　（i））　Suppose　that　there　exists　an　．F　E　B（X；RM）　such　that

　　　　　SA，＋B，F（t）V　C　V　（t　2　O），　BiFV　C　V　（i　＝　1，…　，g）　and　AiV　c　V　（i　一・一　1，…　，p）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



Then，

　　　　　（A（α）＋B（β）F）＝｛（A・＋α・A・＋…α，A，）＋（B。＋β、B、＋…＋β，β，）F｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　ヲ
　　　　　　　　　　　　　　　＝（A・＋B・F）＋Σα《＋Σ鍋E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ＝1　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　ヨ
Sin・e　SA。＋B。F（t）y⊂yand（Σα《＋Σββ・F）y⊂玩it　f・11・w・f・・m玉・mma　2．2（ii）that

　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ＝1　　　　　i＝’1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（。）＋B（β）F（オ）y⊂y（オ≧o）

for　a11（α，β）∈」RP×R9，　which　implies　y　is　a　ge：neralized　controlled　3（丑，β）。invaria：nt．

（（ii）⇔（iii））The　proof　follows　from：Lemma　2．3．ロ

　　F・・a・1・・ed・ub・paceγ・f　X　1・硫b・alin・a・map・n　Re・ati・fying　K・・pv＝Σ　C，V

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　たユ
and　y＝φ㊦（y∩KerPvCo）for　some　subspaceφ・Since，　Ooφ∩1（er．Pレ＝｛0｝．，　we　can　de五ne

ap・・jecti・n　map　pv・Re→Re・nt・0・φ研al・ng　K・・Py一Σαγf・…m・T・ati・fying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
τ／ニφ㊥（γ∩：Ker　Pv　Co）．

　　The　followi：ng　lemma　is　used　to　prove　Theorem2．6．

：Lemma　2．5　The　following　two　statements　are　equivalellt．

　　（i）There　・Xi・t・aσ∈B（Re；X）・u・h　that　SA。＋G。。（オ）V⊂y（オ≧0）and　aCiV⊂V（ti一

↓，…　，r）．

　（ii）Th・；・　・Xi・t・aO∈B（Rゼ；X）・u・h　that　SA，＋GP。。。（オ）V⊂V（オ≧0）・

Proof（（i）⇒（ii））Suppose　that　there　exists　aσ∈B（Re；X）such　that　SAo＋σoo（オ）y⊂γ（オ≧

0）and　GCiV⊂y（i＝1，…の・Th・n，丘・m　L・mma　2．2（ii）it・u缶ce・t・・h・w（研q。一

〇〇〇）V⊂V．Choose　an　arbitrary　element’　x∈V．　Then，　x　can　be　decomposed　as　x＝y十z

（y∈φ，z∈（τ／∩1（erPし1Oo））．　Since　PレCox＝．pv　Co：y＝CoY，

（GPv　Co－GCo）x　＝＝

　　　　　　　　　　E

　　　　　　　　　　c

GCoy　一　GCoy　一　GCoz

－GCoz

G（：KerPの

Σσoピy

豆1
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Thus，　SA，＋Gp．c，（t）V　c　V　（t　一〉　O）．

（（ii）　＝〉　（i））　Suppose　that　there　exists　a　G　E　B（Re；X）　such　that　SA，＋ap．c，（t）V　C　V　（t　一＞

O）．　Define　G　：＝　GPv．　Then，　SA，＋Gc，（t）V　c　V　（t　2　O）．　Further，　GCiV　＝　aPvCiV　c

　σ、Pv（：KerPγ）＝｛0｝⊂V．　This　completes　the　proof．ロ

Theorem　2．6　The　following　three　statements　are　equivalent．

　　　（i）「レ「is　a　ge：neralized　conditio：ned　5「（0，且）一invariant．

　　　（ii）　There　exists　a　G　E　B（Re；X）　such　that　SA，＋Gc，（t）V　C　V　（t　）　O），　GCiV　C　V　（i　＝

　1，…　　，T）　and　AiV　c　V　（i　＝　1，…　，p）．

　　　（iii）　There　exists　a　G　E　B（Re；　X）　such，　that　SA，＋Gp．　c，　（t）V　C　V　（t　2　O）　and　AiV　C　V　（i　＝

1，・”，P）’

Proof．　（（i）　＝〉　（ii））　Suppose　that　V　is　a　generalized　conditioned　S（C，　A）一invariant．　Then，　there

exists　a　G　E　B（Re；X）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（a）＋Gc（or）（t）V　C　V　（t　｝lr　O）　（5）

for　all　（a，7）　E　RP　×　Rr．

　　First，　suppose　thgt　ai　＝　…　＝　ap　＝　7i　＝＝　…　＝　7r　＝＝　O　in　（5）．　7］hen，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SAo＋Gco（t）V　C　V　（t　lilr　O）

which　with　Lemma2．2（i）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao＋GCo）（VnD（Ao））cV．　（6）

Further，　suppose　that　ai　＝＝　1　and　a2　＝　…　＝．ap　＝　7i　＝　…　＝　7r　＝　O　in　（5）．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA。摘＋Gσ。（t）V　cV　（t　；）　O）

which　with　Lemma2．2（i）　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao＋　Ai＋GC’o’　）（VnD（Ao））c　V．　（7）

Hepce，　it　follows　from　（6）　and　（7）　that　Ai（・Vn　D（Ao））　c　V．　Since　Ai　is　a　bounded　linear　operator，

AiV　C　V．　Similarly，　one　can　prove　AiV　c　V　（i　一一一　2，…　　，p）．

　　Next，　suppose　that　7i　＝　1　and　ai　＝　…　＝　ap　＝　72　＝＝　…　＝　7．　＝　O　in　（5）．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao＋G（Co＋Ci））（VnD（Ao））cV．　．．’　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



Hence，　it　follows　from　（6），　（8）　and　boundedness　of　GCi　that　GCi　V　c　V．　Similarly，　one　can

prove　GCiV　c　V　（i　＝　2，r・・，T）．

（（ii）　＝〉　（i））　Suppose　that　there　exists　a　G　E　B（Re；？Y）　such　that

　　　　　SAo＋Gc，（t）V　C　V　（t　1）　O），GCiV　c　V　（i　一一’　1，…，T）　and　AiV　c　V　（i　一一　1，…，p）．

Then，

（A（a）　＋　GC（7））

Since　SA，＋Gc，　（t）V　C　V　and　（］Z）　aiAi　＋　2　7iCi）V　c　V，　it　follows　from　Lemma　2．2（ii）　that

｛（Ao　＋　aiAi　＋…a，Ap）＋0（0。＋7、0、＋…＋7。0。）｝

　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　ア

（Ao　十　GCo）＋Σ咄＋Σ　・7i　c，．

　　　　　　　　　　i：＝1　　　　　　ゼ＝1

P　　　　　　　　　T

i＝1　　　　　　ゼ＝1

　　5五（。）＋σ・（。）（オ）y⊂γ（オ≧o）

for　all　（a，7）　E　RP　×　R’，　which　implies　V　is　a　generalized　conditined　S（C，　A）一invariant．

（（ii）⇔（iii））The　proof　follows　from　Lemma　2．5．ロ

　　　The　following　theorem　is　an　interesting　result．

Theorem　2．7　The　following　three　statements　are　equivalent．

　　（i）　V　is　a　generalized　S（A，B，C）一invariant．

　　（ii）　There　exists　an　H　E　B（Re；RM）　such　that　SA，＋B，Hc，（t）V　C　V　（t　2　O），　BiHC」’V　C

V　（i　＝　O，…，q，7’　一一　O，…，r；（i，／’）　X　（O，O））　and　AiV　c　V　（i　＝　1，…，p）．

　　（iii）　There　exists　a　K　E　B（Re；　RM）　such　that　SA，＋B’，Q．Kp．c，（t）V　C　V　（t　2　O）　and　Ail／　C

V　（i　一一　1，…，p）．

Proof．　（（i）　＝〉　（ii））　Suppose　that　V　is　a　generalized　S（A，B，C）一invariant．　Then，　there　exists　an

H　E　B（RelRM）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（．）＋B（rs）Hc（i’）（t）V　c　V　（t　｝）　O）　（g）

for　all　（a，6，7）　E　RP　x　Rq　×　R’．

　　First，　suppose　that　ai　＝　…　＝　ap　＝　6i　＝　…＝　5q　＝　7i　＝　…＝　7．　＝　O　in　（9）．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SAo＋BoHc，　（t）V　C　V　（t　lilr　O）

7



　w：hich　with：Lemma2．2（i）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　（A・＋B・∬0・）（V∩D（A・））⊂V・　　　　　　（10）

Fu・ther・・upP・・e　thatα・＝1andα・＝…＝α，＝β・…・＝β，＝ツ、＝…＝7。＝Oin（9）．

　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　SAo十．41十BoHOo（t）V⊂y（t≧0）

which　with：Lemma2．2（i）implies

　　　　　　　　　　　　　　（Ao　十　Ai　十　BoflCo）（y∩D（A・））⊂V．　　　　　（11）

Hence，　it　follows　from（10）and（11）that．41（y∩D（．40））⊂私Since　AI　is　a　bounded　linear

operator，、41γ⊂V．　Similarly，　one　can　proveんy⊂y（i＝2，…，p）．

　　N・xt，・upP・・e　thatβ・＝1andα・＝…＝α，＝β・＝…＝β，＝7、＝…一ツ。＝Oin（9）．

Then，

　　　　　　　　　　　　　（A・＋（B・＋B・）丑0・）（y∩D（A・））⊂V．　　　　　（12）

Hence，　it　follows　from（10），（12）and　boundedness　of　1ヲ1．石rOo　that．β1丑Ooy⊂τ／：

Fu・th・…upP・・e　that　7・＝1andα・＝…＝α，＝β・＝…＝β，＝7、＝…＝7。＝Oin（9）．

Then，

　　　　　　　　　　　　　（A・＋B・丑（0・＋0・））（V∩D（且・））C　V．　　　　　（13）

F・・m（10）・（13）and　b・und・dness・f　B・∬0、，・n・・btain・B。丑0、V⊂V．・Simila・1y，・n・・an　p，。v。

BiHCjV⊂y（i＝1，…，9，ゴ＝1デ・・，T）．

（（ii）⇒（i））SupP・・e・that　there・eXi・t・an丑∈B（Re；Rm）・u・h　that

SA・＋B・H・・（t）y⊂V（オ≧0），珊研⊂y（i＝0，…，9，ゴー0，…，・；（乞，ゴ）≠（0，0））’
≠獅

Ay⊂γ（i＝1，…，P）．　Then，

（且（α）＋刀（β）丑。（の）

　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　ァ
　　　一｛（A・＋B・丑0・）＋Σ咄＋（ΣββのH（Σ　・7，　c，　）｝

　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　i＝1
　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　ア　　　　ド　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　ヨ　　ア
　　　一（A・＋B・fl・C・）＋Σ咄＋Σ　7iB・丑α＋2）　fi，B，Hc。＋ΣΣβi7ゴBi∬0ゴ．

　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　i＝1　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　i＝1ゴニ1

　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　プ　　　　　　　　　　す　　　　　　　　　　ダ　　ア
Since　SA・＋β・H・・（t）y⊂yand（2）　ai　Ai＋Σ　7，B・H・Ci＋Σ　S，　B，∬0・＋ΣΣβゴ7ゴBi∬C」）y⊂

　　　　　　　　　　　　　　　iニ1　　　　　iニ1　　　　　　　　i：＝1　　　　　　　　i＝1ゴ＝1
γ，it　follows　from：Lemma　2．2（ii）that

　　　　　　　　　　　　　　SA（。）＋β（β）H・（。）ωγ⊂γ（オ≧o）　，．
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for　all　（a，5，7）　E　RP　×　Rq　×　Rr，　which　implies　V　is　a　generalized　S（A，B，C）一invariant．

（（ii）　＝〉　（iii））　Suppose　that　there　exists　an　H　E　B（Re；RM）such　that　SA，＋B，Hc，（t）V　C　V　（t　2　O），

Bi∬（］」・V⊂V（乞＝0，…，9，ゴ＝0，…，・；（i，ゴ）≠（0，0））and解⊂y（i＝1，…，P）．　Th・n，　it・f・1－

lows　from　Lemmas　2．3　and　2．5　that　there　exists　an　iP　e　B（X；RM）　such　that　SA，＋B，Q．＃（t）V　C

V　（t　）　O）　and　there　exists　a　G　E　B（Re；X）　such　that　SA，＋cp．c，　（t）V　c　V　（t　2　O）．　From　Remark

in　［8］（p．106）　there　exists　a　K　E　B（Re；RM）such　that　SA，＋B，Q．Kp．c，　（t）V　C　V　（t　2　O）・

（（iii）⇒（ii））SupP・・e　that　there　e幻・t・aK∈B（Re；Rm）・u・h　that　SA。＋β。Q。κpv。。（のy⊂

y（オ≧0）and解⊂y（乞＝！，…，P）・D・丑n・丑・一9γK珊．Th・n，　SA。＋B。H。。（オ）y⊂y（オ≧0）。

Further，　one　obtain　BiflC」V　＝　BiQvK－PvC」V　c　BilmQv　c　BiRv　C　V　（i　＝　O，…，g，！’　＝

e，…　，r；（i，］’）　1　（O，O））．　This　completes　the　proof．　O

Corollary　2．8　V　is　a　generalized　S（A，B，C）一invariant　if　and　only　if　V　is　a　generalized　con一

trolled　S（A，B）一invariant　and　a　generalized　conditioned　S（C，　A）一invariant．

Proof．　The　proof　fbllows　from　Theorems　2．4，2．6　and　2．7．ロ

　　　It　is　interesting　to　note　from　Theorems　2．4，　2．6　and　2．7　that　generalized　invariant　subspaces

are　connected　with　the　invariances　of　a　finite　number　of　conditions．　So，　we　can　check　whether

a　given　subspace　V　is　a　generalized　invariant　or　not．

3 An　Application’@to　Robust　Disturbance－Rejection

　　In　this　section，　the　infinite－dimensional　version　of　disturbance－rejection　problems　for　uncer－

tain　systems　which　were　investigated　by　Bhattacharyya［！］　are　studied．

　　C・nsider　th・姐・wing　ti・・certain・y・t・m　S（α，β，7，δ，σ）d・丘n・d　in　a　Hilb，，t、pace　X．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　5（α，鯛・嘉瞥（瀦1の＋B（β）u（の＋E（σ）ξ（オ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z（の＝．Zフ（6）x（の

where　x（t）　E　X，　u（t）　E　U　：＝　RM，　y（t）　E　Y　：＝　Re，　z（t）　E　Z　：＝　Rpa　and　e　E　LiOC（（O，oo）；e．）

are　the　state，　the　input，　the　measurement　output，　the　controlled　output　and　the　disturbance

which　is　a　Hilbert　space　q　valued　locally　integrable　function，　respectively．　lt　is　assumed　that

coefficient　operators　have　the　following　unknown　parameters．

A（a）　＝　Ao＋aiAi＋…＋apA，：＝　Ao＋AA（cy），

B（5）　＝　Bo＋fii　Bi＋’”＋6qBq：＝Bo＋AB．（fi），
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．

　　　　　　　　　　　　　　　　C（7）　＝＝　Co＋7iCi＋’”＋7rCr：＝Co＋AC（7），

　　　　　　　　　　　　　　　　D（6）　＝　Do＋6iDi＋’”＋6sDs：＝Do＋AD（6），

　　　　　　　　　　　　　　　　E（a）　＝　Eo＋aiEi＋…＋atEt：＝Eo＋AD（a），

where　Ai．，　Bi，Ci　are　the　same　as　system　S（a，6，7）　in　Section　2，　Di　E　B（X；R”），　Ei　E　B（e．；X）

and　a　：一一　（ai，…，ap）　E　RP，　6：：　（6i，…，6q）　E　Rq，　7：＝．　（7i，…，7r）　E　Rr，　6：＝　（6i，…，6s）　E

RS，　a　：＝　（cri，…　，at）　E　Rt．

In　System　S（a，6，7，6，　a）　（Ao，Bo，Co，Do，Eo）　and　（AA（a），　AB（fi），　AC（ty），　AD（6），AE（a））

represent　the　nominal　system　model　and　a　specific　uncertain　perturbation，　respectively．

　　　Now，　apply　to　system　S（a，5，7，6，　a）　a　measurement　feedback　of　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u（t）＝鞠（オ）

where　H　E　B（Re；　RM）．　Then，　the　resulting　closed－loop　system　is　given　as

　　　　　　　　　　　SH（一σ）・｛鵜蹴β（β）∬・（7脚）　（σ）ξ（オ），

　　　Our　robust　disturbance－rejection　problem　with　measurement　feedback　for　system　S（a，6，7，6，　a）

is　stated　as　follows：　Given　operators　Ai，Bi，Ci，Di，Ei　for　system　S（a，6，7，6，　a），　find　if　possible

a　measurement　feedback　gain　H　E　B（Re；　RM）　such　that　the　closed－loop　system　SH（a，6，7，6，　a）

rejects　the　disturbances　6　from　the　controlled　output　z　for　all　parameters　（a，fi，“／，6，　a）　E

RP　×　R9　×　Rr　×　RS　×　Rt，　To　achieve　this　control　requirement　we　must　solve　the　following

problem　：　Given　operators　Ai，Bi，Ci，Di，Ei　for　system　S（a，6，7，6，　a），　find　if　possible　a　mea－

surement　feedback　gain　H　E　B（Re；RM）　such　that

　　　　　　　　　　D（瞭A（・）＋β（β）　（ツ）（オーτ）dアー・（オ≧・）f・・allξ∈亭（・，・・；q）

or　equivalently

〈　SA（a）＋B（rs）Hc（7）（’）IlmE（a）　〉：＝　L　（　，Y，　SA（．）＋B（6）Hc（．）（t）（一1’翌?煤ia））　c　KerD（6）

for　all　parameters　（a，P，7，6，　a）　E　RP　×　R9　×　R’　×　RS　×　Rt，　where　L（st）　and　overbar　meaR　the

linear　subspace　generated　by　the　set　st　and　the　closure　in　X，　respectively．

　　　This　problem　can　be　rephrased　as　follows．

10



｛

Problem　3．1　．’@（Robust　Disturbance－Rejection　Problem　with　Measurenient　Feedback　（RDRPMF）

　　Given　operators　Ai，Bi，Ci，Di，Ei　for　system　S（a，P，7，6，　a），　find　if　possible　a　measurement

feedback　gain　fl　E　B（Re；　RM）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　SA＠＋B（p）Hc（7）（’）IlmE（a）　＞c　KerD（6）

for　a！1　parameters　（a，P，or，6，　a）　E　RP　×　R9　×　Rr　×　RS　×　Rt．　o

Remark　3．2　lf　C（7）＝1（identity　operator），then　Problem　3．1reduces　to　the　robust　disturbance－

rejection　problem　with　state　feedbac：k（RDRPS：F）．ロ

　　　The　following　theorem　gives　solvability　conditions　for　RDRPMF　to　be　solvable．

Theorem　3．3　lf　there　exists　a　generakzed　S（A，B，C）一invariant　subspace　V　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　lmEi　c　V　c　A　KerDi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o　i＝o

then　the　RDRPMF　is　solvable．

Proof．　Suppose　that　there　exists　a　generalized　S（A，　B，C）一invariant　subspace　V　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　lmEi　c　V　c　A　KerDi．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o　i＝o

Then，

SA（a）＋B（p）Hc（．）（t）V　C　V　（t　｝1：　O）

fbr　aU（α，β，7）∈RP×R9×R「．　Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ

　　　　　　　　〈SA（・）＋B（β）Hσ（の（・）1　lmE（σ）〉⊂〈SA（。）＋B（β）H・（の（・）1Σ1凪＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂＜SA（・）＋B（β）・（の（・）lv＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ　y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　℃∩K・・Di

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂：KeLo（δ）

f（）ra11　parameters（α，β，7，δ，σ）∈RP×R9×R「×Rs×Rt．　Thus，　RD：RPMF　is　solvable．ロ

　　The　next　corollary　fbllows　from　Theorem　3．3．
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！

Corollary　3．4　Assume　that　C（7）＝＝1．　Then，　if　there　exists　a　generalized　controlled　S（A，B）一

invariant　subspace　V　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　lmEi　c　V　c’n　KerDi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o　i＝o

then　the　RDRPSF　is　solvable．ロ

　　　　　It　remarks　that　Theorems　2．4　and　2．6　play　important　role　to　check　whether　a　given

subspace　is　a　generalized　invariant　or　not．

4 Concluding　Remarks

　　　In　this　paper，　some　generalized　invariant　subspces　for　infinite－dimensional　systems　were　in－

troduced，　and　then　their　properties　were　investigated．　Especially，　it　is　interesting　that　Theorems

2．4，　2．6　and　2．7　say　infinitely　many　condi’tions　are　equivalent　to　finite　number　of　conditions．　Fur－

ther，　the　infinite－dimensiorial　version　of　the　disturbance－rejection　problems　for　uncertain　systems

which　were　investigated　by　Bhattacharyya［1］　were　formulated，　and　then　their　solvability　condi－

tions　were　presented．

References

［1］　S．　P．　Bhattacharyya，　Generalized　Controllability，　（A，B）一invariant　Subspaces　and　Param－

　　　　　eter　lnvariant　Control，　SIAiM　J．　on　Alg．　Disc．　Meth．，　Vol．　4，　No．4　（1983），　pp．　529－533．

　　［2］　G．　Conte　and　A．　M．　Perdon，　Robust　Disturbanee　Decoupling　Problem　for　Parameter　De－

　　　　pendent　Families　of　Linenr　Systems，　Automatica，　Vol．　29，　No．2　（1993），　pp．475－478．

　　［3］　R．F．Curtain，　（C，　A，B）一pairs　in　inLfinite　dimensions，　Systems　＆　Control　Letters，　Vol．5，

　　　　pp．　59－65，　（1984）．

　［4］　B．　K．　Ghosh，　A　geometric　approach　to　simultaneous　system　design：　parameter　insensitive

　　　　disturbance　decoupling　by　state　and　output　feedback，　Modeling，　ldentification　and　Robust

　　　　Control，　C．1．Byrnes　and　A．Lindquist（ed．），　North－Holland　（1986），　pp．　476－484．

［5］N・Ot・uka・t　al・Pa・am・オ・吻8en・itive　di・加・6αηce一山ec伽脚6Z・ni　with　in・・m惚・．・オ・オ，

　　　　feedback，　IEICE　Transactions　on　Fundamentals　of　Electronics，　Communications　and　Com－

　　　　puter　Sciences，　Vol．　E78－A　（1995），　pp．　1589－1594．

12



t

［6］　N．　Otsuka　and　H．　lnaba，　Parameter－insensitive　disturbance－rojection　for　infinite－

　　　dimensional　systems，　IMA　Journal　of　Mathematical　Control　＆　lnformation，Vol．14，　No．4

　　　（1997），　pp．　401－413．

［7］　N．　Otsuka　and　H．　lnaba，　A　note　on　robust　disturbance－re2’ection　problems　for　infinite－

　　　dimensional　systeMs，　Systems　＆　Control　Letters，　to　appear．

［8］　H．Zwart，　Geometric　Theory　for　lnfinite　Dimensional　Systems，　Lecture　Notes　in　Control

　　　and　lnformation　Sciences，　Springer－Verlag，　1989．

t

13


