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Abstract．　We　develop　a　branch－and－bound　algorithm　to　solve　a　nonlinear　class　of　O－1

knapsack　problems．　The　objective　function　is　a　product　of　m　2　2　affine　functions，　variables　of

which　a・e　mu七ually・ex・1u・iv・・Th・b・an・hing　P・・cedu・ein　th・p・・P・・ed　a19・。ithm　i，　the　u，ual

・ne；bu七七he　b・unding　P・・cedu・e　exp1・it・七h・・pecia1・七・u伽・e・fもh・p・・b1・m・and・impl。m。n七。d

もh・・ugh　tw・・七age・・七h・fir・七i・ba・ed・n臨lin・a・p・・9・amming・elaxa七i。n　and七h。，ec。nd　iS

th・Lag・angian・elaxa七i・n・C・mputati・nal・re・u1七・indi・at・that　th・a19・・ithm　i・p・・mi，ing．

Key　words：　Multiplicative　programming，　O－1　knapsack　problem，　concave　minimization，

branch－and－bound　algorithm，　Lagrangian　relaxation．

1．　lntroduction

Let　us　consider　a　nonlinear　class　of　O－1　knapsack　problems：

（P）

　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　

mlmmlze

subject　to

・一
ｼ黒　＋d・

　れ

Σαゴ¢ゴ≧ゐ

ゴ＝1

ciCゴ∈｛0，1｝， ブ∈N＝｛1ラ．．．，n｝，

where哉11　the　data　are　lntegers　and　Nis　are　mut聡lly　exclusive，　i．e。

　　　　　瓦∩N・　・¢f（・ri≠ん、

We　assume　thatろ，　cゴs　and　4ぎs　are　positive　and　that

　　　　　Σαゴ≧δ．

　　　　　ゴ∈N

Under　these　conditions
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

［2】；㎝dwe　can　assum・，　with・ut　l・ss・f　g・n・・ality，　that　aゴ・are　p・・iもiv・and

　　　　　　の

　　　　　u　N，＝N．

　　　　　ε＝ユ

　　＊The　author　was　par七ially　supported　by　Grant－in－Aid　fbr　Scientific　Research　of　the

Education，　Science，　Sports　and　Culture，　Grant　No．（C2）09680413．

（1ユ）

（1．2）

problem　（P）　is　feasible；　the　ebjective　function　is　pseudoconcave

（1　e3）

Ministry　of
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　　　　Minimi・ati・n・fap・・du・t・f　m≧2・a伍ne　fun・ti・n・，　s・一ca11・d窺蜘♂2・伽・program－

ming・　has　abundant　apPlica七ions，　including　mulもiple　objective　decision　mak三ng【7，　gl　and

geo皿・t・i・al・ptimizati・n’［12・131・P・・bl・m（P）・an　a1・・b・th・ught・f　a・an　m一・bjectiv，

optimizatioll　problem，　where　the　costs　of　cer毛ain　activities　have　no　common　scale　if　thev

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
bel・ng　t・diff・・ent　d・pa・tm・nt・・F・・毛h・multipli・ativ・p・・9・am　with。。ntinu。u、　va，五一

able・・anumber・f　deもermini・ti・誠9・・iもhm・hav・been　p・・P・・ed・6　fa・（the　readers　a，e

referred　t・po・11｝f・・the　state一・紬e－a・t　in　multipli・ativ・p・・gramm五ng）．　Alth・ugh

the　P・・bl・m三・NP－ha・d・v・n　wh・n　m＝2［15】，・a・h・f　the・e　a19・・ithm・i・fai，ly，m一

・ient　a・1・ng　a・mi・，町，　b・1・w丘v・；the・unning　tim・i・，　h・w・v・・，・xp・nential　in　m

and　inc・eases　rapidly　th・m・m・nt　m・xceeds丘v・．　Aもthis　stag・，　th・・e　are　tw・P・ssib1，

apPr・a・h・・t・th・p・・bl・m　with　la・ger　m・apPlying　h・u・i・ti・meth・d・，　and・xp1・iting

・pecial・t・ucture・p・ssessed　by・a・h　p・・bl・m・xampl・．　ln　th・ir　recent　a・ticle［4L　B・n・・n

and　Boger　have　adopted　the丘rst　approach　and　obtained　an　excellent　result．

　　　In　th量・paper，　w・d・ve1・p　a　b・anch－and－b・und　a19・rithm　t…1v・（P）with　every　m，

by　expl・iting（1・1）and　th・0－1　knap・a・k・・n・t・aint．　Th・b・an・hing　P・・cedure　in　th，

proposed　algorithm　is　the　usual　one，　where　the　value　of　some　free　variable　is丘xed　a七

〇11e　or．zero　to　de丘ne　a　subproblem；but　the　bounding　procedure　makes　the　most　of　the

structure．（エ。1）and　is　implemented　through　two　stages：the　first　is　based　on　a　linear

programming　relaxation　of　the　subproblem　and　the　second　is　a　Lagrangian　relaxati6n．

In　Section　2，　we　wiU　give　these　two　relaxations　in．　detai1．　In　Sec七ion　3，　we　will　showもhat

thi・tw・一stage　b・unding　P・・cedure　can　be　carri・d・ut　in　O（n）tim・if　the　rati・s　cゴ／αゴ，

ゴ∈Ni，　are　prelimina・y…t・d　f・r　ea・h　i・C・mputati・nal　re・ult・・f　th・alg・・ithm　will

be　reported　in　Section　4．

2．　Relaxations

Le’t　us　denote　by　（Pk）　a　subproblem　of　（P），　in　which　some　of　the　variables　are　fixed　at

either　one　or　zero；　and　let

．T＋　＝　｛］’　E　N　l　the　value　of　x，・　is　fixed　at　one　in　（Pk）｝

」o　：　｛］’　ENIthe　value　of　x，・　is　fixed　at　zero　in　（Pk）｝

F＝N＼（ゐuゐ）；瓦；瓦∩F，西1，．．．，m．

Subproblem　（Pk）　is　t，hen　written　as　follows：

（Pk）

　　コ　　　　ら　　　　　　　

mlmmlze

subject　to

磁レゴ＋り
　　　　2　a，・x」　〉“．　bk

　　　ゴ∈F

　　　xゴ∈｛0，1｝，ゴ∈F，

where
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　　　　　4卜傷＋Σ・♪猛1，…，m；わ㌔う一Σαゴ．
　　　　　　　　　　　　　ゴ∈」十∩ノ〉ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈」十

In　the　sequel，　we　suppose　that　（Pk）　sat・isfies

Σαゴ≧ゐ㌧o
　　　　　ゴ∈F

and　hence　has　an　optimal　solution　xk　of　value　zk　：　ff，’・”＝i　（：」Efl　c」xjh・　＋　d，k・　）．

　　　Since　c」‘s　and　clis　are　positive，　X」・EF，　c」・gcj十di　takes　a　positive　value　at　any　nonnegative

’xb　］’@E　Fi．　This　allows　us　to　transform　（Pk）　into　an　equivalent　problem：

　　　　　　　　　　mi・n三m一陰hg（Σ・ゴxゴ＋礎ゴ∈Fi）

　　　　　（Qh）lsubject　to　2　a，・x；2rr6k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　餌ゴ∈｛0，1｝ラゴ∈F．

Pr・P・・iti・n　2・1・if（♂，一・りi・・ptimα9・t・岬，抗・n（Xk，1・9　Zk）・・lv・S　（ekノノ・㈱・rSely，

ザ（xk，wりi・・ptimα1　t・　（qkノ，　th・n（♂，2　wk）・・1”・・岬．

　　　It　should　be　noted　on　（Qk）　that　under　condition　（1．1）　the　objective　function　is　sep－

arable　into　m　concave　functions，　each　of　free　variabl．　es　x」・，　」‘　E　Fi．　As　a　solution　to

such　separable　nonconvex　programs，　the　branch－and－beund　algorithm　proposed　by　Falk

and　Soland　is　often　employed　［61，　Their　bounding　procedure　uses　a　relaxed　problem　of

minimizing　the　convex　envelop　of　the　objective　function．　Our　first　relaxation　of　（Qk）　is

converted　from　Falk－Soiand’s　for　O－1　knapsack　probiems．

2．1．　LINEAR　PROGRAMMING　RELAXATION

For　i　一一一：一　1，．．．，m，・1et　us　suppose　that　the　free　variables　ag，　2’　E　Fi，

increasing　order　of　ni　’一一　I　FM　ratios：

　　　　　・ゴ1／αゴ≦・ゴ，／αゴ，≦…≦・ゴ。ノαゴペ

If　Fi　＃　¢，　let

　　　　　h・　＝＝…｛曜㍉轟砺｝・熱≦bi＜距

瓦一min oゐ割，慧％＜Si≦浄・

where　X2．，i　・　is　understood　to　be　zero；　a　nd　define　the　numbers

　　　　　　　　p－1　g　　　　Zi＝Σcゴ，＋4多，・Ui＝：Σcゴ，＋4夕．

　　　　　　　　ん＝1　　　　　　　　　　　　ん＝：1

are　arranged　in　the

（2．1）

（2．2）
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Lemmα・2・2・五・婦一Σ頬・ゴ・・狂晦・r　i＝1，＿，・・7Z．　Th・n，　f・r・α・h　i　with・Fi≠の，

　　　　　li　一く　zll　SII　zLi．　（2．3）
Proof：　Let

6空一ax
o・・bk　一ゴ島叫並1一慧α加61一浅α露・

Then　y，k・，　li　and　zLi　are　equa，1　to

min
oΣ・ゴsc」　1ΣαゴX」≧伽ゴ∈｛o，1｝，ゴ∈Fiゴ∈Fi　　ゴ∈・Fi｝＋4夕

if　we　replace　5　by　bly・，bl・　and　5：・，　respectively．　By　definition，　we　have　b：・　S　bi　〈一　b5・　S　5i　〈一一　5：・，

from　which（2．3）foUows．　　ロ

　　　Using　the　bounds　li　and　tti　of　y，k・，let　us　define

綱一
｢1）い）＋bg毒蕊認

Then　fi　i　s　the　convex　envelop　of　the　logarithmic　function　over　the　interval　［gi，iLi］　and

satis丘es

　　　　　！i（跳）≦109跳，∀跳∈［li，zei］，

where　gi　一一一　zLi　”一一一　d“’f　Fi　一一一一　¢．　Replacing　leg　by　fi　in　（Qk）　and　relaxing　the　O－1　variables

into　real　ones，　we　have　a　continuous　linear　knapsack　problem：

　　　　　　　　　　minimizeω一Σ・艶ゴ＋ず．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈F

　　　　　（Q，）・ubject　t・　　Σαゴ劣ゴ≧ゐk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦ll’；ゴ≦1，ゴ∈F，

where

　　　　　cl　lo讐）・ゴ，ブ∈Ni，　i－1，…・m；d㌧茎鱗　　（2・4）

From　the　construction　of　（Qk），　we　immediately　see　the　following：

Th・・r・m　2．3．五・勧㌔磁醐・n・t・　th・・ptimal　Vα9U…f　（Ckノαnd　（Qkノ，脚ec孟疹吻．

Then

　　　　　霞〉＜ωた．
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As黶@is　well．k．nown　（see　e．g．　［5］），　if　we　rearrange　the　variables　x3・，　2’　G　F，
　　　　　　　　c夕／αゴs，thenorder　of

　　　　　一嵩嬬＋舞（　　r一一1うた一Σαゴん　　ん＝1）・

and　a　solution　te　of　value　u一）　is　given　by

　　　　　　　　　　　　1・　　　　　ゐ詰1，＿，卜1
　　　　　xゴん＝＝　（bk　一一　£窺；1αゴん）／αゴr，ゐ篇r

　　　　　　　　　　　　O，　h＝r＋1，．．．，jFI，

where

　　　　　r－1　r　　　　　Σαゴ、＜bk≦Σαゴ、．

　　　　　ん＝1　　　　　　　　　ゐ＝＝1

in　the　increasing

（2．5）

　　　YVe　gan　thus　use　th　as　a　lower　bound　of　wk　to　terminate　branching　at　subproblem

（Qk）　unless　th　is　less　than　the　incumbent　value　of　（P）．　Since　the　timeV獅??р?п@’ 狽潤@solve

a　gontinuous　linear　knapsack　problem　is　linear，　（Qk）　yielding　？D　can　also　be　solved　in

9（n）　time　fgr　given　［li7GLsils，　witheut　sorting　e」k・／a，・s　［3，　8」．　Ufifortunately，　however，　the

Iower　bound　th　is　not　very　tight　as　will　be　demonstrated　in　Section　4T D　To　work’@the

branch－and－bound　algorithm　efficiently　on　（P），　we　have　to　devise　another　relaxation　of

（Qk）　yielding　a　lower　bound　much　tighter　than　？z）．

2．2．　LAGRANGIAN　RELAXATION

Let　us　introduce　a　Lagrangian　multiplier　A　il）　O　into　（Qk）．　Then　we　have　the　second

relaxation：

（Lk．（λ））minim一
Abg（堅剛＋dう＋λ（ゐL細

　　　　　　　　　　　　　subject　to　x」E｛O，1｝，2’GF・

The　following　is　a　well－known　result　on　LagrangiaR　relaxation：

ん・鵠mα2・4・乙蜘（λ）伽t・th・・ptimal　Vα9n・・プぬ（λ）ノ．　Th・n

　　　　zv（A）　一く．一　wk，　VA　12r　O．

　　　The　question　here　is　how　we　should　choose　a　value　of　A　such　that　iL’（A）　〉　ib．　To

answe〟@this，　｝et　us　conside－r　a　linear　programming　relaxation　of　（Lk（A））．　ln　the　same　way

as　we　have　constructed　（Qk），　we　can　linearize　（Lk（A））　into

　　　　　　minimize　w＝　2（c，k・　一一Aa」）x」＋dk＋Abk

　　　　　　・ubject　t。磯ゴ≦1，ゴ∈F，　　　　　（2・6）

5



wh〟Dre　c，k・s．　apd　dk　are　defined　in　（2．4）．　The　optimal　value　iD（A）　of　（2．6）　can　be　computed
easi1y　as　follows：

　　　　　　’tD（A）　＝：　］，　iil，．　min｛e，　c，k・　一Aa」｝＋　dk＋Abk．　（2．7）

On　the　other　hand，　the　dual　problem　of　（Qk）　is　of　the　form：

　　　　　　　　maximize　W；みたλ一Σμゴ＋dk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈F

　　　　　　　　・ubject　t・　αゴλ一μゴ≦・夕，ゴ∈F　　　　　　　（2・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ≧0，　μゴ≧0，ブ∈F，

誌，網織：nt　the　dua1　va「iables・Since（2・8）requ’re・μゴーax｛・，αゴλ・一一・夕｝

一響｛bkλ　一一　：　max｛0，αゴλ寸　　　　ゴ∈F｝｝＋dk・　　（2．9）

L・mmα　2・5・五畷λ・μ）b・an・）ptimag　s・傭・肋似の．　Th・η

　　　　　　th　＝：　tiE＞（A）1　（2．lo）
Proof：　lt　follows　from　（2．7）　and　（2．9）　that

　　　　　te＝恐禦（A）・

The　value　ab’is　achieved　at’ iX，P）in　problem（2．8）；hence（2．10）follows．　M

INTote　tliat　the　value　IX　of　the　dua・1　variable　is　equal　to　the　ratio　e」fe・．／a」・．，　where　r　is　defined

in　（2．5）．

　　　L・mmas　2・伽d　2・5　imply　that　if　we・・1v・（Lk（X）），　we　can・btain　a　l。wer　b。und。f

zvfo
@not　worse　than　？D　because　（2．6）　with　A　＝：　X　is　a　relaxed　problem　of　（Lk（X））．

Th・伽m麗Th・　r・9ati・n蜘・・9≠ん・・P伽αZ咄e5曜O舟ノ，μた（A）加dピe，？　i、

　　　　　ゆ≦姻≦ωk，　．　　　・　　　　　（2．11）

ωゐ・剛ん・伽孟殉uality　h・9d・　・tri・鞠α・z・ng．a・

　　　　　ヨi，　9i＜Σ・ゴ嫁ス）＋礎く・Li．

　　　　　　　　　　　　ゴ∈迎

Proof：　We　have　already　shown　（2．11）．　The　latter　half　of　the　iemma　follows　from　the

strict　concavity　of　the　logarithmic　function．　M

6



2．3．　’1”IGHTENING　T，HE　LOWER　BOUND

We　see　from　Lemma　2．2　t・hat　the　optimal　value　of　（Qk）　does　not　change　even　if　we　add

the　constraints

　　　　　li≦Σ・b’・xゴ＋礎≦ZLi，伝1，．．．，Tn．

　　　　　　　　ゴ∈君

The　resulting　Lagrallgian　relaxation　with　respect　to　XkF　a」・x」・　＞ny一　bk　is　as　follows：

（工為（λ））

Since　the　feasi

Theorem　2．　7．

mi一・ω一
窒堰E9レ＋dう＋λ（bk一Σ⊃αゴ∬ゴ　　　ゴ∈F）

subject　to　　　　　　　　　　　　　　li≦Σ・）・・xゴ≦篤一4空，操1，＿，m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈・Fi

　　　　　　　　　　　　　　賜∈｛o，1｝，　　　ゴ∈F．

ble・et・f（叫（λ））i・includ・d　in　that・f（Lk（λ）），　w・hav・th・f・ll・w三ng，

五蜘’（A）蜘‘・抗・・悌¢mα1曲・・，f　（Lk（λ）ノ．　Th・n

　　　　　　Gtii＞　Sl　w（A）　s｛　zvt（X）　．〈一　，．k．

　　　While．　w’（A）　is　tighte－r，thap　th，　problem　（L’fe（X））　yielding　the　former　is　a　e－1　integer

progra．m．　in　contdrast　to　（Qk）．　What　seems　to　be　worse，　the　6周置ective　function　of　（L’h（X））

蹴臨灘慧11i鑑欝欝識i：階鼎翻亀鑑b灘
pe￥t　section，　however，　we　will　show　that　a　global　minimum　of　（Lk（A））　can　be　computed

in　linear　time　if　c7・／a」・，2’　E　21Vi，　are　previously　sorted　fer　each　i．

．3．　The　algorithm

Since　th・・et鴫客地1・・…m・・f・free　var圭abl・s　are　mutually　ex・lu・iv・，　th・Lag，angian

relaxed　problem　（Vk（A））　can　be　decomposed　into　m　minimization　problems，’ ?≠モ?堰@of

which　is　of　the　form：

　リ　　　　　ロ　　　　　　　サ

mlmmlze

subject　to

If　we　introduce　an　a

written　as　fo11ews：

　　　　　　minimize

　　　　　　subject　to

…bg
激S＋dう一λ黒　

　　　　li≦Σ・角≦・・εdケ

　　　　　　　　ゴ∈Fi

　　　　xゴ∈｛0，1｝，ゴ∈Fi．

dditionai　variable　yi，　the　centinuously　relaxed　problem

ωド1・9跳一λΣαゴ・・ゴ

　　　　　　　　　　　　ゴ∈昂

　　　　　Σ・ゴxゴ＋dl　＝yi

　　　　ゴ∈昂

　　　　0≦xゴ≦1，ゴ∈Fi； li　〈一．　zti　〈．　zti・

（3．1）

of　（3．1）　is

（3．2）

7



As黶@men．tioned　before，　this　problem　is　neither　linear　nor　convex；　nevertheless，　once　the
value・f〃εi・丘x・d　in　th・int・・v副Z祠，　we　can・・lv・it　very・a，i！y’

　　　Note　that　（3．2）　with　a　fixed　yi　is　just　a　continuous　linear　knapsack　problem．　There－

fore，　the　optimal　value　is　given　by

9ゴω一1・9　λ（慧娠＋舞（〃昏一の）　　（鋤

for　some　s　such　that　£Z：．1　c」，　＋　d，fe・　S　yi　〈　2　Z，．i　c」，　＋　d，k・，where

　　　　　αゴ1／cゴ・≧αゴ・／・ゴ・≧…≧αゴ・ノら。、・　　　　　　　（3。4）

Let

　　　　　η…　al；ηドηん一・＋・ゴ・，ゐ一1，…，n・・　　　　　　（3．5）

We　一should　recall　here　that　（3．4）　is　equivalent　to　the　ordeT　（2．1）　ofthe　variabies　x，・，2’　E　Fi，

useрп@to　compute　the　bounds　gi　and　iLi　of　y，k・．　Hence，　from　the　definition　（2．2i’50th　ii’

and　ni　exist　among　nh，　h　：1，．．．，ni・．　We　also　have　the　following：

Lemmα　3・1・Th・function　gi　i・c・一・・勅・翻・剛η嗣，ηん1加α・ゐゐ＝・，＿，ni．

Proof：　We　see　from　（3．3）　一　（3．5）　that　gi　is　composed　of　a　fogarithmic　function　and　a

convex　piecewise　affine　function　with　break　points　nh，　h　＝　O，1，．．．，ni．　Since　a　sum　of

concave　and　a伽・fun・ti・n・are　c・n・av・（・ee　e．9．［14D，もh・魚ncti・n　g、　i、　c。ncav，。n

e＆ch　af丑ne　piece［ePh．．1，ηん1．　　　ロ

Lg｛ntn．a　3．1　gu．aranYees　that　gi　i’s　minimized　at　some　extreme　point　of　［nh－i，nh］s

gver　the　i￥teryal　lti，’ui］．　Moreover，　if　we　fix　the　value　of　yi　at　any　n，　E　｛’
獅凵f?@1　h’ @k

O，1，．．．，ni｝　A　［li，　’ui］　in　problem　（3．2），　the　optimal　z’3・，　takes　a　O－1　value：

啄一
ｯ，轟。．

This，　together　with　Lemma　3．1，　implies　that

　　　　　gl・　＝　min｛gi（yi）1　yi　E　｛nh　l　h　＝’　O，1，．．．，ni｝　A　［li，　zLi］｝
（3．6）

gives　t ??@optimal　value　not　only　to　（3．2）　but　also　to　the　0－1　integer　program　（3．1）．　The

optimal　value　zv’（A）　of　（L’k（A））　can　therefore　be　computed　by

　　　　　　　　れ
ω’ iλ）＝Σgl＋λみた．

　　　　　　　∫：＝1

銑e…肥α”・nA≧0・　pr・b9・窺繊（A）ノ伽ろ…1”・d　in　O（n1・gn）

operations　and　O（n）　evaluations　of　the　logarithmic　function．

arithmetic
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P「oof・F・r　ea・h　i・s・・tingαゴ／ら・ブ∈F・，　in　th…d・・（3．4）require・O（nil。9η∂a，iもh．

　　　りmetlc　operat三〇ns；and（3．6）requires　O（ni）evaluations　of　log．　Their　total　numbers　are

O（Σ；一・n・　1・9勾一〇（nl・gn）and　O（Z）；．一i　ni）一〇（η），・espectiv。ly．□

　　　［17his　polynomial－time　solvability　of　the　nonconvex　program　（L’k（A））　is　totally　due　to

tbe　．rank－two　monotonicity　［16，　111　pessessed　by　the　objective　functien　of（3．1）．　Functions

of　this　class　are　certainly　conca・ve　on　their　domains；　but　the　concavity　cdn　6e　embedded

inte　only　a　two－dimensional　subspace，　which　enable　us　to　effectively　apply　parametric

programming　like　the　above　（see　［11］　for　further　details）．

3．1．　DESCRIPTION　OF　THE　BRANCH－AND－BOUND　ALGORITHM

In　the　prep・・cess・f　th・alg・・ith曲・（P），　w・fi・・t…t・ゴ／αゴ，ブ∈Ni　f。r　each　i．　This

Feqyires　9（n　log　n）．aFit－hmetic　operations　but　omits　the　time　needed　to　sort　ailci・，2’　E　Fi

in　the　solution　to　（L’k（X））　at　each　step　after　that．

procedure　PREPROCESS；
beg蓋n
　　　for　i　一一一一一　1，．．．，m　do

　　　　　　sort　e7’／a」’，2’　E　Ni　i’n　the　increasing　order；

　　　set　the　incumbent　（xO，　zvO）　：＝　（1，．．一，1，Xn・，．i　log（2　」EN，　e」　＋　di））

en　d；

　　　In　accordance　with　an　ordinary　branch－and－bound　algorithm　for　O－1　linear　knapsack

preblems，　we　propose　the　depth－first－search　rule　to　select　（Qk）　from　the　set　of　active

sybpyolblem－s　and　as　the　branching　variable　xt　with　t　：　argmin」EF　c」k・／a」・．　Then　the

algorithm，　incorporating　the　two　procedures　stated　in　Section　2，　is　suinmarized　into　a

recursive　form：

algorithm　MULTI－KNAP；

begin

　　　PREPROCESS；

　　　BRANCH／BOUND（の，の，N）
　　　（M＊）　Z＊）　：＝＝　（xO7　2WO）・

en　d；

procedure　BRANCH／BOUND（」＋，　Je，　F）

begin
　　　let（Qk）denote七he　subproblem　corresponding　to（ゐ，Jb，F）；

　　　if　6たく0愈ぬen

　　　begin

　　　　　for　2’　’一一一　1，．．．，n　de

　　　　　　　　ifゴ∈」＋the蝿・＝1else餌1・＝0；

9



　　　ω’・＝Σ匙11・9（Σ熾・ゴ亭4∂；

　　　if　w’　〈　wO　then　update　the　incumbent　（¢O，　rwO）　：＝　（m’，　w’）

end
e互se　ifΣゴ∈Fαゴ≧bk　then

begin

　　　f（）ri＝1ラ．。．っmdo

　　　　　c・mput・［♂祠and　d・丘n・the　c・nv・x・nv・1・P・fi・f　1・9・ver　th・int。。va1；

　　constru－ct　the　linear　programming　relaxation　（Qk）　using　fts；

　　solve（Q，）も。　obtainゆan．dス；

　　if　2b　〈　wO　then

　　begin

　　　　　　　　　solve　！he　Lagrangian　relaxed　problem　（L’k（X））　to　obtain　w’（X）；

　　　　　　　　　if　w’（A）　〈　zL」O　then

　　　　　　　　　begin

　　　　　　　　　　　　choose　t：’一m－M　arg　min，・EF　c，k・／a，・，　where　c／P　一一一“　log（zci／li）　c，・／（zLi　一一　gi）；

　　　　　　　　　　　　BRANCH／BOUND（」＋　U　｛t｝，　Jo，F　X　｛t｝）；

　　　　　　　　　　　　BRANC耳／BOUND（み，ゐU｛t｝，＼｛t｝）

　　　　　　　　　end

　　　　　　end

　　　end

end；

　　　Since　c，・／a」，　2’　E　F（i），　have　been　sorted　in　the　procedure　PREPROCESS，　both　li　and

yi　cgn　be　cgmputed　in　linear　time；　and　hence　the　convex　envelop　fi　of　log　over　［li，　zLi］　can

be黶@obt№奄獅?п@in　lineqr　一time．　This　order　of　c，・／a」・s　can　also　be　used　to　solve　the　LSgtarigian

TelaAxeq　pr－o“bleJm．　（L’k（X））　and　reduce　the　number　of　arithmetic　operations　from　OW（n　lo－g　・n）

to　0（n）．　　　　　　　　The　linear　programming　relaxed　problem　（Qk）　is　a　continuous　linear　khaps’ack

problem，　which　can　be　solved　in　Q（qu）　time．　Consequently，　if　an　evaluation　o’ ?@the

logarithmic　function　can　be　done　in　a　unit　time，　the　total　computational　time　needed　in

the　procedure　BRANCH／BOUND　is　O（n）　before　its　recursive　calls．

4．　Computational　Results

Let　us　rep・・も。・mputati・nal　re・ult・・ft・・ting　th・alg・・ithm　MU皿KNAP・n・and。mly

generate．d　problems　of　（P）．

Val盈驚儲1翻鵠麟二野瓢1器謙t鵡給認
PREPROCESS・w・…tedαゴ／り∈Ni，　by　qui・k・・rt，　which　requires　O（nl・9η）tim。

on　the　average　but　O（n2）　time　in　the　worst　case　（see　e．g．　［1］）．　Also　in　the　pro6edure

BRANCH／BOUND・we　s・1v・d（Q・）by…ting・夕／αゴ・with　th・quick・・rt　alg。r圭thm　i皿．

stead　of　applying　the　linear－time　aigorithm　to　it．　ln　addition　to　the　code　MULTI．．KNAP

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
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Table　4．1．　Corr｝parisen　of　．MULTI－Kl　AP　and　LP－RELAX　when　n　＝＝　60．

MULTLKNAP LP　RELAX
a　＝＝　．2 a　＝＝　．5 a　＝＝　．8 回目＝＝　．2

m　＃calls　time 尭calls time ＃calls　time 尭callS time
2

3

4

5

6

10

12

15

20

30

　40．1　．007
（117）　（．017）

　33．6　．007
　（73）　（．017）

　35．1　．010
（130）　（．017）

　53．3　．013
（128）　（．033）

　20．6　’　．007

　（49）　（，017）

　51．3　．015
（172）　（．050）

　55．6　，018
（209）　（．067）

　45．7　．018
（138）　（．050）

　49．2　．020
（145）　（．067）

　53，0　．025
（118）　（．083）

　　88．0　．015
　（136）　（．017）

　153．4　．043
　（344）　（．117）

　282．7　．093
（1295）　（．483）

　266．8　．087
　（606）　（．233）

　408．0　．137
（1591）　（．600）

　407，3　．143
　（960）　（．383）

　539．3　．208
（1744）　（．783）

　405．1　．167
（1091）　（．500）

　237．8　　　　ユ08

　（708）　（．333）

　98．8　．052
（182）　（．100）

　175．9　．035
　（548）　（．167）

　lt79・O　eO42
　（631）　（．183）

　327．7　．080
（1462）　（．417）

　201．5　．050
　（724）　（．200）

　299．7　．077
（1582）　（．433）

　222，7　．065
　（683）　（．250）

　155．3　．053
（410）　（．150）

　196．9　．063

（545）　（．167）

176．8　．070
（336）　（．117）

182．1　，e92
（357）　（．183）

　6566529．6

（45904400）

　5480941．3

（32825816）

　6174459．9

（39763636）

　　775．6

（4944．1）

　　796．7

（4412．0）

1174．0

（7074．6）

　7166561．1　1861．2
（53134457）　（12909．6）

we　coded　the　algorithm　omitting　the　second　stage　of　bounding　procedure　based　on　the

Lagrangian　relaxation　（denoted　by　LP－RELAX）

　　　The　test　problems　were　generated　in　the　following　vv’ay：　a」s　and　c］・s　were　drawn　from

the　uniform　distribution　in　the　intervals　［1，5e］　and　［1，20］，　respectively；　b　was　set　to　the

「ounded　v哉lue・fαΣゴ∈丼αゴ，　where　O＜α＜1；and・dis　were　set　t・4ドΣ熾（20一αゴ）．

The　size・f（m・n）・ang・d　fr・m（2，60）t・（20，・20）；and圓・were丘x・d　at吻．　F。，

each　size，　we　solved　ten　instances　on　a　UNIX　workstatien　（hyperSPARC，　150MHz）　and

measured　the　average　performance　of　the　codes．

　　　Table　4．1　shows　the　behavior　of　MULTI－KNAP　on　problems　of　size　n　＝＝　60　when　m

increases　from　2　to　30．　For　a　＝　e．2，　O．5　and　O．8，　the　average　number　of　calls　on　the

procedure　BRANCH／BOUND　and　the　average　CPU　time　in　secoRds　（and　their　maxima

in　the　brackets）　are　listed　in　their　respective　columns．　lt　is　worth　noting　on　the　results　for

α　＝　O・5　and　O・8　that　after　rising　the　peak　at　s・皿e　mく30，　the　number・f　calls　gradually

decreases　as　m　increases．　The　table　also　compares　MULTLKNAP　with　LP－RELAX　for

cM　＝　O．2．　lt　clear｝y　indicates　the　dominance　of　the　Lagrangian　relaxation　over　the　linear

11



Table　4．2．　Computational　results　of　．MULTI－KN一　AP　when　a　＝＝　．5．

n　＝　80 n　＝一　100 n　＝＝　120

m 尭calls time ＃　calls time ＃　calls time

（t

O．J

5

IO

20

　　113．2　．025
　　（236）　（．067）

　4387．0　2．120
（37766）　（18．433）

　3314．1　1．707
（20559）　（10．833）

　1973．8　1．312
（14050）　（9．617）

　　ユ50．5　　　　　．045

　　（269）　（．083）

　3463．6　2．040
（14031）　（8．367）

　7096．3　4．563
（28857）　（18．817）

　4416．7　3．352
（23599）　（18．783）

　　　296．4　．088
　　　（643）　（．183）

　27812．4　19．795
（147113）　（102．117）・

　99142．3　74．875
（406035）　（295．050）

　22389．3　20．778
（134405）　（127．467）

programming　relaxation．

　　　Table　4．2　summarizes　the　computational　results　on　larger－size　problems．　For　dv　＝：

O．5，　the　same’　statistics　as　in　Table　4．1　are　listed　in　it．　Fer　each　size　of　n，　the　code

M－ULTIdK m．AP　performs　very　vvTell　on　problems　with　small　m　or　large　m　（small　INils　in

other　words）．　On　the　whole，　we　can　conclude　that　MuLTI－KNAp　is　reasehably　6ffi6ient

for　randomly　generated　problems　of　（P）．　Each　test　problem　might　be　somewhat　small　if

it　were　a　linear　O－1　knapsack　problen］．　However，　we　must　not　forget　that　the　objective

function　ef　our　problem　（P）　is　nonlinear　and　nonconvex．
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