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Abstract

Frequency　transformations　derive　filters　of　various　types　from　a　filter　of　low－pass　type，　and　the

transformations　required　laborious　hand　computation．　The　present　authors　have　been　already

proposed　the　frequency　transformation　matrices　which　can　replace　the　hand　computation　by

automatic　procedures，　but　the　procedures　still　require　a　large　number　of　computation．　ln　this

paper，　fast　algorithms　to　compute　the　elements　of　the　frequency　transformation　matrices　are

proposed．　Properties　of　those　matrices　are　first　investigated，　and　then　some　fast　algorithms　are

presented．　Finally，　the　proposed　algorithms　are　compared　with　those　based　on　the　definitions

of　the　matrices．

Key　Words： IIR　Digital　Filters，　Frequency　Transformation
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1 Introduction

The　design　methods　of　IIR　digital　filters　have　been　exterisively　studied　for　these　thirty　years，

and　they　are　roughly　divided　into　two　categories．　One　（A）　is　based　on　bilinear　and　frequency

transformations　from　analog　filters　［2］一［4］，［6］，　and　the　other　（B）　is　to　optimize　frequency　char－

acteristics　to　the　desired　one　［1］，［5］，［8］．　The　method　（A）　preserves　frequency　characteristics　of

the　original　analog　filters，　so　we　can　take　advantage　of　highl：　developed　analog　filter　design

techniques．　The　method　（B）　enables　more　flexible　design，　but　the　best　design　algorithm　has　not

been　established　yet．

　　　　The　inherent　problem　of　（A）　was　that　the　frequency　transformations　require　laborious　hand

computation．　The　direct　application　of　the　transformation　yields　a　complicated　formula　of　the

target　transfer　function，　which　has　to　be　reduced　into　the　form　of　a　rational．　polynomial　by　hand

computation．　The　yielded　formula　becomes　more　complicated　for　a　transfer　function　with　a

higher　order　that　can　be　used　in　practice　to　realize　minute　characteristics．

　　　The　present　authors　have　been　already　proposed　the　frequency　transformation　matrices　［7］

which　can　replace　the　hand　computation．in　the　frequency　transformations　by　automatic　pro－

cedures．　However，　the　procedures　still　require　a　large　number　of　computation，　which　contain

a　lot　of　binomial　coefficients．　ln　computing　the　elements　of　the　bilinear　transformation　ma－

trices　［2］，［3］，［6］，　a　large　number　of　computation　is　also　required．　To　decrease　the　number　of

computation，　Bose　［2］，［3］　proposed　the　fast　algorithm　to　compute　the　elements　of　the　matrices．

Similarly，　fast　algorithms　to　compute　the　elements　of　the　frequency　transformation　matrices

must　be　studied．

　　　The　objective　of　this　paper　is　to　study　the　fast　computation　of　the　elements　of　the　frequency

transformation　matrices．　In　Section　2，　we　investigate　significant　properties　of　those　matrices．

In　Section　3，　some　fast　algorithms　to　compute　the　elements　of　the　matrices　are　proposed，　and

they　are　compared　with　the　algorithm　based　on　the　definition．　Finally，　Section　4　makes　some

concluding　remarks．

r
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2　Properties　of　Frequency　Transformation　Matrices

In　this　section，　significant　properties　of　the　frequency　transformation　matrices　are　investigated．

Hereafter，　frequency　means　angular　frequency，　and　（　g　）　denotes

〈か｛1；＠竺b）錨1〈o’

　　　Let　wo　be　the　cut－off　frequency　of　the　original　low－pass　filter．　The　transfer　function　Ho（z）

of　this　filter　can　be　written　as

　　　　　昨篇ll÷箒幕，　　　　　（1）
of　which　order　of　numerator　polynomial　is　the　same　as　that　of　denominator　one，　as　a　result　of

the　bilinear　transformation　from　an　analog　low－pass　filter　［7］．

2．1　Properties　of　the　Matrix　to　Design　Low－pass　Filters

The　frequency　transformation　formula　to　design　the　low－pass　filter　with　the　cut－off　frequency

wi　is　shown　in　Table　1，　and　the　matrix　which　corresponds　to　that　transformation　was　obtained

［7］　as

　　　　　TkP　：＝＝　T．LP（or）　＝　［t，L．．P．　，”（a）］　E　R（n＋i）×（n＋i），

where

オ羨昊n・一骨π（α）一生（一1）ゴー《∴〉〈∵！αゴー一・　　（2）

The　transfer　function　Hi（z）　of　the　derived　low－pass　filter　can　be　represented　by

　　　　　H・（z）一篇彰≒……呼野チ塞・　　　　　（3）

Here，　the　relations　between　the　coefficients　of　（1）　and　those　of　（3）　are　as　follows：

　　　　　　　col　laol　ldol　lbo
　　　　　　　C．’　1＝　T．LPI　a．’　1，’1（i　1＝T．LPI　b．’　1・　（4）

　　　　　　Cn　　　　an　　　dn　　　　わπ
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　　　Since　the　c6ef丑cients｛ci｝案＝o　of（3）can　be　obtained　by（4），　the　numerator　polynomia1ハ「1（z）

of　H1（のcan　be　written　as

　　　　　N・（z）一Σ　qz－i

　　　　　　　　　　　　　　づニ　

　　　　　　　　　　　一捻儲㌔ト

　　　　　　　　　　　一浅（歯骨πz一αゴ・　　・　　（5）

On　the・th・・hand，・ince　tbe　t・ansfe・fun・ti・n　H、（z）・an　b・・btained　a・a・e・ult・f　th・fr・quency

transf（）rmation　of　Ho（z），ノV1（z）can　also　be　written　as

　　　　　N・（の一Σ　・ii－i

　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　一（・…一・）π浅αゴ（調3

　　　　　　　　　　　一浅｛（1一αガ1）几一ゴ（之1一α）ゴ｝αゴ・　．　（6）

From（5）and（6），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　ロ　　　　れ

　　　　　（1一αz－1）　3（ガ1一α）3一Σ孟髪y，π〆　　　　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

Proposition　2．1　The　first－row　elements　and　the　first－colu．mn　ones　of　the　matrix　T麦P　are　as

f（）llOWS．

　　　　　（i）　孟碍・n一（一α）ゴ，ゴー0，1，…，・nl　　　　　　　　（8）

（ii）静一（一α）《1＞一一・，1，…，n・　　　（9）

Pr。。f　Th。　p，。。f，・ea，ily鯉1。w・fr。m　th，’пEfiniti・n・f（2）．　　　　　　■

Pr・P・siti・n　2・2　The　el・血・nt・｛オ珊・f　th・mat・ix　Tkp・ati・fy　th・f・ll・wing　P・・P・・ti…

　　　　　（i）　オとy・n一オ臨一ゴー，ゴー0，1，…，n，　　　　　　　（・0）

　　　　　（ii）オ瓢一（一α）n・姻去）一，ゴー・，1，…，n，　　　（・・）

　　　　　（iii）　オ妻y・n一オ幾一、＋α・オ出一α・オ恥一，ゴー・，1，…，n，　　（12）

where

　　　　孟とy・n－〇臨く0・・ゴ＜0・・i＞n・・ゴ〉…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



　　　Proof　Proof　of（i）：Replacingゴin（7）by＠一ゴ），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　れ

　　　　　　（・一αガ1）3（ガ1一α）n一’一Σ蠣ガ’・　　　　　　　（・3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝o

Next，　replacingガ1　in（13）by　z，　and　then　multiplyingガn　to　both　sides，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　（ガ1一α）3（1一αz－1）n一フーΣオ瓢一ゴz一’・　　　　　　（・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝9

The　left　side．of（14）is　equal　to　that　of（7）．　This　completes　the　proo£

Proof　of（ii）：Replacingαin（7）by　1／α，　and　then　multiplying（一α）n　to　both　sides，　we　have

　　　　　（1…＝1）ゴ（β一1一α）n一ゴー書（一α）・・團去ト　』　（・5）

The　left　side　of（15）is　equal　to　that　of（13）．　Therefbre，（11）holds．

Proof　of（iii）：Replacingゴin（7）by（ゴー1），　we　have

　　　　　（1一　一・）n一ゴ＋1（ガLα）ゴー1一☆粥〆　　　　　’（・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

From（7）and（16），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　（1一αガ1）Σオとy・nガL（z－1一α）Σオ恥〆　　　　　　　（17）
　　　　　　　　　　　　　　i＝＝O　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

Using（8）一（10），（17）can　be　rewritten　as　fbllows．

　　　　　れ

　　　　　Σ（炉一磯一一α・磯＋α・娼）β一L・・

　　　　　i＝1

Therefbre，　the　fbllowing　equation　holds：

　　　　　オ髪y，n一磯一一α・幾＋α・娼一・，

which　is　equal　to（12）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏

Pr・P・・iti・n　2・3　The　relati・n・b・tween　the　el・m・nt・傍η｝・f　Tkp　and｛せy・n｝1｝・f嘱

are　as　f‘）llOWS．

　　　　　（i）　オとy・η一孟とy・　1一α・オEf㌻い，ゴー0，1，…，n，　　　　（18）

　　　　（ii）　孟とy・n一ど組一α・馨ηrい，ゴー0，・，…，n・　　　　（19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



　　Proof　Proof　of（i）：Replacing　n　in（7）by（n－1），　we　have

　　　　　（1…一・）η一1一ゴ（z－Lα）ゴー努畷7・2・一i．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i：＝O

From（7）and（20），　we　have

　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　ユ
　　　　　Σ孟とy，7｝2一’　・，（1一αガ1）Σ　t；，；．　iガ’

　　　　　i＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　ユ　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　一Σ畷テ1ガ乞一αΣ餐ゴz　一’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　i　：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　一Σ幡1一α・賀ゴ）z一’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

The曲・e，（18）h・ld・．

（20）

Proof　of　（ii）：　Clearly　（19）　holds　true　from　（12）　and　（18）．　一

Proposition　2．4　The　multiplication　of　the　frequency　transformation　matrices　T．LP（or）　and

T．LP（一a）　becomes　to　（1　一　or2）”一times　identity　matrix，　that　is，

　　　　　T．L．P（a）・T．LP（一　or）　＝　TkP（一〇r）・TkP（a）　＝＝　（1　一　a2）nl．＋i，　（21）

where　ln＋i　is　an　identity　matrix　of　（n　十　1）　×　（n　十　1）．

　　Proof　The　matrix　TL．P（or）　describes　the　transformation　from　the　coefficients　of　the　original

low－pass　filter　（with　the　cut－off　frequency　wo）　into　those　of　the　derived　low－pass　filter　（with　the

cut－off　frequency　wl）．

　　　Here，　we　consider　the　inverse　transformation　from　the　derived　low－pass　filter　into　the　original．

The　transformation　parameter　of　of　this　case　is　given　as

　　　　　　，一sin（Efllt1一lil一・Et！9－tuO）T一…　sin（Ellgt一；ll－Efl！一Wi）T

　　　　　a’　＝　ll／ill一（iElliiE65－in　Ee2t＝；一Eeg＋　tuo’　T　＝＝　一pt／n　Eegt－ii－Et！＋　wiiT　＝＝　一a’

which　means　that　the　inverse　transformation　matrix　is　given　by　T．LP（一a）．　Hence，　there　exists

p　E　R　which　satisfy

　　　　T．LP（or）’TkP（一〇r）d　＝＝　TkP（’一一〇r）’TnLP（or）＝p’ln＋i・　（22）
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The　parameter　p　in　（22）　can　be　obtained　by　the　multiplication　of　the　first－row　elements　of

TkP（or）　and　the　first－column　ones　of　TkP（一〇r），　i．e．，

　　　　　P一捻｛オと，£・n（α）・孟妻8μ（一α）｝一書（一α）i・α《1＞

　　　　　　　　＝　t／．llio（一a2）i〈　7．　）　＝　（i一’a2）n．

Therefore，　（21）　holds．　一
2．2　Properties　of　the　Matrix　to　Design且igh－pass　Filters

The　frequency　transformation　formula　to　design　the　high－pass　filter　with　the　cu．　t－off　frequency

wi　is　shown　in　Table　1，　and　the　matrix　which　corresponds　to　that　transformation　was　obtained

［7］　as

　　　　　T，H，P　：＝　T．HP（a）　＝　［t，H．“P．　，n（di）］　E　R（n＋i）×（n＋i），

where

　　　　　オ摺P，n・一オ憂7・n（a）

　　　　　　　　　　　＝　tll．il，（Mi）i’（iZ’k）（’）k一．2’）dr”一i＋2k

　　　　　　　　　　　一　（一i）i・tL，，P．・n（di）．

Here，　the　following　three　propositions　can　be　obtained　in　the　same　manner　as　Subsection　2．1．

Proposition　2．5　The　fitst－row　elements　and　the　first－column　ones　of　the　matrix　T．HP’”　are　as

　　　　　（i）　器π一（一d）ゴ，ゴー0，1，＿，n，

（ii）　t，H．，，P，”一一af（’，Z．），　i＝o，i，．．．，nl　’一

Proposition　2．6　The　elements　｛t，H・“P・　’n｝　of　the　matrix　T．HP　satisfy　the　following　properties．

　　　　　（ii）　舌男P・n一撫一ゴ，　i，ゴー・，1，＿，n，

　　　　　（ii）孟擢窃一（一δ）n・姻表）一，ゴー・，・，…，n，

　　　　（iii）　オ憂ア，n一一僻3－1＋δ・署3＋δ・オ恥い，ゴー・，・，…，・ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



where

　　　　　馨η一〇一く0・・ゴ＜0・・i＞n・・ブ＞7・．

Proposition　2・7　The　relations　between　the　elements　｛t，H．“P．　’”｝　ofT，H．P　and　｛t，H．，oP．　’n－i｝

are　as　follows．

　　　　　（i）　オ夏『・η一面・n－1＋一画f3一い，ゴー・，・，＿，n，

　　　　（ii）　孟夏ア・π一概＝1＋d・オ恥一1，　i，ブー・，・，＿，n．

　　　　　一

・fT牙2、

一

　　　The　matrix　T．HP　also　have　the　following　property．

Proposition　2．8　A　square　of　the　matrix　T．HP（a）　becomes　to　（1　一　dv2）n－times　identity　matrix，

that　is，

　　　　　TffP（a）・T，H，P（di）＝（1－d2）”1．＋i．　’　（23）

　　Proof　The　matrix　T，H．P（or）　describes　the　transformation　from　the　coef｝icients　of　the　original

low－pass　filter　（with　the　cut－off　frequency　wo）　into　those　of　the　derived　high－pass　filter　（with　the

cut－off　frequency　wl）．

　　　Here，　we　consider　the　inverse　transformation　from　the　derived　high－pass　filter　into　the　ori．qinal

low－pass’filter．　The　transformation　parameter　a’　of　this　case　is　given　as

di　＝一2g’E－S－iS＃）一zs　（lll，Eli2“　；f，1）T　．．　一Eg’E一11，．fil　ll，ILzs　（il．　1±iif．　！．i）T＝，，

　　　　　　　　　　…（ωデ0）T…（ωOi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！tll，；）　T

which　means　that　the　inverse　transformation　matrix　is　also　given　by　T．HP（or）．　．　一

2．3　Properties　of　the　Matrix　to　Design　Band－pass　Filters

The　frequency　transformation　formula　to　design　the　band－pass　filter　with　the　cut－off　frequen－

cies　tu’b　w2　（wi　〈　w2）　is　shown　in　Table　1，　and　the　matrix　T．BP　which　corresponds　to　that

transformation　was　obtaiped　［7］　as

　　　　T局P・一［オ要r・π圃∈R（2n＋1）×（n＋1），

9



where

拶2・π
z，］

βぎ，ゴ

物，ゴ

In　（25）　and　（26），

H2（z）　of　the　derived　filter　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　eo　＋　eiz“i　＋　…　＋　enz－n　＋　…　＋　e2na－2n
H2　（z）

　　　　　　　　　　　　　　　　i

：＝舌身f・n（u，v）＝Σ（一1）ゴβ乞一卿，ゴ，　　　　　　　　　　　　（24）

　　　　　　　　　　　　　　　e＝o

一一

@t狽奄奄戟Dli20］（eZk）（elk）z‘」一e＋kve－2k，　（2s）

書〈1二1＞〈∵＞uhve－2ん・　　　（26）

　　　　Le／2］　denotes　the　maximum　integer　not　exceeding　e／2．　The　transfer　function

　　　　　　　　　　　　fo　＋　fi　2’i　＋　…　＋　f．z一”　＋　…　＋　f2．z－2n’

Here，　the　relations　between　the　coefficients　of　（1）　and　those　of　（27）　are　as　follows：

eo

el

：

e71

e2n

一丁浮P

ao

al

：

an

’

　　　Since　the　coeMcients　｛ei｝，2・．”o

N2（z）　of　H2（z）　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　2n

N2（z）　＝ 2　　　　　－z
　　　eiz

i＝o

fo

fi

　i

f2n

一丁需『

bo

bl

i

bn

（27）

（28）

of　（27）　can　be　obtained　by　（28），　the　numerator　polynomial

裁（慧嗣αゴ・
（29）

On　the　other　hand，　since　the　transfer　function　H2（z）　can　be　obtained　as　a　result　of　the　frequency

transformation　of　Ho（i），　N2（z）　can　also　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　2n

N2（の　＝ 2　　　　　－z
　　　eiz

i＝o

（uz－2…一・＋・）π�ｿゴ（一蓋蓑篶齢

浅｛（一・）ゴ＠2…一1＋1）n一ゴ（z－2…一1　）」｝αゴ・
（30）
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From　（29）　and　（30），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　．　　2n
　　　　　　（一1）ゴ＠一2＋vガ1＋1）η一’（ガ2＋vガ1＋uアーΣ響，nz一乞・　　　　　　（31）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

Proposition　2．9　The　first－row　elements　arid　the　first－column　ones　of　the　matrix　T．BP　are　as

長）llOWS．

　　　　　　（i）　オ寂y・n一（一u）ゴ，ゴー0，・，＿，n，　　　　　　　　（32）

　　　　　（ii）　t，B．，，P・n：te．，（℃．）（i．kk）ui－kv2k－i，　i＝＝o，1，．．：，2n．　（33）

　　Proof　The　proofs　of　（32）　and　（33）　easily　follow　from　（24）　and　（31），　respectively．　一

P・・P・・i七i・n2…The　el・m・nt・傍η｝・fth・mat・ix　T局P・ati・fy　th・f・ll・wing　P・・P・・ti・・．

　　　　　　（i）　オ£f・n一（一1）n・馨写，n一ゴー一〇，1，…，2ηandゴー0，1，＿，・い　（34）

　　　　　（ii）　tiPs？，・＝（一zt）n・t，B一，，P・’”（“，，Z），　i＝＝O，1，．．．，2nand2’＝O，1，．．．，n，　（35）

　　　　　（iii）　オ貯，n一一｛概一、＋”（概一、＋概）＋u（雛＋オ掬）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O，1，．．．，2n　and2’＝O，1，．．．，n，　（36）

where

　　　　　孟要f・’ユー〇深く0・・ブ＜0・・i＞2n・・ゴ＞n．

　　Proof　Proof　of　（i）：　Replacing　2’　in　（31）　by　（n　一　2’），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　．　　2n
　　　　　（一1）　ゴ（uガ2＋vガ1＋1）3（・一2　＋”ガ1＋ず一3一Σ覇z一’・　　　（37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

Next，　replacingガ1　in（37）by　z，　and　then　multiplying←z）一n　to　both　sides，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　．　　2n
　　　　　（一1）ゴ（2－2栩一1＋uア（u・一2＋vz－1＋1）　3一Σ｛（一・）π七一ゴ｝・・一’・　（38）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

The　left　side　of　（38）　is　equal　to　that　of　（31）．　Therefore，　（34）　holds．

Proof　of　（ii）：　Replacing　u　and　v　in　（31）　by　1／u　and　1／v　respectively，　and　then　multiplying

（一一zL）”　to　both　sides，　we　have

（一1）・一ゴ（ガ2　ガ・　）π一ゴ＠2…一・＋1）ゴー慧←u）n・｛姻誹一i・（39）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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The　left　side　of　（39）　is　equal　to　that　of　（37）．　This　completes　the　proof．

Proof　of　（iii）：　Replacing　2’　in　（31）　by　（2’　一　1），　we　have

　　　　　（一・）ゴー・＠一・＋vガ・＋・）n一ゴ＋1（ガ・＋vz一・＋のゴー1一皇面一・．　（4・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

From　（31）　and　（40），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2n　2n　　　　　＠一2＋vガ1＋・）Σ孟要f・nz　’一一（ガ2＋”ガ1＋のΣ雛z一’・　　　（4・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝o　’　’i一一〇
Using　（32）一（34），　（41）　can　be　rewritten　as　follows．

　　　　　Σ｛オ要f・η＋肥諺＿、＋”（孟¢運：f3＿、＋肥lf3）＋u（霞舞窪＋オ｝驚3）｝ガ’一〇・

　　　　　i＝1

Therefore，　the　following　equation　holds：

　　　　　オ£r’n＋概一1＋り磯一、＋概）＋u儲＋鵬の一・，

which　is　equal　to　（36）．　一
Proposition　2’ D11　The　relations　between　the　elements　｛t，B・，」P・　’n｝　of　T．BP　and　｛t，B・」P・　’”一i｝　of　T．B－Pi

are　as　follows．

　　　　　（i）　オ£f’η一u・概71＋碗駕f3τ1＋オ£『・　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O，1，．．．，2n　and7’＝O，1，．．．，n，　（42）

　　　　　（ii）　オ費f，n一一（畷f，n－1＋”・概一1＋概一1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝O，1，．．．，2n　and2’＝O，1，．．．，n．　（43）

　　Proof　Proof　of　（i）：　Replacing　n　in　（31）　by　（n－1），　we　have　’

　　　　（一1）ゴ＠一2面一・＋1）π一1一ゴ（z－2＋．vz一・＋u）ゴ・一2隆2オ貯噛　　（44）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

From　（31）　and　（44），　we　have

　れ

Σン貯，ηガ乞　一

i＝0

（2Lz一‘2　＋　z，z－i　＋　1）

　　れ　　

uΣオ曇f・n－1

1；o

鴛Σン｝驚1｝一㌧

，1＝2

乞＝0

Σ（碗幾一1＋り・孟罪f3－1＋孟£f・η一1）

　　　　　れ　　

　　　　　Σ⊃オ貯・π一㌧一ゴ

　　　　　i＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら

　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　れ　　

Z一（i＋2）＋りΣオ£f・π一1ガ（i＋1）＋Σオ£f・nr’z－i

　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　れ　ユ　　　　　　　　れ　　

一’＋”Σオ碧f3－1z－i＋Σオ夏f，n　1z－i

　　　　　i＝1　　　’　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一唇
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β　　．
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Therefore，　（42）　holds．

（ll）オ昇8μ一蕎〈ん〉仏〉・・U一一一v，・一・，1，…，2n・

Proposition　2．13　The　elements　｛t，B・“S・　’n｝　ofthe　matrix　T．BS　satisfy　the　following　properties．

　　　　　（i）　舌£ジ・η一機，n一ゴー一・，1，＿，2…dゴー0，・，＿，n．

　　　　　（ii）榔一tin・姻老，著），　i一・，・，…，2…dゴー・，1，…，…

　　　　（iii）　オ身，，π一概一、＋fi（オ碧i劣一一概）＋・iz（オ要舞い碧島），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝　O，1，．．．，2n　and　2’　＝　O，1，．．．，n，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13

Proof　of　（ii）：　Clearly　（43）　is　true　from　（36）　and　（42）．　一

2．4　Properties　of　the　Matrix　to　Design　Band－stop　Filters

The　frequency　transformation　formula　to　design　the　band－pass　filter　with　the　cut－off　frequencies

cui，w2　（tui　〈　w2）　is　shown　in　Table　1，　aRd　the　matrix　which　corresponds　to　this　transformation

was　obtained　［7］　as

　　　　　T身S・一［弔S’n圃］∈R（2n＋1）×（n＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1

　　　　　　　　　　－特需P　．．　　　　　　　　り
　　　　　　　　　　　　　　　　　　IL＝IL，V＝V　l　’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　（一　1）n

where

　　　　　孟野・n・一オ£野・π飼

　　　　　　　　　　　一（一1）ゴ・オ£f，η岡

　　　　　　　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　一Σ　6，一卿，ゴ　　．

　　　　　　　　　　　　　　e＝＝O，　lu＝IEz，v＝u

Then，　the　following　three　propositions　can　be　obtained　in　the　same　manner　as　Subsection　2．3．

Proposition　2．12　The　first－row　elements　and　the　first－column　ones　of　the　matrix　T．B．S’”　can

be　written　as　follows．

　　　　　（i）　孟寂1・n一畝ゴー0，・，．．．，・n，

　　　　　；；N　．Bs，n一“／7｝X／k’XA一・．i－h．．2k－i，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一



where

　　　　　‘／；夕・n－〇一く0・・ブ＜0・・i＞2n・・ゴ＞n．　　　　　　　　■

Proposition　2．14　The　relations　between　the　elements　｛t，B・“S・　’”｝　of　T．BS　and　｛t／L．2S・　’”一i｝　of　T．EEi

are　as　follows．

　　　　　　（i）　孟£甥・η一ti・概∫1＋δ・オ翫1＋tEf・n－1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝　O，　1，．．．，2n　and　］’　＝　O，　1，．．．，n，

　　　　　（ii）　オ要夕，n一一＠£，，η一1＋δ・オ碧i㌻1＋概∫1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝O，1，．．．，2n　and2’＝O，17…　，n，　一

3　Fast　Algorithms　to　Compute　Frequency　Transformation　Ma－
　　　　trices

In　this　section，　some　fast　algorithms　to　compute　the　elements　of　the　frequency　transformation

matrices　a　re　fust　proposed，　and　then　the　algorithms　are　compared　with　those　based　on　the

definitions　by　the　number　of　addition　and　multiplication．　Based　on　the　comparison，　the　best

algorithms　will　be　chosen．

3．1　Fast　Design　of　Low－pass　Filters

To　compute　all　the　elements　of　the　matrix　TkP　to　design　low－pass　filters，　the　following　two

algorithms　can　be　considered．

Algorithm　3．1　All　the　elements　｛t，L・，」P・　’n｝　ofthe　matrix．　TkP　are　computed　by　the　following　five

steps．

［a］　The　element　t8，6’”　is　one　for　any　n．

　［b］　From　（8），　the　following　relation　holds．

　　　　　　　　　器π一（一α）・オと弘，ゴー1，2，＿，η．・　　　　　　　（45）

　　　　Based　on　the　relation　（45），　the　first－row　elements　｛t8，P」・’”｝］”．．．i　are　determined．
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　　　［c］　From　（9），　the　following　relation　holds．

　　　　　　　　　　　ト嘘〉一一1，2，…，n・　　　　（46）

　　　　　　Based　on　the　relation　（46），　the　first－column　elements　｛t，L・，8’n｝iLLi（2」　are　determined．

［d］　Based　on　（12），　the　elements　｛t，L・，2P・　’n｝iLZ／i2j　are　determined　for　o’　＝　1，2，．．．，n．

［e］Based　on（10），　the　elements｛t，L・“P・’”｝，1＝L．12J＋i　are　determined　for　2’＝O，’1，…，n・　一

Algorithm　3．2　The　elements　｛t，L・“P・　’”｝　ofthe　matrix　T．L．P　can　also　be　computed　by　th’e　fpllowing

six　steps．

　　［a］　Same　to　［a］　of　Algorithm　3．1．

　　［b］　Same　to　［b］　of　Algorithm　3．1．

　　［c］　Same　to　［c］　of　Algorithm　3．1．

［d］　Based　on　（18），　the　elements　｛t，L・，2P・　’”｝，L．Ln／i21　are　determined　for　］’　＝　1，2，．．．，n　一　1．　ln　this

　　　　　case，　the　elements　of　the　（n　一　1）th－order　matrix　Tk2i　are　required．　They　are　computed

　　　　　recursively．

［e］　Based　on　（19），　the　（n　＋　1）th－column　elements　｛t，L・，£’”｝iLZ／i2］　are　determined．

　　［f］　Same　to　［e］　of　Algorit，hm　3．1．　一

　　　In　this　paper，　three　algorithms　are　compared　by　the　number　of　computations　of　addition　（in－

cluding　subtraction）　and　multiplication　（including　division），　respectively．　The　three　algorithms

to　be　compared　are　as　follows．

　（a）　Algorithm　based　on　the　definition　（2）．

　（b）　Algorithm　3．1．

　（c）　Algorithm　3．2．
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Figures　1　and　2　respectively　show　the　number　of　addition　and　multiplication　to　compute　all　the

elements　of　the　matrix　T．L．P　for　the　above　three　algorithms．　Comparing　（a）　with　（b）　and　（c），

the　latter　two　can　compute　the　elements　of　the　matrix　TkP　with　much　fewer　operation　than　（a）．

Comparing　（b）　with　（c），　（b）　seems　to　work　as　same　as　（c）　in　the　case　n　S　3，　and　better　than

（c）　in　the　case　n　2　4．　Therefore，　the　algorithm　（b）　can　be　considered　as　the　best　algorithm　to

compute　the　elements　of　the　matrix　TkP．

　　　Similarly　to　Algorithm　3．1，　all　the　elements　of　the　matrix　T．HP　to　design　high－pass　filters　can

be　quickly　computed．

3．2　Fast　Design　of　Band－pass　Filters

To　compute　all　the　elements　of　the　matrix　T．BP　to　design　band－pass　filters，　the　following　two

algo’窒奄狽?高刀@can　also　be　considered．

Algorithm　3．3　AII　the　elements　｛t，B・，2P・　’”｝　ofthe　matrix　T．BP　are　computed　by　the　following　five

steps．

［a］　The　first－row　first－column　element　toBS’”　is　one　for　any　n．

　　［b］　From　（32），　the　following　relation　holds．

　　　　　　　　　　オ寂y・n一（一・・）・オ寂弘，ゴー・，2，＿，n．　　　　　　　　（47）

　　　　　Ba・ed・n　th・・elati・n（47），　th・丘・・t－r・w・1・m・nt・｛劇乳、　a・e　d・t・・min・d・

［c］Basedon（33），　the丘「sレcolumnelem・nt・僻｝ii＝・a・ed・t・一in・d・

［d］　Based　on　（36），　the　elements　｛t，B・，2P・　’Jn｝，”．，，i　are　determined　for　2’　＝　1，2，．．．，n・

［e］　Based　on　（34），　the　elements　｛t，B・，iP・　’”｝，2．．”，　．＋i　a」re　determined　for　2’　＝　O，1，．．．，n．　一

Algorithm　3．4　The　elements　｛t，B・“P・　S”｝　ofthe　matrix　T．BP　can　also　be　computed　by　the　following

six　steps．

　　［a］　Same　to　［a］　of　Algorithm　3．3．

　　［b］　Same　to　［b］　of　Algorithm　3．3．

　　［c］　Same　to　［c］　of　Algorithm　3．3．
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［d］　Based　on　（42），　the　elements　｛t，B・“P・　’”｝le＝i　are　determined　for　2’　一一　1，2，．．．，n一　1．　ln　this　case，

　　　the　elements　of　the　（n　一　1）th－order　matrix　T．B－Pi　must　be　computed．　They　are　computed

　　　recursively．

［e］　Based　on　（43），　the　（n　＋　1）th－column　elements　｛t，B・，．P’”｝，1＝i　are　determined．

［f］　Same　to　［e］　of　Algorithm　3．3．　Z

　　　　As　the　analogy　with　Subsection　3．1，　three　algorithms　are　compared　by　the　number　of　compu－

tations　of　addition　（including　subtraction）　and　multiplication　（including　division），　respectively．

The　three　algorithms　to　be　compared　are　as　follows．

　　（a）　Algorithm　based　on　the　definition　（24）．

　　（b）　Algorithm　3．3．

　　（c）　Algorithm　3．4．

Figures　3　and　4　respectively　show　the　number　of　additions　and　multiplications　to　compute　all

the　elements　of　the　matrix　T．BP　for　the　above　three　algorithms．　Comparing　（a）　with　（b）　and　（c），

the　latter　two　can　compute　the　elements，　of　the　matrix　T．BP　with　much　fewer　operation　than　（a）．

Comparing　（b）　with　（c），　（b）　seems　to　work　better　than　the　algorithm　3．4　for　any　n．　Therefore，

the　algor’i・thm　（b）　can　considered　as　the　best　algorithm　to　compute　the　elements　of　the　matrix

T．BP，　also　in　this　case．

　　　Similarly　to　Algorithm　3．3，　all　the　elements　of　the　matrix　T．BS　to　design　band－pass　filters

can　be　quickly　computed．

4　Concluding　Remarks

In　this　paper，　some　properties　of　the　frequency　transformation　matrices　were　investigated，　and

the　fast　algorithms　to　compute　the　elements　of　the　Matrices　were　also　presented．　The　proposed

Algorithms　3．1　（for　low－pass　filter）　and　3．3　（for　band－pass　filter）　can　compute　all　the　elements

of　the　matrices　with　much　fewer　operation　than　the　algorithms　based　on　the　definitions．　Similar

algorithms　to　design　high－pass　and　band－pass　filters　can　also　be　considered．

17
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Table　1：　’1［lrransformation　formulae　of　frequency　transformations　for　IIR　digital　filters

　　Filter　Type

Cut－off　Frequency

Transformation　Formulae

Parameters

Low－pass
　　　　　　一1
　－1　Z　　　　　　　　　一　or
z　一　＝
　　　　　1　一　orz－1

Wl CY　＝

sin ω〇一ω1

　　2
sin　（Eflgt－liz－SllL＋　Wl）　T

High－pass
＿1　　ガ1十（勇

z　’＝一　　　　　　1　十　dvz－1

Wl a＝一

cos
CVO　十　Wl

　　2
T

cos　（Etlgt－illl－E±1！一　Wi）　T

Band－pass Z－1
z－2　十　vz－i　十　u

uガ2＋v■一1＋1

（xll，　W2　（CUI　〈　CO2）

IL　＝

k　＝　cot　（EfrlLt

K一　一1

ん十1，

　　　　2

　cos
or　＝：

　　　　　　2αん

　v　＝一　　　　　　ん十1，

！flLt j　Ttan　EgtL　T，

ω2 gω1）T

cos　（E！！2t一一il一！±ll一　Wi）　T

Band－stop
一、ガ2＋δガ1稲

1　一＝＝
　　　　　tiz－2　十　diz－i　十　1

Wl，W2　（tu1　〈　W2）

　　　　　　k－1

　駕＝一　　　　　　X・＋ゴ

A’　＝　tan　（Ef12t一一；i一

a＝
cos

　　　　　　　2（艶

　勿＝一～　　　　　　　　　　’　　　　　　K”　十1

ω1jTtan争
CC）2　十　W1

2 T
cos　（E±12t－51－Elrl！一　Wl）　T
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Figure　1：　Comparison　of　the　number　of　additions　to　compute　all　the　elements　of　the　matrix　TkP
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