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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　　　　　I．n　t・he．　sg一一called　geometric．　approach，　some　generalized　invariant　subspaces　are　investi一

　　　　　＆ated，．　anq　theii　一robust　disturbance－rejection　problems　with　incomplete－siate　feedback　h’rTe

　　　　　formulated　an　　　　　　　　　　　　　　　d　their　solvability　conditions　are　present・ed．

　　　Key　words　：　Generalized　lnvariant　Subspaces，　Uncertain　Systems，　Disturbance－Rejection，

Incomplete－State　Feedback，　Geometric　．Approach

　　　Abbreviated　title　：　Generalized　lnvariant　Subspa，ces　and　Robust　Disturbance－Reject・ion

1 Introduction

The　so－called　geometric　a，pproach　has　been　used　successfully　to　study　variotis　disturbance一

rejection　problems　（see　e．g．　［4］，　［7］，　［9］）．　This　approach　has　been　extended　to　uncertain　systems，

a，nd　some　of　the　corresponding　disturbance－rejectio二n　problems　fbr　uncertain　systems　have　been

studied　（see　e．g．　［1］，　［2］，　［3］，　［6］）．　ln　particular，　Bhattacharyya［1］　investigated　a　generalized

（A，B）一inva，ria，nt　subspace　and　studied　the　disturbance－rejection　problem　with　state　feedback

for　a　broader　cla，ss　of　uncerta，in　systems．　Hoxv・ever，　from　the　practical　viewpoint　the　problem

of　disturbance－rejection　by　incomplete－state　（measurement）　feedback，　instead　of　state　feedback，

becoines　more　importa，nt．

　　　In　the　present　paper，　we　will　first　introduce　some　genera，lized　invariant　subspaces，　and　their

properties　will　be　studied．　Further，　w’e　will　formulate　the　robust　disturbance－rejection　problems

with　incomplete－state　feedback　for　uncertain　systems　which　are　investigated　by　Bhattacharyya［1］，

and　their　solvability　conditions　a，re　presented．　Finally，　an　illustrative　example　will　be　given．
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　2　Generalized　Invariant　Subspaces

　　　Consider　the　following　linear　systems　defined　ill　all　Euclidean　space　X：＝Rη：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・儲（t）　＝　A（a）x（t＝　C（’y）．z’（t），）＋B（β）u（り，

whe・e　x（の∈X，’IL（の∈σ・ニRM・and　y（の∈y・＝Rp　are　tl・e・tat・，　the　input　and　th・inc・mp1，t，．

・tat・（m・a・urem・nt・utput），　re・pectiv・1y・And…iM・i・nt　mat・ice・A（α），B（β）and　6’（7）hav・

　1111knowll　parallleters　ill　the　sellce　that

　　　　　　　　　　　　　A（α）＝A・＋α・且・＋…＋α，A，・＝A。＋△A（α）∈Rn×・，

　　　　　　　　　　　　　B（β）＝B・＋β・B・＋…＋β，B，・＝B。＋△B（β）∈Rn×m，

　　　　　　　　　　　　　0（7）＝0・＋7・0・＋…＋7。0。・＝0。＋△C（7）∈Re×n，

wh・・eα・＝（a’1・…，α，）∈RP，β・＝（β・，…，β，）∈Rq，’〉’・＝（”）’、，…，一ir）∈R・．

　　　In　syst・m　S（α，β，7）（A・・B・，0・）and（△A（α），△B（β），△α7））rep・e・ent・the　n・mina1，y、t。m

model　alld　a　specific　uncertain　perturbation，　respectively．

2．1　Generalized（A，　B）一invariant　Subspaces

　　In　this　subsection，　a　generalized（A，B）一invariant　subspace　and　its　proかerties　wllich　are　in－

vestigated　by　Bhattachryya［1］are　summarized．

Definition　2．1　：Let　y，∫2（⊂X）be　subspaces．

　　Vis　sa玉d　to　be　a　generalized（．4，　B）一invariant　if　there　exists　all、F∈一Rm×n　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（α）＋B（β）F）レ⊂y

f（）ralll（α，β）∈Rp×Rq．　Further，　define

　　F（A，　Bi　V）・ニ｛F∈Rm×nl（且（α）＋B（β）∬）V⊂Vf・・a11（α，β）∈RP×Rq｝．

　　V（A，　B；O）・一｛V（⊂ρ）1ヨ∬∈R臓・・t・（A（α）＋B（β）F）V⊂1・’　f・・a11（α，β）∈R・×R・｝．・

For　a　subspace　y　of　X　define　a　subspace」配v　of　RM　and　a　linear　map　qv　on　Rm　by

　　　　　　　　ワ

　　丑y・＝∩βπ11・，whe・e　B，r　II／・ニ｛2L∈RMIBi　zL∈V｝and

　　　　　　　zニ1

　　e・・v・＝Rm→Rm・ap・・」・・ti・n　map・nt・Rv　al・ng（Rv）⊥，　where（Rの⊥m・an・an

orthogonal　complement　of　Rv．
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Lemma　2・2［1］The・e　exi・t・an　F∈Rm×n・u・h　that（A・＋B。F）τ・ア⊂yand研V⊂Vσ＝

　ユ，…　　，q）if　alld　o111y　if　Aol／⊂Im1ヲ09L1十V．ロ

エemma　2・3［1］The　fo11・wing　th・ee・tat・m・nt・a・e　equiv41・nt．

　　（i）v∈v（A，B；ρ）．

　　（ii）There　exi・t・an　F∈Rm×n・u・h　that（A・＋B・∬）V⊂V　and　BiFV⊂V（i＝1，…，（1），

and・4fV⊂V⊂ρ　（・i　＝＝　1，…　　　，7））．

　　（iii）・4・τ／⊂lm・B・qv＋Va・id　A・V⊂V⊂9（i＝1，…，P）．□

Lemma　2・4［11　V（A，　B；9）ha・auniqu・maXima，1・1・m・nt　V・（O）whi・h　may　be　cal，ulat，d

from　the　fbllowillg　algorithm．

　　　　　　　　Step1．1／b：＝　　∫2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ

　　　　　　　　St・p2・Rk・＝∩Bi　IVk（⊂Rm），　wh・・e　Bi　iVk・＝｛u∈RmlBi2L∈鴫．

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼニユ

　　　　　　　　Step3・（？k：＝Rm一→Rm，　a　projectioll　map　onto　Rk　along（Rk）⊥．

　　　　　　　　Step4．」1ヲok：；＝Bo（？k．

　　　　　　　　St・p5・τ／k＋・・一1／k　fi　Ao一’（lmB・k＋Vh）∩A、一11／k　n…∩且∬1玲．

　　　　　　　　SteP6．τ／’＊（∫？）：＝V梶．　□

Example　2．5　Consider　the　f（）110wing　matrices　and　a　subspace　givell　by
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From　the　a，lgorithm　of　Lemma　2．4　we　obtain

i／b＝s？，．　Ro＝span（［9］／，　qo＝［8　Oi］，　Boo　：’＝
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　Further　we　obtain
　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　1　　　　　　　　　　　　　　　　0

　Thus，τ・～is　a　I耳aximal　ele：mellt　of　Vて〆1，、B；∫2）．ロ

2．2　Generalized（0，　A）一illvariallt　Subspaces

　　In　this　subsection，　a　lle、v　concept　of　generalized（0，　A）一invariant　subspace　is　i：ntroduced　and

lts　propertles　are　investigated．

Definition　2．6　：Let　V，ε（⊂X）be　subspaces．

　　yis　said　to　be　a　generalized（0，／1）一invariant　if　there　exists　aσ∈Rn×e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（α）＋GC（”）’））v⊂y

for　a11（α，7）∈Rp×R「．　Further，　define

　　σ（0・A；γ）・＝｛σ∈R”xe　1（A（α）＋σ0（7））V⊂Vf・・a11（α，7）∈RP×R・｝．

　　V（0，A；ε）・一｛レ（⊃ε）1ヨG∈R”×e・・t・（A（α）＋σC（7））τ・⊂Vf・・a11（α，7）∈R・×R・｝．ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
　　Fo「a・ub・pa・eγ・f　X　1・t　pv　b・alinea・map・n薦ati・馳g　K・・pL・一ΣCil／　and

y一φe（γ∩K・・pl・…）f・…m・・ub・paceφ．　Since，・。φ∩K。，pv一｛・｝，　w，露i、　d，fin，　a

P・・jecti・・…p　Pレ・Re　一　Re　・nt・0・φ㊥ra1・ng　K・・pv一Σ0ビτ・f・r　s・m・r・ati・fying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝：1
Vニφe（τ／∩KerPyO。）．

　　　Cloncerning　the　above　illvariallce，　the　following　lemma　and　theorem　can　be　obtained．

Lemma　2・7　The・e　exi・t・aσ∈Rn×e・u・h　that（A。＋σσ。）V⊂γandσC㌃τ・・⊂τ／（i＝

1，…　，7’）if　and　only　if　Ao（1／∩1｛er・pv　Co）⊂「レ「．

（P…f）（Necessity）SupP・・e　that　the・e　・Xi・t・aσ∈Rn×e・u・h　that（A。＋σ0。）V⊂y

a・nd　GCiV⊂1／（iニ1・…・r）・L・t　v　b・an　a・bit・a・y・1・m・nt・f（V∩KerPi・C。）．　Th・n，
　　　　　　　　　　　T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7・

Cb・∈K・・瓦・一Σαγwhi・h　imply　O・”・　2　Civi　f・r　s・…i∈V．　H・nce，　GC。”一Σ　GCizri∈

　　　　　　　　　　に1　　　　　　　　・i＝1　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　ア　

ΣσGγαThu・，　A。v＝（A。＋σ0。）η一σ0。v∈V＋V＝V．
’i＝1
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（Su缶・iency）SupP・・e　that　4・（y∩K・・pv・C・）⊂V・N・ti・i・9　that　V＝φ①（y∩K・・P、・0。），

・h…eaba・i・｛v・ジ・・，v・｝f・・m（y∩1｛erPγ0・）and　a　ba・i・｛v。＋、，…，vb｝f・・mφ．　D・fin・ωガー。、＝

0・卿＝α＋1・…，6）・Tl・en，　a・et｛・V・，…，ωδ一。｝i・1inea・ly　ind・p・nd・nt．　ln　fa・t，α、ω、＋．．．＋

αわ＿αωb＿α＝O　implies　aivα＋1十…十αδ＿α　vb∈：KerOo⊂Ker1）γ　Co．　Further，α1”α＋1十…十α6＿α　vb∈

φ・H・nce，α・v・＋・＋…＋α6一。vb∈φ∩（レ∩K・・PvO。）＝｛0｝．　Thu・，α、＝…＝α6一。＝0．

Now，110tiCi■g　that　y・＝Rtl＝Cbφer㊥Ker．pv　and　a　set｛ω1，…　，ωδ＿α｝is　a　basis　of（りbφ，

・h…eaba・i・｛wb一。＋・，…，ω」｝f・・m　r㊥K・・pv．　D・我nealin・a・mapθf，・m　Re　t。　R・、u，h

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　σ一一｛一三；ゴニ’諄三％．

In・・d・・t・P・・v・（A・＋σ0・）レ⊂V1・t　an　a・bit・a・y・1・m・nt　・’（＝x、＋2’、）∈V＝φ㊦（y∩

1（er　Pv　Co）such　tha，t：L’1∈φandω2．∈（τ／∩Ker　Pv　Co）．　The11，

　　　　　　　　　（A・＋σCb）・・＝（A・＋σ0・）X1＋（A。＋00。）X，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σαi（Ao　＋　GCo）V汁A。X、＋σ0。．・’、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニα十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝A…’2（by　O・（V∩Ker－Pレ0・）⊂K・・pv⊂K・・σ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∈　τ／

for　some　a・i　which　imply　（Ao　十　GCo）V　c　V．　Moreover，　since　CiV　c　KerPv　c　KerG　we　obtain

GCiV　＝　｛O｝　c　V　for　all　i　＝　1，…　，r．　This　completes　the　proof．　O

Theorem　2．8　The　folloNving　t・hree　statements　are　equivalent．

　　（i）　1／　E　V（C，　A；　6）．

　　（ii）The・e　exi・t・aσ∈R”×e・u・h　that（A・＋σ0・）V⊂1／　and　GCiV⊂V（’i＝1，…の，

and且ごレ⊂V（’i＝1，…　，2，）andε⊂1乙

　　（ii’i）　t40（Vn　KerPvCo）　c　V，　AiV　c　V　（i　＝　1，…　，p）　and　E　c　V．

（Proof）　（（i．）＝〉　（ii））　Suppose　that　V　E　V（C，　A；　S）．　Then，　there　exists　a　G　E　RnXe　such　that

（A（a・）　＋　GC（一／））V　c　V （i）

for　all　（at，一r）　E　RP　×　R”　and　6　c　1／．　1　ow，　choose　ai　一一一　…　：　cup　＝O　and　7i　＝・”＝　Axr　＝Oin

（2）．　Then，

（Ao　＋　GCo）V　C　V．
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Further，　choose　a，i　＝＝　1，a2　＝　…　＝　ap　一一　O　a，nd　：／i　＝　…　＝　7．　＝　O　ill　（2）．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（且・＋A、＋σ0。）V⊂レ

vv’hich　imply　Ai　V　c　1／．　Similarly，　it　can　be　easily　proved　AiV　c　lii’　（i　＝　1，…　，p）．　On　the　other

hand，　choose　ai　＝　1，a2　＝＝　…＝　ap　＝O　and　7i　＝　1，72　＝＝　…＝　7．　＝　O　in　（2）．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ao　＋　Ai　＋　G（Co　＋　Ci　））V　C　V

which　imply　GCi　V　c　V．　Similarly，　it　can　be　easily　proved　GCiV　c　V　（i　＝　1，…，r）．

（（ii）＝〉　（i））　Suppose　that　there　exists　a．　G　E　RnXe　such　that　（Ao　＋　GCo）V　c　V　and　GCiV　c

・V（ぽ＝1，…の・a・・d・AiL／⊂Vσ＝1，…，P）andε⊂V．　L・t　an　a・bit・a・y・1・m…t・x∈私Th，n，

　　（A（a’）＋GC（7））x　一一一　（Ae＋aiAi＋…＋a’，A，＋GCo＋AhGCi＋’”＋7rGCr）x

　　　　　　　　　　　　　　＝　（Ao＋GCo）x＋（aiAi＋’”＋apAp）x＋（7iGCi＋’”＋7rGCr）x

　　　　　　　　　　　　　　∈　τ乙

for　all　（a，7）　E　R”　×　Rr　which　imply　V　E　V（C，　A；　6）．

（（ii）〈〉　（iii））　The　proof　is　obvious　from　Lemma　2．7．　0

　　Th・f・11・win91・mma　gua・antee・the　exi・t・nce・f　a　uniqu・minima1・1・ment・f　V（0，　A；ε）．

Lemma　2・9　V（0，　A；ε）i・cl・・ed　under　th・・p・・ati・…f・ub・pace　inter・ecti・・，　that　i・，　V（0，　A；

ε）ha・aUniqU・minimal・1・m・nt　V．（ε）．

（Proof）Let　I・1，τろbe　subspaces　of　y（0，．4；ε）．　Then，　from　Theorem　2．8　we　obtain

　　　　　　　A・（V・∩K・・Pv，・C・）⊂V・，AiVl⊂τ・1（i＝1，…，P），ε⊂τ／、，

　　　　　　　Ao（1ろ∩］KerPv2　Co：）⊂▽〉，〆1」ろ・⊂τろ（ti＝1，…　ラP）andε⊂τろ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アwhe・e　pvj・Re　一　Re　b・the　p・・jecti・n　maP・nt・A　vj・ニ0・φゴeろal・ng　KerPザΣqτ｝f・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オニユ
some・ub・paceろ’・ati・fyin9巧二φゴ㊥（τ／∩Ke・P玉う。・）（ゴ＝1，2）・Since　K・・P（vinV2）⊂（K・・一pL．3∩

：KerPτう），　one　can　define　the　projection　map・pv，∩v2：Re→・Re　onto　A（v、∩v2）：＝Ooφ12　e　T12

　　　　　　　　　　　　　ア
al・ng　K・・P（v、nv2）一Σα（V・∩V2）・ati・fying・1巧⊂・i（脳）（ゴー・，2），　wh・・e（V、∩V2）一

　　　　　　　　　　　　　こニユ
φ・2㊥（（1／1　fi　1／2）∩K・・P（V、∩V2）C・）・

In　order　to　prove（1／1　fi　V2）∈y（0，　A；ε），　from　Theorem　2．8　it　suMces　to　show　that

Ao（Vi　n　V2　n　KerP（v，nv，）Co）　C　（Vl　n　V2）， （2）

6



　　　　　　　　　　　　　ん（Vi∩v2）⊂（τ在∩1ろ）（i＝1，…，P）andε⊂（巧∩1ろ）．　　　（3）

Since　（3）　is　clea，r，　we　prove　（2）．　Now，　the　following　inclusion　holds．

　　　　　　　　　　　　　　　　　KerP（v，nv，）Co　C　｛KerPv，　Co　fi　KerPv，　Co｝．

In　fact，　let　x　be　an　arbitrary　element　of　KerP（v，nv，）Co．　Then，　Co．z’　E　KerP（vanv，）　C　｛　KerPvi　n

KerPv，｝．　Hence，　a’　E　｛　KerPv，　Con　1〈erPv，　Co｝．　Then，

　　　　　　Ao（Vi　A　V2　fi　KerP（v，nv，）Co）　c　Ao（Vi　A　V2　fi　KerPv，　Co　n　KerPv，　Co）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　Ao（Vi　n　KerPv，　Co）nAo（V2　n　KerPv，　Co）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　（ViAV2），

which　imply　（2）．　Thus，　Vi　n　V2　E　V（C，　A；　E），　which　means　that　V（C，　A；　E）　has　a　unique　minimal

elemellt．　This　completes　the　proof．ロ

　　For　the　computation　of　1／．（c’A）　we　have　the　following　algorithm．

Theorem　2．10　A　unique　minimal　element　1／’．（e）　of　V（C，　A；　e）　can　be　calculated　by　the

following　algorithrn．

　　　　Stepl．　Vo　：　：　6．

　　　　Step2．　Pk　：＝　Re　．　Re；　a，　projection　map　onto　CoOk　O　Tk　along　KerPk一　for　some　Tk　such

　　　　　　　　that　KerPk　＝　£CiVk　a，nd　Vk　＝＝　S？A，　（D（Vkfi　KerPkCo）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　　　　Step3．　C’．k：＝PkCo・

　　　　Step4．　Vk一＋i：＝　Vk．　＋　Ao（1〈erCok　n　Vk）　＋　AiVk　＋…＋　ApVk一．

　　　　Step5．　lx’tt（S）：＝　1／．．

（Proof）　iVVe　first　observe　tha，t　the　sequen6e　｛Vk｝　is　nondecrea，sing　：　clearly　Vo　C　Vi，　and　if

Vk－i　c　Vk，　then，　noticing　tha，t　KerC．k　）　KerC．k－i，

Vk＋i　＝　Vk一＋Ao（KerCok　n　Vk）＋AiVk＋…＋ApVk

　　　　）　Vk－i＋Ao（KerC．k－i　fi　l／k－i）＋AiVk－i＋…＋ApVk－i

　　　　＝　τ儒．

Thus，　there　exists　an　m　such　that　Vk　＝　1／．　for　all　k　〉一　m．　Now，　let　V　be　an　arbitrary　element

of　V（C，　A；　e）．　Then，　from　Theorem　2．8　we　hav・e
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　　　　　　　　　　　Ao（V　A　KerPv　Co）　C　V，　AiV　c　V　（i，＝　1，…，p）　and　E　c　V．

Then，　clearly　Vo（＝　e）c　V，　and　if　Vk－i　c　V，　then

　　　　　　　　　　Vk　一一　Vk－i＋Ao（KerCok－i　n　Vk－i）＋AiVk－i＋…＋ApVk－i

　　　　　　　　　　　　C　V＋Ao（KerCokNi　fi　V）＋AiV＋…＋A，V

　　　　　　　　　　　　＝　V＋Ao（KerCok－i　n　V）．

Now，　since　KerPk－i　c　KerPv　we　have　Ao（　KerCok．一i　n　1／）　c　V．　Hence，　Vk　c　V　for　all　k　一〉　O

which　imply　1／．（＝　V．＋i）　c　V，　that　is

　　　　　　　　　　　　τ／m＝τ傷汁A・（Ker　P．　C・∩臨）＋A・Vm＋…＋Ap　Vm．

Hence，　we　have

　　　　　　　　Ao（Ker」Pm　Co　fi　Vm）c　V．，AiVm　c　V．　（i　＝　1，…，p）　and　S（＝　Vo）　c　V．．

It　follxvs　from　Theorem　2．8　tha，t　V．　E　V（C，　A；　e）．　Thus，　subspace　V．　is　a　minimal　element　of

V（C，　A；　6）一　．　This　completes　the　proo£　O

Example　2．11　Consider　A（a）of　Example　2．5，　C（7）given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　c（7）＝＝［orii　9　8　oO］　and　6．＝　spanl181｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

Then．　xve　have
　　　，

　　　　　　　　　　　　　　cb一　［　g　g　　g　，o　］　，　c，　＝　［　6　g　，o　s　］　．

From　the　algorithm　of　Theorem　2．10　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

Vo＝6：’ oo＝
m8　1］，　Oo＝spanl18A　1｝，　To＝｛o｝，　Coo＝＝［ii　ii　oO　oO］　and　vi＝vo・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

Thus，　Vi　is　a，　minima，1　element　of　V（C，　A；　8）．　0

2．3　Generalized（A，　B，　C）一invariant　Subspaces

Definition　2．12　Let　V（c　X）be　subspace．

V　is　said　to　be　a　generalized　（A，B，C）一invariant　if　there　exists　an　H　E　RMXe　such　that，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（a）　＋　B（6）HC（7））V　c　1／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



for　a，11　（a，5，ty’）　E　RP　×　Rq　×　Rr．　Further，　define

H（A，B，C；1／）：＝｛H　E　RMXe　l（A（a）　＋　B（6）HC（7））V　c　V　for　all　（a，6，7）　E　RP　×　R9　×　R’｝，

V（A・B・0）・一例ヨ∬∈Rm×e・・t・（A（α）＋B（β）∬α7））V⊂γf・・all（α，β，7）∈R・×R・x珊．

o

The　following　two　lemmas　are　used　to　prove　Lemma　2．15．

Lemma　2・13［司L・t聴！（⊂X）b・・ub・pace・．　Th・n，　the・e　exi・t・ub・pace・X。　and　X、　su，h

tha’t「1・’「ニ・Xl　e（V∩レ7），X＝Xo㊥『PI／and　X1⊂Xo．ロ

Lemma　2．14　［8］　Let　F　E　RMX”　and　T　E　ReX”．　Then，　there　exists　a　K　E　RMXt’　such　tha，t

1；「＝五’rif　and　only　if　Ker7「⊂KerF．ロ

Lemma　2．15　There　exists　a　K　E　RMXe　such　that　（Ao　＋　BoqvKPvCo）V　C　V　if　and　only　i’f

AoV　c　lmBoqv　十　V　and　Ao（VnKerPv　Co）　c　V．

（Proof）（Yt　ecessity）　Suppose　that　there　exists　a　li　E　RMXe　such　that　（Ao＋Bo（？vK－PvrCo）V　c　V．

Let　v　be　an　arbitrary　element　of　V．　Then，　w　：＝　（Ao　＋　Bo（？vKPvCo）v　E　V．　Hence，　Aov　＝

ω一B・9γ五7PyO・v∈y＋lm・B・qv　whi・h　imply且。1／⊂τ／＋lm　B。qv．　Fu・th。，，1，t”b。　a、、

arbitrary　element　of　VnKerPiirCo．　Then，　we　have　Aov　＝　（Ao　＋　Bo（？vKPvCo）v　E　V　which

imply　Ao（VnKerPv　Co）　c　V．

（Sufficiency）　Suppose　that　AoV　c　lmBo（？v＋V　and　Ao（Vn’KerPvCo）　c　V．　Then，　from　Lemma

2．13　there　exists　subspaces　O　and　Xo　such　that　V　＝　90（VnKerPvCo），　X　＝　XoOv．　KerPvCo

and　S？　c　Xo．　N’ow，　let　L：X　．　X，　be　a　projection　map　onto　Xo　a，long　KerPvCo．　Since　AoV　C

ImBoO．　ie　＋　V，　there　exists　an　H　E　RMXn　such　that　（Ao　＋　BoqvH）1／　c　V　（see　e．g．　［9］）．　Defin’e

Ho　：＝　HL．　Then，　clearly　KerPvr　Co　c　KerHo．　Hence，　from　Lemma　2．14　there　exists　a　lt’　E　RM　Xe

such　t・hat・　Ho　＝　lt’PvCo．　Thus，　xve　have

（Ao＋Bo（1？i’liPvCo）1／　＝

c

（Ao　＋　BoqvHo）V

（Ao　＋　BoqvHo）9　＋　（Ao　＋　BoqvHo）（V　n　KerPv　Co）

（Ao　＋　BoO．　vHL）s？　＋　（Ao　＋　Boqvli　Pv　Co）（1／　n　KerPv　Co）

（A・＋B・9V・のρ＋A・（V∩KerPvC。）

V十　1／

V．

（4）

This　completes　the　proof．ロ
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　　　Usin．g　tllis　lemma，　we　have　the　following　theorem．

Theorem　2．16　There　exists　an∬∈Rm×e　such　that（A（α）十B（β）∬0（7））τ／⊂Vfor　a11

　（α，β，’γ）∈Rp×Rg×R「ifalld　only　if　there　exists　a　lf∈Rm×esuch　that（Ao＋」Bo（？v五7．pv　Co）V⊂

　VandAJ／⊂τ／（i＝1，…　　，P）．

（P…f）（N・・essity）SupP・・e　that　th・・e　exi・t・an∬∈Rm×e・u・h　that（A（α）＋B（β）∬0（の）V⊂

τ／for　a11（α，β，の∈RP×R9×R「．　Then，　clearly，　V’∈V（A，B；X）∩V（0，．4；｛0｝）．　By　virture

of　Lemma　2．3　and　Theorem　2．8　we　have

　　　　　　　　／lol／⊂Im　Bo（？v十1’i　Ao（V∩KerPvCo）⊂「1／and　AiV「⊂V（i・＝1，…　，1））．

Thus，　it　follows　from：Lemma　2．15　that　there　exists　a五’∈Rm×e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A・＋B・qv五rPV　C・）y⊂V．

（SuMciency）SupPose　that　there　exists　a五7∈Rm×e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　（Ao十Bo（？γ五’」Pv　Co）τ／⊂Vand　AiV⊂V（iニ1，…　，1））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
L・txb・an　a・bit・a・y・1・ment・f　V・Then，　n・ti・ing　that　lmgv⊂Rv・＝∩Bi　1V，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

（A（α）＋B（β）o．　v五アvo（ッ））．・’

　　＝（A・＋α1且1＋…＋a’，IAp＋（B・＋β1・B・＋…＋β，B，）qvlS’PV（0。＋or、0、＋…＋ッ。0．））．・’

　　＝（Ao　十　Bo（？vKPL・’Co）・’＋α・A…’＋…＋α，A，X

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（βi　B1＋…　＋β，・θ9）9vKPv（Cb＋’γ101＋…　＋’γr　C，）X

　　∈　τ乙

Define　H：＝qv五r」Pv．　Then，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（α）＋B（β）HC（”＞t））τ／⊂1／

for　a・11（α，β，’〉’）∈RP×R9×R「．　ロ

　　Concerning　the　three　generalized　invariant　subspaces，　the　following　corollary　can　beobtained．

Corollary　2．17　yis　generalized（A，B，0）一invariant　subspace（i．e．，　y∈V（、4，　B，0））if　and

only　if　V　is　generalized（A，1ヲ）一invariant　and　generalized（0，　A）一invariant　subspace（i．e．，「V∈

γ（A，B；x）∩v（o，A；o））．

（Proof）The　proof　follows　from：Lemlnas　2．3，2．15　and　Theorems　2．8，2．16．ロ
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3　Robust　Disturbance－Rejection

　　In　this　section，　we　wi11　study　the　robust　disturbance－rejection　problem．　The　linear　control

sy，　stem　to　be　considered　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cl

　　　　　　　5（α，嫡τ）孫1（舗我岩1オ）＋B（卿＋E（σ）ξ（オ）＋5（ア）η（の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z（t）　＝　D（6）x（オ）

with　．z‘（t）　E　X・：＝　Rn，　・u（t）　E　RM，　y（t）　E　Re，　：・（t）　E　Rpt　are　the　state，　the　input，　the　incomplete－

state　（　measurement　output　）　and　the　controlled　output，　respectively，　6（t）　E　Rn　is　a　disturbance

which　can　be　iineasured　by　controller　and　77（t）　（i　RP　is　also　a　disturbance　which　can　not　be

measured　by　controller．　lt　is　assumed　that　coeMcient　matrices　have　the　following　unknown

parameters．

A（a）

B（5）

o（の

D（6）

E（a）

，S’ i7）

A・＋α・且・＋…＋α，且，・＝且。＋△且（α）∈Rη×n，

Bo　＋　，3i　Bi　＋　’”＋　6qBq　：＝　Bo　＋　AB（5）　E　R”XM，

Co　＋　7i　Ci　＋　…＋　fr・．C．　：＝　Co　＋　AC（7）　E　ReXn，

Do　＋　6i　Di　＋　’”＋　6sDs　：＝　Do　＋　AD（6）　E　R“×”，’

Eo　＋　aiEi　＋…＋　atEt　：＝　Eo　＋　AD（a）　E　R”×”，

So　＋　7i　Si　＋　…＋　Tu　Su　：＝　So　＋　AS（T）　E　RnXP，

“rhei’e

a　：＝　（iati，…，ap）　E　R”，　5　：＝　（5i，…，fi，）　E　Rq，　7　：＝　（7i，…，7．）　E　Rr，

6：＝　（6i，…，6s）　E　RS，　cT　：＝　（ai，…，at）　E　Rt，　T　：＝　（Ti，…，T．）　E　RZ‘．

　　　In　Syst・em　S（a’，5，7，6，　a，　T）　（Ao，　Bo，　Co，Do，　Eo，So）　and　（AA（a・），　AB（6），　AC（“／），　AD（6，），

AE（a），　AS（T））　represent　the　nominal　system　model　and　a　specific　uncertain　perturbation，

respectively．　Now，　we　app！y　to　system　S（a，5，Ax，6，　a，7一）　an　incomplete－state　feedback　and　mea－

surable　disturba，nces　of　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u（t）＝・殉（t）十」2η（オ）

whe・e∬∈Rm×e，　R∈R脚．　Th・n，　the　cl・・ed－1・・P・y・t・m　i・giv，n　by

－7姻・
o鵜繍＋B（β）∬・脚＋（B（β）…（T））η（オ）　剛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll



The　robust　disturbance－Rejection　problem　with　incomplete－state　feedback　and　measurable　dis－

turbances　for　s．ystem　S（a，5，7，6，　a，　T）　is　stated　as　foliows：　Given　matrices　Ai，Bi，Ci，Di，Ei，Si

for　system　S（a，5，0r，6，　a，　T），　find　if　possible　an　incomplete－state　feedback　gain　H　E　RMXe　and

Ill　E　RMXP　such　that　the　cios’ ?п|loop　system　SH，R（a，P，or，6，　a，　7）　rejects　the　disturballces　6　and　n

f・・mthe　c・nt・・11・d・utput漁・all　pa・am・ter・（α，β，”）‘，6，σ，ア）∈R・×R・×R・×R・×・Rt×R・．

This　problem　can　be　rephrased　as　follows．

Problem　3．1　Given　matrices　Ai，Bi，Ci，Di，Ei．，　Si　for　system’ r（a’，6，’“r，6，　a，　T），　find　if　possible

an　incomplete－state　feedback　gain　H　E　RMXe　and　R　E　R”LXP　such　that

〈A（a）　＋　B（5）HC（“／）Ilm（B（5）IZ　＋　S（T））　＋　lmE（a）〉

：＝＝　2（A（a）＋B（6）HC（7））k－i（lm（B（5）R＋S（T））＋lmE（a））

　　　　　ん＝1

⊂Ker刀（δ）

f・・all　pa・amet・・s（α，β，7，δ，σ，τ）∈R・×Rq×Rr×RS×Rt×RU．ロ

Remark　3．2　lf　C（7）＝1．（identity　matrix），then　Problem　3．1reduces　to　the　robust　disturbance－

rejection　problem　with　state　feedback　and　measurable　disturbances　（RDRPSFiMD）．　lf　．1｛1　＝　O

and　S（T）　＝　O，　then　Problem　3．1　reduces　to　the　robust　disturbance－rejection　problem　with

incomplete－sta，te　feedback　（R，DRPISF）．　lf　C（7）　＝　1．，　R　＝　O　and　S（T）　＝　O，　then　Problem　3．1

reduces　to　the　robust　disturbance－rejection　problem　with　state　feedback　（RDRPSF）　formulated

by　Bhattachryya［1］．臼

The　following　two　lemmas　can　be　used　to　prove　Lemma　3．5．

Lemma　3．3　There　exists　an　R　E　RMXP’such　tha，t　lm（BoR＋　So）　c　V　and　lmBiR　C　V　（i　＝

1，…　，g）　if　a，nd　only　if　lmSo　c　V十lmBoev．

（Proof）　（Necessity）　Suppose　that　there　exists　an　．R）　E　RMXP　such　that　lm（BoR　＋　So）　c　V　and

kgnBiR　C　V　（i　＝　1，…，c／）．　Let　．zr　＝　（Soy）　be　an　arbitrary　element　of　lmSo．　Since　Ry　E　．1｛lv　＝

A　B，r　i　V，　（？vRy　：Ry．　Thus，　we　have

i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．z’　＝　Soy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　’（BoR＋　So）y　一　BoRy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（BoR＋So）y－BoevRy
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E　lm（BoR十So）十lm（BoQv）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E　V十ImBoQv・

（Suflicienc．y）　Suppose　that　lmSo　c　V＋lmBoQv．　Let　｛vi，…，vk｝　be　a，　basis　of　lmSo．　Then，

there　exists　a　set　｛6i，…　，4k．｝’such　that　vi　＝　SoCi．　Then，　it　can　be　easily　proved　｛Ci，…　，6k｝　is

linearly　independent．　Now，　choose　a　basis　｛Ck＋i，…　，Cp｝　from　K’erSo　such　that　RP　＝　span

｛6i，…　，Ck一｝OKerSo．　Since　z？・i　E　V十lmBoQv，　there　exists　xi　E　V　and　7’i　E　Rv　such　tha・t

v・i　＝　；zr・i　十　Bo　ri．　Define　a±　linear　map　R：RP　一　RM　such　that

Eξゴ

o一7ii　（i＝1，…　　，k）　O　（i一一k十1，…　　，p）．

Then，　for　ea，ch　i　＝　1，…，k

（Bo　R＋So）6i　＝

　　　　　　　　　　E

Bo　R6i　＋　So　6i

BoR6i　＋　xi　＋　Bori

BoR6i　＋　xi　＋　Bo（一RCi）

vi

V．

Further，　’for　ea，ch　i’＝　k，　＋　1，…，p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（BolZ　＋　So）Ci　＝OE　V．

Thus，　lm（BoJIZ　＋　So）　c　V．　Moreover，　from　the　definition　of　一Rl　we　ha，ve　lmBi．R　C　V　（i　＝　1，…，q）．

This　completes　the　proof．　O

Lemma　3．4　There　exists　an　R　E　RMXP　such　that　lm（B（6）R　＋　S（T））　C　V　for　all　（5，T）　E

Rq　×　R“　if　and　onl．v　if　there　exists　an　R　E　RMXP　such　that　lm（BoR＋　So）　C　V，　lmBiR　C　V　（i　＝

1，…　　，q）　a，nd　lmSi　c　V　（i　＝　1，…　　，zL）．

（P…f）（N・・essity）S・1PP・・e　that　the・e　eぬ・t・an　R∈R脚su・h　that　ln・（B（β）E＋5（7））d／

for　all　（5，T）　E　Rq　×　R”．　Then，　clearly　lm（BoR　＋　So）　c　V　and　lm（（Bo　＋　Bi）R　＋　So）　C　V．　Thus，

Im（Bi　R．）⊂ヒSimila・ly，　it・an　be　ea・i．ly・btai・・ed　lm（BiR）⊂τ・f・・all　・i一・，…，9．　Fu・the・，

since　lm（BoR十　So　十　Si）　C　V，　we　obtain　lmSi　c　V．　Simila，rly，　it　can　be　easily　obtained　lmSi　c　V

for　all　i　＝　1，…　　　，u．．
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（S面・i・・1cy）SupP・・e　t1・at　th・・e・eXi・t・an　R∈Rm×ρ・u・h　that　lm（B。R＋S。）⊂V，　lm・B、・R⊂

V（i－1・…・9）and　lmSi⊂V（ii＝1，…，u）．　Let　y（一（B（β）R＋5（τ））・’）b・an　a・bit，a，y

　element　of　Iln（B（β）R十S（ア））．　Then，　we　have

　　　　　　　　　　y　＝　　（B（β）R＋5（τ））x

　　　　　　　　　　　　＝　　｛（1ヲ。＋βi　B1＋…　＋β9・Bq）R＋（So＋7・1　Sl＋…　＋T．u　S．u）｝．z’

　　　　　　　　　　　　＝　　（Bo　1［～＋SO）ω＋β，1ヲiRx＋…　＋β9・θ91～ω＋ア1　Sl　X＋…　＋Tu　5’uω

　　　　　　　　　　　　∈　レ～

which　imply　Im（B（β）R十S（ア））⊂yfor　all（β，τ）∈Rq×Ru．□

　　　Tlle　following　lemma　can　be　used　to　prove　Theorem　3．7．

Lemma　3・5　There　exi・t・an　R∈R脚su・h　that　lm（B（β）R＋S（τ））d／7　f・・a11（β，り∈

Rg×R’‘if　and・nly　if　lmS・⊂y＋lm・B・qv　and　lmSi⊂y（i＝1，…，・t）．

（Proof）The　proof　follows　frorn：Lemmas　3．3　and　3．4．□

翻fPI畿1畿三一t－y（　　　　おA，・B；∩K・・Di　　　　tニ0）∩V（C・　A；　1．o　IM　Ei）・

（Proof）Suppose　that　there　exists　a　subspaceτ／such　that　the　stated　above　conditioll　is　satis：fied．

Then，　it　fbllows　from　Corollary　2．17　that　there　exists　an　H∈Rm×e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（且（α）＋B（β）∬o（7））VcV

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　お

f・・a11（α・β，’1’）∈Rp×Rq×R「andΣlmEゼ⊂τ／⊂∩K・・Di．　Fu・ther，　it・an　be　ea・ily・btained

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＝O　　　　　　　　　　f＝0
　　　　　　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

that　lmE（σ）⊂Σ　lm　Ei　f・・allσ∈R・and∩K・・D．i⊂K・・D（δ）f。，　allδ∈R・．　TAen，　we　have

　　　　　　　　　　　にO　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ
　　　　　　〈A（α）＋B（β）∬Cゴ（A／）1　lmE（σ）〉⊂〈A（α）＋B（β）∬0（7）1ΣlmEi　〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オニ　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂〈A（α）＋B（β）∬0（の1τ／〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝K

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂∩KerDi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　す　ニ　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂：KerD（6）

for　all　parametersα，β，7，δ，σ．　Thus，　RDRPISF　is　solvable．ロ
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The・・em3・71fth・・eexi・t・a・ub・pace・V・u・h・that・V∈y
浴G血K・・Di）∩V（　　’tC，・A；Σ1凪　　ピ＝0）・

Im　So⊂γ十lm　Bo（？v　and　Im　Si⊂V（乞＝1，…，’tt），　then　Problem　3．l　is　solvable．

　（Proof）Suppose　that　there　exists　a，　subspace　V　such　that　the　stated　above　conditions　are　sat。

isfied．　Then，　it　follows　from　Corollary　2．17　that　there　exists　a，n　H∈Rm×e　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A（α）＋zヲ（β）∬o（’〉’））τ／⊂v

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お　　　　　　　　　　　　　　お

f・・a11（α，β・Or）∈Rp×Rq×R’　and　2　lmEi　c　V⊂∩KerDi．　Fu・th・・，　it　f・11・w・f・・m　L・mma

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　i＝0

3．5that　there　exists　all、配∈Rm×ρsuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Im（B（β）R＋S（τ））⊂V

fbr　a11（，5，τ）∈R9×Ru．　Thens　we　have

〈A（α）＋B（β）HC（”〉’）1　lm（B（β）R＋S（τ））＋lm・E（σ）〉⊂〈A（α）＋B（β）HC（の［／〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　γ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂Ker・0（δ）

for　all　parametersα，β，7，δ，σ，7．　Thus，　Problem　3．1　is　solvable．ロ

4　An　IIIustrative　Example

Consider　the　following　systems　given　by

　　　　　　　1十　cyi　十　a・2

　　　　　　　　　　0
A（a）
　　　　　　　　　　9

・（一x）一 m智

E（a）　＝＝

o

o

a2　O　一al－a2

a2　0　1
0　1　O
a2　1　1

8］，　D（，）＝

i　＋盾潤@a’

　　　o

［o

，　S（T）　＝＝

’

B（5）　＝

O　1十6i

　Tl

　o

　O　F
　1

o　62
0　　0

0　0
6i　1

62　］，

’

Then．　we　have
　　　，

Ao　＝

1　0

0　0

0　0

1　0

0

1

0

1

メ11：＝

1　0　0　一1

0　0　0　o
o　o　o　o

o　o　o　o

，　A2　＝＝

1　1　0　一1

0　1　0　O
o　o　e　o

O　I　O　O

’
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fo　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　．，＝＝［sO　8，

co＝
m9，　98　，O］・　ci＝［6

；
Bl　＝

8　oO　8］？Do

Eo　＝＝　Ei　＝

1

0

0

0

，　So

o　o

o　o
　　　　　　，　B2

98

＝　Di　＝［0

　　　　8

　　　　　　　，　Sl

　　　　o

　　　　1

O　l

o　o

o　o

o　o

O　l

1

0

0

0

’

O］，　D，“　＝［O　O　O　1］，

　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　’　　　　　　　1

Now，　since　S？　＝　n　KerDi　a，nd　6　＝＝　21m－E］i，　it　follows　from　Examples　2．5　and　2．11　that

　　　　　　　　　　　　　　i＝o　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　y・一・pan§∈V呼　）∩V＠；妄1　）・

FT浮?

Ut
奄奄?i1，0sMt．nTgieOi’eM3’6　RDRPISFiSSolvablewithincomplete－statefeedba，ckgainH　＝　［　oO　一〇1　］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImSo　c　V十ImBoQv　and　lmSi　c　V，

rom　sheorem　3．7　Problem　：3．1．翌奄狽?D
奄獅モ盾高垂撃?狽?|state　feedback　gain　H　＝＝　［　oO　．Ol　］　and　mea一

urab1・di・tu・bance・gain　R＝周
奄唐刀E1Vab1・・

　Concluding　Remarks

　　In　this　paper，　two　concepts　of　generalized　（C，　A）一invariant　subspce　and　generalized　（A，　B，C）一

nvarinat　subspace　were　introduced，　and　then　their　properties　were　investigated　in　the　so－called

eometric　approa，ch．　Further，　the　relationship　between　these　two　invariant　subspaces　and　gen一

・alized（A・卵n＞a・iant・ub・pace　whi・h　was　studi・d　by　Bhatta・ha，yya［11　wa、　inv，，tig。t，d．

inally，　using　these　concepts　the　robust　disturbance－rejection　problems　with　incomplete－state

eedba，ck　were　formula，ted，　and　then　their　solvability　conditions　were　presented．
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