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Abstract．　We　consider　a　global　optimization　problem　of　minimizing　a　linear　function　subject

to　p　lineax　multiplicative　constraints　as　well　as　ordinary　linear　constraints．　We　show　that　this

problem　can　be　reduced　to　2p－dimensional　reverse　convex　program，　and　present　art　algorithm

for　solving　the　resulting　problem．　Our　algorithm　converges　to　a　globally　optimal　solution　and

yi・1d・an　E－apPr・ximat…luti・n　in伽it・time・f・・any　E＞0．　We・al・。，ep。。七，。m。，e，ult，。f

computati・nal　experimen七．

Key　words：　Global　optimization，　deterministic　approach，　reverse　convex　program，　linear

multiplica七ive　c6nsもraint，ε一apProxima七e　soluもion．

1．　lntroduction

We　observed　a　remarkable　progress　in　the　last　decade　in　the　field　of　deterministic　al－

gorithms　for　solving　a　certain　class　of　global　optimization　problems．　ln　fact，　a　variety

of　nonconvex　minimization　problems　have　been　successfully　solved　by　exploiting　their

special　structures．　The　readers　are　referred　to　Horst－Parda1os　［31　and　Konno－Thach－Tuy

［8］　for　the　state－of－the－art　in　the　field．

　　　Among　the　more　intensively　studied　class　of　problems　are　what　we　call　low　rank　non－

convex　problems．　These　problems　have　the　property　that　the　originai　problem　reduces

to　an　easY　（usually　convex）　minimization　problem　when　a　few　variables　are　fixed　or　more

generally，　when　a　vector　of　the　fbrm　Bx　is丘xed　where　x　is　the　original　variable　and

B　is　a　low　rank　affine　mapping．　Problems　included　in　this　class　are　low　rank　noncon－

vex　quadratic　programming　problems　［7，　211，　minimum　cost　production－transportation

problems　with　a　low　rank　concave　cost　fuRction　［12，　201，　minimization　of　a　sum　and　a

pro　duct　of　linear　fractional　functions　［9，　10］，　etc．

　　　A　number　of　highly　nonconvex　minimization　problems　can　be　converted　to　low　rank

nonconvex　minimization　problems　by　applying　appropriate　parameterization　techniques．

For　example，　convex　multiplicative　programming　problems　15，　6］，　i．e．　minimization　of
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a　product　of　several　non－Regative　valued　convex　functions，　can　be　reduced　to　low　rank

problems　by　introducing　a　few　auxiliary　variables．　Also，　some　class　of　reverse　convex

programming　problems　can　be　converted　to　low　rank　nonconvex　programmihg　problems

by　using　newly　developed　duality　theorem　［17］　in　global　optimization．　Readers　can　find

gbundant　examples　of　low　rank　nonconvex　minimization　problem　in　Konno－Thach－Tuy

［81，　which　can　be　solved　in　an　eff｝cient　way　by　applying　outer　approximation　method，

partitioning／branch　and　bound　algorithm　and　even　variants　of　parametric　simplex　algo－

rithm．

　　　The　purpose　of　this　article　is　to　propose　a　practical　algorithm　for　solving　a　linear

programming　problem　with　several　linear　multiplicative　constraints，　yet　another　class　of

reverse　convex　minimization　problems　［19］．　Problems　with　linear　multiplicative　terms

in　the・bjective　functi・n　and／・r　c・nstraint　have　been　under　int・nsive・ttidy三n　the圃

several　years　［5，　10，　11，　13　一　16，　18］　（see　also　Konno－Kuno　［61　for　a，　survey　on　algorithms

and　applicatigns　of　these　problems）．　We　will　propose　a　divide－and－cut　algorithm　based

upen　an　outer－approximation　and　partitioning　strategy　［41．　lt　will　be　shown　that　small－

to－medium　scale　problems　can　be　solved　in　a　practical　amount　of　time，　if　the　number　of

linear　multiplicative　terms三n　the　constraints　is　less　than丘ve．

　　　In　section　2，　we　define　the　problem　and　convert　it　to　a　master　problem　which　has　a

1ow　rank　nonconvex　structure．　Section　3　will　be　devoted　to　the　desicription　of　the　divide－

and－cut　algorithm’and　its　convergence　properties．　Also，　we　will　illustrate　the　algorithm

by　using　an　example　in　two　dimensional　Space．　ln　Section　4，　we　will　present　thb　results

of　numerical　experiments．　Some　final　remarks　are　given　in　Section　5．

2．　Master　Problem　in　the　2p－Dimensional　Space

The　problem　we　consider　in　this　paper　is．a．　linear　program　with　p　additional　linear

multiplicative　constraints：

［P］

minimize　cTx
subject　to　Ax　2　b，　x）O

　　　　　　　　　　（d？，・x　＋　6ij）（d馳＋δ，ゴ）≦1，ブー1，＿，P，

where　A　E　IRMXn，　b　E　IRM，　c，　di」・　E　IR”　and　6ii・　G　R，　i一一ts一　1，2，　1’　一一一　1，．．．，p．　We　assume

for　simplicity　that・　the　set

X　＝｛x　E　IR”IAx　2　b，　x　）　O｝ （2．1）

is　bounded　a・nd　has　a　nonempty　interior，　and　that

d馳＋δiゴ≧0，∀x∈X一＝1，2，ブ篇1，＿，P． （2．2）

Under　the・e　c・nditi・n・，　di」x　attain・aminimum　and　a　ma加um・ver・th・p・ly七・P，　X．

Let
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　　　　　　　傷＝min｛d詞⑳∈X｝＋δiゴ

　　　　　　　ui」・　＝　max｛di」x　l　x　E　X｝　＋　6i，・

Then　we　have

／，　i＝1，2，　2’　一一一一：　1，．．．，p．

（2．3）

　　　　　　　　　　　　｛

Note　that　st　is　included　in　the　nonnegative　orthant　of　IR2P　under　conditien　（2．2）．　Hence，

f（C）　is　finite　only　if　e　）　O．

Lemma　2・1・The加伽η∫・R2P→RU｛一・。，＋・。｝is　conv・xp・妙・嘱，。ntinu。u，

on　st　and　satisfies

　　　　　　0≦乏6ゴ＜ZLiゴ，．　i　・＝　1，2，ブ＝1・…，P・　　　　　　　’（2．4）

We　als・・ee　that　theゴth　multiplicative　c・n・t・aint　i・　redundant　if・u、」u、ゴ≦1，　and　th哉t

［P】i・inf・a・ible　if・e1ゴぞ2ゴ〉・・T・・x・lude　th・・e　cases，　w・assum・in　th，、equ。1・that，

　　　　　　e・ゴe・ゴ≦1＜u・ゴu・ゴ・ゴー1，…，P・　　　　　　　　（2．5）

Remark。　The　objective　function　cT記also　attains　a　minimum　over　X　at　some　vertex

te・lf　te　hapPens　t・・atisfy　all　the　multipli・ative　c・nst・aints，　we　can，。nclude・that・M．i，　a

globaUy・ptimal・・luti・n　t・［P］・　with・ut　apPlying　th・alg・rithm　pr醐ed　in　th・paper．

For　this　trivial　case，　however，　our　algorithm　can　still　work．　　ロ

　　　：Let　us　introduce　2p　auxiliary　variablesξεゴ，　i＝＝1，2，ブニ1，．．．，p，　and　transfbrm［PI

サ

mto　an　equivalent　problem：

　　　　　　　　m量nimize　eT　X

　　　　　　　　subject　to　X∈X

　　　　　　　　　　　　　　　　　瓢≦Ciゴ，6iゴ≧い一1，2レ1，…・P・（2’6）

For　any丘xedξ　：（ξ1・，ξ2・，…，ξ・p，ξ2p）T，　we　have　a　linear　pro　gram：

　　　　　　　minimize　eT　X

【P（ξ）】　subject　to　x∈X

　　　　　　　　　　　　　　　　　．Dx＋d≦ξ，

where　D竃［d・・，d・・，…・d…d・・］T　and　d一くδ11，δ・・，…，δ・。，δ・。）T．　Unless　th・f・a・ible

srt　iS　empty，［P（ξ）1　has　an・ptimal・・luti面・which　w・d・n・t・by　x＊（ξ）』・七

　　　　　　Ω＝：｛ξ∈R2Plヨx∈X，ξ≧Dx＋d｝，　　　　　　　　　　　　　　　（2．7）

and　de且且e　a　func七ion：

　　　　　　ノ（ξ）一嚢＊（ξ）器e．　　　　　（2．8）
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　　　　　　　f（ci））f（c2）　ifcisc2．　（2．9）
Proof：　Both　the　convex　polyhedrality　and　continuity　foilovi　from　a　well－known　result

on　pa「am・t・i・lin・a・p・・9・amming（・ee　e・9’ }）・Th・m・n・t・ni・ity（2．9）i・・bvi。u、　if

ei　¢　9．　Otherwise，　it　is　proved　by　the　following　relation　of　inclusioh：

　　　　　　　の≠｛x∈正しnlx∈x，Dx＋d≦ξ1｝⊆｛x∈Rnlx∈x，D¢＋d≦ξ2｝．　ロ

　　　　Using　the　function　f，　we　can　rewrite　（2．6）　as　follows：

　　　　　　　　minimize　f（C）
［MPi　．

　　　　　　　　subject　to　CijC2，・　．〈一　1，　7’　“一一　1，…　　，p，

which　we　ca11　the　ma・ter　pr・b9・m・f［pl．　Th・ab・v・a・gument　i、　then、u血ma，ized・int。

the　following：

Lemma　2．2．　Zf　IMP7　has　an　optimal　solution　C＊　such　that　f（C＊）　〈　＋oo，　any　optimal

segution　m＊（ξ＊）to　17）（ξ＊）ノsolves　the　omlginαl　P7・oblem／Rソ．　Otゐeswise，、tj『ソis　infeasible．

3．　Divide－and－Cut　Algorithm　for　the　Master　Problem

As　seen　in　the　previous　section，　we　can　solve　［P］　by　solving　the　nLaster　preblem　［MPI．

Assuming　for　a　while　that　the　optimal　value　of　［MP］　is　finite，　let　us　observe　some

properties　of　its　optimal　solution　C“．

　　　The　following　is　an　immediate　consequence　of　Lemma　2．1：

Lemma　3・1・Th・r・exi・t・　an・ptimα1・・蜘πξ＊t・IMP7　su・h　that

　　　　　　ξrゴξ秀ゴ　：1・　ゴ＝＝1・・…　」ρ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

Proof　Follows　from　the　monotonicity（2．9）of　the　objective　function　f．　N

Note　that　Lemma　3．1　does　not　imply　that　（dT，・x“（C’）　＋　6i，’）（d；，・¢＊（C＊）　＋　62」’）　：　1　for

every　i　Since　［P（C＊）1　involves　no　equality　constraints，　x’（C＊）　might　satisfy　some　of　the

multiplicative　constraints　of　［P］　with’inequality．　Let

　　　　　　9，ゴーmax｛41ゴ，1／嚇9、ゴ＝max｛e・ゴ，1／μ1ゴ｝，ブ＝1，＿，P，　　（32）

where　4ガ・and　2tiゴ’秩@are　given　by（2・3）・lt制1・w・丘・m（2・4）that　9、ノ・are　a11‘
o・・itiv・

numbers．

Lemma　3・2・A　mong（rptimα1　solutions　to　IMIヲ5α二面ノ吻‘3．1／exists　a　e＊such　that

　　　　　　ξあ≧亙ξゴ，　i＝1，2，ブ＝＝1，．．．，」匹｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

Proof：　Any　optimal　solution　e＊　to　［MP］　is　a　point　in　9，　and　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



　　　　　　ヨm∈X，ξあ≧di」　x＋δぢ≧eiゴ，　i＝1，2，ゴ＝1，．．．，P．　　　　　　　　　（3．4）

Cho　ose　an　arbitrary　optimal　solution　40　satisfying　（3．1）　and　suppose　ei　h　fE｛　CiOk　〈　1／u2k

for　some　k．　Then　C20k　〉　tt2k．　and　the　constraint　d，Tk　x　＋　62k　一く　C20k　is　redundant　in　［P（CO）］

Therefore，　letting

　　　　　　ξ1ゴーξいrea・h鵡一｛舞蕊謡、e7

we　have　f（e’）　＝　f（eO）．　Moreover，　letting

　　　　　　ξ箸｛幽妙ξ6S・一ξいreachゴ・

we　have　f（C”）　．〈．m　f（e’）　by　the　monotonicity　（2．9）．　The　resulting　C”　is　thus　optimal　and

sa’tis丘es（Clt，，CSr，）≧（1／n2k・1／ttlk）u皿der　condition（2．5），　as　well　as　satisfyingξ盤ξ族＝1．

In　this　way，　CO　can　yields　an　optimal　solution　C’　satisfying　（3．1）　and

　　　　　　ξiも　≧1／u2ゴ，　　ξ董ゴ≧　1／2L1ゴ，　ゴ＝＝1，．．．，」ρ．

Thi・，　t・9・ther　with（3．4），　pr・ve・（3．3）．「白

しet

εゴー（亙、ゴ，1／亙、ゴ）T， ち識（1／9，ゴ，92ゴ）T， ブ＝1，．．．7P， （3．5）

and　let

　　　　　　¢o＝H（Si，ti）×“”×H（s，，t，），　．（3．6）

where　H（s」・，t，・）　denotes　the　convex　hull　of　｛O，　s，・，t，・｝　c　B2．　lt　follows　from　（3．2）　and

（3．5）　that　si，・　〈一．　ti，・　and　s2j　）　t2，・　for　each　2’　under　conditions　（2．4）　and　（2．5），　where

s2’　一一m　（sb　s2」’）T　and　t」’　一一一一　（ti2・，t2）・）T．　The　following　lemma　claims　that　we　have　only　to

search　the　polytope　¢o　for　an　optimal　solution　C＊　te　［MP］：

Lemma　3．3．　The　polytope　¢o　contains　an　optimal　solution　C’　to　IMP7　if　it　exists．’

Proof：　From　Lemma　3．2，　we　can　suppose

　　　　　　ξ｝＝・（ξY・，ξ塗ゴ）T∈｛ξゴ∈R21ξゴ≧9」｝∩｛ξゴ∈R21ξ1ゴξ2ブ＝1｝，ブ＝1，．．．，P，

where　S・　一一一　（！Sio．，S2i）T・　lt　is　easy　to　see　that　there　is　a　constant　a　〉　O　such　that

cve」“・　E　conv｛s3・，t」・｝．　Since　Ci」・C2」・　is　a　quasiconcave　function．　［1，　51，　we　have

　　　　　　△2ξ茎ゴξ董ゴ≧min｛《，ゴ／｛1ゴ，｛2ノ亙2ゴ｝＝1，

which　implies　that　a　〉一．　1．　Hence，
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　　　ξ｝∈・・nv｛《ゴ・8ゴ，ち｝⊂H（8ゴ，ち）・

From　Lemma　3．3，

　　の　　　　　　　　　　　　　　

mmlmlze
subject　to

o

we　see　that　［MP］　is　equivalent　to

ノ（ξ）

ξ∈三∩Φ。，
（3．7）

where

　　　　　　：一＝｛CGIR2PIC，」C，，・　a〈．．　1，　」’　一一一　1，．．．，pu｝．　（3．8）

Tg　solve　the　master　problem　reduced　to　（3．7），　we　generate　a　sequence　of　subsets　¢k’s　in

R2P　such　that

　　　　　　¢o）¢i）・e・）¢k）…　一）一　一”“n¢o．　（3．9）

For　each　k　we　compute　4k　E　arg　min｛f（e）IC　E　¢k｝．　lf　gk　happens　to　be　a　point　in

F’，一then　ele　is　optimal　to　［MPI　and　hence　［P（Ck）j　provides　an　optimal　solution　x”（Ck）　to

［Pl．　Otherwise，　we　construct　the　next　relaxation　¢k＋i　by　discarding　some　portioti　ot　¢k

containing　Ck　but　no　points　in　：’．　ln　this　process，　the　main　difficulty　is　that　the　usual

cutting　plane　procedures　cannot　be　used　because　：’　is　not　a　convex　set．　ln　the　rest　of

this　section，　however，　we　will　show　that　it　is　possible　to　overcome　this　difficulty　if　we

exploit　a　special　structure　possessed　by　（3．7）．　Namely，　the　feasible　set　：’　A　¢o　can　be

expressed　as　fo11ows　in　terms　of　the　orthegonal　product　of　p　subsets　in　］R2：

　　　　　　ヨ∩Φ・〒三1×…×三・，　　　　　　　　　　（3．10）

where

　　　　　　三：」＝H（sゴ，ち）∩｛ξゴ∈】R21ξ1ゴξ2ゴ≦1｝，　ブ躍1，．＿，」ρ．

Due　to　this　structure，　we　have　only　to　approximate　each　：’」

subspace　to　generate　¢k’s　in　the　whole　space．

（3．11）

in　the　two－dimensiona1

3．1．APPRoxIMATIoN　oF　THE　FEAsl肌E　SET

Let　us　consider　the　initial　relaxed　problem　of　［MP］：

［MPol　minimize｛f（C）IC　E　fpo｝・

Since　［M－Pro］　is　equivalent　to　a　linear　program　with　n　十　2p　variables：

　　　　　　　　minimize　cTx

　　　　　　　　subject　to　x　E　X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　轍惣鍛，疹＝1，2レ・・…・P，
（3．12）

6
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＆rC2r　＝　1

o 6ir

Figure　3．1．　Removal　of　eO．　from　H（sr，tr）・

we　can　solve　it　efliciently．　using　available　algorithms　such　as　the　simplex　metho　d．　lf

（3．12）　is　infeasible，　then　［P］　is　also　infeasible．　Let　us　suppose　that　（3．12）　is　feasible　and

has　an　optirpal　solution　（ixO，AO，JttO），　where　AO　＝　（A9，．．．，A9）T　and　iLeO　＝　（pa？，．．．，pag）T．

Then　（AO，pO）　provides　an　optimal　solution　40　to　［Mjt：oj　in　Che　form：

　　　　　　C，O・，・　一＝一i　sijA9・＋ti，・」a？・，　i・　＝1，2，　2’　一・・一　1，．．．，p．　（3．13）

Unless　CO　is　a　point　of　：’，　we　have　to　discard　some　portion　containing　CO　frem　¢o．　This

can　be　done　in　the　following　way．

　　　Let

　　　　　　rE　argmax｛C，O，・C，O，・1］’　一一　1，．．．，p｝，　’　（3．14）

and　consider　H（s．，t．）　in　the　Ci，一C2，　plane　（see　Figure　3．1）．　Let　us　denote　by　L（C．O）　the

half－line　e皿anating　from　the　origin　toξ9，　and　by”。篇＠1。，z・2，）the　intersection　of」乙（C9）

and　the　curve　Ci．C2r　＝　1，　i・e・

　　　　　　vir：＝VC？．／eg．，　v2r　：VCg．／C？，・　（3・15）

Between　C．e　and　v．，　both　lying　on　L（C9），　there　is　a　relation　CiO．C20．　〉　vi．v2．　＝　1　as　long

as　Ce　¢　：．．　Hence，　we　can　remove　49，　as　shown　in　Figure　3．1，　by　replacing　H（s．，t．）　by

the　union　of　two　simplices　H（s．，v．）　and　H（v．，t．）．　ln　the　whole　space，　this　operatipn

leads　to

¢i　＝　H（Si，ti）　×　’”　×　H“（Sr－i，　tr－i）　×　（H（Sr，　Vr）　U　H（Vr，tr））×

　　　　　　　　　H（Sr＋1’，　tr＋1）　×　’“’　×　H（Sp，　tp）・ （3．16）
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Lemma　3．4．　ij　an　optimal　sogwhon　gO

　　　　　　gO¢¢i，　：一n¢oc¢i・

to　！MiPTo／　is　not　a　point　in　：’，　then

Proqf・Obvious　from　the　de丘nition　ofΦ1． u

（3．17）

From　Lemma　3．4，　we　have　an　alternative　relaxed　problem　of　［MPI：

fM：ES，1　minimize｛f（e）le　E　¢i｝・

This　problem，　however，　cannot　be　solved　directly　as　［iSlfi；；o］　can，　because　its　feasible　set

¢i　is　not　a　convex　set．　We　then　divide　¢i　into　two　subsets：

　　　　　　Wl　＝：　H（Sl，tl）　×　’”　×　H（Sr－i7tr－i）　×　H（Sr，Vr）×

　　　　　　　　　　　　　　　　H（Sr＋i，tr＋i）×’e’XH（Sp，tp），　（3．18）

　　　　　　V2　＝　H（Si7ti）　×　’”　×　H（Sr－1，tr－1）　×　H（Vr，tr）×

　　　　　　　　　　　　　　　　H’（Sr＋i7tr＋i）×’”XH（Sp，tp）・　（3．19）

F・r圖・2・takingΨゴa・a・fea・ibl・・et，　we　d・丘ne　a・ubp・・bl・m・f　lMP、！：

画minimize｛∫（釧ξ∈Ψ‘｝．

SinceΦ・＝Ψ1　UΨ2，　either　p11・・陶P・・vides　an・ptimal・・luti・nξ’t・臨｝．　Here

we　should　note　that　［Pi］　is　a　relaxed　problem　of

［P歪】　m五nimize｛ノ（ξ）1ξ∈Ψε∩ヨ｝，

which　is　j　ust　the　same　form　as　（3．7）．　Therefore，　by　applying　the　above　pro　cedure　recur－

sively　to　［Pil’s，　we　can　find　a　globally　optimal　solution　e“　to　［MPI　whenever　it　exists．

3・2e　ALGORITHM

We　are　now　ready　to　present　the　algorithm　for　solving　［MP］．　Let　E　）　O　denote　a　given

tolerance．

Algorithm　DC

Step　0．　Construct　¢o　＝　H（si，ti）　×　…　×　H（s，，t，）　according　to　（2．3），　（3；2），　（3．5）　and

　　　　　（3．6），　and　solve　the　initial　relaxed　problem　［Mitro］．　lf　［Mitrol　has　an　optimal　solution

　　　　　ξo，then　1）＝｛（Φo，ξo）｝．　Otherwise，　let　1）二の．　Go　to　Step　l　with　k＝0．

St・p　1・1伊＝の・then・t・P一［MP］　i・inf・asibl・．　Otherwi・e，・elect　a　pai・（Ψ～ξ’）with

　　　　the　least　f（C’）　in　T’　and　let　IP　＝　IP　N　｛（g）’，　g’）｝．　Let　（Wk，ek）　一一一一　（“｝’，　e’）　and

　　　　［Pkl　minimize｛f（C）lCEWk　E　H（sf，t5）×・・t×H（（s，k，t，k）｝．

8



Step　2・If　th・・ptimal　s・luti・n　ek’　t・画・atis丘es

　　　　　　　　　　　max｛Cij62」　1］’　＝　1，．．．，p｝　sl　1　＋　E，

　　　　　t．hen．gC　＝　C．k　and　stop．　Otherwise，　let　r　be　the　smallest　index　in　argmax｛Cik，・Ci・　1

　　　　　プ＝1ッ．．．，P｝．

Step　s・　Let　vk　一一一一　（v／EiS7EII；，　v／4571gl）T　and

　　　　　　　　　　　Ψ1k＝＝　H（81，tl）X…×H（8夕＿1，噂＿1）xH（8夕，砂夕）X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（8夕＋1・¢ケ＋1）X…XH（8砦，t秀），

　　　　　　　　　　　W2k　＝：　H（Sts，tf）　×　’”　×　H（Srk－i，trk－i）　×　H（V．k，t．k）×

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（Sk＋i，　trk＋i）X…xH（ε吉，t秀）．

　　　　　For　i　’一一＝　1，2，　do　the　following：　Solve

　　　　　［Pik］　minimize｛f（C）lgEVik｝．

　　　　　If　1－P’7ikl　has　an　optimal　solution　e　ik，　then　P　＝　P　u　｛（Wik，4ik）｝．

Steρ4　1、et　k・＝k十1an，d　return　to　Step　1．　　　ロ

　　　Letting

　　　　　　¢k　＝＝　U｛Wl（｛P，C）ET）｝　（3．20）

at　the　beginning　of　the　kth　iteration，　we　see　that　the　sequence，　¢e，　¢i，．．．，　satisfies　the

relation　（3．9）．　Moreover，　Ck　is　an　optimal　solution　to　the　kth　relaxed　problem：

［M：Pkl　minimize｛f（e）lC　E　¢k｝，

since　we　choose　（Wk，Ck）　with　the　least　f（ek）　from　P　every　iteration．

　　　If　this　algorithm　terminates，　either　［MPI　is　found　to　be　infeasible　at　Step　1　or　an

approximate　solution　CC　is　obtained　at　Step　2．　ln　the　latter　case，　though　eC　might　not

be　feasible　to［MPj，　it　satis丘es　theε一feasibility：

　　　　　　Cf，‘CS，‘　．〈一1＋E，　7’＝1，…　，p，　CC　Ei　〈Po，　（3．21）

and　also　provides　a　lower　bound　of　the　globally　optimal　value：

　　　　　　ノ（C，）≦ノ（ξ），∀ξ∈三∩Φ・・　　　　　　　‘　（3．22）

It　is　easily　seen　that　¢“（eC）　provided　by　［P（CE）］　has　the　similar　properties　for　the　original

problem　［P］．
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The・rem　3・5・i」　E＞0・A　lg・ri伽00彦e漁備晦ガη蜘mα瞬，禰。ns．　i」
　E＝0・then　everzノαcc・umulαtion　point　qブthe　seguen・ce｛ξた　l　k＝0，1，．。。｝　isαglobal13ノ

・ptimal・・幡・n　t・IMP／．

P瞬SupP・・e　DC　i・in丘nit・・Sinceξた’s　are　g・nerated　in　the　c・mpact・etΦ。∩Ω，　there

eXists　a・ub・equence　which　c・nverg・・t・ap・intξ∈Φ・∩Ω。　L・t　・’∈a・gmax｛ξ1ゴ6ゴ1

ブ＝1・…・P｝and　take｛ξk・　19　＝　o，1，＿｝丘・m　the　c・nverg・nt、equ。nce，。　that　the

smallest　index　of　arg　max｛ξ各ξ砦け＝1，＿，p｝is　equal　to　r．　Thell　an　in丘nite　sequence

　り
1s　generated　in　theξ1ゲξ2．　Plane　as　fbllows：

　　　　　　　H（8夕0，¢夕0）⊃H（sk・，tk・）⊃…．　　　　　　・

N・te　that　8多・一（・1呈，・舞）T　and¢夕・一（瑠，オ舞）T　sati，fy

　　　　　　　・？・≦・13＜tlg≦tい1．≦オ舞〈・窪婁≦・9．　　　　　（323）

fbr　each　g．　Otherwise，ξ脅ξ舞≦1holds　and　DC　terminates．

　　　Now　assume　the　contrary　to　the　assertion，　i．e．　there　exisもs　some　constantσ〉ξsuch

that

　　　　　　ξ踏≧・＋σ飴revery　4　　　　　　　　（3．24）

Let　us　de五ne

　　　　　　hkg（ξ）篇（1／8黎一1／癖）（ξ1r－stl＃）一（ε空鼻一‘を＃）（ξ2γ一1／s空＃）．

In　theξ1ゼξ2・plane，　hk。（ξ）＝OrΦresents　the　lin．e　collnecting　two　points　8夕・and喚．’It

fbllows　from（3・23）thatん鳶，＋、（ξ砺）＞Ofbr　each　g　whileんた，（ξ）≦Ofbrξ∈∬（8ケ・，t女9）．

Hence，　we　have

　　　　　　無ん鳶，＋・（ξkq）一，騨た，（ξk・）一・・　　　　　　　（3．25）

In　addlti・n　t・thi・，（3・23）implie・tha瞭’・and　tl19，s　have・ubsequ・nce・c。nverg，nもt。

some護1r　and　tlr，　respectively，　and　that

　　　　　　・？r≦否、，≦rlr≦tgr．

Since　either　sを＃＋10r癖＋1　coinc圭des　with　vf’＃＝　　ξ押／ξξヌ，we　have　three　possible　cases　to

consider．

　　　●31・＜オ1・＝・Oflr……　ξ1・／ξ2・and　the　limit　ofんたαis

　　　　　　　　　　　ん（ξ）＝（1／否h－1／δ1r）（ξlr一否1P）一（否1r一蓉1r）（ξ2r－1／否lr）．

　　　●31。＝11r＜tlr　and　the　Iimit　ofんた，　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
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Xl　一　X2　＝＝　O

　　の1鰯1＝3

xlx2　＝＝　2

而 2 ・　Xl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figu・e　3・2・Examp1・（3・27）・f　p・・bl・m［P】．

　　　　　　　　　　　ん（ξ）＝・（1／Tlr－1／rlr）（ξユr一を｝・r）一（歪）lr一．rlr）（ξ2炉一1／τ1炉）．

　　　●Slr＝tlr＝Tlr　and　the　limit　ofみたq　is

　　　　　　　　　　　ん（ξ）＝一一（ξ1炉一〇flr）／llr＋Oflr（ξ2r－1／を＞1r）．

In　any　ca8e，　simple　arithmetic　shows　that　there　is　a　positive　constantαsuch　that

　　　　　　二連ぐ・）一ん（ξ）一α（ξ・ξ…・）・　　　　（3．26）

We　see丘・m（3・25）and（3・26）thatξ・ひ・，　which・・nt・adi・t・the　assumpti・n（324）．

Theref・・e・Alg・・ithm　DC　te・minat・・after且nitely　many　iterati・n・if・＞0．　Since／is

continuous　andΦた9⊃三∩Φo　for　each　g，　we　have

　　　　　　∫（ξ）＝・li診i蓬｝fノ（ξた9）≦ノ（ξ），∀ξ∈ヨ∩Φo，

whi・h　implie・thatξis　a　gl・bally・ptimal・・luti・n　t・［MP｝．・

3．3．NuMERIcAL　ExAMPLE

Let　u・illustrate　A19・rithm　DC　with　th・f・11・wing・imple　example、

　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　

　　　　　　　mmlmlze　－4Xl一　5x2

　　　　　　　・両ecttq　x一x2≧・，・≦xl≦い2≧・　　　　（3．27）
　　　　　　　　　　　　　　　　　婦一略≦3，x、x，≦2．

Thi・pr・blem　has　tw・1・・ally・ptimal　s・1uti・ns詔遼篇（》冨，〉「t2）T　and　xB＝（2，1）T，

am・ng　w斌・h♂i・gl・bally・ptimal（see　Figu・e　3．2）．

　　Let
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　　　　　　　X一｛の∈：R2　l　x一Zi・≧0，0≦．z’1≦3，　x’，≧0｝，

an．d　let

　　　　　　　　d・・竃（0・333，0・333）T，δ11＝0；d，ド（1．000，一1．000）T，δ，、＝O

　　　　　　　　d・2＝（0・500，0・000）T，δ12＝0；d22＝（0．000，1．000）T，δ22　＝　O．

Then　we・ee　that　p・・blem（3・27）・ati・丘es　c・nditi・n（2．2）．　Al・・，　b・th・・nditi・n・（2．4）

　and（2．5）are　fulfilled　by

　　　　　　　　織㍑：1：199：1；二：1：lll：認掛　　（3・28）

The　objecもive　fuIlction　value！（ξ）of　the　master　problem［MP！is　provided　by

　　　　　　　　　　リ　　　　コ　　　　　　の

　　　　　　　　mlnlmlze　－4x1一・　5x2

　　　　　　　　subject　t・（X、，X，）T∈X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．333xi＋0．333x2≦ξ11，　1．OOOx，一1．000‘じ2≦ξ21

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．500x1　　　　　　　　　　≦ξ12，　　　　　　　　　　　1．OOOx2≦ξ22．

Initializαtion　（Stepの・Fi・・t・f　all，　we　c・n・t・uct　th・initial　relax・d　p・・blem［MP。】・f

［MP1・By　substituting（3．28）int・（3．2）and（3．5），　we　hav・

　　　　　　　8？＝（0・333，3・000）T，¢1（2．000，0．500）T

　　　　　　　sl　”（0・333，3・000）T，　t窪　：（1．500，0．666）T．

Then　H（sg，tg）and・H（89，tg）hav・the　shapes　sh・wn　by　Figure　3，3，　and　th・i…th・9。丑al

P・O　dit・tΦ・＝H（8？，tg）x∬（sg，t茎）i・th・f・a・ibl・・et・f［MP。】．　Th・・ptimal、。lut五。n　t。

煙。1i・a・観・W・・

　　　　　　　ξo＝（1・222，0．306，0．917，1．833）T；ノ（ξo）一一16．500．

We　then　start　iterating　the　algorithm　with　P＝｛（Φo，ξo）｝．

Iteration　k　・O・We　take（Φo，ξo）from　P　a　nd　let

ll㌔】　minimize｛ノ（ξ）1ξ∈Φo＝・H（sg，t？）xH（8窪，　t窪）｝．

Sinceξ♀1ξ髪1＝0・373＜ξ92ξ92＝1．681，　we　compute

　　　　　　蝋ξ？2／ξ8・・ξ92／ξ？・）T一（・・7・7，1・414）T，

and　de五ne

　　　　　　　Ψ1・＝H（S？，t？）xH（sg，vg），Ψ，。＝H（S？，t9）×H（vg，t，）

（・ee　Figure　3・3）・Th・minima・fノ・verΨ、。　andΦ、。　are　re・pectiv・ly

　　　　　　　ξ10＝（0・943，0．236，0．707，1．414）T；ノ（ξ10）＝一12．728

　　　　　　　ξ20瓢（1・155，1．768，1．308，0．848）T；　ノ（ξ20）＝一・14．702．

We　set　P＝｛（ξ10，Ψ10），（ξ20，Ψ20）｝．
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　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　3．3．　Feasible　sets　of　the　relaxed　problems．

lteration　k　＝＝　1．　Since　f（C　i　O）　〉　f（C20），　we　take　（g20，W20）　as　（Ci，Wi）　from　P　and　let

陶minimize｛ノ（ξ）iξ∈Ψ、＝H（sl，tl）xH（sS，tl）｝，

where

　　　　　　8トs？　＝（0・333，3・000）T，←t？＝（2。000，0．500）T

　　　　　　s5　＝：　vg　＝　（O．707，1．414）T，　t5　＝　t，O　一一一．．　（1．500，0．666）T．

The　optimal　solution　to　the　second　relaxed　problem　［」Slfisi］　is　given　below　by　［Pi］：

　　　　　　Ci　＝　（1．155，1．768，1．308，0．848）T；　f（4i）　＝：　一一14．702．

Since　CliSi　：　2・041　〉　C12CS2　＝＝　1．109，　we　set

　　　　　　vl　・・p一一：一　（v［liil’7iill；，　vxlllll；7illi；）’＝　（o．sos，i．23s）T，

　　　　　　Wii　：H（sl，vi）　×　H（s5，te），　W2i　＝　H（vl，tl）×　H（sS，t5）．

The　minima　o．f　f　over　W　n　and　W2i　are　respectively

　　　　　ξ11＝（0・808，1・238，0．606，1．212）T；ノ（ξ11）一一10．909

　　　　　C2i　＝＝　（1．071，1．07s，1．072，1．070）T；　f（c2i）　＝　一13．g2s．

We　set　1＞　：｛（CiO，Wio），（Cii，¢n），・（C2i，W2i）｝．
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Iteration　k＝2．　We　take（ξ21，Ψ21）as（ξ2，Ψ2）from　P　and　let

［P2］　mi丑imize｛ノ（ξ）1ξ∈Ψ2＝H（sl，t？）x，冴（s霧，t塗）｝，

where

　　　　　　　sl　・＝　vl　＝（0・808，1238）T，重1¢1（2．000，0，500）T

　　　　　　　s3＝　s5　・＝（0・707，1・414）T，’岩卜¢る（1．500，0．666）T．．

The　optimal　solut三〇n　to［匪21　is

　　　　　　　ξ2＝＝（1・071，1・075，1．072，1．070）T；　ノ（ξ2）・＝一13．928．

Sinceξ蜜，　6彦，＝1・151＞ξぞ2ξ32＝・1．147，　we　set

　　　　　　　v釜＝＝（　ξ蜜i／ξ彦，，　ξ多1／ξ多2）＝（0．999，1．001）T，

　　　　　　　Ψ12　・H（S？・vl）xH（S3，t3），Ψ22＝H（V？，t？）xH（S3，¢茎）．

The　minima　of／overΨ12　alldΨ22　are　respectively

　　　　　　　ξ’2＝（0・999，1・001，0．865，1．265）T；ノ（ξ12）議一13．248

　　　　　　　ξ22＝（1．059，0。971，1．037，1．103）T；　ノ（ξ22）＝一13．812．

We　set　P＝｛（ξ10，Ψ10），（ξ11，Ψ11），（ξ12，Ψ12），（ξ22，Ψ22）｝．

In　the　next　iteration・we　take（ξ22，Ψ22）as（ξ3，Ψ3）from　1）．　Then　the　optimal　solution

t・【磁r31　is　asb皿・ws：

　　　　　　　ξ3＝・（1・220，0．891，1．037，1．103）T；　JF（ξ3）＝＝一13．812．

In　this　way，　Algorithm　DC　will　generate　a　sequence｛ξ勺k＝0，1，．．．｝，　whose　accumu－

lati・n　p・intξ＊零（1・000，1・000，1・000・1・000）T　is　a　gl・bally・pti副s・1uti・n　tq【MP】．　We

・btain　an・ptimal　s・luti・n’xB　t・（327）and　the・ptimal　valu・一13．000　by　s・lving（329）

withξ＝（1．000，1．000，1．000，1．000）T．

4・Computationa互Experiment

　　　We　wi11　report　computational　results　of　testing　Algorithm　DC　on　randomly　generated

problems　of　the　fbrm：

　　　　　　　minimize　＿bT　X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　め

　　　　　　　subject　t・Ax≦b，　x≧0　　　　　　　　　　（4．1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　（dT」　¢＋δ・ゴ）（d易の＋δ、ゴ）≦1，ゴ＝1，＿，P，
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Table　4．1．　Performance　of　Algorithm　DC　for　（4．1）　when　E　＝　10－5．

p

m
n

2 3

30

20

30

50

50

30

50

70

30

20

30

50

50

30

50

70
CPU　time　taken　at　Step　O

　　　　　O．65　2．27　3．2e
　　　　（O．14）　（O．35）　（O．55）

＃　of　subproblems

　　　　15．0　27．2　19．2
　　　　（8．29）　（11．57）　（6．29）

CPU　time　taken　at　Steps　1　一　4

　　　　　2．91　16．73　11．12
　　　　（1．74）　（5．60）　（7．43）

Total　CPU　time

　　　　　3．56　19．00　14．32

　　　　（1．77）　（5．61）　（7．46）

12．12

（1．80）

30．0

（10．71）

77．66

（45．85）

89．78

（46．07）

　　O．84

（O．10）

46．8

（24．40）

15．39

（12．34）

16．22

（12．31）

　　3．29

（O．36）

73．2

（28．77）

61．35

（29．83）

64．63

（29．97）

　　4．89

（O．59）

62．8

（21．84）

74．86

（28．76）

79．74

（28．62）

　　18．18

　　（2．56）

　　72．8

（18．43）

297．78

（146．81）

315．96
（’146．64）

p

m
n

4 5

30

20

30

50

50

30

50

70

30

20

30

se

50

30

50

70

CPU七ime　take：n　at　S七ep　O

　　　　　1．19　4．76　7．04
　　　　（0ユ4）　　　（0．31）　　　（0．96）

＃　of　subproblems

　　　　77．8　156．4　129．8
　　　（64．14）　（68．42）　，（49．82）

CPU七ime　taken　at　S七eps　1－4

　　　　31．92　175．23　246．12

　　　（21．95）　（64．87）　（152．83）

Total　CPU　time

　　　　33．11　179．99　253．16

　　　（21．98）　（65．00）　（152．16）

　　26．09

　　（3．68）

122．4

（76．28）

509．82

（218．92）

535．91

（218．83）

　　1．54　5．59　8．39
　（O．13）　（O．72）　（1．10）

134．8　390．8　・　215．0
（93．60）　（152．30）　（161．01）

　72．17　694．47　540．51
（50．48）　（356．32）　（427．06）

73．71　700．06　548．90
（50．43）　（356．37）　（426．28）

　　28．67

　　　（2．42）

　400．2

　（189．07）

2175．89

（1067．39）

2204．55

（1067．78）
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Table　4．2．　Effect　of　varying　6　on　Algorithm　D　C．

（m，　n，　p）

E

（30，20，3） （30，20，4）

1e　一一4 10　一5 1e－6 10一一7 10－4 10－5 1e－6 10－7

＃　of　subproblems

　　　　　　　　　36．4　46，8　55．0

　　　　　　　　（19．62）　（24．40）　（27．54）

CPU　time　taken　at　Steps　1　一　4

　　　　　　　　　11．60　15．39　18．23

　　　　　　　　　（8．66）　’（12．34）　（14．22）

65．e

（32．12）

21．65

（17．48）

62．2　77．8　89．e　96．2
（53．73）　（77．80）　（89．00）　（76．19）

25．43　31．92　36．61　39．27
（18．27）　（21．95）　（24．43）　（25．64）

　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

where　A∈Rm×n，　b∈］Rm，～iラdεゴ∈Rn　and・δi［・∈R。

　　　Algorithm　DC　was　coded　in　double　precision　C　language　according　to　the　description

in　Secti・n　3・2・At　St・p　O　in　DC，　w・have　t…lve　4P　lin・a・p・・grams・f・ize’ im，　n）t・

・・mput・eiノ・and　u・rs・and・n・lin・a・p・・9・am・f・ize（m＋3P，　n＋2P）t…1ve　the

initial　relaxed　problem【MP－P．　The　procedure　employed　to　solve　them　waεthe　usual

revised　simplex　method．　Each　relaxed　subproblem［P司to　be　solved　at　Step　3　is　also

equivalent　to　a　linear　program　of　size（m十3p，　n十2p）．　In　our　code，　the　dual　simplex

m．ethod　solved　it　using　a　solution　provided　by　the　preceding　rela　xed　subproblem　as　the

starting　dual　feasible　solution．

　　　Th・test　P・・b1・m・（4・1）had　16　different・量ze・；（m，　n，P）・ang・d　fr・m（30，20，2）t・

（50，70，5）．Components　of　A，5and　b　were　drawn　from　a　u：niform　distr三bution　in　the

inte・val［0・00，1・00」，　and　th・・e・f　dり’・andδiゴwe・e　in　th・interval［0．50，1．00】．　Out・f・the

resulting　instances　of　each　problem　size，　we　selected　the丘rst　ten　instances　which　were

feasible　but　had　no　trivi記solutio：ns，　and　solved　them　on　a　microSPARC　II　computer

（85MHz）．

　　　Table　4．1　shows　the　average　performance　of　Algerithm　DC　when　the　tolerance　E　was

丘xed　at　10”一5・F・r　ea・h（m，　n，P），　it　give・the　CPU　tim・（in・ec・nd）taken　at　Step　e，　the

number　of　relaxed　subproblems［Fik］’s　solved　at　Step　3，　the　CPU　time　ta：ken　at　Steps　1

－4，and　the　total　computational　time．　The　standard　deviations　of　these　numbers　are

also　given　in　the　brack：ets．　Table　4．2　shows　the　effect　of　varying　the　toleranceεon　DC

f・・（m，n・P）＝：（30，20，3），（30，20，4）・F・r　each　value・f・，　the　number・嘔k】・s　s・lved　at

Step　3　a且d　the　CPU　time　taken　at　Steps　1「4are　listed　in　it．

　　　We　see　fro皿Tables　4．1　and　4．2　that　the　main　factor　affecting　the　p　erformance　of

Algorithm　DC　is　the　size　of　p．　The　number　of　subproblems　generated　through　compu－

tatioll　increases　sharply　as勘function　of　p，　and　the　computational　time　taken　at　Steps　1

一一@4　does　even皿ore　sharply・For　each　p，　however，　it　is　worth　noting　that　the　number　of

generated　subproblems　is　rather　insensitive　to　the　va■iation　of（m，n）．　Obviouslyl　the　to一
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tal　computational　time　is　do’@miriated　by　that　needed　to　solve　［Pik］’s．　Therefore，　we　may

c・nclude　that　A19・・itim・DC・ha・the　p・tential　t・s・lve（4．1）with　much　1訂ger（叩）a・

leng　as　p　is　a　small　number，　say　lesS　than　five．　ln　that　case，　D　C　will　require　a　more

eMcient　procedure　such　as　an　interior－point　algorithm　or　sophisticated　implementation

・fthe　dual　simplex　meth・d，　t…lve　linea・pr・9ram・ass・ciated　with陶・s．

5．　Concluding　Remark

Before　closing　the　paper，　let　us　devote　a　little　space　to　discussing　the　general　class　of　［Pl

defined　below：

　　　　　　　　minimize　cT¢

　　　　　　　　subject　to　A’x）b’，　x）O　（5．1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　（命＋δ、ゴ）（d易翻ゆ＋δ25）≦1，ゴ＝1，＿，P’，

where　A’∈Rm’xn・bt∈Rm’ C鋤d　the・ther　n・tati・ns　are・simi玉鍵t・【P］　but　di」x＋δげs

can　take　both　positive　and　negative　values　on　the　polytope

　　　　　　Xt＝｛xGRnlAtx2b’，　¢）　O｝．　，　（5．2）

　　　Acc・rding　t・the　signs・f　4馳＋δiゴ’・，　the　pr・blem（5．1）can　be　dec・mp・sed　int。4〆

subproblems，　each　of　which　is　of　the　form：

　　　　　　の　　　　　　の

mmlmlze
subject　to

where　Ji　U　」2　U　J3　＝　｛1

constraints　imply　that

cT｛診

XE　Xi

撫12轡δ2ゴ）島，2，紫弐…・P’　㈹

d霧の＋δり≧0，　　i＝1，2，ゴ∈」2

dT」　¢＋δ2ゴ≦0，　d馳＋δ2ゴ≧0，ゴ∈ゐ，

　　，．．．，p’｝　and　Ji　n　J2　＝　」2　A　J3　＝　」3　n　Ji　：O．　Since　the　last　21J31

　　　　　　（dT」x　＋　6i」）（d易＋δ2ゴ）≦1，ブ∈」3，

we　can　remove　（5．4）　from　（5．3）．　Hence，　（5．3）　is　reduced　to

　　　　　　　minimize　cT　x

　　　　　　　subject　to　x　E　X

　　　　　　　　　　　　　　　　　（a？，・　＋S、ゴ）（a憂の＋52ゴ）≦・，ゴ∈」、U」2，

where

（N．T　：　xT　rd1ゴ，δ・ゴ，d2ゴ，δ2ゴ）

（5．4）

（5．5）

（5．6）
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and

　　　　　　x一・x’∩｛の∈韓認d轟1賛懲｝・（5・7）

Then　we　immediately　see　that

　　　　　　～T　　　　～

　　　　　　dεゴx＋δわ≧0・∀x∈・X，　i＝1，2，ゴ∈」・Uゐ．　　　　　　（5．8）

Since　we　hQn・t，ssum・d　that　X　n・・X’ha・an・nempty　inte・i・・，　b・th・th・b・und・属ゴ

and殉of＠ゴx十δのon　X　might　coincide　fbr　someゴ∈」，　U　」2．　In　such　a　case，　however，

al」　．＋5‘ゴis　c・nstantvalued・nX，　andhence　the　c・nstraint（～T　　　幻d1ゴx＋δ・ゴ）（aix＋s2ゴ）≦1

can　be　regarded　as　a　linear　inequality　We　can　therefore　axssume　for（5．5）that

　　　　　　　　　　ツ
　　　　　　0≦eiゴく商毎，　i＝1，2，ゴ∈」1　Uゐ．　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）

Also，　in　the　same　way　as　in　Section　2，　the　other　essentiaユcondition　needed　in　Algorithm

DC　ca皿be　a8sumed　as　fbllows：

　　　　　　り　　　　　　お

　　　　　　e・．ゴe・ゴ≦1＜・iz・ゴit・ゴ，ブ∈」・Uみ　　　　　　　　　　（5．10）

These　two　conditions（5・9）and（5ユ0）allow　us　to　apPly　Algorithm　pC　to（5．5）．　In　other

words，　we　can　solve　the　ge皿eral　blass（5．1）by　applying　DC　to　4〆problems　belonging　to

its　subclass［P】．　When　p’is　two　or　three，　Algorithm　DC　will　generate　a　reasonably　good

approximate　solution　of（5．1）in　a　practical　amount　of　time，　as　shown　in　Section　4．
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