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Abstract．　ln　this　paper，　vv’e　extend　the　parametrization　technique　of　Tuy　et．al．　into　a　class

of　concave　productiori－transportation　problems　with　m　（）　3）　sources，　n　terminals　and　three

nonlinear　variables．　We　develop　a　depth－first－search　algorithm　for　finding　a　giobally　optimal

solution　of　this　rank　three　concave　minimization　problem　and　show　that　the　algorithm　is　pseudo－

polynomial　in　the　problem　input　iength　but　polynomial　in　m　and　n．

Key　words：　Globaloptimization，　rank　three　concaveminimization，　production－transportation

problem，　minimum　concave　cog．t　flow　problem，　pseudo：polynomial　algorithm．

1．　introduction

Many　optimization　problems　encountered　in　real－world　applications　have　some　special

structures，　which　can　often　be　exploited　to　design　eMcient　algorithms．　ln　global　opti－

mizati・n・・n・・f　th・m・st　fav・・able　st・ucture　is　the　1・ω　ranle　m・n・伽。吻studi・d　by

Tuy　［11，　16，　17］．　The　nonconvexity　of　any　rank　k　quasiconcave　function　g　is　located　in

a　subspace　of　climension　k’　even　if　g　is　defined　on　a　subset　of　a　higher　dimensional　space

than　k．　Therefore，　the　problem　size　that　can　be　handled　when　the　objective　function　is

low　rank　is　much　larger　than　vv’hen　it　is　full　rank．

　　The　class　of　low　rank　quasiconcave　minimization　includes　multiplicative　programming

［10，　241，　facility　location　［181，　multilevel　programming　［231　and　so　forth　［11］．　Especially

on　networks，　this　class　can　take　full　advantage　of　another　special　strUcture，　i．e．　the　net－

work　structure，　and　can　be　solved　further　efficient！y．　［8，　9，　12－15，　19－221．　ln　fact，　Tuy

et・aL　have　sh・wn　in　a　series・f　a・ticle・巨9，20，21】th窃t　a　paramet・izati・n　tech噸e　p・・一

vides　st・・ngly　p・1yn・mial　alg・rithm・f・r・s・lving　rank　kt・・η・αv・production－tran・p・rtα伽

problems．　The　purpose　of　this　paper　is　to　extend　their　technique　into　a　more　general

problem．　Our　problem　“．etting　is　as　follows：

　　Suppose　a　fum　has　m　sources　of　a　certain　commodity，　k　of　which　are　factories　and　the

rest　are　warehouses．　The　decision　maker　of　this丘rm　has　to　cope　with　the　demands　at

n　terminal　markets，　so　as　to　minimize　the　total　cost　of　pro　ducing　the　commodity　and　of

　　’The　author　was　partially　supported　by　Grant－in－Aid　for　Scientific　Research　of　the　Ministry　of　Edu－

cation，　Science，　Sports　and　Cu1ture，　Grant　No．　（C）07680447．
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di・t・ibut三ng　it　t・each　terminaL　Whi1・th・t・an・p・・tati・n　c・・t　i曲ea・，　th，　pr。dubti。n

cost　is　a　noniinear　and　cencave　function　in　the　output　due　te　economies　of　scale．　As　in

［20），　we　assume　in　this　paper　that　the　number　k　of　factories，　each　corresponding　to　a

nonlinear　variable，　is　fixed　at　three．　Nevertheless，　it　sNrould　be　hard　for　the　aigorithms　in

［19，　2e，　21］　to　solve　this　problem　of　large　size　because　their　algorithms，　designed　for　the

case　where　m　＝　k，　are　polyhomial　in　n　but　exponent・ial　in　t，he　number　m　of　sources．

　　　As　shown　in　［141，　our　probleni　can　be　reduced　into　a　minimum　concave－cost　capacitated

fiow　probiem　with　k　nonlineat　arcs．　Hence．，　it　can　also　be　solved　by　algorithms　developed

br　the　general　min孟mum・・ncave－c・・t且・w　pr・blem，　e．9．　a舳ch－and－b・und　alg。rithm

by　GaU・et・aL同and　a　dy・・amic　p・・9・一ing　a19・・ithm　by　E・ick・・n　et．a1．［3i。　In

contrast　to　the　ones　in　［19，　20，　211，　both　of　these　algorithms　are　strongly　infinenced　by

the　number　ofterminais．　Readers　are　also　referred　to　［6，　71　for　the　current　state－of－the－art

of　nonconvex　network　eptimization．

　　　The　algorithtn　developed　in　this　paper　for　the　above　production－transportation　prob－

lem　is　pseudo－poiynomial　in　the　problem　input　length　but　polynomial　in　both　m　and

n．　in　Section　2，　we　apply　the　parametrization　technique　of　Tuy　et．al．　and　transform　the

problem　to　an　equivalent　master　problem　via　a　parametric　Hitchcock　problem　with　three

parameters．　ln　Section　3，　we　characterize　the　pieces　of　linearity　of　the　optimal　value

functi・n・f　th・para蝋・ic　Hit・hc・ck　p・・blem　and　define　a　plan・graph　ass。，iated　with　a

family　of　those　pieces．　Among　the　vertices　in　this　graph　exists　a　global　minimizer　of　the

master　problem．　To　find　it，　we　develop　a　depth－first－search　algorithm　using　dual　pivot

operations　in　Section　4．　lf　the　problem　is　nondegenerate，　the　proposed　algorithm　requires

O（（m　＋　n）62　＋　H（m，　n））　arithmetic　operations，　where　H（m，　n）　is　the　running　time　needed

to　solve　a　Hitchcock’ @problem　and’6　is　the　difference　between　the　total　demand　at　the

markets　and　the　total　supply　at　the　warehouses．　We　close　the　paper　with　discussing　how

to　avoid　degeneracy　in　Section　5．

2．　Formulation　of　the　Problem

We　have　m　sources　and　n　terminals　of　the　commodity．　Sources　1，　2，　and　3　are　factories，

which　produces　J7　i，　y2　and　y3　units，　respectively，　at　a　cost　g（iyi，y2，y3）．　We　assume　that　the

production　cost　g　：　R3　一÷　R　is　a　concave　function，　and　for　simplicity　that　the　production

capacity　of　each　factory　is　sufficiently　large．　The　rest　of　sources　are　’warehouses，　each

of　which　pro　duces　nothing　but　has　a　supply　of　ai　units，　i　＝　4，．．．，m．　Each　terminal

represents　a　market　with　a　demand　of　b」・　units，　2’　’一“：　1，．．．，n．　We　also　know　the　unit　cost

ci2・@of　shipping　the　commodit：　from　source　i　to　terminal　1’．　Figure　2．1　shows　an　example

of　the　problem　with　・m　：4　and　‘n　一一一一’　6．

　　Let吻den・te　the　number・f　units　shipP・d　fr・m　s・urce　i　t・termi謡ブ．　Then。ur

problem　is　formulated　as　follows：
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subject　to

　　　　　　　Figure　2・1・Example　of　the　problem．

の　　　カ

ΣΣcε胸＋9（〃）
i＝1ゴ＝ユ

寿　｛1滑1：1鵬
れ

2）　xiゴ＝bゴ，　ゴ＝1，＿，η

i：＝1

ac≧0，　y≧0，

where　m∈IRm×n　and　Y∈R3　consist　of　variables　xiゴ’s　and　yi’s，　respectively．　We　assume

throughout　the　paper　that　constantsαi，s，ゐノs　and　ci／s　are　all　positive　integers，　and　that

　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　ゆ

　　　　　　δ　・一　2bゴーΣα‘＞0・　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1）
　　　　　　　　　ゴ＝1　　　穏4

This五mplies　that［PI　is　feasible　and　has　an　optimal　solution，　because　the　objective　func－

tion三s　continuoms　an．d　bounded　from　below　over　the　feasible　region．　Note　that，　td　balance

the　total　supply　and　demand，　any　feasible　production　y　must　lie　in　a　two－dilnensional

simplex：

　　　　　　△＝｛y∈R3　1　y1＋〃2＋炉6，y≧0｝．　　　　　　　（2、2）

Remark．：Letting　g（Yl，Y2）＝g（Y1，Y2，δ一〃1一〃2），　we　can　rewrite　the　objective　function

・flpi　as　：1．、Σ鼻1　c胸＋9（Yl，・Y2）．　Als・，1・t
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　　　　　　　c1＝（0，1，0）∈R纐×RxR．；c2＝（0，0，1）∈］Rm・・　×・R×　］R

　　　　　　　c3蹴（c，0，0）∈】Rm×n×R×R，

wh・・e　c∈凪　c・n・i・t・・f・・ノ・・“re　then　see　that，　g三s　c…cave　and♂s　are　linea，玉y

independent；m・re・ver，

　　　　　　れ　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　ユ　　ぬ

　　　　　　ΣΣCεゴ吻＋9（〃1，〃・）≦ΣΣC・ゴ殉＋9（〃1，〃S）

　　　　　　圖ン＝1　　　　　　　6＝1ゴ＝1

h・ld・if2　・（x・y・，〃2）∈R’nx”　×　B×　R・・and・z’一（x’，　yl，〃S）∈R・x・×RxRsa鵬

　　　　　　〈ct・z　一”’　Z’〉＝い＝1，2；〈c3，z－z’〉≦0．

Therefore，　the　objective　function　of［PI　has　rank　three　monotonicity　with　respecもto　ci，

i＝＝1，2，3【11，16，17］．　　　ロ

2。1．REDucTloN　To　MAsTER　PRoBLEM

If　we丘x　the　value・・f〃i’・in｛PL　w・hav・aHitchc・ck　p・・blem、

iP（y）j

　　　　　　　ロ　　　　　　ロ

mmlmlze

subject　to

We　can・・1ve［P（y）1　e　　　　　　　　btain　an。ptimal　s。luti。n
x＊ ﾖif　and・nly　if　y∈△・L・t　us　d・n・te　the・ptimal　value　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　ノω一Σ；Σ；Ciゴ祷ω・　　　’　　　　　　（2．3）
　　　　　　　　　　　　2＝13＝1

Then［P】is　reduced　to

　　　　　　min三皿ize｛ノω＋9（y）ly∈△｝・　　　　　　　　（2．4）

which　we　ca11　the　ma・t・r・pr・blem・f［P】・An　imm・diate　c・n・equence　i・the・f・11・wing、

The・rem　2・1・Let　y“　be　a　gl・bα1　minimiier　・f　（2・4ノ．　Then（x＊（y・M蜘3鳳

　　　　　　　（y＊）i・αn・脚ηαz蜘孟ゴ・呵1P（yつ7．ωhere¢＊

　　Alth・ugh　the　ma・ter　p・・bl・m（2・4）has・nly　three　va・iables，　the・bjectiv，　functi。n・is

more　complicated　than．　the　original　one．　The　key　to舳ding　its　global　minimum　is　o丑bred

by　a　we11－kn・wi　result・n　paramet・ic　linear　pr・gramming（see　e．9．【4D．

Lemma　2．2．　Functionノ：△→R　is　convex　and　polyhedral．

　　　　　れ

ΣΣc絢
た・1ゴ＝1

寿　｛1渦：ll㍉，

　

Σ忽ザ6ゴ，　ゴ＝1，＿，、7・

i＝1

¢＞0．

田ciently　us圭ng　available　algorithms，　and　o
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1

Th・1・mma　implie・that／i・ap・intwi・e　ma油num・f蝕・ly　many　a伽e　functi。ns．　L，t

dk・　E　IR3　and　dok　E　R　fer　k　E　A’，　where　IV　is　a　finite　set，　of’indicels，　and　suppose　that　f

is　expressed　in　the　form

ノ（y）＝max｛d馳＋d。k．　1　K，∈IY｝，∀y∈△．
（2．5）

Also，　let

　　　　　　Fk篇｛y∈△｝ノ（y）　＝　dE．　y＋　dok・｝，ん∈左・　　　　　　（2。6）

Then恥a・・nvex　p・1yg…exp・essed・as・th・inte・secti・n・f△and囚一・half、paces　for

each　k∈κ・WecaU　ap・1y1・ed・al　sub・et・f△a9轍rity　Ptece，・r　a　piece　for　sh・rt，。f／if／

is　an　aMne　functi・n・n　it，　a・・嚥’s．　Any・um・f　a伽e　and　c。n，ave魚ncti。n、　is　c。n，ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヲ
s・thatもhe・bje・tive・fun・ti・n・f（2。4）i・c・n・ave・n　each恥nd　attain、　th，　minimum　at

some　ve「tex・W・al・・see血・m（2・6）tha峨’s　i・ac・vering・f△，　Le．　Uた∈轟議△．　L，t

y（Fk）den・t・the　set・f　vertices・f　Fk・Then　w・hav・the　f・ll・wing，

Theorem　2．3。五εま

　　　　　　y“Eargmin｛f（y）＋g（y）lyGI／（Fk），　k・Els”｝．　（2．7）

Th・n　y＊蜘g」伽Z伽翻2er‘｝f　the’master　pr・b9・m　（2．4ノ。

　　From　Theorem　2．1　and　2．3，　to　solve　the　problem　IPj，　we　need　only　to　enumerate　the

ve・tices・f恥N・te・that・Fk’s　is　n・t　a　unique　family・flin・ariもy　pieces　that　The。rem　2．3

q．pplies　to：．　Leaving　the　computational　eMeiency　out　of　consideration，　we　can　empioy　an：r

＃nitg　falnily　of　pieces　as　long　as　it　covers　A．　The　readers　are　referred　to　［11，　19’，　2b，　2il

for　the　formal　proofs　of　the　theorems．

3．　Structure　of　a　Family　of　Linearity　Pieces

Let　us　consider　a　Hitchcock　problem　associated　with　［P］：

［P（y’）］

　　　　　　　の　　　　　　り

mlnlmlze

subject　to

　　　　　れ

ΣΣc胸
ε＝1ゴ＝1

書ω　｛li：

　
Σ⊃Xiゴ・＝bゴ，

た＝1

x≧0，

i＝　1，2，3

i　＝　4，et・，M

ブ＝1，＿，η

where　y’　is　an　arbitrary　vector　in　A．

Let　B’　denote　the　index　set　of　basic　variables　in　x“（y’）．

Suppose　an　optimal　basic　solution　¢’（y’）

δ5ゴー
o亀一＿防≧。器i評

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1s　glven・

Then　the　reduced　cost～iiゴsatis丘es

（3e1）
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wh・・eα‘and伽・e・imp1・x　multipl五ers，・．9．・・mput・曲。m

　　　　　　αド0；α‘＋砺。・ゴ，㈲∈B’・　　　　　　　　（32）

We　see　from　（3．1）　and　（3．2）　that，　the　dual　feasibilit：　is　not　affected　b：　any　cha・nge　in　y’．

Hence・β’re囲n・・ptimal　t・［P（y）l　a・1・ng　a・the　p・五・na1　fea・ibility

　　　　　x，“・，・（Y）　｝ir　O，　V（i，i）EB’　（3．3）

holds　for　y　E　A．　Let

　　　　　　FB’一｛y∈△鴎（y）≧0，σ，ブ）∈B’｝6幽　　　　　　（3．4）

Then　FB，　is　obviously　nonempty　because　y’　G　FBt．　For　any　y　E　FBt，　the　optimal　value

of　［P（y）］　is　given　by

　　　　　　ノ④）一Σ嘱（y）・　　　　　　．　　　（3．5）
　　　　　　　　　　　　（iの∈B’

Since　for　each　（i，2’）　G　B’　the　value　x：・，・（y）　depends　on　y　affinely，　FBi　is　a　polyhedral

subset　of　A　and　f　is　an　affine　function　on　FBt．　These　facts　imply　that　FB，　is　a　linearity

piece　of　f．　ln　the　sequel，　we　will　observe　some　properties　of　this　piece　FB，．

3．1．　CHARACTERIZATION　OF　THE　PIECE　．FIBi

Let　G　F　（S，　T，　A）　be　the　bipartite　graph　under1ying　the　problem，　where　S　＝＝　｛si　l　i　＝

1，．．．，m｝　is　the　set　of　source　nodes，　T　＝　｛t」・　1」’　一一一一＝　1，．．．，n｝　is　the　set　of　terminal　riodes

and　A　＝　S　×　T　（see　Figure　2．1）．　For　the　optimal　basis　B’　of　［P（y’）］，　let

　　　　　　AB’＝｛（・‘・ち）1（ti・ゴ）∈B’｝・　　　　　　　　　（3．6）

Th・聯五・w・ll　kn・wn【1，2］・　th・arc・set・AB’・・n・titute・a・panning　tree　GB’躍（3，T，・AB，）．

Conversely，　given　a　spanning　tree　consisting　of　an　arc　set　AB，　we　can　compute　a　basic

solution　of　［P（y’）1　corresponding　to　the　basis’

　　　　　　B：｛（i，　i）　1（si，　t，・）E　AB　｝，．　（3．7）

by　using　the　following　procedure　［11：

procedure　SOLUTION（IAB）；

begin
　　　a（sil　：＝　yl・　for　i　’一一一一一　1，2，3，　and　a（si）　：＝　ai　for　i　：4，．．．，m；

　　　α（tゴ）　：篇　一6ゴ　forゴ　＝＝　1，．．．，η；

　　　N　：＝＝　SU　T，　E　：＝＝　AB　and　GE　：一一　（N，　E）；

　　　for　each（Si，ち）∈AL＼Eset　x（Si，ち）：＝0；

　　　while　N　，S　｛si｝　do　begin

6



1

　　　　　　Fglect　a　leaf　node　pi　（i＃　si）　in　the　subtree　GE　and　let，　p2　be　its　adjacent　node；

　　　　　　ifpi　E　S　then　a｝（pi，p2）　：一一一一　a・（’pD　and　E　：＝　E　N｛（p］，p2）｝

　　　　　　else　x（p2，pi）　：＝　一一a（p2）　and　E　：pu　E　X　｛（p2，pi）｝；

　　　　　　a（p2）　：＝　a（ip2）　＋　a・（pi）；

　　　　　　N　：＝：　NN　｛pi｝　and　G’E　：＝　（N，　E）

　　　end

end；

When　node　pi　is　select・ed　as　a　leaf　node，　the　number　a・（Pi）　represents　the　cumulative

su－ppty　．mipus．the　cumulative　demand　at　nodes　connected　with　pi　by　paths　in　a　subgraph

（S，T，AB　N　E）．　Therefore，　if　AB，　is　inpnt　to　the　procedure　SQLUTION，　it　yielas　’an

eptimal　basic　solution　x“（y’）　in　the　form

　　　　　　鳩（y’）一x（・i，ち）＝　di」y’＋d・iゴ・㈲∈B’，　　　　　（3．8）

whe「e　dりi・avect・・i皿・ither｛・・1｝3・・｛・，一・｝3　a皿d　d・6ゴis　s・me　intege・．　Fr・m（3．8），

we　can　make　a　sketch　of　the　piece　FBt．

Le血ma　3・1・Th・伽・α物μ・c・』恥α・・一助9・n・翻んα諺・α・ん剛・x　is　integral

and　eαch吻εゆα剛♂eZ　6…2ηe吻e卵んe　5吻lex△．

Proof：　k　follows　from　（3．4）　and　（3．8）　t・hat　FBi　is’the　intersection　of

halfspaces　defined　by

　　　　　　d馳＋d。ゴゴ≧o，（ii，ゴ）∈B’．

A　and　m十n　一一　1

S．ome　gf　thelr一　boundary　planes　correspond　to　edges　of　FBi．　Since　either　di」・　E　｛O，1｝3　or

di」・　E　｛Oz一一1｝3，　such　a　boundary　plane　is　of　the　form　ether　yi，　＝＝　d　or　yi，　＋　yTi，　＝一d，　vJhere

｛ii，i2，i・3｝　is　a　permutation　of　｛1，2，3｝　and　d　is　some　integer．　Hence，一 奄煤@de”狽?窒高奄獅?刀@an

edge　parallel　to　either　the　edge　yi，　＝　O　or　yi，　＝　O　of　A．　We　also　see　that　two　distinct

edges　of　FBt　can　only　intersect　at　an　integral　point．　V

Example　3．1．　lf　m　＝　3，　i．e．　the　case　where　warehouses　are　absent，　Tuy　et　al．　have

shewn　in　f20］　that　the　piece　FBt　is　either　a　triangle　or　parallelogram．　ln　contrast　to

this，　FBt　can　be　a　ttrapezoid，　pentagon　or　hexagon　as　well　in　our　problem　with　m　〉　3．

Actually，　for　an　instance　with　constraints：

　　　　　　毒吻一｛　，

we　have

xll　＝2，

x22　＝＝　2，

鞠3ま2，

・i　＝：　i，D一，3

ぎ＝4

x14　＝＝　yl　一一　2，

x2s　＝　y2　一一一　2，

X36　：Y3”P“，

　　　　

；Σ餌ザ
　　‘＝1

x44　一一一　6　一一　yl

x4s　＝＝　6　一一一　y2

z・S6　＝　6一　y3

｛1：1ゴ：：：1；

x）o；　y）O， （3e9）

7



J

tl
Yl

Sl

S2

t2

t3

警

1
豊

露

l

l

S3 t4

S4 t5
FB，

ノ

t6 ノ
ノ
ノ
’
ノ
／ N　　N　N．

A　X N
（a）

Y2

（b）

Y3

Figure　3．1．　Example　of　the　piece　．17’B，．

with　respect　to　a　basis　B’　given　by　the　spanning　tree　in　Figure　3．1　（a）．　Then，

　　　　　　．FTBt　一一一　｛y　E　A　l　2　ff｛　yi　一く　6，　i一一M一＝　1，2，3｝

is　a　hexagon　as　shown　in　Figure　3．1（b）．　　ロ

3．2．　NONDEGENERACY　ASSVMPTION

Since　y’　G　A　is　arbitrary　in　the　above　observation，　for　any　y　E　A　we　can　obtain　a

linearity　piece　FB　with　y　E　FB　frem　an　optimal　basic　solution　¢“（y）　of　［P（y）1．　ln

other　words，　those　pieces　form　a　¢overing　of　A，　denoted　b：’　．17．　We　should　also　note

thaげis　a丘nite　family　becau・e　the　number・f・ptimal　ba・e・・f［P（y）p・，・ach・f　which

co「resp・nds　t・amember・fア・i・伽ite・Hence，　we　can・・mpute　a　gl・bal　minim三zer　y・

of　the　master　problem　（2．4）　by　enumerating　the　vertices　of　each　FB　E　7r　in　accordance

with　Theorem　2．3．　To　stat・e　this　systematically，　we　impose　a　nondegeheracy　assumption

on　IP（y）］　hereafter．

Assumpti・n　3・1・F・r　any　y∈△，　pr・bl・m　／p（y）ノんα…吻ue・卿α1・s・傭・鋤・＠），

which　has　at　least　m　十　n　一　3　positive　components．

Therefbre，げ（y）is　an　opti血al　ba忍ic　solut三〇n．　with　at　most　two　zero－valued　basic　variables．

This　assumption　is　certainly　a　big　one，　especially　in　cembinatorial　problems　like　［P（y）］．

in　section　5，　we　will　discuss　this　matter　again　and　show　how　to　avoid　degeneracy　in　detail．

　　Due　to　Assumption　3．1，　the　structure　of　Jr　is　rather　orderly　as　follows：

8



Lemma　3．2．　Each　FB　E　」7E’　has　a　nonemptptntewior　regative　to　A．

Proof：　lf　FB　has　no　interior　points，　each　y　E　FB　lies　in　a　line　determined　by　two　zero－

valued　basic　variables　in　x“（［y）．　Since　FB　is　included　in　the　triangle　A，　it　must　have　end

points　in　that　line．　At　each　of　the　end　points，　one　more　basic　variable　vanishes，　which

contradicts　Assumption　3．1．　　ロ

Lemma　3・3・五・蝿αη4砺ゐ・孟ω・伽伽吻，c。s　in・f．　Th，n

　　　　　　int・FB　n　intFBt　＝＝　¢，

where　int・　denotes　the　intem’or　regative　to　A．

（i3．10）

Proof：　Since　FB　sxE　FB，，　the　correspending　bases　B　and　B’　are　also　distinct．　lf　there　is

a　point　y　E　intFB　n　intFB，，　we　have

　　　　　　　鳩（y）＞o，∀㈲∈B；鳩（y）＝o，∀（i，ゴ）¢B，

　　　　　　　鳴（蜜）＞o・∀M∈B’；祷（y）躍。，∀㈲¢B’．

This　is　imp・ssible，　becau・e［P（y）］・ann・t　hav・tw・・ptimal、。luti。n，．ロ

Lemma　3．4．　Let　FB　and　FB，　be　two　distinct　pieces　in　．T．　Zf　FB　A　FBi　iy6　to，　they　shares

either・a　vertex・r・an吻e．

Proof：　Assuming　the　contrary，　we　have　a　vertex　v　of　FB　lying　in　the　relative　interior

of・・me　edge・f・FB’・Then　tl・e・ptima1・・1uti鵬＊（”）・f【P（v）l　c・rre・p・nding　t。　B　has

m　＋　n　一　3　positive　components　while　that　corresponding　to　B’　has　m　＋　n　一　2　positive

components．　This　is　a　contradiction．　ロ

3．3．　ASSOCIATED　PLANE　GRAPH

From　Lemmas　3．2　and　3．3，　we　see　that　under　Assumption　3．1　the　family　．1’　is　minimal

among　those　that　cover△，　i．e．　Jl’is　a　partition　of△．　Letソ⊂△andε⊂ソxソdenote

the　set　of　vertices　and　the　set　of　edges，　respectively，　of　ail　FB　E　」F’．　Then，　from　Lemma

3・4，the　pair（ソ・ε）c・nstitutes　a　c・nriected　graph　embedded　in　the　triang1e△．　Obvi・usly，

it　involves　the　three　vertices　vi　＝：　（6，0，0）T，　v2　：　（O，6，0）T　and　v3　＝　（IO，　O，6）T　of　A．　Also，

from　Lemma　3．1，　the　edge　set　8　is　partitioned　into　three　subsets：

　　　　　　Si＝｛＠，ω）∈εk襯）五・pa・all・l　t・the　edg・〃‘＝0・f△い叢1，2，3．（3。11）

This　plane　graph　9　＝　（V，8）　gives　us　an　insight　into　the　master　problem　（O一．4）　（see　also

Figute　4．2　in　Section　4）．　Let　｛ii，i2，i3｝　denote　any　permutation　of　｛1，2，3｝．

Lemma　3・5・F・r・α伽∈ソwith　vi，＞0，　there　i…m・ω∈ソω伽，‘1＜vi，　、u，h

thαt　th・　segm・nt　（V，ω）ゐ・9・ng・t・・痂・r・8i，・r・Si、．
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t

1？．roof：　Let　FB　E　．1’　be　a　piece　with　t，he　vertex　v．　lf　v．i，　〉　yi，　for　some　y　G　FB，　then　FB

obvi・u・ly　h薦an・dg・＠・ω）withω・、＜・，il，whi・h　b・1・ng・t・・童therら・・＆，．　SupP。，e

’b’ii　“〈．．　yi，　for　all　y　E　FB．　Since　z・’i，　〉　O　and　．1：’　covers　A，　there　is　a　piece　FBt　E　．1’　such　that

Vhe　segment　（v，v　一一　Eei，）　is　included　in　FBt　for　sufficiently　small　E　〉　O，　su’her6　ei，　E　IR3

日置　the　i・ith　unit　vector．　From　Lemma　3．4，　the　point　v　is　a　vertex　of　FB，　and　hbnce　is

adjacent　t・s・me　vert・xωwith勧・＜む・1・f・FB’・The・ef・・e，（醐b・1・hgs　t・e圭th鴫，

or　8i，．　a

Using　inductive　arguments，　we　can　obtain　the　foilovv’ing：

The・rem　3・6・V・rt・x　v”　・f△and　all・tゐ・r　v・rti・繍9＝（ソ，ε）αr・一・ct，吻

郷ん5C・噛蜘・ゾ・nly吻e蜘らUεε，．

In　the　next　section，　based　upon　the　above　observations，　we　will　construct　an　algorithm

for　visiting　a11　the　vertices　in　g．

4．　Enumeration　of　the　Vertices　of　Linearity　Pieces

So　far　we　have　seen　that　a　waty’　to　selve　the　master　problem　（2．4）　is　the　enumeration　of

もhe　vertices　i且9・F・r　this　purp・se・w・apPly　a　dep曲st－searchpr・cedu・e　t・asubgraph

gi　＝＝　（Y，82　U　83）．　Starting　from　the　vertex　vi　of　A，　the　procedure　recursively　visits　each

unexplored　vertex　in　V　along　an　edge　in　82　U　S3．　According　to　Theorem　3．6，　a11　the

vertices　in　9　turn　expl・red・皿e・by　the　end・f　the　pr・cedure．　L・t　us　supP。se　that”with

vi　〉　O　is　the　most　recently　visited　vertex’ @and　try　to　locate　each　unexplored　vertex　w

with　wi　〈　vi　adjacent　to　v　in　9i　（see　Figure　4．1，　where　the　vertices　are　numbered　in　the

order　of　visit）．　Before　proceeding　to　the　procedure，　we　have　to　make　a　remark　on　the

relation　between　v　and　the　graph　G　＝＝　（S，　T，　A）．

　　　Pet　B　Lbe　an　optimal　basis　of　［P（v）］．　As　seen　in　the　previous　section，　AB　：　｛（si，t，・）1

（i，2‘）　E　B｝　constitutes　a　spanning　tree　GB　＝　（S，　T，　AB）．　Let　IIB（pi，p2）　denote　the　psth

from　node　pi　to　node　p2　in　GB．　Also，　let　DB（v）　be　the　set　of　degenerate　arcs，　i．e．　arcs

with　zero　fiow　of　the　commedity　in　GB　with　respect　to　x“（v）．　Regardless　of　Assumption

3．1，　we　have　the　following：

Lemma　4・1・F・r・α・ゐ卿（・i、・、・i，）漁傾2｝⊂｛1，2，3｝，

　　　　　　nB（Si，，Si，）　fi　DB（V）　i＃¢　（4．1）
ん・lds　if　and・吻珈¢・αV・rt・al：・プ‘ゐe知e　F8．

Proof：　Suppose　”B（si，，si．．）n　DB（v）　＝　O　for　some　（isi，，si，）．　Obviously，　nB（si，，si，）fi

DB（v）　＝　e　holds　as　weli．　Hence，　we　can　send　a　positive　amount　of　flow　along　both

directions　from　si，　to　si，　and　from　si．，　to　si，　in　GB，　while　keeping　the　flow　nonnegative

on　each　．tree　arc．　This　implies　that　v　is　expressed　as　a　convex　combination　of　points　in

FB・　C・nv・・sely，　if（4・1）h・lds　f・r　each（8i”・i，），　the且・w　between　si、　and　si，　i・aU。wed　t。

change　along　at　most　one　direction　in　GB，　which　implies　that　v　is　extremal　in　FB．　a
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Figu．re　4．1．　The　depth－first　search　for　9i　＝（Y，S2　U　S3）・

4．1．DuAL　pIvoT　opERATIoN

Let　us　start　with　the・earch・fε・f・・an・dge＠，ω）．　Recall　that　each　edg，　inεis

determined　by　a・ingle　zer・一valu・d　ba・i・va・iabl・・Hence，　by　A・sumpti・皿3．1，　m・vihg

fr・m”t・ωal・ng＠・ω）∈ε・，　if　it・短・ts，　am・unt・t・augmenting　the且。面。m、、　t。

　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

ε1　ln　some　spanning　tree　・vrhile　keeping・n・t・ee　arc　deg・nerate．　F・・m　Lemma　4．1，もhe

path　nB（・2，8・）c・漁insat　lea・t・ne　d・generate　a・c．　If・uch　an　arc　is　a　ba・kward。ne，　it

bl・・ks　the　augm・ntati・n　f・・m・・t・81　inσB．　H・wever，　by　perfoirning　at　m。，t　tw。　dual

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

plvot　operatlons　on　GB，　we　can　obtain　an　alternative　spanning　tree，　in　which　the　path

飯om　82　to　81　contains　no・blocking　arcs　fbr｛ガ＠）．

L・t（Sg，　tr）∈DB＠）b・the　bl・・king　arc　c1・・e・t　t・82　in∬B（・，，81）．　By　dr・PPing

（5・・tr）丘・mσB，　we　have　tw・subtreesσ・㎝dσ2　such　that　81，・，∈01　and　82，　tr∈C2．

Let　N・　and　N2　be　the　set・・f　n・d6s　spann・d　byσ、　andσ2，　re・pectiv・1y．　Then　we　have

an　81一ε2　cutset：

［N，，2V，1　＝　（．ZV，，N，）　U　（Ar，，　N，　），
（4．2）

where

（Ni，N2）＝　｛（si，　t」）lsi　E　Ni，　t」　G　N2｝

（N2・N1）＝｛（8謝1・i∈N2，．ち∈N1｝．

］　（4．3）

Let
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1

　　　　　　（Sk，　tl）∈argmin｛耐（・i・ち）∈（Aら・N・）｝，　　　　　　（4．4）

whiere　ii」・　is　the　reduced　cost　relative　to　B．　Note　that　ei」・　）　O　for　each　（si，　tJ・）　E　A　because

8．　is　ai｝　optimai　basis．　By　adding　the　az’c　（sk，ti）　to　Gi　and　G’2，　we　have　d　spanning　tree

OB’，where　B’一（B＼｛（P，9）｝）U脚）｝・W・・ee・fr・m（3．1）and（3．2）that・thi，。pe，ati。n

dhecreases　the　simpiex　multipiier　a：i　by　ik．i　if　si　E　Ni，　and　increases　／3」・　b：　Eki　if　TtJ・　E　Nie

Consequently，　the　reduced　cost　．changes　into

　　　　　　　　　　　　　Ei」　＋　ikl　if　（isi，　t，i）　E　（N，，N，）

　　　　　　ど1　∂戸ん’if（…ち）∈（坊，N1）　　　　　　　（4．5）
　　　　　　　　　　　　　bi」・　otherwise．

It　toilows　from　（4．4）　that　tii，・　）　O　for　each　（si，t3‘）　E　A．　Hence，　B’　is　another　optimal・basis

of　［P（v）］．

The　path　IIBt（s2，si）　in　the　resulting　tree　GBi　might　st，ill　contain　a　blGcking　arc．　ln

that　case，　we　have　to　perform　the　dual　pivot　operation　on　GBt　once　more．　Then　each

backward　degenerate　arc　is　replaced　by　a　forward　degenerate　arc　and　the　tree　path　from

S2　to　・s　i　has　no　blocking　arcs．

4．2．　MOVING　FROM　VERTEX　v　TO　an

We　can　now　assume　that　fiB（s2，si）　is　an　s2－si　augmenting　path　in　G　with　respect　to

x“ iv），　though　it　contains　one　or　two　degenerate　arcs　as　forward　arcs．　VN’e　then　have　two

Case　1：　lllB（s2，si）　n　DB（v）1　＝：　1．

Let　UB（s2，si）　and　fiB（s2，si）　denote　the　Sets　of　backward　and　forward　arcs，　respectively，

in　nB（s2，si）．　By　assumption，　a　degenerate　arc，　say　（sg，t，），　belongs　to　fiB（s2，si）．　Let

σ　・・　min｛鳩（V）i（・‘，ち）∈旦B（・、，・1）｝．
（4．6）

Then　a　is　the　maximum　amount　of　flow　that　can　be　sent　from　s2　to　si　along　nB（s2，si）．

Since　cEii・　：　e　for　each　（i，i）　G　B，　sending　a　units　along　nB（’s2，si）　preserves　both　the

primal　and　dual　feasibility　Therefore，

　　　　　　　　　　　　　　　　　鳩＠）一σif（8i，ち）∈旦β（82，8、）

　　　　　　鳩（ω）＝筍＠）＋σif（Si，蓄ゴ）∈五B（・2，・1）　　　　　　（4．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　xl」‘（v）　otherwise

remains　optimal　to　［P（w）］　for

　　　　　　w＝（z7i－a，　v2＋a，　v3）T．　（4．8）
If　xZi＠）＝σ　f・r（・た・t’）∈巫8（・・，81），　this・perati・n　replace・（・，，ち）by（sk，tt）as　a

degenerate　arc・H・wever・it　never　changes　the　fi・w・皿the・ther　degenerate　arc，　n。t

contained　in　nB（82，sl）．　Thus，　we　haveω∈ソand＠，　w）∈ε2．
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Cαse2’障8（ε2，8玉）∩」DB（切卜＝2．

Ev・n　if　nB（・・…）c・ntai・・s　tw・deg・n・rat，e　arc・，　we　can　send　a・u伍ciently、mall　a血。unt

of丑ow，　say　E　lmits，　along　ll　B（52，s’ユ）．　Doing　so，　however，　ma，k：es　a1至the　tree　ai’cs　nonde－

generate．　The　point（z，1－E，　v2十ε，1！3）T　th．en　lies　in　the　interior　of　the　piece　1『B．　Sinceア

る　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

1s　a　p勘rtltlon　of△，　we　call　conclude　that　no　edges　inε2　are　incident　from　v　toωwith

’ω1＜zrl．

　　After　completing　the　seai’ch　of　82，　we　next　search　S3　for　an　edge　（v，　w）．　From　Lemma

4．1，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ts

　　　　　IIB（s2，si）nDB（v）　ipeE　nB（s3，si）　fi　DB（v）．　（4．g）

Otherwise，　th・・e　i・an・de　p　in　n8（・・，・1）∩nB（・、，51）・uch　that　th・tree　path食。m　52　t。

　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

53vla　p　cont翫ms　no　degenerate　arcs．　Since　IDB＠）1潔2，　the　number　of　degenerate　arcs

in　nB（53・81）＼HB（82・811）is　at　m・sも・ne・M・re・ve・，　if　nB（83，・、）・hare・ad・generat，　arc

wi叩B（s2，　sl）　for　x“（pt）・it　mu・t　b・ぬward　a・c　in　b・もh　the　path・．　Therefore，　at　m。st

one　dual　piv・も・perati・n・nσ8　gives　an　83一・・augm・nting　Path　with　re・pect　t・¢・＠）．

The　rest　is　the　same　as　the　search　ofε2．

4．3．　CHECK1NG　OF　VERTEX　ftv

If　the　first　component　of　the　vertex　w　located　from　v　is　zero，　w　has　no　descendants　in

gi．　ln　addition　to　this，　we　have　to　terminate　the　search　and　backtrack　to　v　when　we　find

that　w　has　already　been　visited．　Since　the　procedtire　searches　A　in　the　direction　from

pt2@to　v3，　the　vertex　w　can　be　visited　twice　only　if　（v，　w）　E　82　and　w3　〉　O　（see　Figure

4．1）．　ln　such　a　case，　we　construct　an　si－s3　augmenting　path　with　respect　to　x“（w）　in

order　to　check　if　w　is　a　visited　vertex　or　not．

　　　Since　for　x＊（w）　the　path　”B（s2，si）　contains　just　one　degenerate　arc　（sk，tt）　as　a

backward　arc，　the　other　degenerate　arc　lies　in　IIB（s3，si），　as　either　a　forward　or　backward

arc．　Hence，　by　performing　a　dual　pivot　operation　on　GB　if　necessary，　we　have　a　spanning

tree　GB，　and　an　si－s3　augmenting　path　IIBt（si，s3）．　lf　11B，（si，s3）　contains　oniy　one

degenerate　arc，　we　can　send　a　positive　amount　o’f　flow　along　fiBt（si，　s’3）　while　keeping

the且ow　zero　on　the　other　degenerate　arc。　This　implies　that　there　is　a　vertex♂∈ソ

such　that　（v’，w）　E　S3　and　tvl　〉　wi．　ln　other　werds，　w　must　have　been　visited　from

v’．　lf　fiB，（si，s3）　contains　two　degenerate　arcs，　we　accept　w　as　an　unexplered　vertex　and

initiate　a　new　search　from　w．　ln　the　latter　case，　we　should　note　that　nB，（s2，si）　coritains

only　one　blocking　arc．　Hence，　one　dual　pivot　operation　on　GBr　gives　an　s2－si　augmenting

path　with　respect　to　x’（w）．

4．4．　DEPTH－FIRST－SEARCH　ALGORITHM

The　enti「e　alg・rithm　is　su甲marized　bel・w・Inc・rp・蘭ng　all　the　ab・ve・perati・皿s，　the

algorithm　　　　　　　　　3FACTORIES　ehumerates　the　vertices　in　9i　using　the　recursive　procedure

13



SEARCH　and　yields　an　optimai　so］ntion　（x“，　y’）　of　［Pl　as　vv’ell　as　a　global　minimizer　y＊

　of　the　master　probldm　（2．4）．

algorithm　3FACTORIES；

begin

　　　compute　x“（vi）　b．y　solv－ing　a　Hitchcock　problem　［P（pti）1；

　　　　♂：謬十〇Q；

　　　SEARCH（vi）

end；

procedure　SEARCH（v）；

b’eg葦皿

　　　if　f（v）　＋　g（v）　〈　z“　then　update　（m“，　y“）　：＝　（x“（v），　v）　and　z“　：＝　f（v）　＋　g（v）；

　　　if定ノ1＞Othen　begin

　　　　　　construct　an　s2－si　augmenting　path　llB（s2，　si）　in　G　with　respect　to　x“（v）；

　　　　　　if　the　number　of　degenerate　arcs　in　llB（ls2，si）　is　one　then　begin

　　　　　　　　　let　1：1B（s2，si）　be　the　set　of　backw’ard　arcs　in　nB（s2，si）；

　　　　　　　　　σ・＝min｛鳩＠）1（5ε，ち）∈旦B（82，81）｝；

　　　　　　　　　zv　：一一　（vi　一　a，　’v2　＋　q　iv3）T；

　　　　　　　　　compute　x“（iw．　）；

　　　　　　　　　if　w3　＝　O　then　SEARCH（w）

　　　　　　　　　else　begin

　　　　　　　　　　　co夏st「uct　an　8rε3　augmenting　Path　HB’（ε1，53）with　respect　to；ガ（ω）；

　　　　　　　　　　　if　the　nunユber　of　degen．erate　arcs　in　nB’（81，83）is　two　then

　　　　　　　　　　　　　　SEARCH（w）

　　　　　　　　　end

　　　　　　end；

　　　　　　construct　an　s3－si　augmenting　path　IIB（s3，si）　with　respect　to　x“（’pt）；

　　　　　　if　the　number　of　degenerate　arcs　in　IIB（s3，si）　is　one　then　begin

　　　　　　　　let　11B（s3，　s　i）　be　the　set　of　backward　arcs　in　llB（s3，si）；

　　　　　　　　σ：篇min｛鳩＠）1（Si，ち）∈工二、B（S3，81）｝；　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　w　：＝　（tvi　・一一　a，　tv2，v3　＋　a）T；

　　　　　　　　compute　x“（w）；

　　　　　　　　SEARCH（w）

　　　　　end

　　　end

end；

The・rem　4・2・Und・r・A・・umpti・n・　3・1，　the吻・燃m鋤070肥3泥9厩・0（（m＋
n）62　＋　H（m，　n））　arithmetic　operattons　and　O（62）　evaluations　of　g，　where　6　＝　IE　：・．i　b，・　一一

E　：・．4　ai　and　H（m，　n）　is　the　running　time　needed　to　solve　a　Hitchcock　problem．
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Figu’re　4．2．　lllust・ration　of　the　algorithm　3FACTOR1ES．

Proof：　After　solving　a　Hitchcock　problem　［P（vi）］，　the　algorithm　begins　the　depth－first

seai’ch　of　gi　＝　（Y，82　U　S3）　at　the　vertrex　vi．　Each　element　of　Y　is　a　vertex　of　some

linearity　piece　FB　E　．1’ @and　hence　is　an　integral　point　in　the　triangle　A　（iLemma　3．1）．

Therefore，　I　V　I　is　bounded　b：　O（i62）．　For　each　v　E　V，　the　procedure　SEARCH　evaluates

g（v）　and　executes　O（1）　dual　pivot　operations，　each　of　which　requires　O（m　＋　n）　arithmetic

operations（isee　e．g．［lj）．　m

　　While研m・・n）i・kn6wn　t・be　st・・ngly　p・1yn・mial（・ee　e．9．［1D，　th・number　62　cann。t

be　bounded　by　any　polynomial　in　the　problem　input　length．　The　algorithm　3FACTO－

RIES　is　therefore　not　a　pol：　nomial　but　pseudo－polynomial　algorithm　even　if　the　value　of

f　is　provided　by　an　oracle．　However，　it　is　still　worth　neting　that　the　running　time　is　a

lower－order　polynomial　in　（m，　n）．　This　will　guarantee　the　performance　of　3FACTORIES

for　instances　with　rather　large　（m，　n）’s　as　long　as　6　is　a　relatively　small　number．　Compu－

tational　experiments　are　now　underway，　the　detail　of　which　will　be　report，ed　elsewhere，

together　with　the　extension　of　3FACTORIES　to　the　case　of　k　（〉　3）　factories．

Example　4．1．　Figure　4．2　shows　a　search　tree　of　g　depicted　by　the　algorithm　3FACTO－

RIES　when　it　solves　an　inst・ance　of　minimizing

　　　　　　　4　　6　3
　　　　　　ΣΣ2〃り吻＋Σ1σ〉厩

　　　　　　i＝1ゴ＝1　　　　諺＝1

曲der　the　c・nstrainも・（3・9）in　Example　3．1，　whereρガs　a・e　given　by

15



卓

　　　　　　　　　　　　　　　1　20　17　5　13　21

　　　　　　囲一鴛21111111・｝1・

　　　　　　　　　　　　　　12　16　24　4　8　9

Starti垂〟@frgm　the　vertex　pti　＝　（11，e，　O）’　of　A　：｛y　E　IR31yt　i＋y2＋y3　＝　11，　y　）　O｝，　the

P「ocedure　SEARC且t・averse・the　tree　f・・m　th・1・ft‘ 煤Ethe　right　in　p，e。rder．　Th，　vertex

v“　・＝（2・6・3）Tp・・vide・agl・bally・ptimal・・luti6n　m・（げ），　each　c・mp・ne孤t　i，　a、　f。ll。ws：

　　　　　　　　　　　　　　　　　2　0　0　0　0　0

　　　　　　｛x“i，・（v“）］　＝18　，2　88　，‘　？1・　u

　　　　　　　　　　　　　　　　　O　O　O　4　0　3

5．　Disposal　of　Degeneracy

Before　’モ撃盾唐奄獅〟@the　paper，　we　have　to　return　to　the　postponed　matter，　i．e．　how　to　dea：l

with　degenerate　problems　not　satisfying　Assumption　3．1．

5．1．　PERTURBED　PROBLEM

Let　us　slightly　perturb　the　constants　in　［Pl　and　define

　の　　　　　り　　　　　　　

mlnlmlze

subject　to

　の　　　れ

ΣΣcゴゴ（E）吻＋9（y）
の　　　　　　　　　　　

z＝1」＝1

か一｛1渦：1∴、

の
Σ勘＝6ゴ（・），ゴ＝1，＿，7z

i＝1

x≧0，y≧0，

（5．1）’

where

　　　　　　　潔）蘇（　　　　　　　　　　ブ＝1，＿，n’一1）n＋ゴー＝1，＿，m，ゴ＝1，＿，n，｝（5・2）

and　6＝1／（η＋1）・Let［P（y；ε）】den・もe　the　subpr・blem・f（5ユ海any丘xed雪．　As［Pω1

does，　［P（y；E　　　　　　　　　　）］　has　an　optimal　solution　if　and　only　if　y　lies　in　a　simplex：

　　　　　　A（E）　＝：　｛yEIR31yi＋’y2＋y3　＝6＋　ne，　y）　O｝．　（5．3）

Lemma　5・1・F・r　any　y∈△（・），　th・problbm　II・（y；E）7ゐα・au吻・・e・）ptimal、。嬬伽．

ltroof：．．Let　g“（yiE）　be　an　optimal　bqsic　solution　with　basic　variables　xi，・，’　（i，2’）　E　B．，

Then　the　reducecl　costs　satisfy
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　　　　　　c”i」・（6）　＝ciJ・（E）　一一　afi　一一　6」・　“〉　O，　V（・i・，i）¢B，　（5．4）

whe「eαドOandα汁防一・・ゴ（i・）　for　each（ちゴ）∈β・Since　the　p・we・s・f　E　in　eiゴ（，），s　are

all　dist－inct，　they　never　cancel　ottt・　in　the　process　of　cemputing　ii」・（E）1s．　Thereforb，　c：i」t（6）’s

are　polynomial　in　E　and　t，heir　degrees　are　（listinct　each　other．　This，　together　with’the

fact　that　ci／s　a・e　p・・itive　int・gers，　impli・・that　all　the　in・qualitie・in（5．4）h・ld，も，i晦

Hence，　x’（y；E）is　a　d”al　nondegenerate　and　unigue　optimal　solution　of［P（ly；E）1．　O

Lemma　5．2．　For　any　y　E　A（E），

m　＋　n　一　3　positive　compenents．

the・ptimα4　S・9uti・n　m“（y；ε）・ザ！P（y；・）ノんα・αt　1，a、t

Proof：　Suppose　m“（y；E）　has　k’　zero－valued　basic　variables　and　let　B　be　an　optimal　basis．

1［’hen，　by　dropping　k　degenerate　arcs　from　the　spanning　tree　GB　：（S，　T，AB），　we　have

k　＋．1　subtrees，　in　each　of　which　supply　and　demand　must　balance．　lf　k’　〉　2’
C　however，

there　is　at　least　one　subtree　containing　neither　si，　s2　nor　s3．　ln　such　a　subtree，　the　total

supply　is　integral　valued　but　the　total　demand　is　not．　This　is　a　contradiction．　Hence，

the　number　of　zero－valued　basic　variables　in　x“（y；E）is　at　most　two．　U

　　Thu・・the　per加・b・d　p・・blem（5・1）ha・tum・d・ut　t・・ati晦Assu繭。n　3．1．　We・can

easily　check　that　all　the　lemmas　and　the・rem　in　Secti・n　3　can　apPly　t・（5．1）except　that

the　vertices　of　each　linearity　p季ece　FB（E）of

　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　れ

　　　　　　ノ（y；E）鵠嘉C縄（y；・）　　　　　　（5・5）

are　vectors　of　not　integers　but　lnultiples　of　e．

5．2．　MODIFICATION　OF　THE　ALGORITHM

Let　us　denote　by　」r（E）　the　family　of　FB（E）’s　and　by　g（E）　＝　（）2（E），S（E））　the　plane　graph

ass?@ciated　with　1’（e）．　There　is　the　following　correspondence　between　the　two　graph　g（E）

and　9：

　　　For　an　arbitrary　v　E　），7（E），　let　B　be　an　optimal　basis　of　IP（y；E）］．　Dropping　the

two　degenerate　arcs　from　GB　gives　three　subtrees　Gi，　with　si　G　Gi，，　i　＝　1，2，3．　Since

O　〈　E　〈　1　and　Gi　contains　no　degenerate　arcs，　the　flow　on　each　arc　in　Gi　remains

nonnegative　if　we　replace　bj（E）　by　b」．　Hence，　B　is　an　optimal　basis　of　［P（v’）］　for　v’　＝＝

＠・一η1・・η2一η2・，v3－n3・）T・whe・師・th・…ber・f・terminal　n・de・in・Gi．．　F・rげ（げ），

each　of　the　paths　between　si，　s2　and　s3　in　GB　still　contains　a　degenerate　arc；　We　s6e

fr・皿Le㎜a　4・1　that　v’・is・a・ve・tex・f・FB・A・will　be　sh・wn　b・1・w，　this　c・rresp。ndence，

den・ted　byφ・ソ（・）→ソ，　i・　surjective．　Therefore，　we・can　make　a　c・mp！ete　search。fソ

by　enumerating　the　vertices　in　g（E）．

Lemma　5．3．　The　correspondence　ip　maps　V（E）　ento　V．
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t　　　l　　　　1

P呵’We丑rst・h・w　that　f・・　ea・h　v∈ソth・・e　i・an・ptimal　b哉si・β’・f［P（小uch

t，hat　GBt　includes　an　augmenting　path　from　si　to　each　terminal　node　t」・　for　’ ?g’ ivi．　Let

B　be　any　optimal　basis　of　［P（v）j　and　bij　the　reduced　cost，　relative　to　B．　lf　x“（v）　has　k

zero一一valued　basic　vai’iables，　GB　is　decomposed　into　K：　＋’1　nondegenerate　subtrees．　Let

Gt　qenote　the　subtree，　1　＝＝　1，．．．，k　＋　1，　and　suppose　si　E　Gi　for　i　＝　1，2，　3．　Augmenting

patljs　from　Jsi　to　tfs　can　be　fo｛md　if　we　solv・e　a　shortest　path　problem　with　respect　to　Ei」・

in　the　graph　resulting　from　G　b：　ignoring　arc　directions　in　Gt’s　（see　e．g．　［ll　for　detaili

Let　GBt　be　the　shortest　path　tree　and　e（p）　the　tree　path　length　from　si　to　p．　Then

e（t，・）　s　e（is，）　＋　u，，・，　v（s，，　t」）　G　A．

Hence，　by　revisingもhe　simplex副tipliersαε・防inも・α1＝αξ一ぞ（5∂and拷＝β＋e（ち），

we　have　the　optimality　of　the　basis　B’　corresponding　to　GB，，　i．e．

4戸。‘ゴーα1一拷≧o，∀（Si，　tゴ）∈A．

　　For　each　i　＝　2，，．．，k　＋　1，　all　the　terminal　nodes　in　Gt　aa’e　now　connected　from　si

by　augmenting　Paths　inσB’；these　paths　・hare　a　tree　path　ilB’（81，ち，）fr・m　8、　t。　s。me

te「minal　n・deち・∈G’・Wh・n　the　per加・bati・痛int・・duced，　the・h・rtage・f，upPly　in

σt　f・rl≧4can　be　c・vered　by　the・・u・ce　c1・・est　t・ち，　am・ngε1，s2　and　s3　in　IIB’（ε1うち，）．

As　a　resuk　of　this，　Gt’s　are　merged　into　three　nondegenerate　subtrees　Oi，　with　si　E　Oi，

e’　＝　1？　2，　3．．　Let　ni　be　the　number　of　terminal　nodes　in　Gi．　Then　B’　is　optimal　to　［P（v’；　E）｝

for　of　：　　　　　　　＠・＋n・E，z，2＋7・2E，　v・＋n・E）T∈ソ（ε）．　Since　v∈ソis　a・bitrary，　we　c。nclude　that

φ（ソ（e））＝ソ．　ロ

When　applying　the　aiigorithm　3FACTORIES　to　（5．1），　we　need　to　modify　the　eval－

uations　of　f　and　g．　Namely，　at　the　beginning　of　the　procedure　SEARCH，　we　do　the

following：

determine　the　nondegenerate　subtrees　Gi　of　G，　with　si　G　Gi，　i＝　1，2，3，　for　x“（v；E）；

let　ni　be　the　ntunber　of　terminal　nodes　in　Gi　for　i　＃一一一　1，2，3；

pti@：　：　（vi　一一　n2E，　v2’一一　n2E，　’v3　一一　n3E）T；

if　f（v’）　＋　g（v’）　〈　z“　then　（¢“，　y“）　：＝　（x“（v’），v’）　and　．一．・“：＝　f（v’）　＋　g（v’）；

As　menti・ned　bef・re，　c・mp・nent・・f　each・vertex・inソ（6）are　multiples・fε，・・that　IV（E）l

is　bounded　by　O（（6／E）2）　＝　O（n262）．　This　leads　us　to　the　following　time　complexity　of

3FACTORIES　without　Assumption　3．1，　in　the　same　way　as　in　Theorem　4．2：

Theorem　5．4．　The　algerithm　SFACTORIES　reguires　O（（im＋n）n262＋H（m，　n））　arith－

metic　operationsαnd　O（n2δ2）evαluations（ゾ9，　where　6＝・Σ拠1　bi一Σ窪4　ai　and、H’（m，η）

碗ん・油滴η幽ne　needed・t…」”・aH伽C・C砂・ゐlem．
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