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Abstract

　　　　In　this　paper，　two　robust　disturbance－rejection　problem．s　with　state　feedback　and　with

incomplete－state　feedback　fbr　linear（∂一periodic　discrete－time　systems　are　studied　in　the　f士ame－

work　of　the　so－called　geometric　approach。　And　some　necessary　conditions　and／or　su伍cient

cohditions　fbr　the　problems　to　be　solvable　are　presented．　Finally　an　illustrative　example　is
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1 Introduction

　　　　In　1986　Ghosh［1］　first　studied　the　robust　disturbance－rejection　problem　with　state　feedback

for　linear　systems　in　the　framework　of　the　so－called　geometric　approach，　a　nd　its　solvability

conditions　were　given．　ln　1995　Otsuka　and　lnaba　et　al．［3］　studied　the　corresponding　robust

disturbance－rejection　problem　with　incomplete－state　feedback．　On　the　other　hand，　in　1986

Grasselli　and　Longhi［2］　studied　the　disturbarice－rejection　problem　with　state　feedback　for　linear

cu－periodic　dis　cret，e－time　systems．

　　　The　objective　of　this　paper　is　to　investigate　two　robust　disturbance－rejection　problems　with

state　feedback　and　with　incomplete－state　feedback　for　linear　cd－periodic　discrete－time　systems，

and　to　study　their　solvability　conditions．

　　　This　paper　is　organized　as　follows．　Section　2　will　give　various　notions　of　invariances　and

their　important　properties　in　order　to　formulate　the　problems．　ln　Section　3，　the　two　robust

disturbance－rejection　problems　with　state　feedback　and　with　incomplete－state　feedback　for　lin－

ear　cv－periodic　discrete－time　systems　will　be　formulated，　and　some　necessary　conditions　and／or

sufficient　conditions　for　their　solvability　will　be　presented．　ln　Section　4，　an　illustrative　example

wili　be’№奄魔?氏D　Finally，　Section　5　will　make　some　concluding　remarks．

2 Preliminaries

　　　　In　this　section，　some　definitions　of　invariances　are　given，　and　their　important　properties　are

investigated．

　　　The　following　notations　will　be　used　throughout　this　investigation．　Z　：＝＝　the　set　of　all

integers，　ZZ．，　：＝　｛k“o　＋　1，Kfio　＋　2，．．．，ko　＋wlKno　E　Z｝，　N　：＝　the　set　of　all　natural　numbers，

r　：＝　｛1，　21．．．，rlr　E　N｝，　RS：＝　s－dimensional　Euclidean　space　and　RPXq　：＝　the　set　of　ali　p　×　g

real　matrices．　For　a　matrix－valued　function　A（・）　（A（k）　G　RPXq，　k　E　Z），　lmA（k）　：＝＝　the　image　of

A（k），　KerA（k）　：＝　the　kernel　of　A（k）　and　A一’（k）st　：＝　｛x　E　Rq　1　A（k”）x　E　st｝　for　a　subspace　st　of

Rq・And　A（・）is　said　t・b・ω一pe・i・di・f・・agiv・nω∈Nif鰍）一鰍＋のf・・　a11　K一∈Z．恥，

a　subspace－valued　function　V（・）　（V（k）　c　RS，k　E　Z），　V（・）　is　said　to　be　w－periodic　for　a　given

wEN　if　V（k）　＝　V（k”　十　w）　for　all　k　E　Z．

　　　Now，　consider　a　fainily　of　linear　w－periodic　discret－e－time　systems　｛S，W・　；i　E　r｝　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛3細・撫8：畿1；瓢鷺）IL㈹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一

where　x（kn）　E　X　：＝　Rn　is　the　state，　z‘（k）　E　U：＝　RM　is　the　input，　y（KA）　E　Y　：＝　RP　is　the
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incomplete－state　（measurement　output）　a　nd　Ai（・）　（Ai（k）　E　Rn　Xn），　Bi（・）　（Bi（k）　E　R”XM）　and

Ci（・）　（Ci（k）　E　RP　X”）　are　w－periodic　for　all　i　E　r．

　　　Now，　the　following　definitions　are　given　for　the　family　of　systems　｛S，W・　；i　E　T｝．

Definition　2．1　Let　V（・）（V（k）cX）be　w－periodic．

　　　（i）　V（・）is　said　to　be　（Ai（・），Bi．（・））一invariant　if　there　exists　an　w－periodic　feedback

．Fi（・）　（Fi（k）　E　RM　X”）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ai．（k）　十　Bi（k）Fi．（Kn））Y（k）　c　V（k　十　1）

for　all　k　E　Z．

　　　（ii）　　　V（・）is　said　to　be｛（Ai（・），Bi（・））　I　i　∈　r｝一invaria皿t　if　there　exists　anω一periodic

feedback　F（・）　（F（k）　E　RM　X’i）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ノ1｛（k）十B〆κ）F（A一））レ（k）⊂V（k十1）

fbr　alli∈rand　k∈Z．　　［コ

Definition　2．2　　Letレ（・）（V（k）⊂X）beωperiodic．

　　　（i）　V（・）is　said　to　be（Ai（・），Bi（・），Ci（・））一invariant　if　there　exists　an　w－periodic　feedback

Hi（・）　（Hi（KA）　E　RM　X　P）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ai（k）．十　Bi．（K”）Hi．（k）Ci．（K”））Y（k）　c　V（k　十　1）

for　all　k”　E　Z．

　　　（ii）　V（・）is　said　to　be｛（Ai（・），Bi（・），Ci．（・））1iEr｝一invariant　if　there　exists　an　cv－periodic

feedback　H（・）　（H（k）　E　RMXP）　such　that

　　　　　　　，　（Ai（k’）　十　Bi（L’）LI（k）Ci　（k））V（k）　c　V（k　十　1）

fbr　all　i∈γ・and　k∈Z．　　ロ

Remark　2．1 We　note　that，　for　each　system　S，W・，　an　（Ai（・），Bi，（・））一invariant　（or　an

（Ai（・），Bi（・），　Ci．（・））一invariant）　V（・）　has　the　property　that　if　an　arbitrary　initial　state　x（O）　E　V（O）

then　there　exists　a　state　feedback　i叩ut　zt（k）＝Fi（k）x（k）（or　an　incomplete－state　feedback　input

u（k）　＝　Hi（k）y（K”））　such　that　x（k）　E　V（k）　for　all　K”　．〉一　O．　On　the　other　hand，　for　the　family　of

systems　｛S，W・　；　i　E　T｝，　an　｛（Ai（・），Bi．（・））　l　i　E　r｝一invariant　（or　an　｛（Ai（・），Bi（・），Ci（・））　l　i　E　r｝一

inva・iant）V（・）ha・t1・e　p・・P・・tY　that　if　an　a・1・it・a・y　initia1・tat・c（0）∈V（0）th・n　there　exi・t・a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のロ・tat・fe・dback　inPu惚（A一，）一Fゆ㈹（ρr　an　inc・mplete－stat・fe・dba・k・input　zt㈹＝H㈹〃㈹）

which　is　independent　on　i　such　that　z’（k）　E　V（K”）　for　all　k　〉一　O． 口
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　　　Now，　the　following　lemma　holds．

Lemma　2．1　Let　V（・）（V（Kn）cX）be　w－periodic．　Then，　V（・）is｛（Ai（・），Bi（・））liEr｝一

　invariant　if　and　only　if　V（・）　q．　atisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　Ai（K一）N　／V（k＋1）X　／Bi（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　オ2！鳶）咽⊂陶1）＋lmB・！鳶）　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　Ar（k”）／　k　V（Krt＋1）／　N　Br（k）

for　all　k　E　Z．

　　　（Proof）　Necessity　is　obvioug．．’］］o　prove　sufiiciency，　suppose　that　V（・）satisfies（1）．　And

now，　we　fix　ko　E　Z．　Then，　there　exists　a　basis　｛vik’，vi…，vft”（k．）｝　of　V（k）　for　all　k　E　ZZ．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω緒

wh・・eμ㈹i・adim・n・i・n　r照）・lt　f・ll・w・丘・m（1）that　there　exi・t・vect・rsω’P’ゴ∈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω1才・

　　V（k　＋　1）

V（K” D＋@1）　1　and　zL／．‘　E　U　such　that

　　V（k　＋　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　船）　　ω鑑1　Bl㈹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鯛u夕ω1吉1＋B・！た），、夕　　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（k）　　ω衆才1　β。㈹

for　all　7’@E　｛1，2，．．．，tt，（k）｝　and　k一　E　ZZ，，．

　　Since　，V（・）　is　w－periodic，　the　baLgis　｛（’，vi．．．，vft（k．）｝　is　also　a　basis　of　V（K”　＋　lw）　and　w／．”，」＋・　i　is

in　V（k　十lw　十　1）　for　all　l　E　Z．　Then，　w．e　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v／・”iW　：＝　v／・’EV（k＋lcv）　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω突プω＋1・一ωけ1∈V（k＋1ω＋1）　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　袴＋tω・一袴∈σ　　　　　　　　（4）

for　all　K’　E　ZX．：，，1　E　Z　and　2’　E　｛1，　2，．．．，LL（K”）｝．　Then，　（2）　is　satisfied　for　all　k　E　Z．　］NTow，　define

a　state　feedback　Fo（K”，）：V（k）　一　U　by

　　　　　　　　　　　　　’　　　．・袴一瑞鰐　　　　　　　 （5）
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for　all　1’@E　｛1，　2，．．．，pa（k）｝　and　k　E　Z．　And　let　F（k）　：X　一一÷　U　be　any　extension　of　Fo（k）　to　X

f・・田1峡Z・Th・n，　it　fo11・…fi・・m（3），（4）and（5）that　F（・）i・ω一P・・i・di・．　And肋m（2）and／

　definition　of　F（・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ai（k）N　／wi“，；・’N　／Bi（k）F（K’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A2，（k）　1．／．’＝1　W／i’i　1－i　B2（k）’F（k）　1．／．”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ar（k）／　kw＃L，”’／　kBr（k）F（k）

for　all　k　E　Z．　lt　follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ai（k）　＋　Bi（k”）F（k））u／・”　’一一　w／・d．’・　’　E　V（k　＋　1）

for　all　2’　E　｛1，2，．．，，LL（k）｝，　i　E　r　and　k’　E　Z　which　imply

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ai．（k）　十　Bi，（k・）F（k・））V（k・）　c　Y（k　十　1）

fbr　all　i∈γ・and　k∈Z．　This　completes　the　proof．　　ロ

　　　For　a　gi’ven　cv－periodic　subg．　pace－valued　function　A（・）　（A（k）　c　X），　define　the　following　clags

of　w－periodic　subspace－valued　funct，ions．

V，（Ai．（・），　．Bi（・）；　A（・），li　G　r）　：＝　｛V（・）　1　V（k’）　c　A（k”），　V（・）　is　｛（Ai（・），　Bi．（・））　l　i　E　r｝一invai’iant｝．

For　simplicity，　V，（Ai．（・），Bi（・）；A（・）　l　i　E　r）　is　denoted　by　V，（A（・））．

Definition　2．3　V’（・）is　said　to　be　a　supremal　element　of　V，（A（・））if　the　following　two

conditions　hold．

　　　（i）　V’（’）EVs（A（’））・

　　　（ii）　If　V（・）is　an　arbitrary　element　of　Vs（A（・）），　then　V（k・）⊂V＊（陶fbr　all　k∈Z．　　ロ

　　Then，　the　following　lemm’a　holds．

Lemma　2．2　V，（A（・））has　the　supremal　element　V＊（・）in　the　q．ense　of　Definition　2，3．

　　（Proof）　The　proof　can　be　easil．y　shown　by　using　the　results　of　Wonhain［4］．　D

　　The　computational　algorithm　of　V’（・）　can　be　obtained　as　follows．

Lemma　2．3　Let　A（・）（A（k）cX）be　w－periodic．　For　each　k“EZ，　define　the　sequence　V”（k一）

for　K”　E　Z　according　to

　　　　　　　　VO（k）　：＝　A（k）

YP（k）　：；，＝　A（k）n

五1㈹

蓋2㈹

Aア㈹

一1
vLt－i（k　十　1）

Vpa－i（K一　＋　1）

vpL－i（k　十　1）

十　lm

Bi（Kn）

B2　（k）．

Br（K”）
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fo｝’　LL　1｝1：　O．　Then，　the　following　stateinents　hold．

　　（i）　VL‘（k）cVL‘一i（k）for　all　Ko　E　Z　andpa21．

　　（ii）F・・且x・d　K一・∈Z・the・e　exi・t・ゴ≦m・x｛dim［A（κ）1険Z篇｝・u・h　that　Vゴ（・）i・th・

supremal　element　of　V，（A（・））．

　　（Proof）　The　proof　of（i）can　be　easily　shown　by　induction　with　tL．　Therefore，　we　will

prove　（ii）．　ln　order　to　prove　（ii），　it　suffices　to　show　the　following　two　claims．

　　Claim　1　There　exists　7’〈一max｛dim［A（k）lk　E　ZZ．，］｝such　that　V」’（・）EV，（A（・））．

　　Claim　2　For　an　arbit，rary　element　V（・）EV，（A（・）），　Y（k）CVL‘（k）for　all　k　E　Z　and

pa　2　O．

　　（Proof　of　Claim　1）　We　will　firstprove　that　VL‘（・）is　tu－periodic　for　all　7’〉一〇by　induction

with　pa．　Since　A（・）　is　w－periodic，　it　is　obvious　that　VO（・）　is　w－periodic．　Assume　that　Vpa－i（・）　is

ω一periodic．　Since／1（・），B（・），　A（・）andレμ『1（・）are　a11ω一periodic，　the　following　equalities　hold．

　　　　　　　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vLt－i（k・＋1）N　／Bi（k）　　　　　　　　　　　Al（ん）

vpt（k）　＝　A（k）nl　A2．（A一）’1　ll　W‘一’（一K”＋i）　1＋i．1　B2（K”）

　　　　　　　　　　　Ar（Kr）／　LkW‘一’（k＋1）／　N　Br（IL”）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VL卜1（K”　十w　十1）　　β1（κ＋ω）　　　　　　　　　　　　　Ai（KA　＋　w）

　　　　　一A（k＋ω）∩A・（A：＋ω）　yμ一1（k＋ω＋1）＋lm邸＋ω）

　　　　　　　　　　　　　Ar（k＋ω）　　γμ一1（k’・＋ω＋1）　　Br（k一・＋ω）

　　　　　．．　vL‘（k＋cv）

fbr　all　k∈Z．　Then，　yμ（・）isω一periodic　fbr　a11μ≧0．

　　Next，　since　Vi‘（・）（μ≧0）and　A（・）a・eω一pe・i・dic，　the・e　exi・t・ブ≦max｛dim［A（k）lk∈Z翻

such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　サ
　　　　　　　　　　　　　　　Al（ん）　　V3（k＋1）　　Bl（k）

　　　　　　　照）一A㈹∩A・（k）　照＋1）＋lm邸）

　　　　　　　　　　　　　　　ん（ん）　　レフ（κ＋1）　　B。㈹

for　all　k∈Zwhich　imply

　　　　　　　　　　　　　　レフ㈹⊂．姻　　　　　　　　　　（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　・
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　　　　　　　　　　　　　Ai（，k）N　／VO’（h一＋1）X　／Bi（k）

　　　　　　　　　　　　　鯛Vゴ（k）⊂Vゴ（赦＋1）＋lmB・！ん）　　（7）

　　　　　　　　　　　　Ar（k）／　KV」（K”＋i）／　KBr（k）

for　a11　k　E　Z．　Therefore，　it　fol16ws　froizn　cv－periodicity　of　VO’ i・），　（6），　（7）　and　Lemma　2．1　that

Claim　1　bolds．

　　（P…f・fClaim　2）　The　l・r・・f・al…an　be　sh・w・・by　the　inducti・n　withμ．　L・tレ（・）b・

an　arbitrary　element　of　V，（A（・））．　lt　is　obvious　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V（k一）　c　A（k）　＝＝　VO（k）

for　aJl　k　E　Z．　Assume　that　Y（k）　c　Vpa－i（k）　for　all　K”　E　Z．　Then　by　using　Lemma　2．1，　the

following　inclusions　hold．

レ7 iん）　⊂　A（k）∩

c　A（k）n

Ai（L一）

ん（A：）

ん㈹

且1㈹
A2（K”）

Ar（K：）

一1

一1

V（k＋1）X　IBi（K一）
Y（k　＋　1）　　　　　　　　　　　B2（k・）

　　　　　　　十　lm

V（Kn＋1）／　N　Br（k）

wt－i（k＋1）X　／B，（K一）

vLt－i（k＋1）　1　v　1　B2（k）

　　　　　　　　十　lm

レμ一1（k＋1）　　Br㈹

　　　　　　　　　　　＝　VL‘（A：）

for　all　A’　E　Z，　Hence，　the　proof　of　Claiin　2　waLg　coinpleted．

　　This　colnpletes　the　pl’OOf　Of　tllis　lemma．　　ロ

　　　　　揖

3 Problems　Formulation　and　Main　Results

In　this　section，　we　first　formulate　our　robust　disturbance－rejection　problems　and　then　give

some　solvability　conditions　for　the　problems．

　　Consider　the　following　linearω一periodic　discrete－time　system　Sω（α，β，ンγ，δ，σ）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘じ（ん十1）　＝　　ノ1（k）x（k）．＋エヲ（k）2t（ん）＋．ハ4（k）ξ（k）

　　　　　　　Sω（α，β・’γ・δ，σ）：　　　　？y（k）　＝　0（k）2’（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　l　z（鳶〉＝D（彫㈹凶∈z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コwhereω（k）∈X：＝ゴRn×7㍉Zl・（ん）∈研’：＝≦Rn×7η，ξ（k）∈（？：＝RS，シ（ん）∈y：＝RP　and

z（k）∈Z・一　R・a・eth・・tat・，　t1・e　input，　the　di，turbance，　the　in，。、npl，t，、tat，　and　the　c。nt，。ll，d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6
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output，　respectively，　and　A（k），B（A：），　fVI（k），　C（k一）　and　D（k）　have　uncertainties　which　are　assumed

to　have　the　foliowing　convex　combinations　of　two　gjven　matrices，　respectively．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（k）　＝　aAi（k’）＋（1－cu）A2（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（k）　＝　6Bi（k）＋（1－6）B2（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（k）　＝　orMi（k”）＋（1－7）M2（k）　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C（A’）　＝　6Ci（k）十（1－b’）C2（K”）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（k’）　＝　aDi（k）＋（1－o）D2（k）

where　Ai（・）（ム（ん）∈Rn×n）・　Bi（・）（Bi．（k）∈Rn×m），．ZV41i（・）（IV・ti（k）∈Rn×・），α、（・）（Oi㈹∈

RPXn）　and　Di．（・）　（Di．（k）　E　Rq　X”）　are　all　w－periodic　for　i　E　2，　and　or，　6，　or，　O’，　a　E　［O，　1］・

　　NTow，　we　consider　an　incoinplete－state　feedback　of　the　form

Zt（ん）＝H（k一）〃㈹＝丑㈹o㈹碓）

where　H（・）　（H（k”）　E　RMXP）　is　the　w－periodic　incomplete－state　feedback．　Then，　we　obtain　the

following　closed　loop　system　S，W．i（a，／3，7，　b’，　a）　（see　Figure　1）．

　　　　　　3癬（α，卿・｛2㌻1に憎憎（灘）o（k））x（k）＋M（k）ξ㈹

哺

g

sto ioc，B，“y，6，6）

z＝＝Dx

二y

H

Figure　1：　Block　diagram

　　For　the　system　S，‘V／（cu，　i（3，　”y，　O’，　o），　we　use　the　following　notations．

　　　　　　　　　　　　　A・ff㈹・ニA（ん）＋B㈹雌）o㈲

　　　　　　　　　　　ΦH（ん，ん0）・一ガ∫（ん一1）AH（κ一2）…AI”（k。）（κ＞k。）

　　　　　　　　　　　a）H（k，K’）．：＝＝ln　，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　1　一

where　1．　is　an　（n　×　n）一th　identify　matrix．　Then，　the　following　leinina　holds．

7



電

：Lemma　3．1　　The　f（）110willg　relatiolls　hold．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΦH（k一，　K一一ノ1・ω）一｛ΦH（k，k　一　cv）｝ん　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ∬MΦH（ブ，k）一ΦH（i，k）　　　　　　（10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΦH（k＋ω，k＋ω一ん）■Φ∬（κ，k－1⇒　　　　．（11）

　　　（Proof），　The　proof　is　easily　shown　and　is　omitted．　　ロ

　　　Our　robust　disturbance－rejection　problem　ca　ti　be　stated　as　follows．　Givenω一periodic　matrix－

valued　fullCtiOI）s　Al（・），ノ12（・），　Bl（・），エヲ2（・），　M1（・），ノVf2（・），01（・），02（・），・01（・）and．Z：）2（・）of　the

system　Sω（α，　6，　Or，δ，σ），　find（if　possible）a11ω一periodic　incomplete－state　feedback　H（・）（H（k）∈

．Rm×ρ）Such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．D（k）ΣΦ正∫（A：，h＋1）M（ん）ξ（h）＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＝Aro

for　a11α，β，’γ，δ，σ∈［0，1ユ，ξ（・）and　A：∈Zwhere　A：o　is　an　initial　tilne．

　　It　remarks　that　a　subspace　gellerated　by　the　disturballceξ（・）is　the　following　subspace．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣΦπ（A・，・h＋1）lmM（ん）　　　　　　（12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’に；A：O

　　Before　formulating　our　problem，　some　properties　related　to　subspace（12）are　shown．

　　The　fbllowillg　lem111a　will　be　used　to　prove：Lelnmas　3．3　and　3．4．

Lemma　3．2

for　all　1　E　｛O，　1，

　　（Proof）

Lemma　3．3

　　（i）

　The　following　illclusioll　holds．

　　　　C・・ff（んうん一（？z十1～，）ω一Z）lmM（k　一（7z＋ノ・）ω・一1－1）

　　　　　　　　　　ロ　　
　　　　　　　⊂Σ｛Φ”（A：，人・一乞ω一のlmM（ん・一・iω一1－1）｝

　　　　　　　　　i＝0

．．．
Cω一1｝，ん≧OandA；∈Z．

See　Appendix　1．　　ロ

　The　following　assertions　hold．

　　　　　If　k　一　nw　〈　k’o，　then

　　　　　　　　　　　k－1　k－1　　　　　　　　　　　2tpi’i（k，　h＋1）lmdNI（h）c　2　¢H（k，h＋1）lmM（h）

　　　　　　　　　　　ん＝Aro　　　　　　　　　　　ん＝A：→？．ω

（ii）　lf　ko　s｛I　k－ncv，　then　L

　　　　　　　　　　　　’　’　I」
　　　　　　　　　　　h－1　r”　k’一1
　　　　　　　　　　　2¢H（k，h＋1）lmAI（1？，）＝　2　¢H（k，　h＋1）lmAI（h）

　　　　　　　　　　　h＝＝ko　h＝k－ned
（Proof）　　See　Appendix　2．　　ロ
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By　virtue　of　Lemma　3．3，　our　robus　t　disturba　tice－rejection　problems　can　be　formulated　as　follows．

Robust　Disturbance－Rejection　Problem　with　Incomplete－State：Feedback（RDRP－

　ISF）　　Give11ω一periodic　matrix－valued　functions　A1（・），ノ12（・），．B1（・），B2（・），　Mi（・），M2（・），01（・），

　02（・），D1（・）and．D2（・）of　tlle　system　Sω（α，β，’γ，δ，σ），　find（if　possible）a1ユω一periodic　incomplete－

　state　feedback　gain　H（・）（H（k）∈R7n×P）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣC・・II（K一，・h＋1）lmM（ノ・）⊂K・・D㈹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝た一ηω

fbr　allα，β，’γ，δ，σ∈［0，1］andん∈Z．　　ロ

Remark　3．1　　1f　O（・）satisfies　O（K：）・＝In　for　allκ∈Z，　the　above　problem（RDRPISF）

reduced　to　the　correspondillg　problem　witll　state　feedback，　and　is　called　Robust　Disturbance－

R（）jection　Problem　with　State　Feedback（RDRPSF）．　　□

　　　Next　theorem　is　our　maill　result．

Theorem　3．1　　1f　there　exists　a皿｛（Ai（・），Bゴ（・），Cl（・））i2，ゴ，1∈2｝一illval’ial）t　V（・）such　that

　　　　　　　　　　　（lmM（k－1）十ImM（A：一1））⊂V（κ）⊂（KerD1（A・）∩1〈erD2（k））　　　　　　（13）

fbr　all　k∈Z，　thell　the　RDRPISF　is　solva，ble．

　　　（Proof）　　Suppose　that｛（ノli（・），Bゴ（・），　Cl（・））li，ゴ，1∈2｝illval’iallt　V（・）satisfies（13）fbr　all

k∈Z．Then，　there　exists　allω一periodic　feedback　H（・）（H（k）∈Rm×q）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　（ノー｛1　i．（ん）十．Zヲゴ（Ac）∬（A：）Ol（ん））「V（k）⊂1／（た十1）　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

拓吻，Z∈2　and　L’∈Z・Ch…ean　a・1・it・a・y・1・…entω㈹ξγ㈹・The・・，　uSillg’（8）…d（14），

the　following　relatiolls　hold．

（A㈹＋B（k）H㈹0（ん））x（A：）

　　　＝　α（Al（k）＋Bl（k）H（k）01（k））・7，（A：）＋（βδ一α）（A2（k）＋Bl（k）H（k）01（k））2’（k）

　　　　　　　　＋β（1一δ）（ノ12（k）＋Bl（k）∬（Ai）02（k））x（k）＋（1一β）δ（ノ12（k）＋B2（k）H（k）01（k））x（k）

　　　　　　　　＋（1一β）（1一δ）（A2（k）＋B2（ん）H（k）02（k））z’（k）

　　　∈レ（k＋1）　　　’　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，’　　　‘‘

f（）rallα，β，’γ，δ，σ∈［0，1］and　Ar∈Zwhich　iml）1y

　　　　　　　　　　　　　AH㈹v㈹一（ノ1（A，）十エヲ（ん）H（κ）o（κ））γ㈲⊂v（k＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9



循

for　all　ctr，6，6　（E　［O，1］　and　A：　E　Z．　Further，　it，　follows　that

　　　　¢”（K”，h＋1）V（h＋1）　＝　A”（L’一1）A”（k－2）…AH（h＋2）AH（h＋1）V（h＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　c　A”（k一一1）A”（k－2）・・tA”（h＋2）V（h＋2）

　　　　　　　　　　　　　　　CV（k・）　（15）
for　all　k，　h　十　1　E　Z　（k　〉一　h　十　1）．　Moreover，　since　V（・）　satisfies　（13），

　　　　　　　　　　　　　　　　ImAf（k－1）cV（k’）cKerD（K”）　（16）

for　’y，　a　E　［O，　1］　and　K一　E　Z．

　　Therefbre，　it　follows　frOIII（15）and（16）that

　　　　　　　　　ん一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＿1

　　　　　　　　　ΣΦ’∫（k，ノL＋1）lmAf（h）⊂ΣΦ％，h＋1）V（ノ・＋1）

　　　　　　　　h＝k－nω　　　　　　　　　　　ノにん＿71ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂　ΣY（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んニた　れ　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　レ（ん）十γ（た）十…十γ（ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　71ωtllnes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂KerD（k）

fbr　all　k∈Zandα，β，”）’，δ，σ∈［0，1］which　prove　that　RDRPISF　is　solvable．

Corollary　3．1

口

It　is　assumed　that　C（・）　satisfies　C（k）　一m　」．　for　all　k　E　Z．　And，　de一

fine　sti2（K；）　：＝　KerDi（K：）　fi　KerD‘2（k）　for　k　E　Z　and　let　V“（・）　be　the　supremal　element　of

Vs（・4i（うsBゴ（・）；Ω12（・）i乞，ブ∈2）．　If

　　　　　　　　　　　　　　（lmM1（ん一’1）＋1・nAI2（κ一1））⊂V・（κ）

f（）rall　k∈Z，　then　R．DR．PSF　is　solval）1e．

　　（Proof）　　The　proof　fbllows　from　Theoreln　3．1　　ロ

　　Next　lelnma　will　be　used　to　prove　Theorem　3．2．

　　　　　　　　　　　　　　　　た　ユ
Lemma　3・4　L・t　V（k）・＝Σ

　　　　　　　　　　　　　　　1錠＝Aト71ω

　　　　　　　　　　・　　　　　　ガ∫㈲τ／（k）⊂τ／（k＋1）

f・・all　k∈Z，　i…レ（・）is（A（・）β（・），0（う）一inva・iant．

　　（Proof）　　See　Appendix　3．　　□

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10

〈［）　H（k’，　h＋1）lmA4（h）．　Then，　V（・）　is　cu－periodic　and　satisfies
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鉱

Theorem　3．2　　1f　RDRPISF　is　solvable，　then　there　exist（Ai（・），、Bj（・），Cl（・））一invariant巧ゴ‘（・）

for　i，　2’ C1　E　2　such　that

　　（i）　（lmM1卜1）＋lmM2（k－1））⊂∩Viゴz㈹f・・all・k∈Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i’，ゴ，IE2
　　（ii）　2　Vip・t（k）c（KerDi（A；）nKerD2（k，））for　all　k　E　Z

　　　　　i，ゴ，1∈2

　　（iii）　∩H（ん（・），Bゴ（・），q（・）；Vi．ゴ♂（・））≠φ

　　　　　　盛，ゴ，Z∈2

where

　　　H（Ai（・），　Bj　（・），　Ci　（・）1　Vi．ji（・））

（Proof）

｛Hiゴz（。）　1　（ノ4　f（ん）　＋Bゴ（ん）齢）Cl（嚇㈹⊂Viゴk（k＋1）f・・all・k∈Z｝

incomp16te－sta，te　feedback　1－1（・）　such　that

for　a，　X3，　’y，　b一 C　cr　E　［O，　1］．　Thus，　for　i，　／’，　1，　p，　q　E　2　we　have

Suppose　that　RDRPISF　is　solvable．　Then，　there　exists　anω一periodic

　　　　　みト　
　　　　　ΣΦ正∫（A・，・h＋1）lmM（h）⊂K・・D㈹

　　　　ん＝＝人：一ηω

　　　　　ムトユ

　　　　　Σ蜘ん，ん＋1）1・叫（h）⊂K・・D，㈹

　　　　ん＝A：一71ω

where

　　　　　　　　　　・4銑㈲　：＝Ai（A：）＋Bゴ（k）丑（k）Cl（k）

　　　　　　　　　轍A・，A・）・一陥（人・：一1）孟謬，（L・・一2）…遼撫・）（κ＞K：。）

　　　　　　　　　Φ象（k，A：）：＝In．

Then，　tlle　following　incli．isiolis　hold．

　　　　　　　　　　　　　た　　
　　　　　　　脇（ん）・一ΣΦ撫，ん＋1）lm嶋（ん）⊂（K・・D1（k）∩K・・D2㈲）　　（17）

　　　　　　　　　　　　ノL＝k・一71．ω

for　i，ゴ，　tラp∈2．　Andラdefine

　　　　　　　　　　　　　　　　　Vi，・t（k）：＝嚇z（A：）＋1嶺（k）

f・・all　k“∈Z・Then，・inc覗‘（・）and喝（・）a・e（Ai．（・），Bゴ（・），q（・））一inva伽t　with　inc・mpl・te－

state　feedback　H（・）1⊃y（17）an　d　Lemma　3．4，　it　fbllows　that

　　　　　　　　　　　　（ノli（A：γ十Bゴ（ん）H（k）Ot（ん））巧ゴz（k）⊂Vi．ゴz（k十1）

　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　さ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’f（）ra112，ゴ，1∈2and　A∈Zwhich　iMplyi

　　　　　　　　　　　　　H（・）∈∩H（Ai．（・）βゴ（・），Cl（・）；稀ゴz（・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　託，ゴ，♂∈2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11



Further，　Vi．」・i（・）　satisfy　the　following’　i’nclusions．

　　　　　　　　　　　（lmMi（K”　一　1）　＋　lmM2（k’　一　1））　c　Vi，・i（k）　c　（KerDi（K”）　n　KerD2（k））

　for　all　i，2’，　l　E　2　and　k”　E　Z．　Therefore，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（lmlVli（A：一1）＋lmfVI2（k－1））C　n　Vi，・i（k一）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴ，‘∈2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］Z）　Vi，，’i（k）　C　（KerDi（K一）　n　KerD2（k））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盛，ゴ，1∈2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi　H（A，，（・），B」（・），Ci（・）；Vi」i（・））　1　ip

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴ，♂∈2

for　all　A：∈Z．　This　completes　the　proof　of　this　theoreln．　　口

4　An　lllustrative　Example

　　　　Conside．r　the　f’ollowing　two－periodic　uncertain　systein：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　・・s2芽

　　　　　　　　　　　　　　　　姻一1＋α（・in2亨一1）α＋（1一α）・・s2誉・in2警

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・・s2亨　　（1一α）・in2穿　・i・・2亨

　　　　　　　　sw（cy）　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　・・s2穿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（AT）＝：111　ILf’（lb一）一1　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　1　1　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（ん）一・3D（人う一［・1－1］

where　a　is　an　uncertaint．y　in　［O，　1］．

　　　By　using　Lemina　2．3，　the　s　upremal　element　V’（・）　of　V，（Ai．（・），Bj’（・）；S）“i2（・）li，2’　E　2）　can　be

computed　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・in2亨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V＊（ん）一・pan　C・S2亨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・S2穿

Since　it　can　be　easily　checked　t，hat　V＊（・）　satisfies　the　conditions　of　Corollary　3．1，　RDRPSF　is

solvable．　lndeed，　the　folloxvinsr　state　feedba（：k　gain　solves　the　proble）n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（A：）＝［c．os7rk，　一1　O］

Next，　consider　the　g．ystem　Si，V（at）　with　C（IL’）　＝＝　［一1　cos　7rk．　O］．　Then，　V＊（・）　is　also

甑（・）βゴ（・），q（・））1歪，ブ，♂∈2｝一inva・iant・Yith　an　inc・mpl・te－stat・feedba・k　gain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　et　t　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（k）　＝　一　cos　TK”

and，　since　V＊（・）　g．atig．fies　conditions　of　Theorem　3．1，　RDRPISF　is　solvable．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12



5　Concluding　Remarks

　　　In　thiq．　paper，　the　two　robust　disturbance－reject，ion　probleins　with　state　feedback　and　with

incomplete－state　feedback　for　linea，r　w－periodic　discrete－time　systems　were　formulated，　and　then

some　necessary　conditions　and／or　sufficient　conditions　for　these　problems　to　be　solvable　were

obtained．　The　results　are　extensions　of　the　results　of　Ghosh［1］　and　Otsuka　and　lnaba　et　a，1．［3］　to

the　cd－periodic　discrete－time　g．ystems，　and　of　the　results　of　Grasselli　and　Longhi［2］　to　the　robust

probleins．

Appendix　1（Proof　of　Lemma　3．2）

　　　　It　fbllows　from（9），（10），　Cayley－Hamilto11’s　tlleorem　andω一1）eriodicity　of　M（・）tllat　the

following　inclusions　hold．

Φπ（逐一（…，＋ノ？，）ω一の11nM（A・　一（・z＋ん）ω・一1－1）

　　　　一〈1＞u（k，　，L・　一　1）｛ΦH（凪人・一ω・一1）｝71’＋ノLlm雌一（7・＋h）ω＋1）（by（9），（1・））

一Φπ（A：．　A：　一1）｛窪（（・・H（A：一♂，k一ω一のア｝1雌＠＋ん）ω…1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（by　Cayley－Hamilton，s　theoreln）

一｛慧輪一）｝lmム4（人・一一圃ω…1）（by　’（’9），（1・））

　　　　　　れ　ユ

　　　⊂Σ｛q，・H（k・k－iω一1）lmM（人・一・iw・一1－1）｝（byω一pe・i・di・ity・fM（・））

　　　　　　i＝O

This　colnpletes　the　proof　of　this　lemlna．　　□

Appendix　2（Proof　of　Lemma　3．3）

　　　（i）and（ii）ill　the　case　that　ko＝k一？zωare　obvious．　So，　we　prove（ii）in　the　case　that

k・o＜k一？zω．’ shen，　it　is　obvious　that　tlle　folloxving　iliclusion　holds．

　　　　　　　　　　　　　　　A：一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん一1

　　　　　　　　　　　　　　　Σ　Off（κ，ん十1）lmM（ん）⊃ΣΦH（A・，・1・，＋1）lmM（ん）　　（18）

　　　　　　　　　　　　　　九＝A：o　　　　　　　　　　　ノにん一ηω

Since　ko＜k一？zω，　there　exists；ブ∈｛0，1，、2，．．．｝such　that

　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛（ん一7zω）一ブの｝一（ん・＋1）∈｛・，1，＿，ω一1｝

13



萎

Then，　t，he　following”　relations　a，re　obtained　from　Lemma　3．2．

k－nw－1

2
h＝た0

Φ∬（k・，　h　十　1）lmM（ん）

ΦH（構一7zω）lln．雌一・zω・一1）＋ΦH（ん，ん一nω　一1）1・nM（κ一・nω一2）

　　＋…　＋　¢H（k，k　一　nw　一　（w　一　1））lmM（k”　一　nw　一　（cv　一　1）　一　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　w　times
＋　〈1＞H（K’，　K”　一　（n　＋　1）cu）lmlVI（k　一　（n　＋　1）co　一　1）

　　　＋…＋　〈PH（k，　k　一　（n　＋　1）cv　一　（w　一　1））lmM（k　：　（n　＋　1）cv　一　（cti　一　1）　一　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w　times

＋　〈1＞H（A：，　K：　一　（n　＋　2’　一　1）cv）lmAlf（ka　一　（n　＋　」’　一　1）cu　一　1）

　　　＋t・・　＋　〈1＞　H（K’，　A；　一　（n　＋　．i　一一　1）cv　一　（cv　一　1））hnlVf（A；．一　（n　＋　2’　一　1）cv　一　（cv　一　1）　一　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w　tilnes
＋C・・H（人，ラLi一（？z十ブ）ω）lmM（k一（・z＋のω一1）

　　　＋…＋　｛〈1＞H（k’，　k’　一　（n　＋　2’）cu　一　［｛．（k”　一　ncd）　一　2’cv｝　一　（K”o　＋　1）］）

　　　　　　　　　Imfuf（人：一（？z十．ブ）ω一［｛卜・zω）一知｝一（k・＋1）］一1｝

Hellce，（ii）ill　the　case　that人：o＜ん一7？．ωfollows　from（18）alld（20）

　　This　colnpletes　the　p1’oof．

Appendix　3（Proof　of　Lemma　3．4）

　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　さ
　　The　fbllowillg　equalities　hold。　　．！

　　　　　　　　　　みニキ　　　

V（k＋ω）一　Σ〈1＞・ll（ん＋ω，ん＋1）lmM（ん）

　　　　　　　　　ん＝た＋ω一ηω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14

　　　　　　　　　　　　　　　　　［｛（Ar－7？・ev）一ゴω｝一（K：o＋1）］＋1≦ωtilnes

　　　　7z－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＿1

　　⊂ΣΦH（ん．ん一　iω）lmM（A・　一・・j・v　一1）＋ΣΦ∬（k，A・　一・i・v　一1）1・nM（k　一　iω　一2）

　　　　i＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＝0

　　　　　　　　　　れ　ユ
　　　　　＋…＋ΣΦ正！（一一¢ω一（ω一1））lmM（Ac　一　iω　一（ω一1）一1）（by　L・mma　3．2）

　　　　　　　　　　i，＝0

　　　　　みトユ

　　　　　Σ鰍，ノ？・＋1）1・iri　A4（ノ・）　　　　　　　　　　　（19）
　　　　九＝た一ηω

Thus，　th蜘11・wing　inclusi・ns　f・ll…sf・・m（19）

　　k－1　　　　　　　　　　ん一1　　　　　　　　ん＿7、ω＿1
　　ΣΦ（k，ん＋1）lmM（1・・）一ΣΦ（k・，・h＋1）lmM（h）＋ΣC・（k，　h＋1）lmM（h）

　　ノにた・　　　　　　　　ノにA・一・・ω　　　　　　　　ノにA：。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムト　

　　　　　　　　　　　　　　　　⊂Σ鰍，ん＋1）lm．M（h）　　　　　　（20）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＝A：一71．w

　　　　　　　　　　　　　　　　　口



f

せ「

　　　　　　　一Φ・ff（k＋ω，　k＋ω一nω＋1）lmM（κ＋ω・一・・zω）

　　　　　　　　　　　＋ΦE（k＋ω，ん＋ω・一・n・v＋2）lmM（k＋ω覗ω＋1）

　　　　　　　　　　　＋…＋ΦH（k＋ω，k＋ω）lmM（k＋ω一1）

　　　　　　　一fP・H（k，　k・・一・研1）lmM（κ一・nω）＋ΦH（k，K一　一・nω＋2）lmM（k　一・nw　＋1）

　　　　　　　　　　　＋…＋ΦH（k，　Krt）lmrvf（Kn　一　1）　（by（11）andω一P・・i・di・ity・f　M（・））

　　　　　　　　　　たへユ
　　　　　　　一ΣΦH（k，・h＋1）lmM（h）

　　　　　　　　　んニた　れ　

　　　　　　　＝γ（k）

fbr　a皿k∈Z・Thus，　Y（・）isω一periodic．

　　Further，　it　fbllows　froln　L，emma　32　that　the　following　relations　are　obtained．

蓋∬㈹γ（k）

　　　　　　　　ん　　
　　一AH㈹ΣΦ％1・＋1）lmM（ノL）
　　　　　　　ん＝た一ηω

　　　　　ん　ユ
　　⊂ΣΦ・ll（k十　1，　h，　十1）lniA／f（h）＋ΦH（Ar＋1，k＋1）lm．M（k）

　　　　ん＝た一ηω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　一Φ∬（k＋　1，　k”　一　nw　＋1）lmM（K・　一・・ω）＋ΣΦH（k＋1，ん＋1）lmM（ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝k－nω十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　一ΦH（k　十　1，　（k　十　1）一・・ω）ln・M（（κ＋1）一・nω一1）＋ΣΦH（κ＋1，ん＋1）lmM（ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＝k十1－nω

　　　　η一1　　　　　　　　　　　　　　　　　（kr＋1）一1
　　⊂Σ｛ΦH（凪ん＋1－iω）11nM（K・・一・iω）｝＋ΣΦH（κ＋1，ん＋1）lmM（ん）

　　　　i＝o　　　　　　　　　　　　　　ん＝（k一　十1）一nω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（by：Lemma　3．2）

　　　　　（k’＋1）一1

　　＝・Σq・　H（k十1，ん十1）lmM（ん）

　　　　h＝（k＋1）一7・ω

　　＝v（k＋1）

f（）rall　k∈Z．　This　completes　the　proo£　　口

，　1・
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