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Abstract：　A　multiset　which　is　also　called　a　bag　is　a　colleetion　of　elements　in　which　a　symb　ol　can

be　repeated，　and　hence　different　from　an　ordinary　set．　FMzzy　bags　have　been　proposed　by　Yager，

bu七the　rela七ions　and　opera七ions七herein　are　i皿compatible　with　those　for　ordinary　fuzzy　se七s．

．New　mu1七iset　relations　and　basic　operations　including七heα一cut　are　defined　which　are　consisten七

wi七h七hose　for　ordinary　fuzzy　se七s，　A　number　of　theoretical　proper七ies　are　shown．　Applica七ion

to　new　rough　approximations　for　fuzzy　sets，　multisets，　and　fuzzy　multisets　is　considered．　For

exam．ple，　fuzzy　mu1七ise七s　are　induced　from　a　rough　approxirロa七ion　of　an　ordinary　fuzzy　se七．

1 Int　ro　d　uctio　n

Crisp　n！ultisets　［3］　which　are　also　called　bags　［8］　have　been　generalized　into　fuzzy　bags　［12，

5，一　6，　11］．．They　are　qefining　a　fuzzy　bag　as　the　crisp　bag　of　the　product　space　｛（xi，fci）｝

where．ts　is　the　membership　for　xi．　This　definition　has，　hoWever，　an　inconsistency，　nameiY，

（finite）　crisp　sets　are　regarded　as　a　particular　kind　of　bags　with　the　basic　set　relatiods

and・P・・ati・n・whi・h　are　essentially　th・・am・f・・th・b・th，　wherea・an・・dina・y髄七・）

fuzzy　set　cannot　be　regarded　as　a　specia1七ype　of　fuzzy　bags　wi七h　keeping七he　consisi七ency

for七he　se七rela七ions　and　operations．

　　In七his　paper　we　consider　new　relations　and　operations　for　fuzzy　mul七ise七s．　A1七hough

七he　definitio：n　of　fuzzy　multise七s　itself　is　the　same　as　Yager，s　definition，　we　dis七i：ngUish

fuzzy　mul七ise七s　herein　and　fuzzy　bags　by　Yager，　since　the　relations　and　operations　are

differen七be七ween　the　both・Using七he　de丘ni七ions　in　this　paper，　we　easily　see七he　consis－

tency　above　men七ioned：a　mapping　T（・）that　imbeds　an　ordinary　fuzzy　se七in七〇afuzzy

mul七iset　is　used　for七his　purpose・Anotable　proper七y　of　the　fuzzy　mUl七ise七is　tha七an

α一cut　is　naturally　defined　which　corresp　onds　a　fuzzy　mu1七iset　to　a　one－parameter　family

of　crisp“　multisets。　Using　the　a－cut，　it　is　proved七hat　the　collection　of　fuzzy　multisets　in

a：finite　universal　set　fbr：ms　a　distributive　la七七ice［71．

　　As　an　application，　we　consider　a　rough　approximation　of　an　ordinary　fuzzy　set　which

is　different　from　rough　fuzzy　se七by　Dubois　and　Prade［2］．

2 Multisets　’and　fuzzy　multisets

Let　us　briefiy　review　the　concept　of　crisp　multisets　［3，　81．　We　hereafter　prefer　the　term

of　mulもise七s　to　bags・Assume　that　X＝｛z1，x2，＿，xn｝is　a丘nite　set　and　a皿multisets

are　considered　on　this　universal　＄et．　Let　N　＝　｛O，　1，　2，　．．．｝　be　the　set　of　natural　numbers．

A　multiset，　say　E，　is　characterized　by　a　function　ConntE：X　一一〉　N　which　means　that　the
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numa|e．r　of　copies　of　xi　is　given　by　Co2LntE（xi）．　We　sometimes　write　E　＝：　｛CountE（x）／x　：
xE　X｝．

Examp4e．　1．　Assume　X　＝　｛a，　b，　c，　d｝　and　E　is’characterized　by　CountE（a）　＝　1，

OozLntE（b）＝、2，　a：nd　CountE（c）・＝Oo2LntE（の＝0．　which　means　that　there　are　one

cop－y　of　q　a．nd　tw．g　copies　of　b　in　E，　but　no　copies　of　c　and　d．　We　may　write　E　＝　｛a，　b，　b｝

　　　　＝　｛1／a，2／b｝，　ignoring　elements　of　zero　copies．or　E

For　two　multisets　E　and　F，　the　inclusion　is　defined　by

Eg；　F　e　CountE（x）　f｛1　CountF（x），　Vx　E　X．

The　union　and　intersection　are　defined　by

CountEuF（x）　＝　ma　x［CountE（x），CountF（x）1，　Vx　E　X，

Co2tntEnF（x）　＝　min［CountE（x），　ConntF（x）］，　Vx　E　X．

Readers　may　notice　tha七there　are　resemblances　be七ween　mUltiset　opera七iolls　and七hose

for　fuzzy　sets．

　　An　ordinary（丘ni七e）crisp　se七can　be　regarded　as　a　particular　type　of　multisets　for　which

the　func七ion　Count　takes　va　tues　of　zero　or　unity．　The　above　defini㌻ions　are　consis七ent　with

the　standard　inclusions　and　union／intersection　operations　when　crisp　sets　are　regarded

as　par七icular　multise七s．

　　Although　Yager　［12］　has　proposed　fuzzy　bags　and　their　operations，　a　part　of　the

proposed　relations　and　operations　are　inconsis七ent　with　those　for　ordinary　fuzzy　se七s，

when　9he　class　of　ordinary　fuzzy　sets　are’regarded　as　a　particular　subclass　of　all　fuzzY

bag・・（F・・m・re　d・七ail・　c・ncerning　hi・d・finiti・n・，・ee　th・apP・ndix．）

　　This　means　that　we　should　newly　consider　basic　relations　and　operations　for　fuzzy

multise七s・In七he　following　basic　．defin七ions　and　propositions　concerning　their七heoretical

properties　are　listed．　The　propositions　need　to　be　proved．：For　the　ease”of　reference七he

proofs　are　given　in　the　app　endix．

　　Let　1　＝　［O，1］　be　the　unit　intervaL　As　introduced　by　Yager　［12］，　a　fuzzy　multiset

of　X　is　characterized　by　a　crisp　multiset　of　X　×　1．　Namely，　for　a．　fuzzy　multiset　A　＝

｛（Xi，　JU）i）｝i－1，…，・　which　means七hat・xi　has七he　degree・fm・mbershipμ、，似，μ∂and（zゴ，μゴ）

（i　　≠ゴ）can　　　　　　　　　have　the　same　symbols：　xi　＝　xj　and／or　ta　＝　ts．

　　We　can　assemble，　for　each　xh　（1　S　k　一く　n），　the　collection　of　the　corresponding　mem－

bershipμ1’・・（μL・，痢，…，（晦，zの，　whi・h　m・an・七hat　there　are　c・pies・f　xk　with　P・ssibly

different　i－degrees　of　relevance　represented　by　pa’ki，．．．，pa’kz，．　Thus，　the　same　set　can　bT

expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　A＝　｛｛paiu，”’，　paiui　｝／Xl，　”’，　｛pa“1，　”’，　pahe．｝／Xn　｝’　（1）

Notice七ha七｛　　　　　　　　　　　　μ痘1，…，μ臨｝is　a　crisp卑ultiset　of　I．　The　latter　representa七ion　is　more

convenient　for　the　definitions　below．

Example　2．　Let　X　＝　｛a，　b，　c，　d｝　and

A　＝　｛（a，O．2），（b，O．5），（b，O．1），（a，O．2），（a，O．3），（d，O．7）｝

　　　＝＝　｛｛O．2，0．2，0．3｝／a，｛O．5，0．1｝／b，｛O．7｝／d｝．

Thps，　．4　has　three　copies　of　a　with　the　degrees　O．2，　O．2，　and　O．3；　it　has　two　copies　of　b

with　the　degrees　O．5　and　O．1，　and　so　on．
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　　An　operation　for　crisp　multisets　that　is　inapplicable　to　ordinary　sets　is　the　direct　sum

㊦．：Le七Eand　F　be　two　crisp　mUltisets．　Then

Co2tntEop（x）　＝　Co2LntE（x）　十　Co2LntF（x）， Vx　E　X．

The　sum　of　two　fuzzy　mul七isets　of　X　is　de丘n．ed　by七he　direct　sum　of　the　corresponding

cri・p副tiset・・f　X×1・Nam・ly，1・t　A　＝：｛（xi，μ・）｝i＝・，…，。　and　B　一｛（zl，PaS・）｝ゴ＝、，…，，．

Then
　　　　　　　　　　　　　　　24　（｛D　B　＝＝　｛（xi，　th），　．．．，　（x，，　pa，），　（xl，　pa1），　．．．，　（xQ，　，tLQ）｝．

This　definition　is　due　to　Yager　［12］．

　　Since　an　ordinary　fuzzy　set・A　＝＝2　，　sLi／xi　can　b　e　regarded　as　a　particUlar　fuzzy　mul七iset

｛（xi，　／ai）｝i；1，．。，n　for　which　xi≠％，　i≠」．　To　distinguish七hese七wo　represen七ations，　we

de丘ne　a　mapPing　r（・）which　is　de丘：ned　o：n七he　set　of　al　fuzzy　se七〇f　X　in七〇the　set　of

fuzzy　multisets　of　X：　For　A　＝　£i　pai／xi，

T（A）　＝　｛（Xi，　pai）｝i＝i，．．，n’

　　The　basic　relations　and　opera七ions　for　fuzzy　mu1七isets　shoUld　be　consistent　with　those

for　ordinary　fuzzy　sets．　Namely，　for　arbitrary　fuzzy　sets　A　and　B，　the　inclusion，　union，

and　in七ersec七こ口n　should　de　de丘ned　so　that　they　satisfy

　　ACB　o
T（A　U　B）

r（A　n　B）

r（A）　g　r（B），

T（A）　U　T（B），

T（A）　n　T（B）．

（2）

（3）

（4）

　　To　ob七ain七he　relation　and　the　opera七ions　which　sa七isfy（2），（3），　and（4），　third　repre－

senta七ion　for　the　fuzzy．multise七using　a　grαde　seguence　should　be　in七roduced．　Namely，

t－he　set　．｛pa’ki，．：．，pa’kt，．．｝　corrg．sponding　tg　xh　is　rearranged　into　a　sequence　（p’k’i，．．．，　pa’k’t，）　of

decreasing　order：　pa’k’i　2　pa’k’2　2　．．．　2　pa’k’z，．　This　sequence　is　called　the　grade　sequencb’　for

籟．Thus，　a　fuzzy　mul七ise七is　represe：n．七ed　by　the　third　form：

A　＝＝　｛　（pa1’i，…，　pa1’i，）／xi，…，　（paa’i，…，　pahe’　．）／Xn　｝・
（5）

No七ice　also　tha七when　we　consider　a丘nite　number　of　fuzzy　mu1七isets，　the　length　of七h．e

grade　sequences　ek　can　be　taken　to　be　a　constant，　say　ek　＝＝　p　for　all　xk　and　for　all　the

fuzzy　mul七isets　under　c・nsiderati・n，　by　apP・nding　zer・grades・（μ猛、，…，臨，0，…，0）．

Example　3．　Le七

A　＝

B　＝

｛（a，　O．2），　（b，　O．5），　（b，　O．1），　（a，　O．2），　（a，　O．3），（d，　O．7）｝

｛｛O．2，　O．2，　O．3｝／a，　｛O．5，　O．1｝／b，　｛O．7｝／d｝，

｛（c，　o．4），　（b，　o．7），　（b，　o．1），　（a，　o．2）｝

｛｛o．2｝／a，　｛o．7，　o．1｝／b，　｛o．4｝／c｝．

Then，　the　grade　sequence　forms　are　given　by　p　＝　3　and

　　　　　　　　　　A　＝　｛（o．3，0．2，0．2）／a，（o．s，o．・1，0）／b，（o，o，o）／c，（o．7，0，0）／d｝，

　　　　　　　　　　B　＝　｛（o．2，0，0）／a，（o．7，0．1，0）／b，（o．4，0，0）／c，（o，o，o）／d｝．
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　　　We　hereafter　take　this　form　of　the　grade　sequence　as　the　standard　representation　for

the血zzy　rPultiset　and　the　・lem・ntμい（，cLk’，，　．．．，　，”）kr，）／xk「f・r　A　is　als・referred　t・a・

pa2．（xh）：　（pag．（xk）　＝＝d．f　pa’k’，・）　for　the　ease　of　reference．

　　　N・w，w・　・a4　d・伽・ba・ic　relati・n・and・perati・n・f・漁zzy　multise七・u・ing　th・g・ad，

sequence　form．　Namely，　for　two　fuzzy　multisets　A　and　B　of　X，

　（1）　［inclusionl

　　　　　　　　　　　　　．4⊆、Bく＝⇒μfA（x）≦μあ（x），　」＝1，2，＿，1），　∀x∈X．

　（II）　［equality］

　　　　　　　　　　　　　A＝＝BOrfA（x）＝／B（x），　2’＝1，2，．．．，p，　VxEX．

（III）　［union］

　　　　　　　　　　　　　p2A．B（x）＝maxpt2A（x），rfi（x）］，　2’一一一1，2，．．．，p，　Vx　E　X．

（IV）　［intersection］

　　　　　　　　　　　　　lzlinB（x）　：min［LLIi（x），lpl（x）1，　2’一一一1，2，．．．，p，　Vx　E　X．

　　Next，　we　define　a－cut　for　fuzzy　multisets．

（V）［α一cut］F・r　arbitrar丑y　giv・nα∈（0，1いh・number・f　c・pies・f　T　in　Aα，　th，α．cu七

〇f　A　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
　　　　　　　　　　Co2LntA．（x）＝O　o　iLLh（x）〈cv

　　　　　　　　　　Co2LntA．（x）＝k　o　LLfa（x）｝）cy　and　LLX（x）〈a，　（k〈p）

　　　　　　　　　　Co2LntA．（x）＝：p　o　JtL｛4（x）｝）cy．

Example　4．　For　A　and　B　in　Example　3，

　　　　　　　AuB　＝　｛（o．3，0．2，0．2）／a，（o．7，0．1，0）／b，（o．4，0，0）／c，（o．7，0，0）／d｝，

　　　　　　　AnB　＝　｛（O．2，0，0）／a，（O．5，0．1，0）／b，（O，O，O）／c，（O，O，O）／d｝，

　　　　　　　　　Ao．2　＝＝　｛3／a，1／b，1／e，1／d｝．

　　Then　we　have

Proposition　1．　The　grade　sequences　in　（III）　and　（IV）　are　well－defined，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　LLhuB（x）　；｝r　，uiltuB（x）　｝｝ir　…　1｝r　，u｛lluB（x），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lth．B（x）　｝｝i　．，tLlnB（x）　｝）　…　｝｝r　LL｛anB（x），

for　all　x　E　X．

？ropgsitio4　2．’　The　relations　（i　一一　li）　and　the　operations　（iii　一　v）　are　consistent　with

七h・・ef・r・rdina・画zzy・ets・Nam・ly，’an・・dinary　fuzzy　set・an　be　regard・d　as　a血zzy

器tl搬膿脂。塩瀬詫lalla濃1編h蹄百11a七’ons（2），（3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（A．）　＝＝　［T（A）］．・　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
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Proposition　3．　For　arbitrary　fuzzy　muユtise七s　A　and　B，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AgB　o　24．gBon　VaE（O，1｝，　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝B　o　A．＝B．，　Vcy　E（O，1］，　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（AUB）a　＝　AaUBa，　VaE（O，1］，　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（AnB）．　＝　A．fiB．，　VaE（O，1］．　（10）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

Proposition　4・The　union　and　intersec七ion　for　arbitrary　fuzzy　multisets．4，．B，　and　O

satisfy　the　following　laws：

（a）［七he　commu七ative　law］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AUB＝＝BuA，　AnB＝BnA．

（b）　［the　associative　law］

　　　　　　　　　　Au（BuC）＝＝（AuB）uC，　An（BnC）＝＝（AfiB）fiC．

（c）［the　di『tribu七ive　law］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Au（B　n　C）　一　（A　u　B）　fi　（A　u　C），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　An（B　u　C）　一　（A　n　B）u（A　n　C）．

　　Thu・s，七he　class　of　al　fuzzy　multise七s　of　X　forms　a　dis七ribu七ive　la七七ice［7］．

　　The　in七ersec七ion　and　union　are　frequen七ly　generalized　by　using　t－norihs　and　t－conorms．

Let　t　and　s　be　arbitrary　t－norm　and　t－conorm　for　ordinary　fuzzy　sets．　Furthermore，　At

and　U，　are　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」tLAn，B（X）　＝　t（iLLA（X），ltLB（X）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］UAu，B（X）　＝　S（」tLA（X），」UB（X）），

for　two　ordinary　fuzzy　sets　A　and　B．

　　Now，　i七is　s七raightforward　to　generahze　these七〇　fuzzy　multisets．　Namely，　if　4　and　B

are　two　fuzzy　multisets，　we　can　define　fit　and　U，　by

　　　　　　　　　　　　　　　］LLIin，B（x）　＝＝　t（LLIi（x），，tLik（x）），　2’＝1，2，．．．，p

　　　　　　　　　　　　　　　LLIi．，B（x）　＝＝　s（LLI，（x），LLS（x）），　2’一一一1，2，．．．，p．

Prop　osition　5．　The　operations　Ut　and　U，　are　well一一defined，　namely，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L‘kntB（X）　｝｝1　ZL％n，B（X）　｝ll　’・・　｝｝r　，t‘｛4n，B（X），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lzku，B（x）　｝2r’　LL％u，B（x）　｝｝1　…　｝lr　LL｛4u，B（x），

for　all　x　E　X．

Proposition　6・：Let　A　an．d　B　be　two　ordi：nary　fuzzy　se七s．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（A　fi，　B）　＝　r（A）　n，　r（B），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（A　U，　B）　＝　r（A）　U，　T（B）．
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3 Application　to　rough　approximations

Le七X＝｛xl）　x21　…　1　x．｝be　a　fini七e　universal　se七and　R　be　an　equivalence　rela七io11．　Rough

se七s　introduced　by　Pawlak［10］concern七he　lower　and　upPer　apProXima七io：ns　for　a　given

subset．　Given．　a　fuzzy　set　A　＝　｛ta／xi，．．．，　pa．／x．｝，　its　lower　and　upper　approximations

have　been　considered　by　Dubois　and　Prade　［2］．　We　consider　here　another　type　of　an

approXima七ion　using七he　fuzzy皿Ultisets．　Let七he　eqUivalence　classes　induced　from　R　be

X／R　＝｛Yi，．．．，　Ym｝．　Assume　that

A　n　Yk　＝　｛paki／Xki，…，　pakt／Xkt｝・

Now，　a　fuzzy　multiset　approxima七ion　for　4　is　defined　by

バ

A＝｛｛vLLki，…，μんz｝／Yk｝、＜k〈m．

Namely，七he　information　on　the　eleme：n七s　are　lost　but　the　membership　values　are　kept．

1七is　clear七ha七七he　rough　fuzzy　sets［2］use七he　minimum　and　maXdmum　values　of
’｛palei，…，　pakz｝　for　e　ach　Yk．

　　According　to　the　de丘ni七ions　in　the　previous　section，　we　can　consider　rough　rela七ion．s

and　opera七ions．

Proposition　7・Givenもwo　fuzzy　se七s　A　alld　B　of　X，七he　folowings　hold．

　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　ハ

　（i）A⊆B⇒A⊆B．

　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　

（且）A＝B⇒A＝B．
　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　バ
　（iii）　　1ノ≡隻　∩　Bl　≦　　1／4．∩　Bl，　　　　1／4　u　BI　≧　　1／4．u　B）1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆

where　1・P・七he　cardinali七y　f・r　fuzzy　se七s　an曲zzy　multi・et・．　F・r諭zzy　multiset　Aμl　is

de丘n・d　by七he　su皿・f　al・fi七s　m・mbership　values　f・r・all・x∈X・凶一Σ。∈xΣ多一、嵐z）

　　1七is　straightforward　to　generahze七he　above　de丘nitions　to七he　cases　of　apProxima七ions

of　multisets　and　fuzzy　multisets　of　X．’Namely，　let　E＝｛Yl／X1）　・．．）　Un／Xn｝be　a　crisp

mul七i・et　and　E∩］Yk一｛Uki　／　X　ki，　…，　Ykt　／　X　leZ｝・We　d食丘n・E一｛偏・㌘咄珊1≦ゆ

Given七wo］斡ult裏sets　E　and、F，、（i’）、　E⊆F⇒E⊆F，（ii’）E＝F⇒E＝F，　alld（iiP）

IE∩．F　l≦IE∩．F　l，　I　E　U　F　l≧iE　U　FI．　similarも。（i）一（lii）in　Proposition　7　hold．　Moreover

f・・a釦zzy嘔i・et　O一｛μ・／婿，…，μ9／xl｝in　whi・h　zl　and婿may　b・id・nti・al，　th・

approximation（フis　de丘ned　ill　exac七1y　the　same　way．　The　properties　analogous　to　those

in　Proposition　7　are　obtained．　We　omiむthe　detai．

4 Conclusions

We　have　developed　new　rela七ions　and　operations　of　fuzzy　multise七s．　Thus，　a　fuzzy

mul七iset　is　regarded　as　the　colectio耳of　itsα一cuts　as　crisp　multisets．　Application　to　a

new　rough　approximation　of　fuzzy　sets　given　an　equivalence　relation　has　been　considered．

　　A1七ho’ugh　consideration　for　a　fuzzy　multirelation　are　omited　herein，　i七s　de丘nition　and

consideration　for　the　max－min　composition　are　straightforward．

　　：Fu七壌e　s七udies　include　advanced　operations　for　fuzzy　mul七isets，　and　fur七her　develop－

ment　ill　the　above　de丘ned　rough　appro虹mations．　Applications　to　other　areas　such　as

fuzzy　databases　and　information　systems　are　moreover　possible．
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Appendix
A．　Bag　relations　and　operations　proposed　by　Yager

Yager［12］has　in七roduced　a　no七ation　O．MA（x）for　a　fuzzy　bag　A：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o・MA（Xk）一｛μ乞、∴・，μ乞乏J

corresponding　to　（1）．　Thus，

　　　　　”t書
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　＝　｛C・MA（Xi）／Xi，…，　C・MA（Xn）／Xn｝’
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Notice　that　C．MA（x）　is　a　crisp　multiset　of　the　unit　interval．　Then　he　defined　the　inclusion，

the　union，　and　the　intersection　by

AgBO　C．MA（x）gC．A（IB（x），　VxEX，

C．MA．B（x）　＝　C．MA（x）UC．A（1／B（x），　Vx　E　X，

C・MAnB（x）　＝　C．MA（x）fi　C．A（IB（x），　Vx　E　X．

［1］h－ese－defit．iops．dg　pot　satisfy　（2），　（3），　and　（4），　respectively．　To　see　this，　Let　A　＝　｛O．5／a｝

　　　　　　＝　｛1．0／a｝　be　two　fuzzy　sets．　Then，　from　the　ordinary　fuzzy　set　relatibn　anaand　B
operations，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AgB，　AuB＝＝B，　AnB＝＝A．

In　con七ras七，　f鉛m　r（A）＝・｛｛0．5｝／α｝and　r（A）＝｛｛1．0｝／α｝，　which　means　r（A）⊆r（B）

does　not　hold．　Moreover，

r（A）　u　r（B）　＝＝　｛｛o．s，　1．o｝／a｝， r（且）∩r（B）＝の。

B．　Proofs　of　the　propositions

Proof　of　Proposition　1．　Let　t　and　s　be　arbi七rary　t一　norm　and　t一　conorm　for　ordinary

fuzzy　sets，　respectively．　Assume　thatα，　b，　c，　and♂are　arbi七rary　real　numbers　in　the　unit

in七erv証such七hatα≧c≧Oand　6≧d≧0．　Then，　from　the　definitions　of七he　t－norm

and　conorm　（［4］，　p．23），　．一
t（a，b）　2　t（e，d），

・（α，b）≧s（c，の．

（11）

（12）

It　is　wel－known七ha七the　min　and　max　operations　are　a　t－norm　and　a　t．conorm，
respectively．　Taking　a　＝　paX（x），　b　＝　pa｝（x），　e　＝　paX“’（x），　and　d　＝＝　psS“i（x），　we　have　the

desired　conclusion．

Proof　of　Proposition　2．　The　consistency　expressed　by　（2），　（3），　and　（4）　is　obvious，

since　f・r　an・・dina・y　fuzzy・e砿i七・g・ade　sequ・nce　c・n・i・t・・f・n・m・mberμ玉（x）一

paA（x）　（the　right　hand　side　is　the　ordinary　memb　ership）　and　p　＝　1．　Then，　it　is　6MdsY　to

see　that　the　multise七inclusion，　equali七y，　union，　and　intersection　coincide　with　those　for

the　respective　rela七ions　and　operations　for　ordinary　fuzzy　sets．

　The　definition　of　theα一cut　for　fuzzy　mul七isets　inもhe　case　of　p＝1reduces　to

・・四一 o1離墓；：

which　coincides　with　the　ordinaryα二cut　for　fuzzy　sets，　si：nceμh（x）＝JtLA（x），∀x∈X．

Thus，　the　consistency　for　the　or－cut　（6）　also　holds．

Proof，ofProposition　3．　For　proving　（7），　we　define　a　sequence　of　fuzzy　’sets　Al，　A2，．．．，　AP

for　a　gi“en　fuzzy　multiset　A　by

」tLAk（x）＝jtLX（x），　k＝1，2，．．．，p，　Vx　E　X．
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Then　it　is　easy　to　see　that，　for　two　fuzzy　multisets　A　and　B，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AgBoAkgBk，　k＝1，2，．．．，p．　（13）

Let祉0・唖・（x）・　Th・n，丘・m　th・de丘ni七i・n・f　C・2LntA。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　LLAk（X）　＝　，ttX（X）｝il　CY，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，uLAk＋i（x）　＝　，paX＋i（x）〈cy

In　other　words，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x∈幽α，　ゴ＝1，．．，k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　毎働α，　ゴ＝k＋1，．．，P

where　（Ak）．　and　（Bk）．　are　ordinary　a－cuts　for　Ak　and　Ble，　respectively．　Thus，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CountA．（x）　＝＝　max｛k：x　E　（Ale）．｝

　　This　means　that　the　following　lemma　holds．

Lemma．　For　every　a　E　（O，　11，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Aα⊆B。⇔幽。⊆（βり。，k一・，…，，1．　　（・4）

（Proof　of　the　lemma）　The　ab　ove　discussion　implies　that

　　　　　　A．（gB．　O　countA．（x）一くco2LntB．（x），　Vx　E　X　”

　　　　　　　　　　　　　　　o　max｛k：xE（Ak）．｝一くmax｛k：xE（Bk）．｝，　Vx　E　X

　　　　　　　　　　　　　　　O　ifxE（Ah）．thenxE（Ble）．，　VxEX，　k＝1，．．．，p

　　　　　　　　　　　　　　　o　（Ale）．　g（Ble）ou　k＝1，”．p．

（End　of　the　proof　of　the　lemma）

Furthermote，　it　is　well－known　that

　　　　　　　　　　　AlegBk　o（Ak）．g（Bk）．，　VaE（O，1］，　k＝＝1，．．，p．　（15）

From　（13），　（14），　and　（15），　it　is　now　obvious　that　（7）　hdlds．

　1七is・now　easiy　seen　that（8）is　va五d，　since

　　　　　　　　　　　　　　A＝B　o　AgB，　BgA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　A．gB．，　B．gA．，　VaE（O，1］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　Aa　＝・Ba’　Va　E（O，1］・

The　seqgnces　｛Ak｝　and　｛Bk｝　are　also　used　for　proving　（9）　and　（10）．　Notice　that　these

equations　．hold　for．ordinary　fuzzy　sets　［1，　9］．

Sing｛，，　一，Ae　一and　Bk　（k　＝　1，2，．．．，p）　are　6rdiriary　fuzzy　sets，　（Ak　u　Bk）．　：（Ak）．　u　（Bk）．

are　vaMd．　Moreover，

　　　　　　　　μ気UB（X）一m眠［μ隻（X），μ多（X）］一max團X），μB・（X）1一μ細、（X）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，g：



Thus，　for　all　x　E　X，

eozent（AuB）．（x）　＝＝ max｛k　：　paX．B（x）　）　a｝

max｛k鞠・UB・（X）≧α｝

max｛k：x　E　（Ah）．　or　x　E　（Bk）．｝

max［max｛k・X∈幽α｝，max｛ゴ・X∈（Bゴ）。｝I

max［countA．（x），　eountB．（x）］

co2tntA．uB．（x）・

：He：nce　we　have（A　U・B）α＝Aα　U．Bα・The　equa七io11（10）is　proved　in七he　same　way．

Proof　of　Proposition　4・　Le七us　prove　one　equa七ion　for　the　distributive　law．　No七ice

that　（A　U　B）　fi　C　＝（A　fi　C）　U（B　fi　C）　is　equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［（A　u　B）　n　C］．　＝　［（A　n　C）　u　（B　n　C）］．

for　alα∈（0，1】．　No七ing七ha七the　dis七ribu七ive　law　holds　for　crisp　mul七ise七s［12］and　using

（9），　（10），　we　have

［（AUB）fiC］a　＝ （A　U　B）a　n　Ca

（Aa　U　Ba）　n　Ca

（Aa　n　Ca）　U　（Ba　n　Ca）

（A　fi　C）a　U　（B　fi　C）a

［（A　n　C）　u　（B　n　C）］．．

t

The　other　laws　are　proved　in　the　same　way．

Proof　of　Proposition　5・Noもice　the　property　described　in　the　proof　of　Proposi七ion　1

織階織鼎器嚥三無濫’講論謙愉誰搬i譜
1．

Proof　of　Proposition　6・To　see七ha七the　co：nclusion　holds，　it　is　suf丑cien七to　no七e七hat

七he　remark　given　in　the　beginning　of七he　proof　of　Proposi七ion　2　can　be　apPlied　in　this

case．　We　omit七he　detail．

Proof　of　Proposition　7．　The　proper七ies（i）and（且）are　obvious．：For　the丘rs七inequality

in（血），，it　is　su伍ciellt　to：note　that　for　four　nonnegative　numbers　d，，α2，b1，b2　such　that

ai　2　a2　and　bi　）　b2，

　　　　　　　　　　　　　　　min［ai，bi］　＋　min［a2，　b2］　2　min［ai，b2］　＋　min［a2，bd

holds・This　inequality　is　proved　by　a　straigh七forward　calcula七ion．　Now，　given七wo　grade

sequences　pa’A（x）　and　pa7B（x）　and　for　an　arbitrary　p　ermutation　（ki，　．．．，　k，）　of　（1，2，．．．，　p），　it

is　no七dif丘cult七〇see　tha七

　　　　　　　　　　　　　　　　　p　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　min［ifJ　（x），p7i　（x）］　2　2　min［ifJ　（x），p｝’（x）］

　　　　　1、　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ；1

U．fiSDing　t，h．　e　PAreYigUS　ingguaijty・　．IA．　fi－BI　is　attqined　at　some　p．errputation，　say　（kl，．．．，　ki）．

Thus，　the　first　inequality　is　vaJid．　The　second　inequality　in　（lii）　is　proved　likewise．
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