
An　Automatic　Design　Procedure
　　　　of　IIR　Digital　Filters・　from’

　　　　an　Analog　Low－pass　Filter

Koichi　ICHIGEi，　Naohisa　OTSUKAtt

　　　　　　　and　Rokuya　ISHIIttt

ISE－TR－95－130

December　25，　1995

t

ti

Master’s　Program　in　Science　and　Engineering，　University　of　Tsukuba，

Tsukuba，　lbaraki　305，　Japan．

E－mail：　ichi＠wslab．is．tsukuba．ac．jp

Institute　of　lnformation　Sciences　and　Electronics，　University　of　Tsukuba，

Tsukuba，　lbaraki　305，　Japan．

E－mail：　otsuka＠wslab．is．tsukuba．ac．jp

ttt　Division　of　Electronics　and　Computer　Engineering，　Yokohama　National

　　　　University，　Yokohama　240，　Japan

　　　　E－mail：　ishii＠ishiilab．dnj．ynu．ac．jp

1



Abstract

IIR　digital　filters　are　generally　designed　from　an　analog　low－pass　filter　by　any　combination

of　the　bilinear　transformation，　frequency　transformation　for　analog　filters　and　that　for　IIR

digital　filters．　But　the　direct　application　of　these　transformations　yields　a　complicated

formula　of　the　target　transfer　function，　which　has　to　be　reduced　by　hand　computation

into　the　form　of　a　rational　polynomial．　This　hand　computation　will　be　replaced　by　an

automatic　procedure　if　the　relation　between　the　coeMcients　of　the　transfer　functions　is

fbrmulated．　This　paper　aims　at　deriving　the　explicit　fbrmulae　which　connect　those　coe伍一

cients　by　matrices．　By　using　the　proposed　matrices，　all　the　process　to　design　IIR　digital

filters　can　be　computed　automatically．

key　words　：

丘lters．

frequency　transformation，　bilinear　transformation，　analog　filters，　IIR　digita1
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1 Introduction

Frequency　transformation　derives　filters　of　various　types　from　a　filter　of　low－pass　type．

The　transformation　formulae　have　been　established　for　analog　filters　in　the　s－domain　［1］，

and　for　IIR　digital　filtersi　in　the　z－domain　［2］．　Bilinear　transformation　［3］　derives　IIR　digi－

tal　filters　from　analog　filters，　and　also　enables　the　inverse　derivation．　The　transformation

formulae　is　well－known　and　widely　used．　BUt　the　direct　application　of　these　transforma－

tions　yields　a　complicated　formula　of　the　target　transfer　function，　which　has　to　be　reduced

by　hand　computation　into　the　form　of　a　rational　polynomial．　The　yielded　formula　be－

comes　more　complicated　for　a　transfer　function　with　a　higher　order　that　can　be　used　in

practice　to　realize　minute　characteristics．

　　　To　dissolve　this　complexity，　a　transfer　matrix　has　been　formulated　［4］　which　trans－

forms　coeflicients　of　a　polynomial　in　the　s－domain　to　those　in　the　z－domain．　This　matrix

can　replace　the　hand　computation　of　the　bilinear　transformation　for　polynomials　by　an

automatic　procedure．　Similarly，　the　hand　computations　of　those　transformations　will　be

replaced　by　an　automatic　procedure　if　the　relation　between　the　coeflicients　of　the　transfer

functions　is　formulated．　This　paper　aims　at　deriving　the　explicit　formulae　which　connect

those　coeMcients　by　matrices．　Sections　2，　3　and　4　describes　formulae　of　the　transfer　ma－

trices　which　represent　the　frequency　transformation　for　analog　filters，　those　for　IIR　digital

filters，　and　the　bilinear　transformation　for　rational　polynomials，　respectively．

　　　Generally，　IIR　digital　filters　are　designed　from　an　original　analog　low－pass　filter　by　any

combination　of　the　bilinear　transformation，　frequency　transformation　for　analog　filters

and　that　for　IIR　digital　filters．　The　proposed　matrices　enable　an　automatic　design　of　IIR

digital　filters　from　an　analog　low－pass　filter．　Section　5　investigates　conditions　to　design

IIR　digital　filters　directly　from　an　analog　low－pass　filter．

　　　Section　6　shows　some　design　examples　of　digital　filters　which　are　designed　directly　from

an　analog　low－pass　filter．　The　effectiveness　of　the　proposed　matrices　can　be　evaluated　how

the　process　to　design　IIR　digital　filters　is　simplified　by　the　proposed　automatic　procedure．

Finally，　Section　7　will　make　some　concluding　remarks．
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2 Matrices　Representation
for　Analog　Filters

of　the　Frequency　Tiransformation

The　explicit　formulae　of　matrices　are　derived　which　represent　the　frequency　transformation

for　analog　filters，

（ab）　denotes
In　the　following　discussion，　frequency　means　angular　frequency，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O，　b＞a　or　b〈O　or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω：一α！。搬lnintegeち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b！（a　一　b）！’

Let　the　cut－off　frequency　of　the　original　analog　low－pass　filter　be　S一）o　＝　1，　which　is　fixed

throughout　this　investigation．　The　transfer　function　of　this　filter　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　丑・（・）・一α畿芸÷需票，（m≦η）・

The　transformation　formulae　［1］　of　the　frequency　transformation　for　analog　filters　are

shown　in　Table　1．　The　transfer　functions　of　the　derived　analog　low－pass　and　high－pass

filters　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　邸）一篇il牽iil器・

Those　of　the　derived　analog　band－pass　and　band－stop　filters　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　倉・（・）一綜辛；≡器辛÷鴇簑・

Then，　matrices　which　transform　the　transfer　function　of　the　original　low－pass　filter　to

transfer　functions　of　the　derived　filters　are　formulated　as　follows．

（α）Pe5ゆ・f　anα1・91・ω一Pα85卿er

　　　The　analog　low－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　sti　is　designed　from　the　origi－

nal　analog　low－pass　filter．　From　the　transformation　formula　in　Table　1，　the　relation　of

coefficients　from　｛ai｝i．o　and　｛bi｝；．o　into　｛ei｝，”・．，　and　｛di｝Z・．，　can　be　easily　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・i一｛3τ‘αゴ，識・f轟，．．．，η，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　di　一一＝　S－Zftbi．
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Tgble　！：　Tr．anstormation－dformulae　of　the　frequency　transformation　of　analog　filters　（from　the

original　analog　low－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　sto　＝　1）

　　　Filter　Type

iCut－o：圧Frequency）

Transformation

@　Formulae
Parameters

Low－pass

@　（Ω、）

　　　　5

T：＝一@　　Ω1

　　　Ω15＝一

@　　　8

High・pass

@　（Ω、）

　　　Band－pass

iΩ・，Ω・（Ω・＜Ω2））

　　　52＋Ω左5＝　　　　Ω65 Ω、＝〉！嘱，

ｶ6＝Ω2一Ω1

　　　Band－stOP

iΩ1，Ω2（Ω1＜Ω2））

　　　　Ω685＝＝

@　　52＋Ω差

Ω、＝〉’嘱，

ｶ6＝Ω2一Ω1

On　the　other　hand，　we　define　the　following　two　matrices

X．L．P　：＝　［x，L．」P］ER（n＋’）×（m＋i），

where

記r一｛1：寡1：

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0　　…　　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　skP，一〇Ωr1．’・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　　・．　　・．　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　…　　　0　Ω；「n

Then，　we　can　write　the　relation　of　coef丘cients　as

C1

1・

Cn

．x㍊5猛P

E　R（n＋1）×（n＋1）．

ao

al

　：

　．

am

’
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　do　　　　　　　　bo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l・一5看pl・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dn　　　　　　　　bn

（ろ）Ana1・9吻ん一pa8S　filter

　　　The　analog　high－pass丘1ter　with　the　cut－off　f夏equencyΩ1　is　designed　from　the　origi．

nal　analog　low－pass　filter．　From　the　transformation　formula　in　Table　1，　the　relation　of

coef丑cients　from｛αi｝窪。　and｛bi｝1」o　into｛ci｝矩。　and｛di｝；＝o　can　be　easily　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　・i一｛器rづα。一i，津灘㌃謂！．．，n，

　　　　　　　　　　　　　　　　di　＝　　Ω7－tbn＿i．

Then，　the　matrices　which　transform　those　coe伍cients　can　be　easily　obtained　in　the　same

manner　as（α），　i，ε．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x謂・一［x＃・」P］　E　R（n＋i）×（塀1），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xl」　p一｛1：甥翻：

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O…　0　Ω呈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　5身P・一：”♂，0∈R（n＋・）・（・＋・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　Ω1　・●　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0　…　　0

（c）　Analog　band－pass　filter

　　　The　analog　band－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　sti，st2（sti　〈　st2）　is　designed

from　the　original　analog　low－pass　filter．　The　matrices

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X9．P　：＝　［x，B．，．P］ER（2n＋i）×（2m＋i），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S．BP　：＝　［sE．」P］ER（2n＋’）×（n＋’），
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．

where

transform　｛ai｝，M・．o

　BPx：・：

　tj

　　　　　・霧P

and　｛bi｝Z’．o

一｛段号一蹴甥‡鴛＝m：

＝　（　（i＋2’　ZL　．）／2　）　szz－i’”st：一」’，

into｛Ci’｝雍。　and｛｛li｝蜜塁。　as

Cl

　：

　．

Cn

　：

　．

C2n

do

di

　I

dn

　i

d2n

＝x駕5罵P

＝　sep
　　　　n

bo

bi

l

bn

．

ao

al

　：

　．

am

’

（の加α1・9　band－8診・P　．filter

　　　The　analog　band－stop　filter　with　the　cut－off　frequency　sti，　st2（st　i　〈　st2）　is　designed　from

the　original　analog　low－pass　filter．　The　matrices　which　transforin　｛ai｝；．o　and　｛bi｝Z・．o　into

｛ci｝，2・．”o　and　｛di｝2・，”．o　can　be　obtained　in　the　same　manner　as　（c），　i．　e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X9．S　：＝　［xl」S］ER（2n＋i）×（2m＋i），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S．BS　：＝　［sl」S］ER（2n＋i）×（n＋i），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω霧5一（（胡2）砂＋ゴーi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・謬5一・雛ゴー（（昌2）Ω1・一i＋ゴΩ1，

3 Matrices　Representation
for　IIR　Digital　Filters

of　the　Frequency　Tlrransformation

The　explicit　formulae　of　matrices　are　derived　which　represent　the　frequency　transformation

for　IIR　digital　filters．
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　　　Let　T　denotes　the　sampling　interval　of　digital　filters，　and　the　cut－off　frequency　of　the

original　digital　low－pass　filter　be　wo．　Assume　that　IIR　digital　filters　are　derived　from

analog　filters　by　the　bilinear　transformation．　Then　the　transfer　functions　of　the　original

digital　low－pass　and　high－pass　filter　can　be　easily　obtained　from　［6］　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　姻・一婦≡｝辛………1－i’f”．　Z．≡1・

The　transformation　formulae　［2］　of　the　frequency　transformation　for　IIR　digital　filters　are

shown　in　Table　2．　The　transfer　functions　of　the　derived　digital　low－pass　and　high－pass

filters　can　be　reduced　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H4（z）一雛il≡i辛………輪蓑・

Those　of　the　derived　digital　band－pass　and　band－stop　filters　can　be　reduced　to

　　　　　　　　　　　　　　爾一講≒舞…÷÷撫鍔。・

Then，　matrices　which　transform　the　transfer　function　of　the　original　low－pass　filter　to

transfer　functions　of　the　derived　filters　are　formulated．

（α）Design　・f吻ital・1・ω一Pα85卿eT

　　　The　digital　low－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　wi　is　designed　from　the　original

digital　low一一pass　filter．　The　matrix

T£P　：，，．　［ti」P］ER（n＋1）×（n＋1），

一

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　嶋P一碧（一1）ゴー仏）（㌃ブ

transforms　｛ei｝Z・．，　and　｛fi｝1．o　into　｛gi｝i．o　and　｛hi｝Z・．o　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　’90「　　　　eo　　んO

　　　　　　　　　　　　　　　　　qi　1　＝　Tkp　l　gi　1，　l　hi　1－TRp

　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　1　1　：　1　1　：
　　　　　　　　　　　　　　　　　9n　　　　　　　　en　　　　んn

）αゴー　，

1
．
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Table　2：Transfbrmation　fbrmulae　of丘equency　transfbrmation　of　digitaユ舳ers（from　the　original

digital　low－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　wo）

　　　Filter　Type

（Cut－off　Frequency）

Transformation　Formulae

Parameters

　一12　　＝

　一12　　　一α

Low－pass 1一α2－1
● ω〇一ω1

TSln
2

（ω、） ◎＝
● ω0　　ω1

TSln
2

　一12　　＝一
ガ1十δ1

High－pass 1　δ1ガ1，

ω0　　ω1
T

々

COS
2

（ω、） α：＝一
ω0一ω1 TCOS

2

　一1z　　＝一
Z－2 十鵬一1十u

鴛2－2 ”2－1 1

た一1 2αん

Band－pass 　u＝

ｽ＝cot

ん十1，

@　ω2

　　”＝一@　　　　　　た十1，

黹ﾖ1 Ttan坐丁
（ω・，ω2（ω、＜ω2）） 2

ω2十ω1
　2　，

sCOS
2

α＝ ω2一ω1 TCOS
2

　一12

z－2 {わか1 十商
＝　　即

@　u2ゴ
一2 6ガ1 1

〃

即た一1

～
2a

Band－st・p
　uニ：一～

Xた＝tan

た十1

@ω2

，　　　u＝一卍

黹ﾖ1

　　　　　　　，@　　た十1

stan竺丁
（ω・，ω2（ω、＜ω2）） 2

ω2十ω1
　2　，

s
解

COS
2

α＝
ω2一ω1 TCOS

2
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（b）D嬢α1吻1卜郷8ガ1オer

　　　The　digital　high－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　wi　is　designed　from　the　original

digital　l・w－pass丘lte・・The　mat・ix　whi・h　t・an・f・・m・｛ei｝L。　and｛fi｝L。　int・｛9藻。　and

｛hi｝；．o　can　be　obtained　in　the　same　manner　as　（a），　i．　e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0　…　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T寿P、一〇一1’●・…丁看P－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・　’・．　’・．　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＝a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　…　o　（一一1）n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　［t＃．」．P］ER（n＋1）×（n＋1），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　町君P一（一1）鳩Pα＝a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一捻←1ソGzた）（n一フ　k）5，」一一i＋2k・

（c）　Digital　band－pass　filter

　　　The　digital　band－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　wi，w2（wi　〈　w2）　is　designed　from

the　original　digital　low－pass　filter．　The　matrix

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TgP　：＝　［tl」P］GR（2n＋i）×（n＋i），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　オ霧P＝Σ（一1）ゴβづ一e，ゴ7e，ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　砺一警（ブe－k）（∵）｛，鰍

　　　　　　　　　　　　　　　　　鞠一二瞬）（　el　k　）　ukve一・k，

transforms　｛ei｝1．，　and　｛fi｝，n・．，　into　｛gi｝2・．”，　and　｛hi｝i．”，　as

　　　　　　　　　　　　　　　　go　　　　　　　　　　　　ん0

　　　　　　　　　　　　　　　　91　　　　　¢。　　ん1　　　　fo

　　　　　　　　　　　　　　　　孟一丁卵，ぬ一丁贈・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　l　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　”　　　　　　一　L　　　　　　　e

　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　Len］　lll　Lfn

　　　　　　　　　　　　　　　　g2nJ　Lh2n

10



In　the　above　formulation　of　6e，」　and　7e，」，　re／21　means　the　maximum　integer　not　exceeding

e／2．

（のDigital　band－s勿filter

　　　The　digital　band－stop　filter　with　the　cut－off　frequency　wi，w2（wi　〈　w2）　is　designed　from

the・・iginal　digita11・w－pass丘lte・・The　mat・ix　whi・h　t・an・f・・m・｛ei｝匙。　and｛fi｝匙。　int・

｛gi｝i＝”o　and　｛hi｝i＝”o　can　be　obtained　in　the　same　manner　as　（c），　i．　e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0　・・．　O　l　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T．BS　：＝＝　TgPl　．．　．10　一1　’ 　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鵬％，凋　i●・．●・．　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　…　o　（一一1）n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　［tE・，．S］ER（2n＋i）×（n＋i），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ霧㌧（一1）ゴオ霧P＿色，＿Of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σβ‘一曲，ゴ　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ＝o，　　。＝加＝v

4　Matrices　Representation　of　the　Bilinear　’ltansformation　for

　　　　Rational　Polynomials

The　transfer　matrices　are　derived　which　represent　the　bilinear　transformation　for　rational

polynomials．

　　　The　transfer　function　of　an　analog　filter　was　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　∬・（・）：一α畿…モlll需夢；（m≦η）・

The　transformation　formula　［3］　of　the　bilinear　transformation　is　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＿ガ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝＝　一．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十ガ1

Then　the　transfer　function　Qf　the　derived　digital　filter　can　be　reduced　［6］　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鞠一驚1≡｝辛≡；撫；1・

11



Then　the　matrices　Y．．　and　（？．　which　transform　｛ai｝n・＝o　and　｛bi｝Z・＝o　into　｛ei｝，”・．o　and

｛fi｝Z・．o　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eo　l　l　ao

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　el　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一　1　＝　Ynm（？m　l　」　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　1　l　　　　　　　　t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　1　t　　　　　　　　－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e．　1　la．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fol　f　bo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・’1　＝　QnI　・一　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fnl　I　bn

can　be　written　as　follows．　The　recursive　formula　to　obtain　（2！．　is　shown　in　［4］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ynm　：＝　［yi」・］ER（”＋i）×（m＋i），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（？．　：＝　［gi」・］ER（n＋1）×（n＋1），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　陶一（n－mz　一一　］），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％一凄（一1）《∴）（㌃ゴ）・

5　Conditions　for　the　direct　design　of　IIR　digital　filters

Conditions　to　design　IIR　digital　filters　directly　from　an　analog　Low－pass　filter　are　inves－

tigated．

　　　In　designing　an　IIR　digital　filter，　two　different　ways　can　be　considered　as　shown　in

Fig．1．，　i．e．，

（i）　Frequency　Transformation　for　Analog　Filters　first，　and　then　Bilinear　Transformation．

（ii）　Bilinear　Transformation　first，　and　then　Frequency　Transformation　for　IIR　Digital

　　　　Filters．

They　look　quite’@different　from　each　other　at　a　glance．　However，　it　was　proven　that　the

transformation　formulae　of　them　had　been　totally　same　so　that　the　same　digital　filter　is

designed　［5］．　Hence，　we　can　choose　more　simple　one．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Frequency　Transformation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　Analog　Filters

Analog　Low－pass　Filter　1　一　1　Various　Analog　Filters

　　　　　　IBiiinearTransformation　BiiinearTransformatignl

Digital　Low－pass　Filter　1　．　1　Various　Digital　Filters

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Frequency　Transformation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　Digital　Filters

　　　　　　　　　　　Figure　1：　The　Design　process　of　IIR　digital　filters

馬

　　　Since　the　frequency　transformation　formulae　to　design　analog　low－pass　and　high－pass

filters　can　be　simply　defined，　it　looks　more　simple　to　design　digital　low－pass　and　high－pass

filters　by　the　way　（i）　than　by　the　way　（ii）．　lt　is　unknown　which　way　is　more　simple　to

design　digital　band－pass　and　band－stop　filters．

　　　To　design　any　type　of　IIR　digital　filters　by　the　way　（i），　the　cut－off　frequency　wo　of　the

original　digital　low－pass　filter　must　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωo＝死’

　　　To　deSign　digital　low－pass　and　high－pass　filter　with　cut－off　frequency　tui　by　the　way

（ii），　the　cut－off　frequency　st　i　of　analog　filters　must　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω、＿tan竺丁．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

To　design　band－pass　and　band－stop　digital　filter　with　cut－off　frequency　wi，w2　（wi　〈　tu2）

by　the　way　（ii），　the　cut－off　frequency　sti，st2　of　analog　filters　must　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω・一tan号7・Ω・』tan争

6　Design　Examples　of　IIR　Digital　Filters

Some　simple　digital　filters　are　designed　to　evaluate　the　effectiveness　of　the　proposed　ma－

trices．　By　using　the　matrices，　transfer　functions　of　IIR　digital　filters　of　various　types　are

derived　directly　and　automatically　from　a　transfer　function　of　an　analog　low－pass　filter．

（a）　Original　analog　．filter　of　low－pass　type
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　　　Let　the　original　analog　low－pass　filter　be　the　second－order　normalized　Butterworth

low－pass　filter．　The　transfer　function　is　given　．as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi（S）　：＝　ptt＋s2’

CoeMcient　vectors　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圃一［1］，［1；］一轍・

The　amplitude　characteristics　of　this　filter　is　shown　in　Figure　2．
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o
　　　　　　　　　0　　　　　　1　　　　　2　　　　　　3　　　　　　4　　　　　　5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Frequency

Figure　2：　Amplitude　characteristics　of　the　originai　analog　low－pass．　filter

（b）De8ゆ（ゾIIR吻ital　filter（ゾ吻ん一郷s　type

　　　The　digital　high－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　wi　＝＝　O．27r／T　is　designed　from

the　original　analog　low－pass　filter．　This　filter　is　designed　by　the　way　（i），　which　is　more

simple　one．

　　　The　cut－off　frequency　of　the　analog　high－pass　filter，　which　is　derived　by　the　frequency

transformation　for　analog　filters，　is　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω1＿tan竺丁＝tan　O．1π　N　O．3249．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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The　transfer　matrices　（？2，X£，oP，　SoHP　and　SgP　are　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q2　＝　［i　i　一，一i21，　x£，op　一一一一　［8］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S8p一［1】，5タP撫4g讐56］・

Then　the　coefficient　vectors　of　the　derived　digital　high－pass　filter　are　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［gggi，］　＝　Q2X£，，Ps，HP［ao］＝　［一一112］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［1；］一Q・s5P［1］一騰］・

The　derived　transfer　function　of　this　filter　is　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦（z）一1．5651－11憲舞納ま6461ガ、・

The　amplitude　characteristics　of　this　filter　is　shown　in　Figure　3．　The　designed　digital

filter　certainly　realizes　high－pass　characteristics．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Frequency

Figure　3：　Amplitude　characteristics　of　the　derived　digital　high－pass　filter

（c）　IIR　digital　filter　of　band－pass　type
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　　　The　digital　band－pass　filter　with　the　cut－off　frequency　cvi　＝＝　0．27r／T，　co2　＝　O．6T／T　is

designed　from　the　original　analog　low－pass　filter．　This　filter　is　designed　by　both　the　ways

（i）　and　（ii）．

（C一の肋％・n・y％一一αだ・n・ゾ加吻ガ1嬬掴

　　　The　cut－off　frequency　of　the　analog　band－pass　filter，　which　is　derived　by　the　frequency

transformation　for　analog　filters，　are　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sti　＝　tan　Egt　T　＝　tano．lr　cy　o．324g？

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω・一ta苧一tan・・3π一：1・3764，

The　transfer　matrices　（？4，Xe，oP，S8P　and　SgP　are　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1　1　1　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　2　O　一2　一4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q，　＝16　O　一2　O　61，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　一2　O　2　一一4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　一一一1　1　一1　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xiliil，，P　一　l　i．ios61，　s，BP一［i］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　O　O．2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　O．4702　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　seP　＝11．los6　o　o．sg441．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　1．0515　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　0　　　　1

Then，　the　coeflicient　vectors　of　the　derived　digital　high－pass　filter　are　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　go　1　r　1．1056

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gil　1　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　92　1　＝　Q，X？，，PS，BP［ao］　＝1　一一2．2n2　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g31　l　　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g4　J　L　1．1056

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ0　　　　　　　　　　　　　　5．352

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h，　1　rb，1　1　－4．844

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん、＝（？、SタP　6、＝　3．2　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h3　1　1　b，　1　1　－1．556

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん4　　　　　　　　　　　　　　　1．048
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　　　　　　　　　H4（の

The　amplitude　c

filter　certainly

The　derived　transfer　function　of　this　filter　is　written　as

　　　　　　　　　r一／　x　1・1056－2・2112z－2十1．1056z一‘

　　　　5．352　一　4．844z－i　十　3．2z－2　一　1．556z－3　十　1．048z－4’

　haracteristics　of　this　filter　is　shown　in　Figure　4．　The　designed　digital

realizes　band－pass　characteristics．

し

1．0

8
昼

覧
E

．ccl

O．5

o

　　　　　　　　　O　O．27c／T　O．4z／T　O．6K／T　O．8r／T　n／T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Frequency

Figure　4：　Amplitude　characteristics　of　the　derived　digital　band－pass　filter

（c－iのβ伽eαT7ゲα吋brm醐・π伽オ

　　　The　transfer　matrices　TgP，Y2，0　and　（？o　are　given　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　一〇．1584　O．0251

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－O．885　O．5126　一〇．1402

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TeP　＝　1　o．s126　一一1．220g　o．s126　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一〇．1402　O．5126　一〇．885

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．0251　一〇．1584　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y…一十，Q・一［1】・

Then，　the　coefficient　vectors　of　the　derived　digital　high－pass　filter　are　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　go　l　r　O．70s3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gil　I　　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g2　1　＝　TePY2，0Qo［ao］　＝1　一i．4i66　i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g31　1　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　94　1　L　O．7083
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．4289

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1i一蝶］一螺・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．6713

These　coefficients　are　different　from　those　obtained　by　the　way　（i）．　But　the　derived

transfer　functions　become　same．　Therefore，　the　same　digital　filter　was　certainly　designed．

7 Conclusion

This　paper　proposed　the　matrices　which　represent　the　relation　of　the　coefficients　of　the

frequency　transformation　for　analog　filters，　that　for　IIR　digital　filters　and　the　bilinear

transformation　for　rational　polynomials．　The　proposed　matrices　could　replace　hand　com－

putations　in　these　transformations　by　automatic　procedures．　By　using　the　proposed

matrices，　an　automatic　procedure　was　established　to　design　various　types　of　IIR　digital

filters　from　an　analog　low－pass　filter．
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