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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　　　　　In　this　paper，　stability　for　a　linear　combination　of　characterisfic　polynomials　for

　　　　　discrete－time　systems　is　studied．　ln　order　to　investigate　this　problem，　we　study　the

　　　　　transformation　matrix　derived　by　bilinear　transformation　and　its　properties．　Under

　　　　　certain　assumptions，　necessary　and　sufficient　conditions　for　a　linear　combination　of

　　　　　k　characteristic　polynomials　for　discrete－time　systems　to　be　stable　are　obtained．

1 Introduction

The　stability　of　convex　combinations　of　two　polynomials　for　continuous－time　systems　was

studied　by　Bialas　and　Garloff［2］，　Bialas［3］　and　Bose［4］．　And，　the　stability　of　polytope

polynomials　and　linear　combinations　of　k　polynomials　was　studied　by　Bose［4］．　On　the

other　hand，　for　discrete－time　systems，　the　stability　of　convex　combinations　of　two　poly－

nomials　was　studied　by　Bose［4］　and　Ackermann　and　Barmish［5］．

　　　The　objective　of　this　paper　is　to　study　stability　of　a　linear　combination　of　k　charac－

teristic　polynomials　for　discrete－time　systems．

　　　In　Section　2，　we　will　study　a　transformation　matrix　P．　derived　by　bilinear　transfor－

mation　and　its　properties．　ln　Section　3，　necessary　and　suMcient　conditions　for　a　linear

combination　of　k　characteristics　polynomials　to　be　stable　will　be　studied　under　certain

assumptions．　Section　4　will　give　an　illustrative　example．　Finally，　Section　5　will　make

some　concluding　remarks．
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2 Matrix　Representation
tion　and　lts　Properties

of　Bilinear　Transforma一

In　this　section，　some　important　relationships　between　the　coeMcient　vector　of　n－th　degree

characteristic　polynomials　in　the　z－domain　and　the　coeficient　vector　of　the　numerator　of

n－th　degree　characteristic　polynomials　in　the　s－domain　by　using　bilinear　transformations

will　be　investigated．

　　We　first　introduce　the　following　notations．

　　CH

　　Cs

摩（の

岬（の

3寿＠）

一　一

一　一
一　．一

一　一

一　一

一．一一一

Here，　we　remark　that　H．R（x）　is　the　set　of　a

set　of　all　n－th　Schur　polynomials．　Next

a　discrete－time　system　given　by

　　　　　　　　　　　　　　P（z）・＝・　a。zn＋α。一・zn－1＋…＋α。∈謬（の，　n≠0．　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s十1
　　　We　apply　the　bilinear　transformation　z　＝＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（s　：　1）　to　polynomial　（1）．　Then，　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s－1

0btain　the　following　relation：

　　　　　　p（z）　＝　a．（f一！±i－iiii）”＋a．一一i（il｝1±i－iii）”一i＋．．．＋ao

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　＝　tst－1．｛an（s＋1．）n＋an－i（s＋1）n－i（s－1）＋r・・＋ao（s一一1）”｝　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　＝：　et　ILi’sT－i．｛bns”＋bn－isn－i＋…＋bo｝．　（3）

Further，　we　denote　the　numerator　of　equation　（3）　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（s）　：＝＝　b．s”＋b．一一is”一i＋…＋bo．　（4）

　　　From　equations　（2）　and　（3），　a　relationship　between　the　coeflicients　a」・　and　bi　can　be

easily　obtained　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　bn一乞一浅｛浅（n2）（∴）（一1）i一・k｝鰯　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

｛x∈OlRe同く0｝．

｛x　E　C　llxl　〈　1｝・

｛　　　　　　　　　　nノ（x）ノ（のニΣ　aixi，ai∈Rf・・i＝0，1，＿，n　　　　　　　　　た：0｝・

｛ノ（x）∈螺（の｛x∈qノ（x）一・｝⊂・H｝・

｛f（x）　E　P．R（x）1　｛x　E　Clf（x）　＝　o｝　c　cS｝．

　　　　　　　　　　　　　　11η1－th且urwitz　polynomials，　and　S．R（x）is　the

　　　　　　　　　　　，　we　consider　the　n－th　characteristic　polynomial　of



whe・e
ior6）・一（α昂）！β！・

　　　　Now，　we　define　the　following　coeMcient’vectorsα，b　and　matrix」Pn：

　　　　　　　　　　　　　　　an　　　bn　　　P8，・P8，、…P8，ブ・・P8，n

　　　　　　　　　　　　　　α一・　　6　・　　pr，。　P？，、…pr，ゴ…P呈n
　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　α：＝α計6：＝6計疏・＝pl。　pl、：：：piゴ：：：ptr，．，（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　α・　　　b・　　　pZ，・pn，、…pn，ゴ…・pn，n

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P装ゴ：一二（nの（∴）（一1）i－k　　（7）

for　i，ブ＝0，1，＿，n．　From　the　equations（5）and（6），　we　have　the　following　equality：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P・a＝b・　　　　　　　　　（8）

　　　Here，　the　matrix∫P．　has　the　following　well－known　properties．

Lemma　2．1　　Let　Pn　be　the　matrix　de丘ned　by　equations（6）and（7）．　Further，1et

ノ（z）∈巧（z）and　g（5）∈・P．R（s）・If　the　coef丑cient　vectorsαandβof　f（z）and　g（s）

satisfy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　疏α＝β，

then，　the　following　two　assertions　are　equivalent．

　　　　（i）　ル）∈5寿（z）．

　　　　（ii）　　9（S）∈11が（S）．　　ロ

Lemma　2．2［1］　　Let」Pn　be　the　matrix　de且ned　by　equations（6）and（7）．　Then，　the

following　property　holds．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　婿＝2”En　（n≧1）

where　E．　is　a（n十1）×（n十1）identity　matrix．　Therefore，　this　implies　the　matrix∫P㌦　has

the　following　inverse　matrix：

　　　　　　　　　『　　㌃1一訴（n≧1）・・
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The　next　lemma　can　be　easily　obtained．

Lemma　2．3　Let　P．＝＝｛pZ・，」｝be　the　matrix　given　by　equations（6）and（7）．　Then，

the　elements　pゐ（i，ゴ＝0，1，＿，n）of」Pn　satisfy　the　fbllowing　relations．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p薮ゴ＝（一一1）Zp搬＿ゴ　　（i，ゴ＝0，1，．．．，n）．

（proof）　The　proof　follows　from　the　following　equations．

　　　　　　　　　　　　（囑→一浅（の（にの（Li）一k（kt－i一　k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　k£．，　（i一一」　kt　）　（　nk一，’　］’　）　（（一1）一i）i－k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝P巽ゴ・　ロ

　　　The　next　lemma　can　be　easily　obtained　from　Lemma　2．3　and　are　used　to　prove　our

main　reSUItS．

Lemma　2．4　　Letα，b　and」P．　be　the　coef．丘cient　vectors　and　the　matrix　given　by　equa－

t圭ons（6）and（7），　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao　　　　　（一1）Obn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・　　（一1）16。一、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pn　di　＝　（＿1％。一i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　an　　　　　（一1）n　bo

（proof）　From　the　equation（5）and（7），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bn一ドΣP巽ゴα。一ゴ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝O

Here，　we　define　a　vector　c　as　fbllows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn　　　　　　　　　　αO

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn＿1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c＝　．　：＝・Pn　．　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CO　　　　　　　　an

Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c・・一i＝ΣP箕。一ゴα。一ゴ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



It　fbllows　from　Lemma　2．3　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c・・一i＝（一一1）ΣP箕ゴα。一5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ゴ＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（一1）tb。一i．

Therefore，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α。』（一1）・bn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・　．（一1）1　b・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pn（ii＝（一1）’i　b。　．一i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α。　　（一1）η6。

This　completes　the　proof．　ロ

　　　Now，　we　give　the　following　definitions．

Definition　2．1　　：Let　p（z）∈好（z）and　q（s）∈珊（s）．

　　　（i）　　Define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ps（・）・一1｛P（z）＋z・p（z一・）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pa（z）・一1｛P（z）“一一　z・p（z－1）｝l

Then，　p5（z）　and　pa（z）　are　said　to　be　the　symmetric　part　of　p（z）and　the　anti－symmetric

part　of　P（z），　respectively．

　　　（ii）　　Define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9・（・）・一5｛9（s）＋9←s）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9・（・）・一1｛9（・）Lq（一一・）｝・

Then，9・（s）and　q・（・）a・e・aid　t・be　the　even　pa・t・f　q（s）and　the　Qdd　pa・t・f　g（・），

respectively．　　　ロ

Lemma　2．5　　1n　Definition　2．1，　all　decomposition　is　unique．

（proof）　First，　we　prove　that　p（z）can　be　divided　into　p、（z）and　pα（z）uniquely．　We

assume　that　p（z）can　be　written　by　two　way：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（Z）　＝　Ps・（の＋P。・（Z）＝P。2（Z）＋P。2（Z）　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



where　p．i（z）　and　ps2（z）　are　even　parts　of　p（z），　and　p．i（z）　and　p．2（z）　are　odd　parts　of　p（z）．

And，　we　remark　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ps（z一一1）　．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pa（z’一1）　，．

z－n垂刀iz）7

－z一”吹D（2）．

　　　　From　the　equation　（9），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（Z）　：＝＝　Psl（Z）一Ps2（Z）　＝　Pa2（Z）　一一　Pal（Z）・　（10）

Then，

　　　　　　　　　　　　　　　ノ（z－1）＝＝　z－n｛Ps・（z）’一・Ps・（z）｝一一zTn｛Pa・（z）＋Pa・（z）｝・　　（11）

From　the　equation　（10）　and　（11），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pa2（Z）　“一　Pal（Z）　＝　一Pa2（Z）　＋　Pal（Z）・

Hence，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pal（Z）＝Pa2（Z））　Psl（Z）＝Ps2（Z）・

　　　1　ext，　we　prove　the　uniqueness　of　decomposition　of　q（s）　in　the　similarly　way．

　　　We　assume　that　g（s）　can　be　written　by　two　way：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q（S）＝q．1（s）＋q．1（s）＝g，2（s）＋g．2（s）　（12）

where　gei（s）　and　q．2（s）　are　even　parts　of　g（s），　and　q．i（s）　and　g．2（s）　are　odd　parts　of　q（s）．

　　　From　the　equation　（12），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（S）　：＝　qel（s）一　g，2（s）　＝　q．2（s）一　g．1（s）・　（13）

Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（一一’S）　＝　9el（S）一ge2（s）　＝一g．2（s）＋q．1（s）・　（14）

From　the　equation　（13）　and　（14），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　go2（s）　一　gol（s）　＝　一qo2（s）　＋　gol（s）・

Hence
　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qol（s）＝＝go2（s），　q，1（s）＝q．2（s）・

This　completes　the　proof．　ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



　　　Let　p．（z）　and　p．（z）　be　the　symmetric　part　of　polynomial　（1）　and　the　anti－symmetric

part　of　polynomial　（1），　respectively．　Further，　Let　g，（s）　and　q．（s）　be　the　even　part　of

polynomial　（4）　and　the　odd　part　of　polynomial　（4），　respectively．　Then，　if　n　is　even，　the

coeMcient　vectors　a，　of　p．（z），　a．　of　p．（z），　b，　of　g，（s）　and　b．　of　g．（s）　can　be　written　as

follows．

　　　　　　　　　　　　　an＋aol　Ia．一aol　rb．1　rO
　　　　　　　　　　　　an－i＋ail　la．一i－ail　IOI　lb．一i
　　　　　　　　　llan－2＋a21　lla．一2－a21．　lb．一21一　lO
　　　　as＝s1　：．　1，aa＝Sl”一：　一1，be＝1”：“1，bo＝1：1・　（15）
　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　E　一　　　　t　．　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　1　1　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　ai＋an－il　lai－a．一il　1・O　l　l　bi

　　　　　　　　　　　　　ao＋anJ　Lao－anl　lbol　I　O

If　n　is　odd，　they　can　be　written　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　an＋aol　lan－aol　fOl　fbn
　　　　　　　　　　　　an－i＋ail　la．一i－ail　ib．．一il　I　O
　　　　　　　　　llan－2十a21　11a．．一2一一a21一　IO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bn－2

　　　　as＝＝il　：．　1，aa＝Sl　一’一i　’1，be＝1　：．　1，bo＝1．’V：“1・　（16）

　　　　　　　　　　　　ai＋an－il　lai－a．一il　I　O　I　I　bi
　　　　　　　　　　　　　ao＋an］　Lao一一an　l　l　bo　l　10

　　　The　next　Theorem　can　be　proved　by　using　Lemma　2．4　and　plays　an　important　role　to

prove　our　main　results．

Theorem　2．1　Suppose　that　p（z）EP．R（z）and　g（s）EP．R（s）are　defined　by　polyno－

mials　（1）　and　（4），　respectively．　And，　let　a，　b　and　P．　be　the　vectors　and　the　matrix　given

by　equations（6）and（7）．　Moreover，1etα、，αα，　b，　and　b。　be　the　coe伍cient　vectors　given

by　（15）　or　（16）．　Then，　if　n　is　odd，

Pnas　＝　bo， Pnaa　＝　be，

and　if　n　is　even
　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pnas＝be，　Pnaa＝bo・

（proof）　The　proof　is　given　only　for　the　case　that　n　is　even．　In　the　case　that　n　is　odd，

we　can　prove　it，　similarly．

7



　　　From　the　equation　（15），　the　coefliicient　vector　a，　can　be　written　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　an　十　ao

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a．一1　十　al

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1　an－2　十　a2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・＝互　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al　十　a．一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao十an　1，

It　follows　from　equations　（8），　（15）　and　Lemma　2．4　that

　　　　　　　　　　　　　　α1二1

Pn　ds　＝　S　I　pn　1　“”，一2　1＋　p．

　　　　　　　　　　　　　　　a’i

　　　　　　　　　　　　　　　ao

Similarly，　we　can　easily　obtain

　ao

　al

　a2

　：

　．

an－1

　an

1

2

bn

bn一一1

bn一一2

　1

bi

bo

十

　bn

一　bn－1

bn－2

　　i

一一
@bi

　bo

bn

　o

bn－2

　i

　o

bo

＝　be’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pnaa　＝＝　bo・

Hence，　The　proof　can　be　completed．　　ロ

3　The　Stability　for　A　Linear　Combination　of　Char－

　　　　　acteristic　Polynomials

In　this　section，　we　give　necessary　and　suMcient　conditions　for　a　linear　combination　of

characteristic　polynomials　for　discrete－time　systems　to　be　stable　under　certain　assump－

tions．

　　　The　next　lemma　concerning　continuous－time　systems　can　be　easily　obtained　from　the

results　of　Bose［4］．

Lemma　3．1　Let　gi（s）　E　P．R（s）　（i　一一一一　1，2，．．．，k），　and　let　q．i（s）　and　q．i（s）　（i　’一一一

1，　2，．．．，k）　be　the　even　part　of　qi（s）　and　the　odd　part　of　qi（s）　（i　一一一　1，2，．．．，　k），　respectively．

　　　Suppose　that　the　following　condition　（a）　or　（b）　is　satisfied．

　　　　（a）　qel（S）＝qe2（S）＝＝’”＝9ek（S）・

　　　　（b）　q．i（s）＝g．2（s）＝＝…　　＝＝g．k（s）・

Then，　the　following　two　assertions　are　equivalent．
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　　　　　（i）　qi（s）EH．R（s）（i＝＝1，2，．．．，k）．

　　　　　　　　　　　　k

　　　　　（ii）　Σ　Ai9，（・）∈耳寿（・）f・・allλ‘∈［0，1］（i＝1，2，＿，k）．ロ

　　　　　　　　　　　　i一一一．．1

　　　The　next　theorem　is　one　of　our　main　results．　This　theorem　is　a　discrete－time　systems

version　of　Lemma　3．1．

Theorem　3．1　Let　pi（z）EP．R（z）（i一一1，2，．．．，k），　and　let　p．i（z）and　p．i（z）（i一一一一

1，2，．．．，k）　be　the　symmetric　parts　of　pi（z）　and　the　anti－symmetric　parts　of　pi（z）　（i　＝

1，　2，．．．，　k），　respectively．

　　　Suppose　that　the　following　condition　（a）　or　（b）　is　satisfied．

　　　　　（a）　p，1（z）＝＝ps2（z）＝…＝p，k（z）・

　　　　　（b）　Pai（Z）　＝Pa2（Z）　＝’”＝Pak（Z）・

Then，　the　following　two　assertions　are　equivalent．

　　　　（i）　pi（z）ES．R（z）（i一一一1，2，．．．，k）．

　　　　　　　　　　　　k

　　　　（ii）　lli）Aipi（z）ES．R（z）for　all　Ai（E［0，1］（i＝1，2，．．，k）．

　　　　　　　　　　　i一一一一一1

（proof）　Proof　is　given　only　for　the　case　that　n　is　even．　In　the　case　that　n　is　odd，　we

can　easily　prove　it，　similarly．

　　　First，　let　P．　be　the　matrix　given　by　equations　（6）　and　（7），　and　let

　　　　　　　　　　　　　pi（z）＝：ainz”＋ai．一iz”一i＋…＋aio　（i＝1，2，．．．，k）．

Further，　let　ai　denote　the　coeflicient　vector　of　pi（z）　（i　一一一　1，2，．．．，k），　and　define　vectors

bi　（i　一一一　1，2，．．．，k）　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bin

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bin－i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bi’一b　1　”：’　1：＝．Pnai　（i一一一一1，2，．．．，k）．　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bio

Defining　gi（s）　by

　　　　　　　　　　　　　　qi（s）：＝bi．　s”十bi．一is”一i十…　　十bio　（i一一一1，2，．．．，k），
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and　denoting　gei（s）and　qoi（5）by　the　even　parもof　gi、（5）and　the　odd　part　of　gi（5）．　Further，

we　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9λ（・）・＝Σ　Ai9，（・），λ‘∈［0，1］，　i＝1，2，＿，k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　否＝’

　　　　　　　　　　　　　　　　　Pλ（の・＝Σ　AiPi（z），λi∈［0，1】，　i＝1，2，＿，k．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　Then，　it　follows　from：Lemma　2．1　and　equation（17）that　the　following　claim　holds．

　　　　Claim　l　P’（z）∈3寄（z），（i＝1，2，＿，k）⇔qi（・）∈丑寄（5），（i＝1，2，．．．，k）．

　　　Further，　from　Theorem　2・1　and　the　hypothesis（a）or（b），　the　following　condition（1）

or（2）is　satis丘es：

　　　　（1）　9。・（5）＝9。2（8）＝…＝9。k（3）．

　　　　（2）　　　　901（5）＝902（5）＝…　　：＝q．k（5）．

Then，　it　follows　from：Lemma　3．1　that

　　　　Claim　2　qi（・）∈H寿（5），（i　一L　1，2，＿，n）⇔9λ（3）∈丑寿（5）．

　　　If　we　show　the　following　claim，　the　proof　of　this　theorerd　fb110ws　from　Claim　1－3．

　　　Claim　3　　9λ（8）∈H．R（5）⇔Pλ（z）∈3寿（z）．

Therefore，　we　will　prove　Claim　3．　First，　we　can　wrlte　qλ（s）in　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　9λ（s）＝Σ（λ・b、。一汁λ、b、。一汁…＋λkbk。一i）・n－i．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O

Then，　the　coef丑cient　vector　bλof　gλ（s）can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ1bin＋λ2b2n＋…＋λkbkn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λibin－1＋λ2b2n－1＋…＋λkbkn－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　bλ　：＝　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ1610＋λ2620＋…＋λkbkO

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝λ161＋λ2b2＋…＋λkbk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝λ・」P。　a・＋λ2・P。　a2＋…＋λk・P。　ak．　　　　　（18）
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Since　the　inverse　matrix　Pii　exists　from　Lemrha　2．2，　it　follows　from　（18）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　PiibA　＝　Aiai＋A2a2＋…＋Akak

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aiain　＋　A2a2n　＋　’”　＋　Akakn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aiain－i　＋　A2a2n－i　＋　’”　＋　Akakn－i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aiaio　＋　A2a20　＋　…＋　Akako

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：　aA

Now，　construct　the　polynomial　with　coefficient　vector　aA　as　follows：

　　　　（Aiain　＋　…　＋　Akakn）z”　＋　（Aiain．i　＋　…　＋　Akakn－i）z”一i　＋　…　＋　（Aiaio　＋　…　＋　Akako）

　　　　　＝　Ai（ainz”　＋　ain－iz”一i　＋…＋　aio）　＋…＋　Ak（ak．zn　＋　ak．一iz”一i　＋…＋　ako）

　　　　　　　　　k

　　　　　＝　2Aipi（z）

　　　　　　　　i一一1

　　　　　＝　PA（Z）

Therefore，　the　coefficient　vectors　aA　and　bA　of　pA（z）　and　qA（s）　satisfy　the　following　equality．

are　related　by　P．　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PnaA　＝　bA・

By　Lemma　2．1，　Claim　3　was　proved．

　　　This　completes　the　proof　of　this　theorem．　ロ

4　An　Example

Consider　the　following　polynomial：

　　　Pλ（z）＝・（12λi一ト13λ2十11　A3）z3十（8λ1十9λ2一ト7λ3）z2一（λ1十2λ2）z一（λ1十2λ2）

where　Ai　E　［O，1］　（i　一一一一　1，2，3）．　Then，　pA（z）　is　represented　as　a　linear　combination　of　the

following　three　polynomials．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pA（z）　＝　A，p，（z）　＋　A，p，（z）　＋　A，p，（z）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi（z）　＝　12z3十8z2一一一z一一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p2（z）　’＝　13z3十9z2－2z－2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p3（z）　＝　nz3十7z2
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e

屯し

It　can　be　easily　checked　that　the　hypothesis　（a）　of　Theorem　3．1　is　satisfied，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　p．，（z）　＝　p，，（z）　＝　p，，（．）　＝　ElitL．3　＋　g．2　＋　g．　＋　iet‘

where　p．i（z）　is　the　symmetric　part　of　pi（z）　for　i　＝　1，2，3．

　　　Then，　the　stability　of　pA（z）　can　be　determined　by　checking　the　stability　of　the　poly－

nomials　pi（z），　p2（z）　and　p3（z）．　ln　fact，　since　pi，　p2　and　p3　are　all　schur　stable，　we　can　see

pA　is　schur　stable　for　all　A　E　［O，1］．

5　Conclusions

In　this　paper，　necessary　and　suflicient　conditions　for　a　linear　combination　of　characteristic

polynomials　for　discrete－time　systems　to　be　stable　were　given　under　certain　assumptions．

This　result　is　a　discrete－time　systems　version　of　the　result［4］　of　continuous－time　systems．
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