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Abstract・In　thi・pape・，　we　c・n・ide・繍mum量nteg・調・w　p，。b1，m，　with・an　addit圭。nal

reverse　convex　constraint　lnvoiving　one　or　two　nonlinear　variables．　Based　on　a　parametric

apP「oach，　w・p・・P・・e　a　p・1yn・mia1伽・alg◎・ithm　for　c・mputing　an　integ・al　fl・w　g1。bally

・pti副t・th・p・・b1・m　with　a・ingle　n・nlinea・　var三ab1・．　We　ext。nd　thi、　idea・and，。1v。　the

problem　with　two　nonlinear　variables．　The　algoritlun　solves　a　sequence　of　ordinary　minimum

・。・t　fl・w　p・・blem・by　u・三ng　a・・nventi・nal　meth・d㎝d　yield・agl・励。ptimal，。1u七i。蜘

pseudo－polynomial　time．

Key　words：　Global　optimization，　reverse　convex　constraint，　maximum　fiow　problem，　rnini－

mum　cost　flow　problem，　parametric　approach．

1．　lntroduction

in　this　paper，　we　consider　a　certain　elass　of　maximum　flow　problems　with　an　additional

reverse　convex　constraint．

　　　Let　G　be　a　directed　graph　consisting　of　a　set　V一　of　n　nodes　and　a　set　E　of　m　arcs．

・We　suppose　that　each　node　in　a　subset　F　of　V　is　a　factory　producing　a　common　com－

modity　and　supplies　it　through　（；　to　a　particular　node，　say　n　E　V　N　F．　Our　purpose　is

to　transport　the　commodity　to　the　dem，and　node　n　as　many　units　as　possible　subject　to

a　restriction　that　the　total　cost　never　exceeds　an　allotted　budget．　The　total　cost　con－

sists　of　two　parts：　production　costs　and　transportation　costs．　While　transportation　costs

can・ften　be　assumed　t・be　lin鱗P・・ducti・nぐ・sts　g・nerally　eXh三bit　ec・n・my。f　scale

and　are　described　by　concave　and　nondecreasing　functions　of　the　production　quantities．

Therefore　the　problepi　has　a　reverse　convex　constraint　expressing　the　budgetary　limita－

tion　gn　its　fermula　as　well　as，　the　usual　arc　capacity　and　flow　conservation　constraints．

Such　a　reverse　convex　program　is　a　typical　global　optimization　problem　and　has　multiple

locally　optimal　so1utions，　many　of　which　fail　to　be　giobally　optimal　（9］．

　　“Thg　autLhor　was　partially　supported　by　Grand－in－Aid　for　Scientific　RRsearch　ef　the　Ministry　of

Edu¢ation，　Science　and　Culture，　Grant　No．　（C）07680447．
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　　　The　pr・ble皿is　cl・sely・elated　t・th・p・・ducti・n－tran・p・rtati・n　pr・blem　studied　by

some　auth・rs　in［12・13，15，16・18］・Th・lateer　can　be　rega・d・d　a・a舳l　pr。biem。f　the

former三皿もhe　sense　tha宅th・t・tal　c・st　is　minimized・ub」ect　t・a・fixed且。w　vぬe，　in、tead

。f　restricted　by　a　budg・t・An・ther　related　p・・blem　is　the　m舳um且。w　p，。blem　with

an　additi・nal　linear　c・nst・aint（see　e．9．［1】），　which　ign・・es　th，　pr。ducti。n　c。st　and　hence

is　fbrmulated　as　a　1玉near　program．

　　　In　this　ciass・f　p・・blems・we　are　c・ncern・d　with　the　c創ses　where剛≦2，　i．e．，　the

numbe・・甑も・・ies　i・・ne・・tw・・W・　wiX　dev・1・p　an・Mc三・nt　alg。，itim　based。n　a

　　　　　　　　のpa「ame愈「1c　apPr・ach　in・・der　t…mpute　an　integra1且・w　gl・bally・ptimal　t。　either・

㈱e・In　Secti・n　2・w・will　c・n・ider　the　c副Fト1and　p・e・ent　a　p。lyn。mial－t重me

alg・rithm　taking　the　fl・w　value　as　a　parameter．　We　will・舳d臨a19。r童thm　and

s・lve　the　pr・blem　with　IFI　・2　in　Secti・丑3・・The　pr・P・sed　a19・rithm　s・1ves　a　sequence

・fminimum　c・sも丑・w　pr・blems　by　using　the　augment五ng－path　alg。rithm。f　F。rd　and

Fulkers・n［3］　and　yie玉ds　a　ga・baliy◎ptimal　s・1uti・丑in　pseud・・P・1yn。mial　time．

2．　The　Problem　with　Single　Factory

We　fust　consider　the　case　where　F　is　a　sin，gleton，　i．e．　factory　1　e　V　preduces　y　mits

o－1　thg一　ucon｝modity　at　a　cost　of　f（y）　and　supplies　the　demand　node　n　E　V　through

σ躍（Y，　E）・The　p・・duct五・n勲ncti呵：R＋→Ri・c・丑cav・and・n・ndecreasing，　where

R＋　r№垂窒?唐奄?獅狽刀Dthe　set　ofnonnegative　reai　numbers．　The　cost　ci」・　）　O　and　capacitY　ui2・　）　O

associated　with　each　arc　（i，　」’）　E　E　are　real　and　integral　valued，　respectively．　Wheh　the

budgetary　limit　is　given　by　some　real　b　2　O，　the　problem　is　formulated　as　follows：

（Pi）

　　　　　　　　　　り

maxlmlze　y

subject　to 　Σ　Xiゴー　Σ　xゴゴ諾

ゴK‘，ゴ）∈E　　　　　　5Kゴ，i）∈E

o≦靭≦吻for（z，　2）EE
f（y）＋　：li　cijx，，・sb，

　　　　　　（‘の∈E

　y　for　i＝　1，

　e　foralliEVX｛1，n｝，

一y　for　i＝n，

，　YG　Z＋，

where　Z＋　is　the　set　of　nonnegative　integers．　Due　to　the　last　constTaint，　（PD　is　neither

linear　por　conv－ex　programming　but　belongs　to　global　optimizatiop　even　though　the

constraint　y　E　Z＋　is　relaxed　into　y　E　R＋．　Let

D（y）　： XG　RM
　Σ⊃　x‘ゴー一　Σ　xゴi：

ゴ1（‘，ゴ）∈E　　　　　ゴKゴ，i）∈E

　　　　　　　　　　　　　　　　0≦Xiゴ≦ttiゴ，（i，ゴ）∈E

D＝　｛（x，　y）　G　RM　×　Rlx　E　D（y），　y）　O｝，

　y，　i一一一　1，

　O，　iEVN｛1，　n｝，

一y）　e＝n7
’

（2．1）

（2．2）
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　　　　　　　0＝｛（x・〃）∈RmxRlノω＋Σc‘ゴXij　＞b｝，　　　　（2．3）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i，ゴ）∈E

where　m＝1珂鋤d　vect・r　x　c・ns量sts・f蝋歪，ゴ）∈E．　Then　the　relaxed　feasible　regi。n

is　eXPressed　by　the　difference　D＼0・f　tw・c・nvex　sets　D　andαThis五mplies　that（P1）

is　a　k玉nd・f・everse　c・nvex　p・・gr繊（see［gD．

　　　Let　e　and賜den・te　the　vect・・s　c・n・isting　c‘ゴ鋤d吻，（i，ゴ）∈E，　respective1弘T。　s。1ve

（P1）・wec・nsidrramin五mumc・st且・wp・・b1・m　d・丘且edb・1・win　netw・rk（σ，・，　n，　c，④：

　　　　　　　　血inimize　ΣC5ゴ砂iゴ

（P1（y））　　　　　　　　　（iのEE

　　　　　　　　subject　to　コゆ∈D（y），

where　y　is　a　c・nsも鋤t・Pr・blem（P1）can・be・s・lved・if・f・r　every　integer　y∈｛0，　Ym。．】we

check　whether　the・ptimal　value・f（P・ω）i・greater　thanゐ・r　n・t，　where　ym．．　is　the

・pti副v＆1ue・f　a　ma加um・fi・w　p・・blem　ass・ciated　with（P1）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　maxlmlze　gl
　　　　　　　　subject　to　　（の，y）∈D．　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・4）

Let　x“（y）　be　an　optimal　solution　of　（Pi（y））　and　let

　　　　　　9ω繍Σcり鳩（〃）．

　　　　　　　　　　　　（‘の∈E

（2e5）

Also　let

h（y）　＝＝　f（y）　十　g（y）．
（2．6）

Th・n　h（y）　rep・esents・the・minimum・f　g（y）＋Σ（‘の∈E　c胸when　the　value・f　y　is　fixed．

Lemma　2．1．　Let

　　　　　　y“　：max｛ylh（y）　．〈一　b，　yE　fO，　y．．．IAZ｝．　（2．7）

The二面翻5・肋η（X＊（yり・〃り・f　（P，（〃＊）ノi・α　gl・ゐαlly　・ptimal・・luti・n　・f　（P1ノ．

Pro（≠Obv玉・us　by　de五ni亀i・n．　口

In　this　way，　（Pi）　is　reduced　to　the　problem　（2．7）　with　only　one　variable　y．　Although

the　c・nstraint血ncti・nんis　ne五ther　c・nvex　n・r　c・ncave・ver　th・inter剛0，　Ym。淫し　it

possesses　some　favorable　properties．

Lemma　2・2・伽。伽ん：【0，〃＿】→R　is　c・η伽・us，　n・ndecreas吻α吻歪ece廊ε

concave．
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Proof．“　Xt　is　weli　known　（＄ee　e．g．　［2，　4i）　that　the　optimal　value　g（y）　of　（Pi（y）），　a

parametric　right－hand－side　linear　program，　depends　convexly　and　Piecewise　afiinely　on

y　G　［O，　ymax］．　Also　g　is　nendecreasing　on　the　assumption　that　ci」・　）　O　for　each　（i，　1’）　E　E．

Hence　h　is　continuous，　nondecreasing　on　（O，　y．．．］　and　also　concave　on　each　afline　piece

・fg・since鳩the　sumρf　g　and　the　c・ncav・n・ndecre曲想n・ti・nノ．・

　　　Lemma　2．2　guarantees　that　h（y）　〉　b　for　all　y　E　［y’，　y．．．i　if　h（y’）　〉　b．　Exploiting

this　m・n・癒・ni・p・・P・・ty・we　c鋤丘nd細nteger〃＊sati・馳g（2．7）by　apPlying　a　bi臓y

search　procedure　to　the　interval　（O，　ymax］．

Algorithm　A．

Step　O．　Compute　y．．．　by　solving　problem　（2．4）．　Let　e　＝＝　O　and　r　＝　y．．x．

Step　1．　Let　y’　＝　t（e＋r）！2j．　Compute　an　optima1　solution　x“（y’）　and　the　optimal　value

　　　　g（y’）　of　（Pi（y’））　and　let　h（y’）　：f（y’）　十　g（yt）．

5卸2・　lf〃’嵩e・　then　terminat・e・（lfん（〃’）＞0，もhen（P、）量s　infeasible．　Otherwise，

　　　　（が（y’），のis　eptimal　to（P1）。）

Step　S．　lf　h（y’）　〉　e，　then　r　：y’．　Otherwise，　iet　e　：y’　十　1．　Return　to　Step　1．
口

Theorem　2．3．　Algonthm　A　solves　（Pi？　in　O（M（m，　n）log　mU）　am’thmetic　operations

・and　O（1・g　mσ）evαluation・Of　f，ωheTe．M（m，　n）繍・running　timθ・・f　a　mi漁u，ηc。3孟

ガ・ωαZg・rithm　and　U訓ax｛Uiゴi（i，ゴ）∈E｝．

Proof：　Step　O　solves　a　maximum　fiow　problem　（2．4）　and　hence　requires　less　than

M（m，　n）　arithmetic　operations．　The　binary　search　for　y“　is　carried’out　in　Steps　1　一一

3．　After　logy．．．　iterations，　it　yields　the　most　right　integer　y’　E　IO，　y．．．］　among　those

・ati・馳gん（め≦ゐif・uch　a〃’eXi・t・・ln　each　it・・ati・n，　St・p　l　evaluates／at〃’

and　Step　2　soives　a　minimum　cost　fiow　problem　（Pi（y’））．　Therefore，　the　total　number　of

arithmetic　operations　is　O（M（m，　n）　log　y．．．）　and　that　ofevaluations　of　f　is　O（iog　y．．．）．

口

　　　Note　that　M（m，　n）　is　strongiy　poEynomial，　e．g．　O（nm21092　n）　［51．　ln　Algorithm　A，

we　have　only　to　tise　the　monotonicity　but　not　the　concavity　of　f．　As　a　result，　the　running

time　can　be　bounded　by　a　polynomial　function　of　the　problem　inpnt　length，　which　will　be

almost　the　same　complexity　needed　to　solve　a　maximum　flow　problem　with　an　additional

linear　constrain－u　if　the　value　of　f　is　provided　by　an　oracle．　ln　other　words，　（Pi）　is　not

essentially　a　class　of　global　optimization　prob；ems，　though　it　is　in　appearance．　ln　the

next　section，　however，　we　will　show　that　the　concavity　of　the　production　function　is

substantial　in　the　problem　with　two　factories．
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3．　The　Problem　with　Two　Factories

The　sec・nd㈱e　supP・ses　F　F｛1・2｝・Fact・・ies　l　and　2・upPly　yi　and　y2　units，　respec．

tively，・t・も・rmina1　n∈yth・。ugh　G　＝（Y，　E）・The　c・・t・f　pr・ducing　y　＝（Y1，y、）is

given　asノ（y）byぬncti・nノ：R卑→R，　whi・h量・c・n・ave　and　c・・rdinatewise　n。nde．

　　　　の　　　　　　　　　　　　

C「easln・9，1・e・

　　　　　　ノ（y’）≦ノ（y”）if・≦y’≦y”・・　　　　1　（3．1）

It　i・・ft・n　assum・d　that／i・・epa・ab1・，　i・・．ノω躍ノ1ω＋∫，（y，）f。，　s。me　c。n。ave

n・ndecreasing舳ncti・ns　fi：R＋→R，震1，2．　H・wever，　we　need　n・t　imp。se　such
　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

a螂sumpも10ロup・n・u・a19・rithm・As・bef・re，　the　c・st　cり包nd　capacity吻・f　e哉ch　arc

㈲∈Ea・e－egative・ea1鋤d　integ・al・valu・d，・espectively．　Th・nもhe　pr。blem　with

abudget，ary　limitゐ，　which　is　a　nonnegative　real，　is　as　follows：

（P2）

　　　　　　　　　　　

ma　Xlmlze　Yl十Y2

subject　to 　Σ　働一　Σ　のゴ言躍
」’ P（i“’）EE　」’1（」’，i）EE

0≦鱗ゴ≦Uiゴ　for（i，ゴ）∈E

f（y）＋Σc胸≦ゐ．
　　　　　　（iの∈E

yl　for　i一一一1，

3／2　fbr　i＝竃2，

e　foralliEVN｛1，2，n｝，

．一凾戟|b　y2　for　i＝．n，

，y∈z算，

Let

D（y）　＝ XE　RM
　Σ　¢ぎゴー　Σ　xゴ謬謡

ゴ1（‘，．ゴ）∈E　　　　　 ．ゴKJF1ξ）∈E

o≦吻≦Uiゴ，（i，ゴ）’∈E

Yb
Y2，

07

一一@Yl

D　＝＝　｛（¢，　y）　E　RM　×　R21ac　G　D（y），　y　）　O｝，

0瓢｛（m・　y）∈Rm×R2　1ノ（y）＋ΣCiゴ鞠〉ゐ｝．

（iの∈E

If　the　constraint　y　G　Zk　is　relaxed　to　y　k　O，

the　difference　D　N　C

ぽ鵠1，

i＝2，

δ∈V＼｛1，2，n｝，

　　　　　り
幽Y2，2＝’n，

，　（3e2）

（3．3）

（3．4）

the　feasible　region　is　again　expressed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　of　two　convex　sets　D　and　C．

　　　L・tus　c・n・idera曲im・・m…t・fi・wp・・b互em　inn・tw・rk（G，　F，　n，　c，　u）：

　　　　　　　mini血izeΣCiゴ吻
（P，（y））1　（i，3・SZi）EE

　　　　　　　subject　to　x　E　D（y），

where　y　is　a　constant　vector．　We　denot・e　by　x“（y）　an　optimal　solution　of　（P2（y））　and

by　g（y）　the　optimal　value　if　D（y）　＃　to．　if　we　try　to　extend　Algorithm　A　to　（P2），　we
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have　te　check　the　value　g（y）　for　each　integral　point　y　in　the　projection　of　D　onto　the

y－space，　denoted　by

　　　　　　st　：｛yGR21D（y）Se，　y20｝．　（3．s）

To　make　it　sy・t・mati・ally・　1・t　u・・bse・v・the　minimu血vah・e・f∫（y）＋Σ（ξの∈即‘ゴ

when　y　is　fixed，　i．e．　the　value　given　b．y・

　　　　　　h（y）　＝＝　f（y）＋g（y）・　（3．6）

Lemma　3．1．　Let

　　　　　　y“Eargmax｛yi＋y21h（y）　．〈．．．　b，　y　E　SZnZ2｝．　（3．7）

Th・…〃・獅αど・・励n（X＊（y＊），霧つ卵　・（y＊）ノi・αgZ・ゐ吻・蜘蜘luti・n　・f　（P2ノ．

ProOf：Obv三〇us．　口

Lemma　3．2．　if　h（y’）　＞bfor　some　y’　E　sk，　then

　　　　　　h（y）＞b，　VyG｛yEglg　lil　y’｝．　（3．8）

Pr・・f・’S五nce　cεゴ≧Of・r　each（5，ゴ）∈E，　the・ptima1　value　g（y）・f（P2（y））d・e・n。t拙

below　g（y’）when　y）y’．　Hence（3．8）foliows　from（3．1）and（3．6）．　D

C・r・nary　3・3・伽in｛ゐ（y）1〃1＋〃・＝一Z」，　y∈Ω｝〉ゐ伽α7襯彿ゐer・v，　then

　　　　　　h（y）＞b，　VyG｛yESbly，＋y，　｝i：　v｝．　（3．9）

Proof：　For　an　arbitx’ary　y’　E｛zt　E　S）lyi　＋y2　：z，｝，

　　　　　　h（y’）　2：　min｛h（y）lyi　＋　y2　＝　v，　y　G　S’）｝　；〉　b．

Hence　the　assertion　follows　Lemma　3．2．　0

3・1・PARAMETRIzATIoN　oF　PRoBL£M（P2）

Lemma　3・1　and　C…Ua・y　3・31・ads　u・t・an・utlin・・f　s・luti・n　t・（P2）・

　　　Let　us　instaU　an　arti丘・ial　n・de　5　in　G　and　d・n・te　by　G＝（V，　E）the　directed　graph

with　y諾yU｛8｝and　E＝EU｛（8，1），（8，2）｝．　Als・1・t　u。ド＋。。　f。r猛1，2．　Th，n

th・maximum　valu・　vma・・f〃1＋〃2　such　that　y∈Ωis　giv・n　by　th・・ptlmal　value。f　a

maximum丑・w　pr6blem　in豆etw・・k（e，5，　n，鵯）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　m＆）qmlze　V

　　　　　　　　subject　to　（x，　y）∈D，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Yl・1＋〃2雛’τ，，　y≧0．
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For　some　v　G　［O，　v．．．］，　if　ve’e　can　see　that

（T（v））　：min｛h（y）lyi　＋　y2　＝　v，　y　G　st｝　＞b

Polds，　wve．　need　nno．t　search　sk　n｛y　G　R2　1　yi　＋　y2　）　z，｝　for　y“　sat・isfying　（3．7）　any

longer．L　geence　g　binary　search　procedure　wili　locate　v＊　such　that　s　i“　＋　bt　．i　i　］v＊　ih　th’e’

interval　（O，　z，．．．1．　if　only　we　can　check　（T（lv））　for　each　integer　v　E　（O’，　v．’．；一］．　Note　that

gnY．Y．　E　9i’gMin｛h（Y）　k　i　＋　y2　：v“，　y　E　sk　n　Z2｝　provides　a　global｝y　optiinal　soiution

（がω　　　　　，　y）　of　（P，）．

S－uppo＄e　．an　arbitrary　integer　v　E　［O，　tv．．．1　is　given．　Let　c，i　’一一’：　O　for　i　’一一＝　1，　2．　To

gtleck　if　（T（v））　is　true　or　false，　we　first　sohre　a　minimum　cost　flow　problem　in　hetwoi・k

（G，　s，　n，　e，　u）：

（Q（v））

　ロ　　　　　　　　　　の

mユnlm三ze

subject　to

LeDt　（一x一（v）t9（v）．）　be　an　optimai　soiution　of　（Q（v））．　Then　te（v）　is　obviously　an　optimal

so1utio駐of（P2（雪（の））．

　　　W・nexも。・nsider　the・f・11・wing　Pr・ble曲k三ng〃1　as　a　par㎝eter：

（Q（yi；　tv））

ΣCiゴ・’iゴ

（iの∈E

　（x，　y）　e　D，

Yi＋Y2＝　V，　Y一〉一　O．

an　optimai　soiution　of　（Q（v））．

　の　　　　　　　　　　　り

mlmmlze

subject　to

Σcぎゴz’、ii

（iの∈E

x∈D（鮪，・v－3／1）。

W．　e　solve　thiis　p｝’oblem，．（i）　increasing　the　vhlue　of　yi　from　gi（v），　and　then　（ii）　decreasing

the　yg．lue　gf　sc　from　gi（v）．　Apparent1y，　the　minimtim　of　the　optimal　valuds　of　（Q（yi；　v）5

Pmvides　the　left－hand－s三de　value・f（T（の）．　Let奴y、；のden・te　an。ptimal、。1uti。n瓠d

iet

　　　　　　ノ（綱一ノ（J・・1・v　一一　3／1）・　　　　　　　　（3．11）

　　　　　　9（〃・；の＝Σ・、鋤（〃1；v　　　（iの∈E）一9（Yl，一Yl），　　　（3・12）

　　　　　　h（Yi；　v）　＝＝　f（yi，　’v－yi）＋g（yi，v－yi）＝h（yi，v一一　yi）．　’　（3．13）

N・t・tha呵〃1；v）三s・ptimal　t・（P・（〃1，　v一〃1））㎝d　that　gい）is　c・nvex　and　piecewise

affine　at　any　yi　such　that　（yi，　・v　一一一　yi）　E　st　（see　e．g．　（2，　4］）．

Lemma　3・4・Fun・ti・nゐ（・；v）翻η孟ゴー3蜘η鯉1・u・ん細（Yl，　z，一　Yl）∈Ω，αnd

C・ncave・n　eαCゐαi伽eμece（ザ9（・；の．

Pm・≠●Alもh・ugh　the　m・n・t・nicity　may鯉，ノ（・；v）is　stm勧。。ncave　functi。n．　H，nce

the　sum　h（・；v）of　f（・；v）and　g（・；’v）has　the　above　properties．　O

“ie　see　from　Lemma　3．4　that　there　is　a　global　minimnm　of　h（・；　’e，）　among　break　points　of

g（・；　’v）．　We　will　generate　all　the　break　points　by　using　the　augmenting－path　aigorithm

of　Ford　aRd　Fulkerson　［3］　（see　also　Ill）．
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3．2．　ENUMERATION　OF　BREAK　POINTS　OF　g（・；　・V）

Sgp．pos．e　an　eptimal　solntion　te（y’；　v）　of（Q（y’；　’v））　is　given　for　some　y’　）　Yi（v）．　Based　on

m（y’；の，we　d・丘ne　a：ユ飢・曲y　n・tw・rk・V一（α一（脇UE2），・，2，　c’，錫’）acc。，ding

to　the　rules　below：　For　each　（i，　i）　G　E，

　rule　1’　if回り（3〆；z7）＜Uiゴ，　then（i，ブ）∈Ei　and　let

　　　　　　　　　　　駕1ゴー駕ザ動（〃’；の・clゴー。り・　　　　　　（3．14）

漉2’if動（〃’；の＞0，　then（4ゴ）∈E2　and　1・t

　　　　　　　　　　　啄一蜘’；の，clε一。‘ゴ・　　　　　　　（3．15）

1紬ere　is　n・path　fr・m　n・d・・t・2inα，　it・an　be　sh・wn　thatl　y1≦y’　f。，　all　y、　su。h

thaDt　（yi，　w　一一　yi）　G　9．　Otherwise，　we　can　find　a　flow　augmenting　p’ ≠狽?f 堰@c　Ei　U　Ei　from

g，o．　d£elt　to　2　with　the　ieast　cost，　by　solving　a　shortest　path　problem　in　G’　with　arc　iength

　　　　　　6：min｛ul・」　i（i，　7’）G　7r　｝．　’　（3．1　6）

Lemma　3．5．　Let　6　E　［O，　6一 n．　Agso，　for　each　（i，　2’）　E　E，　let

　　　　　　　　　　　　　　　afiゴ（〃’；の＋δザ（i，ゴ）∈π∩El，

　　　　　　xlv（6）＝i　Xi，・（y’；　v）　一一一6　27　（］’，　i）GrnE2，　（3．17）

　　　　　　　　　　　　　　　ii」’（y’；v）　othe7nvise．

Then　m’（δ）盛3卿矯α～孟・ピ9（〃’＋6，のノ．

Proof：　Follows　from　a　well－known　resuit　on　the　augmenting－path　algorithm　for　mini－

mum　cost　fiow　problems（see　e．g．（10］）．　M

tPLgcording　to　（3．17），　we　can　compute　the　optimal　value　g（y’　＋　6；　tv）　of　（Q（y’　＋　6；　v）　as

follows：

　　　　　　9（〃’＋δ；v）綿』Σ解1ゴ（δ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t’］）∈E

　　　　　　　　　　　　　　　　　・翼9（〃’；Zl）＋δ（ΣcザΣCi，ゴ）．　　 （3．18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i，」’）ErrnEi　（ii）E’xnE2

This　expressi・n　implies嘔g（・；v）三s　an　aMn・functi・n・ver　the　interval　［y’，　y’＋51，

apd　hence　no　yi　E　（y’，　y’　＋　6一）　can　provide　a　global　minimum　of　h（・；　v）．　We・then　le’t

x（y’　＋　6’；v）　＝　¢’（6’）　and　jump　to　the　next　point　y’　＋　6’，　where　6’　＝＝　min｛6一’，　v　一一　of｝．

　　　To　．so－lvg　（Q（yi；．　y））　as　increasing　the　vahie　of　yi　from　gi（v），　we　begin　with　y’　＝　y－i（v）

and湧（y’；v）　識　　　　　　　　　　　　　奴v）・and　apPly　th・ab・ve　p・・cedure　iteratively．　ln　case　we　cam。t

augment　the丑ow　from　node　l　to　2　in　the　au）曲ary　network・V，　we　solve（Q（y1；の）as
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decreasing　yi　from　gi（v）　instead．　This　can　be　done　in　a　similar　way，　where　we　need　to

find　an　augmenting　path　in　N　not　from　no　de　Z　to　2　but　from　node　2　to　1．

Let　us　summa，rize　the　above　procedure，　which　receives　an　integer　v　G　［O，　vmax］　and　yields

y“（v）　G　argmin｛h（y）　1　yi　＋　gy2　＝　v，　y　E’　S）｝，　x“（v）　＝＝　x“（y“（v））　and　h“（v）　＝　h（y“（v））．

Procedure　B（v）．

OO@Compute　an　optimal　solution　（X（・v），　Y（v））　ef　（Q（v））．　Let　（p，　g）　＝　（1，　2），　y’　＝

　　　　9i（のand奴〃’；v）諾鯛・Als・let　y＊（の嵩（〃’，卸吻’），　x・ω蘭（y’；”）and

　　　　ん＊（の瓢ん（y’；の．

10　Construct　the　auxiliary　network　VV’　：（G’　＝＝　（V，　Ei　UE2），　p，　g，　c’，　u’）　witih　respect

　　　　to　to（y’；　v）　according　to　ruies　1　and　2．

20@lf　there　is　no　directed　path　from　node　p　to　g　in　G’，　then　go　to　50．　Otherwise，

　　　　c◎mpute　a　Sh◎・te・t　pathπinσwith　a・c　length　d　and　let　5－mi嘱i　（i，ゴ）∈π｝．

30　Let　6’　＝＝　min｛6，　v　一一　y’｝．　For　each　（i，　f’）　E　E，　1et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ji，i（yt・；v）十6t　if　（i，」）ETAEi，

　　　　　　　　　　　ii）iゴ（〃’＋δ’；v）＝、島（〃’；v）一一　6’if（ゴ，の∈π∩E2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　磨乏ゴ（y’；V）　・therwise．

　　　　　Also　let　y’　：y’十6’．

　40　lf　h（y’；　n」）　〈　h“（v），　then　update　the　incumbent：

　　　　　　　　　　　ガ（の《1温温「（1・2），

　　　　　　　　　　　x＊＠トtO（〃’；v），ん＊＠）＝ん（〃’；の．

　　　　　If　y’　〈　v，　return　to　10．

50@lf　（p，　g）　一一一一一　（2，　1），　then　yield　（x“（v），　y“（v），　h“（v））．　Otherwise，　let　（p，　g）　＝　（1，　2），

　　　　y’＝雪2（v），諺（シ’；v）綿諺（v）and　return　to　1。．　　　ロ

Lemma　3・6・Pr㏄・dure　B（の箔e卿・・0（5（m，π）mσ）αnthmet吻e蜘η・and・O（mσ）

・V伽伽・・〃・ωんεre　3（m，　n）is　th・ru冗吻tim・・ゾα・厩ε吻ath　alg・ritんm　and

U　＝　max｛uii　i（i，　］’）　E　E｝．

Proof：　Step　OO　solves　a　maximurp　flow　problem　（Q（v））　in　less　than　S（m，　n）mU　arith

metic　operations．　Steps　10　一一一　40　are　e＄＄entially　the　same　as　those　of　the　augrnenting－path

algoritim　for　solving　a　minimum　cost　fiow　problem　with　m　arcs　and　n　nodes　（see　e．g．
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ll．，　31）．・　B￥．integrity－of　’ui」t’s，　these　steps　are　repeated　at　most　O（mU）　times．　At　each

ltgrptign，　the　precedure　solves　a　shortest　path　problem　and　evaluates　f　to　compute

ゐ（3yt；V）．　ロ

N・te　that（x＊（v），　y＊（の）9・ne・at・d　by　th・p，。cedure　i、　an

（G，　s，　n，　c，　u）　so　long　as　v　is　an　integer．
integral　flow　in　network

3．3． ALGORITHM　FOR　SOLVING　（P2）

We　are　now　ready　to　present　the　algorithm　for　solving　（P2）．

Algorithm　C．

3ゆ0・　Cgmpute”…by・・lving　P・・b1・m（3．10）．　L・t乏一〇and　r一むm。。．

Step　1．　Let　v　＝　t（e＋　r）／2j．　Check　（C［’（w））　in　the　following　manner：

　　　　　　θCaU　P・・cedure　B（v）　and・btain（が（v），　y・＠），が（の）．

　　　　　（iz？　Ifゐ＊（v）〉ゐ，　then（T（の）is　true。

5ゆ2・if鵬ゼ，　then　term五nat・．（lf（T（の）is　tru，，もh，n

　　　　　（x＊（v），　y＊（w））　is　optimal　to　（P2）．）

Step　3．

（P2）　is　infeasible．　Otherwise，

叩（v））is　t・ue・then　r．　＝　v・　Otherwise，　let　e　＝＝　v＋・．　Retu・n　t。　Step　1．

Theorem　3．7．　Algorithm　C　solves　（P2？　in

tions　and　O（mU　iog　mU）　evaluations　of　f．

口

O（S（m，　n）mUlog　mU）　arithmetic　opera一

Proof：　Step　O　requires　less　than　S（m，　n）mU　arithmetic　operations．　The　binary　search

procedure　corresponding　to　Steps　1　一一　3　is　applied　to　the　interval　［O，　z’．．．1，　and　hence

requires　logw．．．　iterations．　This　together　with　Lemma　3．6　proves　the　running　time　of

the　algorithm．　The　correctness　follows　Corollary　3．3，：Lemmas　3．4　and　3．5．　　ロ

　　　In　c・ntrast　t・（P1）・the　c・ncavity・f！pr・perly　w・rks　in（P2），　and、。　we　have　t。

examine　every　1・cal　minimum・fん（・；のby　using　Pr・cedure　B（の，　C・nsequently，　the

wo「sも伽case　number・f紅三thmetic・P・rati・n・・equired　by　Alg・rithm　C　is丑・t　p・加。mial

but　pseu4・一P・1yn・mial　in　the　pr・blem　input　length・H・wever，　Pr・cedure　B（のis　n・thing

bu亀the　augm・nt量ng・・path　a19・rithm・f　F・・d鋤d　Fulkers。n｛3】紬ich　is　kn。wn　t。　be

P「actically　eM・ie曲r　netw・・ks・f斑iddle　sizes・We　can　there£・re　expect　that　Alg。r三thm

Cis　ak・reas・nab1y　e伽ent　f・r　such　a　netw・rhmless　evaluati・ns・f／are　extremely

　　　　　　つ
expenSlve・
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Z／1 i

（5，ア） 　　　（c言ゴ，ttt・ii）

pt一一一nn・一・・e・一s一一一一一・“一一一・．
g”，，一

（15，　3）

Y2

（3，　5）

2

（7，　8）

（3，　7）

4

（9，　15）

（8，　5）

5　）一　y，　一　y2

Figure　3．1．　Example　of（P2）．

3．4．　NUMERICAL　EXAMPLE

Befere　concluding　this　sectiOn，　let　us　ilEustrate　Algorithm　C　by　using　a　simple　instance

of　（P2），　given　by　the　network　in　Figure　3．1．　The　production　cost　ef　factories　1　and　2　is

assumed　to　be

　　　　　　ノω鵠8．0（〃1／2＋2．O　yl／2），

and　the　b”dget　capacity　b　＝　120．0．

In　Step　O・f　the　alg・rithm，　w・install　an　a・ti丑cial　n・deε鋤d　arc・（8，1），（8，2）inσ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ
and　denoteちhe　result五ng　graph　by　e．　The　maximum丑ow　value　from　8　to　5　in　C　is　17．

Hence　the　interval　to　be　searched　is【乏，　r】＝P，17】．

Iteration　1：　We　let　v　＝＝　P　7／2j　＝＝　8　and　cali　Pro　cedure　B（v）　to　check　if　（T（8））　is　true

or　false．

　　　In　Procedure　B（8），　we　first　solve　a　minimum　cost　fiow　problem　（Q（8））　in　network

（G，　s，　5，　c，　is）　and　obtain　an　optimal　solution　（te（8），　Y（8））　as　shown　in　Figure　3．2．　Since

te（8）is　aユso　optimal　to（Q（3；8）），　we　let　te（3；8）＝奴8）and

　　　　　　ノ（3；8）＝＝ノ（3，5）＝＝49．63，

　　　　　　g（3；8）＝g（3，5）二Σc轟ゴ（3；8）識102，

　　　　　　h（3；　8）　＝　h（3，　5）　＝’“　f（3，　5）　十　g（3，　5）　＝　151．63．

Based　on　te（3；　8），　we　construct　the　auxiliary　network　．XV　as　shown　in　Figure　3．3．
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1
あ13（8）露3

3

雪1（8）躍3

T　　　　　　　　　0

痰Q（8）竃5

5
0

80

5

o
2 4

1

Figure　3．2．　Optimal　solution　of　（Q（8））．

1

（5，　3）

（5，　4）

（一5，　3）

3

（一3，　5）

2
（7，　8）

（3，　7）

4

’（一9，　8」

（9，　7）

（8，　5）

5

Figure　3．3．　Auxiliary　networkノゾwith　respect　i（3；8）．
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　　　　We．next　solve　（Q（y’；　8））　as　increasing　the　value　of　y’　from　g！（8）　＝　3．　By　adding　’

且・ws　a1・葺g　au騨enting　Path・fr・m　n・d・・t・2st・p　by・tep　i蝋w，　g，ne，ate

　　　　　　　　ノ（7；8）＝37・17，9（7；8ト110，ん（7；8）羅147。17；

　　　　　　　　ノ（8；8ト22・63，9（8；8）篇125，ん（8；8）篇147．63．

　Then　we　solye　（Q（y’；　8））　as　decreasing　Y　from　gi（8）　＝　3　and　have

　　　　　　　　プ（0；8ト45・26，9（0；8）謹105，ゐ（0；8）識150．26．

Function　f（：：，　8）　j，g　gffine　on　the　intervals　［3，　7］，　［7，　8］　and　［O，　31，　on　each　of　which　h（・；　8）

is　gopcave．　Since　h（7；　8）　＝　min｛h（3；　8），　h（7；　8），　h（8；　8），　h（O；　8）｝，　the　procedure　Yieldg

　x＊（8）認諺（7；8）and

　　　　　　　y“（8）　：＝　（7，　8　一　7）　＝　（7，　1），　h＊（8）　＝　h（7；　8）　＝＝　147．17．

　　　　Thus　we　see　that　h“（8）　〉　b＝　120．e　and　（T（8））　is　true．　We　then　reduce　the　intervai

［e，　r］　to　（O，　8」．

伽ti・it　2・Le魎g胆18／2」一4，　we　ca11　P・・cedure　B（のt・check（T（4））．

　　　The　pro　cedure　examines　y’　＝　O，　4，　and　compares

　　　　　　　f（o；　4）　：32．oo，　g（o；　4）　＝　4s，　h（o；　4）　；＝　so．oe；

　　　　　　　f（4；　4）　＝　16．00，　g（4；　4）　＝　56，　h（4；　4）　＝：　72．00．

Then　it　yields　te“（4）　：＝　di（4；　4）　and

　　　　　　　y“（4）鷲（4・4－4）＝（4，0），ん＊（4）＝ゐ（4；4）＝72．00．

Since　h“（4）　S　b　and　（T（4））　is　false，　we　let　e＝　4十1＝　5．

It・繍・η3’』L・tt三ng鵬t（5＋8）／2」＝6，　w・　call　P・・cedure　B（の．　Th・n　it　yields

x“ i6）　：al（6；　6）　and

　　　　　　　y“（6）　＝（6，　O），　h“（6）　．一一一一　103．60．

Since　h“（6）　一く　b　and　（T（6））　is　false，　we　｝et　e　＝6十1＝　7．

伽伽4’We　let　v　＝＝　t（7＋8）／21＝7．　Since　the　value・f　v　reaches　e＝7，　we　caU

Pr№モ?р浮窒?@B（7）　and　then　terminate　Algorithm　C．　The　procedure　yields　x“（7）　＝＝　al（7；　7）

and

　　　　　　y“（7）　一一．一ta　（7，　O），　h“（7）　＝＝　119．17．

S．ince　h“（7）　S　b，　a　globally　optimal　solution　of　our　instance　is　given　by　（x’（7），　y＊（7）），

shown　in　Figure　3．4．
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Figure　3．4．　Optirna！　solution　of　the　instance．

4．　ConcEusion

，

We　showed　in　this　papex’　that　a　parametric　approach　provides　eff｝cient　algorithms　for

so！ving　a　class　of　network　flow　problems　with　an　additiona1　rever＄e　convex　constraint．

Algorithm　A　we　proposed　to　solve　problem　（Pi）　can　yield　a　globally　optimal　solution　in

P・1yn・曲1もim・・Whiie（P1）with　a　si且91e　n・nlinear・va・iable　i・n・t　essentially　a　gl・bal

optimization　problem，　in　problem　（P2）　g’ith　two　nonlinear　variab］es　the　concavity　of　the

c・nst・aint　functi・n　w・rks　pr・per五y．　Hence（P2）can　have　mu晦1e　1・cal　minima，　many・f

which　fail　to　be　globally　optimal．　To　solve　this　multiextremal　probiem，　we　incorporated

ag1・bal・p樋・ati・皿techniqu・int・th・alg・・ithm．．ln・・n・equ…ce，　a　g1・baUy・ptimal

solution　of　（P2）　turned　out　to　be　obtained　in　pseudo－polynomial　time　if　we　use　Algorithm

C．　Computational　experiments　are　now　under　way・，　the　results　of　which　wil｝　be　reported

elsewhere．

　　　Besides　prob1ems　（Pi）　and　（P2），　parametric　approaches　are　very　effective　for　solution

to　certain　nonconvex　network　flow　problems　and　studied　in　several　articles　［8，　11，　12，　13，

14，　18］．　Especially　in　a・　series　［15，　i6，　171，　Tuy　et　al．　shew　that　a　parametric　algorithm

solves　minimum　concave－cost　flow　probiems　with　a　fixed　number　of　sources　and　nonlinear

arcs　in　strongly　polynomial　time．　The　readers　are　aiso　referred　to　［6，　71　for　the　current

state－of－the－art　of　general　noncenvex　netwotk　optimization．
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