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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　A　fast　algorithm　for　calculating　cluster　cent　ers　in　the　iteration　pro　cedure　of　the’

ei　fuzzy　c－means　clustering　is　proposed．　The　algorithm　is　a　simple　sequential　seareh

on　the　set　of　coordinates　of　data　points．　The　complexity　of　calculation　of　each

cluster　center　is　the　order　of　the　number　of　data　points　except　that　the　coordinates

should　be　sorted　before　the　iteration　begins．　The　eMciency　is　comparable　to　the

computation　of　a．center　in　the　ordinary　Euclidean　fuzzy　c－means．　Thus，　the　ei　fuzzy

c－means　aユgori七hm　is　e田cient　and　is　applicable　to　large　data　sets．　It　is　proved七hat

the　algorithm　terminates　after　a　finite　number　of　iterations　and　the　upp　er　bound　for

the　number　of　iterations　is　estimated．　Numerical　examples　including　a　set　of　10，000

data　points　are　shown．

1 Introduction

The　ei　space　has　been　consider．ed　to　be　a　natural　space　for　statiticai　analysis　in　addition　to

Euclidean　space，　and　recently　this　space　has　attracted　researchers’　interest　（e．g．，　Devroye

and’　Gydrfi，　1984；　N　ahorski，　1992）．

　　In　the　case　of　fuzzy　c－means　（DUnn，　1974；　Bezdek，1981），　the　ei　space　based　fuzzy　c－

means　have　also　be’en　considered　in　recent　years　by　Jajuga　（1991）　and　by　Bobrowski　and

Bezdek　（1991）；　the　latter　discusses　fuzzy　c－means　in　the　ei　and’and　also　e．．　spaces．
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　　These　two　studies　（Jajuga，・　1991；　Bobrowski　and　Bezdek，　1991）　have　difiiculties　in　op一

七imizing　the　fuzzy　c－means　model　in　the　el　and　Z。。　spaces．　The　generaユfuzzy　c－means

algorithm　is　an　iterative　procedure　in　which　the　step　of　determining　grades　of　memberships

and　tha七〇f　determining　cluster　centers　are　repeated．　A　unified　formUla　can　b　e　used　for　the

de七ermination　of　grades　for　differen七distancesi　whereas　the　calculation　of　cluster　cen七ers

strongly　depends　on　a　selected　distance・Clus七er　centers　in七he　inner　produc七spaces　are

derived　by　a　simple　formula　of　weighted　averages・：For　the　Zl　space，七hey　have　proposed

itera七ive　subprocedures　for　calcUlating　cluster　centers．　The　calcula七ion　of　cluster　cen七ers　i：n．

七hese　studies　reqUires　much　more　computation七han　those　in　inner　prod・uct　spaces．

　　This　paper　reveals　that，　in　the　case　of　the　ei　space，　a　small　amount　of　computation

is　suflicient　for　calculating　the　cluster　centers．　Although　no　simple　formula　can　b　e　used，

the　compu七a七iollal　compleXity　is　low　and　comparable　to七hat　of　fuzzy　c－means　for　inner

product　spaces・Namely，　each　component　of　a　cluster　cen七er　is七he　minimizing　element　of　a

piecewise　a伍ne　fu：nction．　The　component　is　calcUlated　by　a］ineat　search　on七he　deriva七ive

of七he　function，　which　is　remar：kably　simple．

　　Convergence　of　a：n　algorith：m　has　frequently　been　referred七〇in　li七e：rature　of　crisp　and

fuzzy　clusterillg．　The　co：nvergence　does　not　imply　that　the　resul七is　good，　however。　For

example，　the　crisp　c－means　algorithm　is　prbved　to　b　e　convergent　（Anderberg，　1973，　pp．165－

166），bu七the　result　is　no七：necessar且y　the　oP七imal　solution．　In　contrast，　convergence　in　o七her

丘elds　of　mathematical　analysis　more　or　less　implies　tha七七he　seque：nce　apProaches　a　desired

solu七ion．　To　avoid　confusion，　we　use　the　term　termination　instead　of　converge：nce　in　order

to　simply　mea11七hat　an　algoritim　is　guaranteed　to　stop　even七ualy，　wi七h　no　addi七ional

implication．

　　This　paper　presents　a　theorem　about　termination　of　the　algori七hm　in　the　ei　space．　Such

aresult　has：not　been　repor七ed　in　foregoi：ng　studies．　There　have　been七wo　approaches　for

discussing　termination　of　c－means　algorithms：　finiteness　of　combinations　of　data　allocations

to　clusters　is　used　in　the　crisp　c－means　（Anderberg，　1973，　p．165）；　uniqueness　of　the，　optima1

2



solution　in　each　step　is　used　in　Euclidean　fuzzy　c－means　（Bezdek，　1981；　Hathaway，　Bezdek，

C［lticker，　1987）．．　The　present　method　uses　both　finiteness　and　the　uniqueness：　the　finiteness

for　possible　cluster　centers　and　the　uniqueness　of　the　minimum　of　strictly　convex　functions．

Numerical　examples　are　given　to　show　that　the　algorithm　actually　works　w611　op　a　large

set　of　data　with　a　small　computation　time．　lndeed，　an　example　includes　10，000　data　points．

2　Cluster　centers　in　the乏l　fuzzy　c－means

The　problem　herein　is　that　n　objects，　each　of　which　is　represen七ed　by　a　p－dimensional

real　vec七・r　xk　＝（xk・，…，　x・k，）∈Rp，　k　・1，…，　n，　sh・uld　be　divided・in七・cfuzzy　clus七ers．

Namely，七he　grade　uik11≦i≦c，1≦k≦n，　by　which　the　objec七kbelongs　to　the　cluster

ishould　be　de七ermined．

　　：For　each　object　k，七he　grades　of　membership　should　sa七isfy　the　conditions　of　a　fuzzy

partition：

　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　　　　Σ％読一1，1≦k≦n；・≦u‘k≦・，1≦i≦c，・≦k≦n・　（・）

The　fo「ゆtion　by　Bezdek（1981）is　by・pti漉ati・n・fthe　・．bjec七ive　functi・n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　　　　れ

　　　　　　　　　’1｛；．　　　　‘」（u，・v）＝ΣΣ（・・L、k）md（Xk，Vi）

　　　　　　　　　，．．　　　　　　　　　　　　　i＝1k＝1

in　which　d（x，　v）i・a・mea＄ure・f曲sim丑a・ity・between　x　and・v，　m　is　a　real　pa，ameter、uch

thaｫ＞1，　vi　is　the　center・f　the　fuzzy　cluster　i・andσ一＠iん）and・v一＠・，…，v。）∈R・・．

　　Bezdek（1981）ta：kes　d（x，の七〇be七he　square　of　a：ny　inner　producもinduced　distance．且ere

we　assume七ha七d　is七he　lZi　norm：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（Xk・，妙の＝llzん一鯉・il・・＝Σ陽一矧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ・＝1

where・vi＝（’vil，＿，・vip）．　Namely，　the　objective　func七ion　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」（u，・v）＝ΣΣ（u・k）mllXk　一一　vil11　　　　　　　　（2）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た1h＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3



for　which七he　constrai：nts　are　shown　in（1）．　In　other　words，　the　admissible　region

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　M＝｛（2L，k）　12）　ztik＝1，1≦k≦n；0≦u、k≦1，1≦i≦c，1≦k≦n｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

is　used．　The　present　formulation　is　caled　the乏1　fuzzy　c－means　or乏l　FCM　here．　This

formulatioll　is　not　new：Jajuga（1991），　and　Bobrowski　and　Bezdek（1991）proposed　Zi

：FCM　and　methods　of　calculating　cluster　centers　vi．　Here　we　show　a　better　method　of

calcUlating　the　cen七ers　and　the　termination　of　the　algorithm．

　　It　is　well－known　that七he　direct　optimizatio：n　of　J　by（σ；v）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ，∈．碑恥。」（U，　v）

is　diMcUlt・Atwo　s七age　itera七ion　aユgorithm（caJled　aユternating　oP七imization）is　ofむe：n　used．

AGeneral　FCM　AIgori七hm（Bezdek，1981）

（a）IIlitialize乙7’（o）；Set　s＝0．

（b）CalcUlat・　・luster　center・v（・）一（vls），…，vl・））七hat　minimize　J（び・），・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」（σ（s），v（s））一器」（σ（8），v）・　　　　（3）

（c）Update乙「：calculate　U’（8＋1）that　minimize　J（・，　v（s））：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」（σ（8＋1），v（s））一鶴」（U，・v（s））・　　　　（4）

（d）Check　s七〇PPing　cri七erion・using　a　given　E＞Oalld　a　sui七able　ma七rix　norm：if　ilU（・＋1L

U’（s）li＜e，　then　st・P；・七herwise　s－s＋1and　g・t・（b）．

　　This　general　procedure　can　also　be　used　for　el　FCM．　Since　no　co：ncre七e　methods　for

caユcula七ing　U（8）and　v（s）are　described　above，　we　consider　them　i：n　the　folowi：【1g．

　　In　genera1，　caユculation　ofσ’（s＋1）does　not　depend　on　a　particular　choice　of　a：【10r：na．　It　is

well－known　that　uik　is　easily　derived　by　using　Lagrange　multipliers　（Bezdek，　1981）．　Namely，

for　xk　such　that　xh　1　vi，　i＝　1，　．．．，c，　and　m　〉　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2L‘le　＝ZStii；1’一IRii［ilillii　5；i　ii’g．，　ww／，k一一”．viiiii）　；！一：”r’　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



For　zk　such　that　there　exis七s・vi　that　sa七isfies　xh＝vi，1et　VVk＝｛ilx，＝tvi｝and　take　an

arbitrary　uik∈．［0，1］，　iニ＝1，＿，c，『uch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣZL・k＝1；　’IZ・k　・＝　O，確肌　　　　　　 （6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈VVk

In七he　latter　case，七he　solution　2Lik　for　a　given　zk　is　no七unique　if　and　only　if　Vγ髭includes

more七han　one　elemellt．

　　On　the　other　hand，　calcula七ion　of　the　cluster　centers　is　not　simple　excep七the　case　of　the

inner　product　spaces　where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ鴛＝1（ZLile）mZk　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’Vi＝　Σ鴛＝1（2Lik）m．

Bobrows：ki　a：nd　Bezdek（1991）propose　a　basis　exchange　aユgori七h皿for　clus七er　cen七ers　in乏l

a＝nd　e。。　FCM；Jajuga（1991）considers　an　itera七ive　algori七hm　for　el　FCM．、

　　For七he　deriva七ion　lof　a　far　simpler　algori七hm　for　el　FCM，　notice　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」（u，　v）＝ΣΣ（嗣mUz々一姉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仁1k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご　　ア　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ΣΣΣ（嗣搬隔一鯉・ゴト

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝：1ゴ；1k＝1

We　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fiゴ（w）＝Σ（嗣m陽一副

　　　　　　　　　．．／　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

as　a　function　of　a　real　variable’w．．Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご　　ア

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」（σ；の＝ΣΣ瓦ゴ（吻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ゴニ1

in　whichひdoes　not　represent　variables　but　parame七ers．

　　In　deter：mi：ning　cluster　centers，　each　Fiゴ（w），1≦i≦c，1≦ゴ≦P，　should　be　minimized

with　respect　to七he　real　variable　w　without　any　constraint．

　　．lt　is　easily　seen　that　the　folowing　properties　are　valid．　The　proofs　are　omitted．

（A）Fij（w）is　a　convex，　piecewise　afHne　function．
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（B）The　intersec七ion　between　the　set　Xゴ＝｛¢1ゴ，＿，偲πゴ｝and　the　set　of七he　solu七iolls　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　織瓦ゴ（w）　　　　　　　（7）

is　no七empty・In　other　words，　at　least　one　of　theゴーth　coordinates　of　the　points　x1，．．．，　x冗is

the　optimal　solution．　ln　particular　when　the　solution　of（7）　is　unique，　it　is　included　in　Xj．

　　In　view　of　the　property　（B），　we　limit　ourselves　to　the　minimization　problem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　織瓦ゴ（w）　　　　　　（8）

instead　of（7）・The　reason　for七his　limitation　is　to　simplify　the　descrip七ion．　Indeed，　when

the　solu七ions　of（8）are　found，　the　sohltion　set　of（7）becomes　obvious：the　smallest　intervaユ

in　which七he　solutions　of（8）are　included・Thus　the　limi七atio：n七〇（8）is　harmless．

　　Since　no　simple　formula　for　cluster　ce11七ers　in　el：FCM　seems　to　be　available，　an　efficie：nt

algori七hm　of　search　for七he　solu七ion　of（8）is　considered　using七he．　above　proper七ies．　Two

ideas　are　used　in　the　folowing　algorithm：ordering　of｛Xkゴ｝and　derivative　of　Fiゴ．　We

assume　that　when｛¢1ブ，…，xnゴ｝is　ordered，丘rs七subscrip七s　are　changed　using　a　permuta七ion

fun・七i・n　qゴ（k），　k＝1，…，n，七ha七i・，　x，、（1）ゴ≦x・9ゴ（・）ゴ≦…≦x，、（n）ゴ・Using｛z，、㈲ゴ｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F・ゴ（2Lr）一Σ（2L‘gd（k））mlw　一　x，ゴ副・　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　Al七hough　Fiゴ（’u，1）is　not　differen七iable　on　R，　we　extend　the　derivative　of馬（’ω）on｛zqゴ㈲ゴ｝：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　照才（切＝Σ（冠蝋々））m・sign＋（卿一¢，、（k）ゴ）　　　　　　（10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3ゆ＋（z）一｛と、1斐81：

　　Thus，　dFi；　（w）is　a　step　function　which　is　right　continuous　and　mono七〇ne　nondecreasing　in

view　ofits　convexity　and　piecewise　a伍ne　proPerty．　Now，　it　is　easy七〇see七ha七the　mi］〔1imizing

element　for（8）is　one　of　xgゴ（k）ゴat　which　dF（w）chan．ges　its　sign．　More　precisely，　zgゴ（t）ゴis
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the　optimal　s・luti・n・f（8）if　and・nly　if　dFU（w）＜・f・r　w＜輪an岨才（w）≧・f。r

w≧Xgゴωゴ・

　　Letωニ・Xgゴ（r）ゴ，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　4」町（Xgゴωゴ）＝2）（uigi（k））m一Σ（u、9d（k））m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　　　　　k＝r＋1

　These　observations　lead　us　to七he　Ilex七algorithm．

　　　　begin

　　　　　　S：＝一Σ鴛＝1（2Lik）m；

　　　　　　γ：＝0；

　　　　　　while（5＜0）do　begin

　　　　　　　　r：＝T十1；

　　　　　　　　s・＝s＋2（’ZLigi　（r））m

　　　　　　elld；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　outpu七ttliゴニ・xgゴωゴas七heゴーth　coordi：nate　of

　　　　　　the　cluster　center　vi

　　　　end．

It　is　easy　to　see　that　一this　algorithm　correctly　calculates　one　coordiriite　ofthe　cluster　center：

the　solution　of　（8）．

　　This　alg・ri七hm　is　a　simple五near　search・n　n・des・f七he　piecewise　afiine　functi。n．　It　is

ve「y　e伍cien七，　since　addi七i・ns，　c・ndi七i・nal・b・an・hes，　and　the　ca1・Ulati・n・f團m丘・m（uik）

・fO＠）sh・Uld　be　pr・cessed・恥rtherm・re，0＠）is・P七imal．　T・see　this，　it・is　suM，i，nt　t。

n・te七ha七examina七i・n・f岨鰯1≦k≦n，　is　necessary　in・rder　t。　calculate　a　c。。rdina七e

of　a　cluster　center，　since　by　modifying　the　value　of　uik　arbitrarily，　any　element　of　xki・，

1≦k≦n，can　be　the　s・1uti・n・The　1・wer　b・und　is七hus・｛n）and　hence　the　c。mpleXity

of　the　ab　ove　algorithm　is　optimal．

Thus，　the　calculation　of　cluster　centers　in　ei　FCM　is　simple　and　does　not　require　much

computa七ion　time，　except七hat　the・rdering・f｛xkゴ｝f・r　each　c・・rdina七eゴis　necessarエ

Notice　thaP　the　ordering　is　performed　only　once　before　the　iteration　of　FCM．　Further

ordering　is　unnecessary　during　the　iteration．

Thus，　the　computational　complexity　for　calculating’a　v　in　the　FCM　iteration　is　O（npc）；

the　complexity　of　the　ordering　before　the　iteration　is　O（np　log　n）；　mostly　p　and　c　are　small．
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　　No七ice　that　such　es七imatioll　of七he　complexity　is　difHcul七i11七he　former　aユgori七hms（Jajuga，

，．　1991；Bobrowski　and　Bezdek，1991）．

3 Termination　of　ei　fuzzy　c－means　algorithm

We　prove　a　theorem　of　termination　of　our　ei　FCM　algorithm　which　is　a　modified　version

of七he　algorithm　in　the　previous　sec七ion・

　　Two　modi丘ca七ions　are　necessary．　Firs七，　aユthough　the　solution　U（s）is　not　unique　in

general，　it　is　made　to　be　unique　by　a　simple　trick．　As　we　have　noted　earlier，　x　k　＝　vi　for　more

than　one・vi　is　not　impossible：i七may　occur　that　xk＝・vi1ニ…＝・vih　for　Wlk＝｛i1，…，ih｝，

i1＜．。．＜砺，　in（6）．1：n　such　a　case　we　select　a　s七rategy　of　a皿oca七ing　u］〔亘七y七〇the　firs七

cluster：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Li，h　＝＝　1，　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　錫ブた＝0，ゴ≠i、，　　・’　　　　（12）

ill　order七〇ma：ke　the　solu七ion　U（s）unique．

　　Second，　in七he　calc・ulation　of　v（s），　we　take　v（s）＝v（s”一1）whenever

　　　　　　　　　　　　　　　　　　J（σ（s），”（s））一瞬」（び3），v）一」（び8），v（s－1））・　　（13）

In　other　words，　if　the　va！ue　of　the　objective　function　is　not　i皿proved，七he　procedure　ou七puts

七he　previous　center・

　　In七he　folowing　algorithm　CC，　the　input　is七he　ordered　sequence｛Xgゴ㈹ゴ｝and　also　the

previ・us　cen七er勿18－1）一（vtr－1），…，”疹一1））；th・・utput　is　th・n・w　cen七er　vi一（・・‘・，…，嚇

In　general　the　center　is　not　unique，　and　moreover　when　（13）　is　satisfied，　the　previous

刀！・一・）is。ne。f七he　minimizing　e16ments．　ln　this　case七h・a19・rithm・u七puts　vi一勿！　1）・

The　algorithm　uses　a　set　W　which　stores　al　minimizing　elements　for（8）．　No七ice　tha七

ad　minimizing　elements　are　contiguous　in　view　of七he　convexi七y　of　Fiゴ（w）．　Moreover，　if

’P　i・”＝｛Xgゴ（r）ゴ，xgi（r＋1）ゴ，…，x　9」（r＋t）ゴ｝，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　4舛（Zgゴ（r）ゴ）＝…＝d舛（Xgゴ（r＋t－1）ゴ）＝0，　t≧1
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Algorithm　C　C
begin
　　S　：＝＝　”’　Z）Z．i（Uik）MI

　　T：＝　OI

　　while　（　S　〈　O　）do　b　egin

　　　T　：＝　T　十　1；

　　　S　：＝　S　十　2（Uig」　（r））M

　　en　d；

　　w：＝・の；

w鴨，皇㌃3／嚇lin

　　　r：＝T十1；
　　　　S：＝S十2＠蝋，））m

　　en　d；

　　w：＝Wu｛Xgゴ（T）ゴ｝；

i確一1）∈W　then　viゴ・一”！ノー1）

　　　　el’se　t　ake　an　arbitrary　element　z　E　VV　and　vij　：＝＝　z；

　　output焼ゴ
end．

The　upPer　b・und・f七he　number・f　iterati・ns　can　be　estimated，・F・r七his　purp・se七he

following　set　is　usefu1：

　　　　　　　　　　　　　Z＝｛y＝（yi，…，yp）ly」E｛xi」，…，x．d｝，　2’＝1，…，p｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
Let　Zc　be　the　Car七esian　product　of　Z：Zc＝Z×Z×＿×Z．　The　number　of　elements　in

Zc　is　denotfed　by　I　ZCI・

　　Now　we　have

Theorem．　For　ahy　E＞Oused　in　FCM，　the：FCM　algori七hm　wi七h（5），（11），　and（12）

for　calcUla七ing　uik　a：nd　CC　for　calculating　vi　termina七es　afむer　a　fini七e　number　of　itera七ions・

The　upper　b　ound　of　the　number　of　iterations　is　given　by　I　ZC　I　十　1．　During　the　iteration，

the　value　of　the　objective　function　is　monotone　nonincreasing：

　　　　　　　　　　　」（u（s），v（s））2J（u（s＋i），v（s））2J（u（s＋i），v（s＋i）），　s＝o，1，2，”．　（14）

The　proof　collsis七s　of　a　few　steps．

9



Lemma　1．

if

The　objective　function　is　monotone　nonincreasing，　i．e．，　（14）　holds．　Moreover，

」（u（s），v（s－1））　＝　」（u（s），v．（s）），

for　some　s　〉．一　1，　then　v（s）　＝　v（s－i）．

　　The　proof　is　s七raightforward，　since

　　　　　　　　　　　　　　　　J（び8＋1），が8））　理丑」（u，　v（8））≦」（び8），v（s））

　　　　　　　　　　　　　　　　　」（U（s），v（8））部…」（σ（8），v）≦」（σ（3），が3－1））・

Moreover　algori七hm　CC　guaran七ees　v（8）　v（8－1）whenever　J（σ（s），v（8））＝」’（σ（8），v（8－1））．

Lemma　2．　The　solution　U（S＋i）　of

J（u（s＋1），　・v（S））　＝　tlEli［｝　J（U’，　・v（S）） （15）

is　unique．　Therefore　if

J（u（s＋1），v（s））　＝　」（u（s），v（s）），

七hen　U（8＋1）＝σ（s）．

　　For七he　proof，　le七〇and　D　be　subse七s　of七he　set　of　integers｛1，2，…，n｝such七ha七〇UD＝

｛1，2，＿，n｝：for　any　k∈0，　xk≠・vi　for　al　i＝1，…，　c；for　any　k∈D，七here　exis七s　some

i∈｛1，．．，c｝such七hat：zh＝tvi．　Then　for　an　arbitrary鈎

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　　　　　　　」（σ；v）＝ΣΣ（嗣milz髭一…ll・＋ΣΣ（Uih）mllzん一姉　　　 （16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1k∈0　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘二1　k∈D

The　objec七ive　function　is　thus　divided　in七〇two　par七s：each　part　can　be　independe＝n七ly

oP七imized　wi七h　respect　to　uik　regardless　of　the　other・For七he丘rs七par七，2Lik　given　by（5）is

七he　unique　optimal　solutio11，　since七he　function　is　stric七1y　convex　wi七h　respect七〇uik（see，

e．g．，　Rockafelar，1970，　p．263）．　For　the　second　part，　we　selec七the　stra七egy（11）and（12）

for　obtaining　the　u．nique　minimizing　solution（cf．　Hathaway，　Bezdek，　Tucker，1987）。
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（Proof　of　the　theorem）　Since　algorithm　CC　outputs　one　of　｛xi，・，．．．，x．，・｝　as　the　2’一th　coor－

dinate　of　vi，　vl・S）　E　Z　and　hence　v（S）　E　ZC．　lf　J（U（s），v（s））　＝　J（u（s），v（s－i）），　v（s）　＝　v（s－i）　by

Lemma　1．　ln　this　case

　　　　」（σ（8＋1），V（‘））一麗丑」（U，・V（8））一鶴」（砺（8－1））一」（ひ（8），が8唱1））一」（σ（・），V（・））

which　meansσ（8＋1）ニσ（8）by　Lemma　2・且ence　llび・＋1）一σ（・）ll＜E　and　FCM・st・ps．

If　v（S）　i71　v（S－i），　then　」（U（S），v（S））　〈　」（U（S），v（S－i））　by　Lemma　1．　ln　this　case　v（’）　7E　v（S－i）

for　all　T　｝）　s．　Assume　the　contrary，　that　there　exists　T　｝ll　s　such　that　v（’）　＝＝　v（S－i）．　Since

七he　value　of　the　objective　function　is　mono七〇ne　nonincreasing，

」（U（s），v（8噂1））＞」’（σ（8），v（8））≧＿≧」’（σ（・），v（・））＝」（び・），が・一1））．

On　the　other　hand，

　　　　　　　　　　　　　　　　　」（U（’），v（S－i））　｝｝r　tl，x｝　」（LT，　v（S－i））　＝：　」（u（s），zr（s－i））．

且e：nce　we　have　a　contradiction．

Thus，　w凪e」（U，　v）is　stri・七ly　m・n・t・n・decreasing，　v（8）visits雌rent　p・int・・f　Z・，

and　when　the　op七imal　value　of　J　is　no七improved，　the　algorithm　stops．　Since　Zc　is　a

finite．　set　ai．　d　except　’when　v（S）　＝＝　v（S－i），　v（S）　cannot　visit　the　same　point　of　ZC　more　than

once．　The雫efore　the　algorithm　terminates　after　a丘nite　number，　i．e．，　at　mos七the　number

of　elements．in　Zc　Plus　one，　of　iterations．　Thus七he七heorem　is　proved．

　　This七heorem　g・uarantees七ermination　of　our　ei　FCM　algorithm　and　the　algorithm　is

reasonable　since　the　value　of　the　objective　function　is　monotone　decreasing．　The　present

theorem　is　the丘rst　resu1七七hat　gives　termina七ioll　of　a：n　el　FCM　algori七hm．　Bobrowski　and

Bezdek　（1991）　show　only　the　convergence　of　a　subprocedure　of　ei　FCM．

4 Numerical　examples

Two　examples　are　considered．　Throughout　these　examples　we　take　the　parameter　m　＝　2，

the　number・f　clus七ers　c－2，　and　the　dimensi・n　p－2・ln　each　example，　a　regi・n．is
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：Figure　1：Two　squares　ABOD　and　E．FGH　with七he　intersection．PBQff　used　for　Example
1．

considered　a：nd　data　poin七s　are　scattered　ove：r　the　region．

　　The　region　in　Example　l　is　as　folows．　Two　squares　ABOD　and．EF（7H　of　uni七size　wi七h

the　in七ersec七ing　square　PBQH　are　considered，　as　shown　in　Figure　1．　The　sq・uare　PBQH

has　edge　leng七hα（0＜α＜1）．　Da七a　poi：n七s　have　been　scat七ere　d　over七he　area　surrounded

by　APEFGQCDA　using　the　uniformly　distributed　random　numbers．　Two　different　cases

of　1，000　data　poin七s（called　Example　1・1　hereafter）and　10，000　da七a　points（ca1ユed　Example

1．2）　are　considered．

　　In　Example　2，　the　region　in　Example　1　is　rotated　by　一450　so　that　the　line　connecting　D，

H，B，　and．F　becomes　horizon七al（Figure　2）．　Two　cases　of．n＝1，000（Example　2。1）and

n・＝10，000（Example　2．2）of　the　randomly　scattered　da七a　are　considered　likewise．

The　ini⑫瓢ue　f・r　the　grade瑠f・r　each　Tk　is　generated　by七he　pseud・rand・m・number

unif・rmly　dis七ributed・ver［0，1］；瑠一1一瑠t・f・rm　a　fuzzy　parti七i・n．　Ten七ri、ls　wi七h

different　initial　grades　U’（o）have　been　carried　ou七for　each　case　of　the七wo　examples．

　　Fuzzy　clust　ers　are七ransformed　in七〇crisp　clusters　using　theα一cu七〇fα＝0．5．　Then，

ameasure　of　misclαssificαtion　is　illtroduced　for　a　quantitative　evaユua七ion　of　the　res・ults．

Namely，　when　a　data　point　that　is　in　the　left　and　lower　side　of　the　broken　line　segment

12



Figure　2：　The　rotated　region　for　Example　2．

PQ　in　Figure　1　is　classified　into　the　same　class　as　the　north　east　cluster，　i．e．，　the　one　to

which　da七a　in七he　area・urr・und・d　by　BPEFσ9B　b・1・ng，七h・f・・mer　data　P・int　i，　call，d

misclassifiedl　ln　the　same　way，　when　a　data　point　that　is　in　the　right　and　upper　side　of　the

br・ken　segment　P（？　in　Figure　1　is　classified　int・the　same　class　as七he　s・uth　wes七clus七er，

i・e・，the・ne　t・which　data　in七he　area　surr・unded　by　HPADOQH　bel・ng，七he　da七a　p・int

is　also　called　misclassified．　The　misclassification　in　Example　2　is　defined　in　the　same　way．

N・tic・e七haf　th・term・f　misclαssification　is　used　f・r　c・nv・nience・f・th，　d，§cripti。n、　it　i，　a

七・n七ative　measure・f　apPr・pria七eness・f・a　classi丘cati・n　used・nly　f・r　these七w・・xamples．

Table・1L4・h・w　th・number・f・uccesses，七h・average　number・f　misclassi丘・d　d拙ta，　the

average　apd　m・Ximum　number・f　itera七i・ns，　and　the　average　CPU七ime（sec）thr・ugh・ut

th・七en七rial・f・・七hree　values・f七h・parameterα・α＝0．1，0．2，0．3　in七he　respec七ive　cases．

Moreover　these　tables　compare　results　by　the　ei　c－means　and　Euclidean　c－means．

　　The　number　eight，　for　example，　of　successes　means　that　eigh七七rials　ou七〇f　the　ten　have

produced　good　results，　while　the　other　two　have　led　to　unacceptable　classifications　of　large

numbers　of　misclassified　data．　The　average　numb　er　of　misclassifications　has　been　calculated

from　the　successfu1　trials：　if　the　eight　trials　are　successful，．the　data　of　the　other　’ 狽翌潤@trials

are　not　used　for　the　calculation．　For　example，　the　numb　er　O．6　in　the　row　for　a　＝　O．1　in
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rdable　1：　The　fit‘”umber　of　successes　out　often　trials，　the　average　number　of　misclassifications，

H．and七he　average／maximum　number　of　iterations，　and　CPU　time（for　one　cycle　of　caユcula七ing

　　a　pair　（v（S），　U（S’i））　in　the　main　loop），　for　a　＝　O．1，　O．2，　O．3　in　Ekample　1．1　（n　＝　1，000）　bY

　　the　ei　and　Euclidean　c－means．

Example　1．1（η＝1，000）by　the乏1　c．means

α SUccesses rniSCIaSSi丘CatiOnS itera七iOnS（aVerage／maX） CPU七ime（sec）
0．1

O．2

O．3

897 0．6

S．4

U．1　　　一

　　　　　　　8．6／10

@　　　　　　9．0／10・　　　　　　10．6／12

0．0751

O．0755

O．0743

Example　1．1（π＝1，000）by　Euclidean　c－means

α successes nユiSclaSSi丘CatiOnS iteratiOnS（aVerage／maX） CPU　time（sec）

0．1

O．2

O．3

10

P0

P0

　　　　1．1

�@3．7
@　　　4．2

11．2／13

P2．8／14

P3．5／16

0．0817

O．0820

O．0820

Table　l　has　been　obtained　from（5十〇十〇十〇十〇十〇十〇十〇）／8，，　which　means七hat　one

trial　has　been　with丘ve　misclass丘ed　data　p’盾奄獅狽刀@and　other　trials　have　been　withou七any

rnisclassifica七ion．

　　The　CPU　time　is　for　one　cycle　of　calculating　a　v（S）　and　a　U（S＋i）　in　the　main　loop　of　FCM．

The七〇tal　CPU　time　needed　until㌻he　termination　is，　for　example，8．6×0．0751望0．6460n

average　for　a　＝＝　O．1　by　ei　c－means　in　Example　1．1．

　　Comparison　of　the　results　by　the　ei　c－means　and　Euclideall　c－means　leads七〇　the　following

observations．

（a）　The　computation　for　one　cycle　by　ei　FCM　is　faster　than　Euclidean　FCM　in　all　12　cases．

（b）The　n’umber　of　i七era七ions　by　ei　FCM　is　less　than七ha七by　Euclidean　FCM　in　every　case．

（c）From（a）and（b），七he　total　computation　by　el　FCM　is　faster　than　Euclidean　FCM　in

all　cases．

（d）Seeing　the　numbers　of　the　misclassifica七ions　bf　the　tota112　cases，　we丘nd七ha七ei　FCM

produces　better　resUl七s　in　four　cases，　while　Euclidean　FCM　is　be七ter　in　the　other　eight
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Table　2：The　number　of　successes　ou七〇f　ten　trials，　the　average　number　of　misclassi丘cations，

and七he　average／maXdmu皿number　of　iterations，　and　CPU七ime　forα＝0．1，0．2，0．3　in

Example　1．2　（n　＝10，　OOO）　by　the　ei　and　Euclidean　c－means．

Example　1．2（π＝10，000）by七he乏1　c。means

α successes Inisclassifications i七era七iOnS（average／maX） CPU　time（sec）
0．1

O．2

O．3

7910
5．4

P0．8

P9．8

10．3／11

P2．1／13

P2．0／13

0，758

O，752

O，755

Example　1．2（π＝10，000）by　Euclidean　c－means

α successes 血sclassifications itera七iOnS（aVerage／maX） CPU　time（sec）
0．1

O．2

O．3

10

P0

P0

3．3

U．0

Q4．4

11・5／14

P2．5／15

P2．9／14

0，813

O，812

O，812

Table　3：The　number　of　successes　ou七〇f　ten　trials，七he　average　number　of　misclassi丘ca七ions，

an．d　the　average／maXimum　number　of　i七era七io　ns，　and　CPU七ime　forα＝0．1，0．2，0．3　in

Example　2．ユ（n＝1，000）by　the　el　and　Euchdean　c－means．

Exa皿ple　2．1（π＝1，000）by　the　ZI　c－means

α successes rniSClaSSifiCatiOnS i七era七iOnS（average／maX） CPU　time（sec）
0．1

O．2

O．3

7910
2．0

Q．0

T．6

6，3／7

U，3／7

V，2／8

0．0796

O．0784

O．0759

Example　2．1（π＝1，000）by　Euclidean　c－means

α successes 111iSCIaSSi丘Catio：nS iteratiOnS（average／maX） CPU　time（sec）
0．1

O．2

O．3

10

P0

P0

1．4

O．1

R．4

12．7／14

P3．5／15

P5．4／18

0．0811

O．0814

O．0812
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　　Table　4：　The　numb　er　of　successes　out　of　ten　trials，　the　average　numb　er　of　misclassifications，

一・@and　the　average／maximum　numb　er　of　iterations，　and　CPU　time　for　a　＝　O．1，　O．2，　O．3　in

　　Example　2．2　（n　＝　10，000）　by　the　ei　and　Euclidean　c－means．

Example　2．2（π＝・10，000）by　the乏1　c－means

α Successes rnisclassifica七ions iteratiOnS（aVerage／maX） CPU　time（sec）

0．1

O．2

O．3

9109 7．0

P2．3

P2．3

7，8／8

W，1／9

W．7／10

0，777

O，773

O，772

Example　2．2（π＝10，000）by　Euclidean　c－means

α successes ：nユisclassifications i七era七iOnS（aVerage／maX） CPU七i：me（sec）

0．1

O．2

O．3

10

P0

P0

4．6

P7．6

Q6．0

12．6／14

P3．7／15

P4．9／18

0，807

O，809

O，811

cases．

（e）Seeing　the　number　of　successes　for　al　120　trials，　we　observe七ha七el　FCM　has　failed　16

七imes，　while　Euclidean．　FCM　has　succeeded　in　a皿trials．

　　To　summarize　the　above　resUlts，　we　find七hat七he　ei　c－mea：ns　is　fas七er七han　Euclidean

c．means．　However，　the　ZI　me七hod　has　some七imes　failed　to　produce　an　appropria七e　resul七．

As　to　the　misclassifica七ions，　Euclidean：FCM　is　a　li七tle　be七ter，　bu七七here　is　Ilo　remarkable

difference　between　the　two　methods．

　　We　have　analyzed　the　16　cases　of　the　failure　of　the　e1　methQd，　and　found七ha七in　14　cases

七he　itera七ion　stoPPed　at　s＝1，　i．e．，　aft　er（v（1），U（2））had　been　calculated．　For七he　o七her　two

cases，　o：ne　stopped　at　s・＝2；the　o七her　at　s＝3．　Thus，　the　failure七〇produce　an　appropria七e

result　occurred　when　the　iteration　terminated　too　early．　A　simple　technique　for　improving

the　algorithm　is　to　incorporate　an　empirical　rule　in七〇the　el　algori七hm，　whereby　if　an

early　termination　is　detected，　the　calculation　starts　again　with　renewed　initial　memb　ership

vaユues．

　　This　failure　has　Ilo七been　caused　by　algori七hm　CC，　since七he　calcUla七ion　by　CC　aユways
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produces七he　optimaユsolution　for　the　clus七er　center　wi七hou七any　apProximatio11．　In　o七her

words，　one　cannot　theoreticany　expect　a　bet七er　resu1七by　replacing　CC　by　any　o七her　proce－

dure　for　calcUla七ing　the　cluster　centers．（This　does　not　mean，　however，七ha七we　are　unable

to　improve　the　algori七hm　by　using　heuris七ic　orα4ゐoc　rules．）

5 C　o　nclusio　ns

v

We　have　derived　a　simple　me七hod　of　calcula七ing　cluster　cen七ers　in　the　ei　fuzzy　c－means

algorithm．　The　computational　compleXity　of　the　present　method　has　been　show：n’七〇be

optimal．　A　theorem　of　termination　for　the　whole　iterative　procedure　of　ei　FCM　has　been

proved　for　a　modi丘ca七ion　of　this　algorithm．　We　have　tested　the　present　algori七hm　using　a

large　number　of　data　points．　Comp・uta七ion七ime　is　su伍ciently　sma皿alld　the　classification

resUl七s　are　satisfac七〇ry．

　　We　asser七七ha七　the　present　algorithm　is　superior　to七he　foregoing　ones（Bobrowski　and

Bezdek，　1991；　Jajuga，　1991）　due　to　the　following　reasons：

（i）The　present　aユgorithm　gives　an　exact　solu七ion，　i．e．，　no　approxima七ion　or　iteration　is

used，　whereas　iterative　procedures　have　been　used　in　the　foregoing　studies．

（li）The　algori七hm　always　produces　the　oP七ima1　solution　for七he　clus七er　cen七er．

（五i）The　computa七ionaユcompleXity　is　optima1，　while　it　is　di伍cul七to　estimate　the　complexi七y

of　the　other　algorithms．

　　Numerical　resUlts　have　shown　that　the　ei　method　has　been　fas七er七han　Euclidean　FCM．

There　has　been　no　grea七difference　between七hese七wo　me七hods　with　respec七七〇the　mis－

classi丘cations．　The　major　drawback　of　the　ZI　method　is七hat　sometimes　i七has　faile　d　to

give　an　appropriate　result．　The　method　requires　to　be　improved　by　incorporating　empirical

rules　to　avoid　an　early七ermination．　AIlyway，　however，　the　examples　have　show：n七hat七he

present　ei　algorithm　can　comp　ete　with　Euclidean　c－means，．

　　Possible　future　studies　include　theore七ic　a1　i：nvestigations　such　as　improvement　of七ermina一
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七ion　of　an　el　FCM　algorithm・Sma皿modifica七iolls　of　CC　migh七1ead七〇abetter七heore七ical

resu1七，　and　strategies　other七ha11（11）and（12）may　be　adop七ed．　It　seems　di伍cUl七七〇improve

grea七1y　algorithm　CC，　since　the　complexi七y　is　bp七ima1．

　　The　present　termination　theorem　is　superior　to　that　in　standard　fuzzy　c－means　in　the

sense　that　an　upper　bound　on　the　number　of　iterations　is　estimated　for　ei　FCM，　while　it

is　possible　that　only　a　subsequence　converges　and　the　whole　sequence　does　not　converge　in

七he　inner　product　case．・

　　The　present　method　of　proving　termination　of　an　algorithm　can　be　applied　to　fuzzy　c－

means　based　on　other　distances．　The：key　issues　are七he　finiteness　of七he　se七〇f　possi『ble

cluster　centers（Bezdek，　Bobrowski，1990）and　the・uniqueness　of七he　grades．

　　Thus，　we　have　show：n　tha七ei　FCM　is　a　practical　me七hod．　Problems　in　real　apPlications

should　therefore　be　studied　using　this　method．
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