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Abstract．

　　　We　consider　the　multiclass　M／G／1　queues　with　random　feedback．　Each　customer　belongs　to

one　of　the　several　priority　classes，　and　the　customers　of　each　class　arrive　at　a．　station　in　a　Poisson．．

process　from　outside　the　system．　The　service　time　distribution　for　each　class　is　arbitrary．　After

receiving　a　service，　a　customer　at　station　i　either　departs　from　the　system　with　probability　pio，

or　feeds　back　to　the　system　and　proceeds　tb　station　k　with　probability　pik　（i，k　＝　1，．．．，」）．　We

consider　preemptive　scheduling　algorithms　where　every　service　discipline　at　every　station　is　either

FCFS　and　preemptive　LCFS．　We　first　formulate　system　performance　measures　as　the　cost　functions

of　the　system　state．　They　include　the　mean　sojourn　times　of　customers　arriving　at　every　station．

We　consider　the　system　at　arbitrary　states　to　obtain　explicit　formulae　of　these　cost　functions　and

then　derive　their　steady　state　values．

　　　Key　words．　Multiclass　M／G／1　queues，　feedbacks　of　customers，　mean　sojourn　ti．mes，　scheduling

algorithms　and　Little’s　formula．

1．　lntroduction．

　　　Single　server　queueing　systems　with　feedback　are　useful　to　modeling　multiprograming　systems

and　manufacturing　systems．　ln　computer　systems　customers　（tasks）　that　are　scheduled　for　resources

may　be　have　to　come　back　several　times　for　additional　service　［1］．

　　　Disney　［3］　and　Disney　et　al．　［4］　have　been　concerned　with　sojourn　times　in　M／G／1　queues　with

instantaneous，　Bernoulli　feedback．　Van　den　Berg　et　aJ．　［1］　considered　the　system　in　which　each

customer　requires　AI　services．　Fed　back　customers　return　instantaneously，　joining　the　end　of　the

queue．　They　derived　the　set　of　linear　equations　in　order　that　the　mean　sojourn　times　per　visit　can

be　explicitly　solved．　Simon　［18］　considered　the　system’with　c　types　of　customers　and　m　levels　of

priority．　Class　］’　customers　may　require　service　IV（2’）　times．　The　kth　time　a　class　2’　customer　enters

the　queue　it　is　assigned　priority　level　f（／’，　k）．　He　obtained　the　set　of　linear　equations　for　the　mean

waiting　times．　Doshi　and　Kaufman　［5］　studied　the　sojourn　time　of　a　tagged　customer　who　has

just　completed　his　mth　pass　in　an　M／G／1　queue　with　Bernoulli　feedback．　They　also　considered　the

model　with　multiple　customer　classes．　Recently，　Epema　［6］　has　investigated　the　general　single　server

（M／G／1）　time－sharing　model　with　multiple　queues　and　customer　classes，　priorities　and　feedback．

Customers　are　served　in　passes，　receiving　a　complete　quantum　of　service　on　every　pass，　or　their

rema，ining　service　demand，　whichever　is　the　lesser．　lf　a　customer　completes　his　service　demand

during　the　pass，　it　leaves　the　system．　He　derived　a　set　of　linear　equations　in　the　mean　waiting

times　of　the　customer　passes　for　a・11　classes　and　queues．　The　priority　queues　are　well　investigated

in　［8，　10，　19，　23］．　For　further　related　topics　in　the　field，　see　［11，　15］．

　　　We　formulate　system　performance　measures　as　the　cost　functions　of　system　states．　we　first

consider　the　system　in　arbitrary　states　in　order　to　derive　explicit　formulae　of　the　cost　functions．
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Then　we　consider　the　system　under　steady　states．　ln　Section　2．　we　describe　our　model　in　detail，

and　introduce　notation　and　system　states　for　given　system　parameters．　Then　we　define　a　set

of　cost　functions　that　represent　the　system　performances　such　as　the　mean　sojoum　times　and

the　expected　values　of　cumulative　works．　Sets　of　equations　satisfied　by　these　cost　functions　are

derived．　These　quantities　are　closely　related　to　busy　periods　of　the　system．　Hence　we　analyze　busy

periods　in　Section　3．．　Section　4．　is　devoted　to　derive　explicit　formulae　of　two　cost　functions．　We

derive　quantities　with　regard　to　transitions　of　states　in　Sections　5．．　ln　Section　6．　the　sets　of　the

equations　are　solved　to　derive　explicit　formulae　of　the　two　objective　cost　functions　at　arbitrary

states．　Uniqueness　of　the　cost　functions　is　established　in　Section　7．．　Finally，　in　Section　8．　we

evaluate　steady　state　values　of　the　cost　functions　by　the　generalized’Little’s　formula　（H　＝　AG）　and

PASTA　（Poisson　arrivals　see　time　averages）　property．

2．　Model　and　Notation．

　　　We　consider　a　multiclass　priority　queueing　system　with　random　feedbak．　Let　there　be　」　classes

of　customers　indexed　as　1，2，．．．，」．　Customers　arrive　at　station　i　from　outside　．the　system　according

to　a　Poisson　process　｛Ai（t）：t　＞m　O｝　with　rate　Ai　（i　＝　1，．．．，」）．　Let　A2＋・　＝　£1・＝i　Ai　and　A　＝　AS．　A

customer　at　station　i　is　called　a　elass　i　eustomer．　Service　times　Si　of　class　i　customers　are　arbitrarily

distributed．　Customers　in　the　system　are　served　by　a　single　server，according　to　a　predetermined

8cんe伽伽g吻orithm．　After　a　class　i　customer　completes　a　service，　he　either　departs　from　the

＄ystem　with　probability　pio，　or　feeds　back　to　the　system　and　proceeds　to　station　］’　with　probability

P盛ゴ（i，ゴ＝1，＿，」）．恥rc・nv・ni・nce，1・t　p・ゴ＝0（ゴ＝1，…，」）・L・t　pl≡（P盛ゴ・i，ゴ＝1，…，1）

be　the　feedback　probability　matrix　（1　＝　1，．．．，」）．　The　arrival　processes，　the　service　times　and　the

feedback　processes　are　assumed　to　be　independent　pf　each　other．

　　　Let　v　denote　a　current　work，　that　is，　a　customer　will　receive　v　seconds　of　service　potentially　at

the　currently　entered　station　on　the　visit　（or，　his　current　remaining　service　time　at　the　station）．

The　customer　departs　from　the　system　or　feeds　back　to　the　system　after　receiving　v　seconds　of　his

service．　Let　Ti」・（v）　be　the　total　amount　of　service　times　of　a　customer　who　is　currently　at　station

i　with　his　current　work　v　receives　until　he　departs　from　the　system　or　leaves　for　one　of　stations

2’　十　1，．．．，」　for　the　first　time　（i，2’　＝　1，．．．，」）．　Note　that，　even　if　i　〉　2’，　it　is　assumed　that　he

receives　at　least　service　v．　The　expected　values　of　Ti2’（v）　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　ゴ

E［Ti，・（v）］　＝＝　v　＋　2　piiE［Ti」（Si）］，

　　　　　　　　　　　　　　1＝1

i，1’　一r一　1，…，」・ （2．1）

．Specifica皿y，　if　we　let（ηゴ≡…銑ゴ（Si），　then

　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

珂Tiゴ］＝耶i］＋］z）　PiiE［Tlゴ］，

　　　　　　　　　　　　　　1＝1

So　we　can　obtain　their　solutions　in　a　vector　form　if　（I

the　following　manner：

ρま≡

ρ才≡

o，

　」

Σ三園，
i＝　1

i，2’　＝　1，．．．，」． （2．2）

一　Po・）一”i　exists．　We　define　intensities　p」＋・　in

ゴ＝1，＿，」．

Then　we　make　the　following　assumption：

Assumption　2．．

1．　PnJ　一〇 as　n一　oo．
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2．　p±　〈　1．
口

The　first　assumption　is　a　sufficient　condition　for　existence　of　（1　一　P．i）一i　for　1・　一一一　1，．．．，」．　Since　pS

is　the　traflic　intensity　of　the　system，　the　second　assumption　is　the　usual　condition．

　　　Let　7Z，7Z＋，Z＋　be　respectively　a　set　of　real　numbers，　a　set　of　nonnegative　real　numbers，　and　a

set　of　nonnegative　integers．　Number　of　class　i　customers　in　the　system　is　denoted　by　ni　and　their

J－tuple　is　denoted　by　n　＝　（ni，．．．，nJ）”E　Z4．　Customers　in　each　station　are　queued　in　the　order　of

their　last　arrivals　to　the　station．　Let　vik　be　a　current　work　of　a　class　i　customer　in　kth　position　of

its　queue　（i　＝　1，．．．，」　and　k　＝　1，．．．ni）．　Number　of　class　i　customers　in　the　system　at　time　t　is

denoted　by　n：（t）　and　their　」一tuple　is　denoted　by　nr（t）　＝　（nl（t），．．．，nV（t））．　Let　vik（t）　be　a　current

work　of　a　class　i　customer　in　kth　position　of　its　queue　at　time　t　（i　＝　1，．．．，」　and　k　＝　1，．．．，n；・　（t））．

All　processes　｛vik（t）：t　〉一　O｝　（i　＝＝　1，．．，，」　and　k　＝：　1，．．．，n；・（t））　and　all　processes　｛n；・（t）　：t　2　O｝

（i　＝　1，．．．，」）　are　right　continuous　with　left－hand　limits．

　　　We　a，ssume　that　the　classes　of　customers　are　priority　cla，sses　such　that　class　i　has　priority　over

class　／’　if　i　〈　i　Customers　are　served　preferentially　served　in　order　of　priority．　lf　a　customer　of

high　priority　arrives　when　a　customer　of　lower　priority　is　being　served，　the　server　interrupts　the

current　service　and　immediately　starts　to　serve　the　customer　of　high　priority．　The　preempted　service

for　the　customer　of　lower　priority　is　commenced　again　from　the　point　where　it　was　interrupted．

The　service　discipline　at　each　station　is　either　FCFS　or　preemptive　LCFS（PR－LCFS）．　Station　i

with　FCFS　discipline　serves　customers　according　to　first　come　first　served　basis　if　no　customers

are　in　stations　1，．．．，i一　1．　Station　i　with　PR－LCFS　discipline　serves　customers　according　to

preemptive　resume　last　come　first　served　basis　if　no　customers　are　in　stations　1，．．．，i　一　1．　We

consider　scheduling　algorithms　that　are　work－conserving：　sums　of　remaining　service　times　of　all
，u，t。m。・・at　any　tim・オ≧0（Σ詮1Σ建（f）Ti」（蝋オ））・w・・k－in－sy・t・m；W・1仔［21］）a・e　th・・am・f・・

all　scheduling　algorithms　considered，　and　t．he　server　is　not　idle　whenever　there　is　a　customer　in　the

system（non－idling）．（We　distinguish　a　ter血curre　ntωo娩from　a　termωork，　where　we　use　work

to　denote　total　amount　of　remaining　service　times　of　customers　in　the　system　that　will　be　received

until　they　depart　from　the　system．）

　　　Let　us　assume　that　customers　are　numbered　in　the　order　of　their　arrivals　from　outside　the

system　and　that　the　system　is　operated　under　a　fixed　scheduling　algorithm．　Let　us　consider　an　eth

customer　arrives　from　outside　the　system　at　one　of　the　stations　at　some　epoch　a8　（e　＝　1，2，．．．）．

Let　Me　be　the　number　of　his　visits　to　the　stations　from　his　arrival　at　time　a8　until　his　departure

from　the　system．　Then　let　a£　be　a　time　epoch　just　when　he　would　arrive　at　one　of　the　stations

after　completing　his　kth　service　（k　＝　1，2，．．．，MP’）．　For　convenience，　a£　＝＝　aM．　for　k　〉　Me．

We　must　specify　informations　of　the　system　in　order　to　operate　it　according　to　a　predetermined

・ch・duling　alg・・ithm・毛・t　l伽（t）＝（蝋オ），σδ，…，σ毎（・），・。，…）∈π＋×（π＋U｛・・｝）oo　b・an

information　vector　of　a　class　i　customer　in　mth　position　of　its　queue　where　IVfi（t）　is　the　number

of　his　feedbacks　up　to　time　t　（aZ　i　oo　for　k　〉　7Vfi（t）　in　the　information　vector）．　lf　there　is　not

a　class　i　customer　in　mth　position　of　its　queue　at　time　t，　let　lim（t）　＝　（O，oo，．．．）．　The　customer

list　is　a　set　of　these　information　vectors　such　that　L（t）　＝　（li．（t）　：i　＝　1，．．．，」　and　m　＝　1，2，．．．）．

Let　us　consider　transition　epochs　of　these　processes　consist　of　customer　arrival　epochs　and　service

completion　epochs．　Then　let　X（t）　denote　a　station　where　a　customer　arrives　at　the　last　transition

epoch　before　t　（t　2　O）．　X（t）　is　right　continuous　with　left－hand　limits　and　X（t）　＝　O　if　a　customer

departs　from　the　system　at　the　last　transition　epoch　before　t．　Let　ni（t）　E　n；（t）　for　all　t　）　O

（i　＝　1，．．．，，」）　except　for　transition　epochs　T　of　custoiners　at　which　ni（7’）　E1　n；・（7）　（i　7E　X（T））　and

nx（7）（T）　ii1　nk（．）（T）　一　1・　Hence　｛ni（t）　：t　2　O｝　denotes　the　number　of　customers　in　station　i　just

prior　to　arrivals　of　customers．　Let　n（t）　iii　（ni（t），．．．，nJ（t））．　Further　let　v（t）　＝　（vi（t），．．．，vJ（t））

d。n。t。，　th。　vect。，。f　t。オα1αm・翻・f・current　w・・k・vi（t）≡Σ離！蝋オ）at　tim・オ（i＝1，＿，」）．

Then　we　define　the　stochastic　process　2　＝　｛Y（t）　＝　（X（t），v（t），n（t），L（t））　：t　〉一　0｝　that　represents

an　evolution　of　the　system．　For　any　scheduling　algorithm　defined　above，　9　embeds　a　Markov
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process　with　a　stationary　transition　probability　whose　transition　epochs　consist　of　customer　arrival

epochs　and　service　completion　epochs．　Possible　values　of　Y（t）　（t　〉一　0）　are　called　states．　The　state

space　of　g　is　denoted　by　8．

　　　We　would　like　to　derive　two　types　of　cost　functions　defined　below．　First　type　of’the　cost　functions

represents　the　mean　sojourn　times　of　customers．　We　define

嚇）≡｛1溜：；1：こ：1：個計ts黙訟t謙ttim，オ， （2．3）

for　t　〉一　O，　1’　＝　1，．．．，」　and　e　＝　1，2，．．．．　Then　we　define

鴎（Y，・，1）≡E
mが㈱dtlY（σ£）一Yレー・，…，」，

（2．4）

where　Y＝（i，v，　n，L）∈ε，」＝0，1，．．．and　e＝1，2，．．．．レ巧（Y，e，りdenotes　the　mean　80ゴourn　time

of　an　eth　customer　spent　at　station　2’　after　time　ate　given　that　the　system　is　in　state　Y　at　that　time．

Trivially，　ltV」（Y，e，1）　iii　O　for　Y　＝　（O，v，　n，L）　E　8．　Let　us　consider　an　eth　customer　is　in　station

i　at　time　ale．　His　initial　stay　denotes　a　period　from　time　aie　until　he　completes　his　first　service　at

station　i．　The　length　of　his　in’itial　stay　is　called　the　initial　sojourn　time．　Then　we　define

W」（Y，e，1）　E　E［f．1．f’iC｛lv」（t）dtiY（aie）＝Y］，
2’　＝　1，．．．，」， （2．5）

where　Y　＝　（i，v，n，L）　E　S，1　＝　O，1，．．．　and　e　＝　1，2，．．．．　W」（Y，e，1）　denotes　the　mean　initial

sojourn　time　of　an　eth　customer　spent　at　station　o’　during　his　initial　stay　after　time　aie　given　that

th・・y・t・m　i・in・tat・Yat　that　tim・・T・ivially鍔1（Y，・，Z）≡Of・・Y＝（，v，n，五）幽∈εand

i　i　o’．　Then　the　mean　sojourn　time　W2・（・）　of　an　eth　customer　spent　at　station　o’　（］’　＝　1，．．．，」）

is　decomposed　into　two　parts：　the　mean　initial　sojourn　time　and　the　mean　sojourn　time　after　his

initial　stay　at　station　i．　We　mathematically　express　the　fact　as　follows：

W」（Y，・，り＝鰐（Y，・，1）＋E［W」（Y（σ9＋、），・，」＋1）ly（σ7）＝Y］， （2．6）

for　Y　＝　（i，v，n，L）　E　8，1＝　O，1，．．．　and　e　＝　1，2，．．．　（2’　＝　1，．．．，．T）．　Of　course，　every　scheduling

algorithm　has　its　own　cost　functions．

　　　Second　type　of　the　cost　functions　represents　the　expected　cumulative　current　works　of　customers．

Let　C＆・（t）　be　a　current　zvork　at　．tirpe　t　gf　an　eth　custom．er一．at．sPatiop　i“一FoT　example，　if　be　enters

stationVQ’　at　epoch　ale，　then　C＆」・（ale）　＝　S」・．　The　value　of　C＆o一（t）　gradually　decreases　as　the　server

serves　him．　lf　he　completes　his　current　work　at　epoch　ule {i，　then　C＆2・（aie＋i一）　＝　O．　lf　he　again

enters　station　2’　at　aie，　）　ale＋i，then　C＆2・（aiet）　＝　S」・．　The　value　of　C＆2・（t）　gradually　decreases　until

the　server　completes　his　current　work　at　epoch　ale，＋i．　Then，　C＆」（af，＋i一一）　＝＝　O　and　so　forth．　Then

we　define

σゴ（Y，・，り≡E
m窟・＆ゴ（のdtlY（σ7）一Yレー・，…，」，

（2．7）

where　Y　＝　（i，v，n，L）　E　S，1＝　O，1，．．．　and　e　＝　1，2，．．．．　G2・（Y，e，1）　denotes　the　expected　value　of

the　cumulative　curTent　zvork　of　an　eth　customer，　who　arrives　at　station　i　at　aie　just　when　the　system

is　in　state　Y　＝　（i，v，n，L）　E　S，　accumulated　during　he　stays　at　station　］’　until　he　departs　from　the

system．　Trivially，　Gj（Y，e，1）　E　O　for　Y　＝　（O，v，n，L）　E　8．　Further，　we　define

G；・（Y，e，1）　：一＝　E［f．1．f’iC＆」（t）dtlY（aie）＝Y］，

ゴ＝1，．．．，」， （2．8）
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where　Y　＝　（i，v，　n，L）　E　8，1＝　O，1，．．．　and　e＝　1，2，．．．．　G」i・（Y，e，1）　denotes　the　expected　value　of

the　initial　cumulative　current　work　of　an　eth　customer，　who　arrives　at　station　i　at　time　aie　just　when

the　system　is　in　state　Y＝（i，v，n，五），　accumulated　during　his　initial　stay　at　the　station．　Trivially，

G；（Y，e，1）　iii　O　for　Y　＝　（i，　v，　n，L）　E　8　and　i　1　1’．　Then　the　expected　cumulative　current　work

G」・（・）　of　an　eth　customer　accumulated　at　station　］’　（1’　＝　1，．．．，」）　is　decomposed　into　two　parts：　the

expected　initial　cumulative　currnet　work　and　the　expected　cumulative　current　work　after　his　initial

stay　at　station　i．　We　mathematically　express　the　fact　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　G」（Y，e，1）　＝　G，i・（Y，e，1）＋E［G，’（Y（aie．，），e，1＋1）IY（af）＝Y］，　（2．9）

for’　Y　＝　（i，v，n，L）　E　S，1＝　O，1，．．．　and　e　＝＝　1，2，．．．　（2’　一一　1，．．．，」）．　Of　course，　every　scheduling

algorithm　has　its　own　cost　functions．

　　　After　stating　some　assumptions，　we　will　explicitly　solve　equations　（2．6）　and　（2．9）　in　Section　6．．

3． Busy　periods　of　the　system．

　　　The　quantities　defined　in　the　last　section　are　shown　to　be　closely　related　to　busy　periods．　Let－

B・7　be　the　first　time　until　the　system　is　cleared　of　customers　frorp　classes　1　through　2’　（1’　＝　1，．．．，」）．

Let

昨｛蹴鵬駕艦要：細細瓢舗里s鰍sses （3．1）

For　notational　convenience，　let　BO（v）　i　v．　According　to　usual　queueing　parlances，　B」　is　called　a

bu，sy　period　composed　of　customers　from　classes　1　through　2’ C　and　B」（v）　is　called　an　Exceptional

First　Service　Busy　Period　（EFSBP）　composed　of　customers　from　classes　1　through　i　We　will　call

B2　and　B」（v）　simply　a　class　／’　busy　period　and　a　class　］’　busy　period　initiated　with　exceptional　service

v，　respectively．　Their　expected　values　are　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十

珂B3］＝
　　　　　　　λ才（1一ρ．才）ラ

ρゴ

　　　　r．　．一　’V
E［B2（v）］　＝
　　　　　　　　　　1一ρプ

ゴ＝1，．。．，」，

ゴ＝1，＿，」．

（3．2）

（3．3）

Let　Y　＝　（i，v，　n，L）　E　S　be　a　state　of　the　system　at　some　transition　epoch　of　9．　We　now　consider

any　set　of　customers　currently　in　the　system　and　denote　it　by　C　＝　C（Y）．　For　example，　if　a　class

／’　customer　in　kth　position　of　its　queue　belongs　to　the　set，　we　express　it　as　（1’，　k）　E　C．　A　set　of

customers　who　are　initially　in　the　system　and　are　not　in　e　when　the　system　is　in　state　Y　is　denoted

by　cc　＝　CC（Y；e）．　We　then　define

Bo（y；e）　11

Bフ（Y；C）≡

the　first　time　at　which　current　works　of　the　customers　in　e

have　been　completed，　given　that　the　system　is　initially　in

state　Y　E　S　at　some　transition　epoch；　7’　＝　1，．．．，」．

the　first　time　at　which　all　current　works　of　the　customers

in　e　have　been　completed　and　the　system　is　cleared　of

customers　from　classes　1　through　2’ C　except　for　the　customers

in　eC，　given　that　the　system　is　initially　in　state　Y　E　S

at　some　transition　epoch；　2’　一一　1，．．．，」．

We　will　call　BO（Y；C）　a　class　2’

given　by　the　usual　method　［21］

（3．4）

（3．5）

busy　period　initiated　with　｛Y；C｝．　Then　their　expected　values　are

E［BO（Y；の｝＝ 2　vk，，

（k，1）EC

（3．6）
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　　　　　　　　　　　　　　　Σ（k，り∈c珂Thゴ（”刷

E［B2（Y；e）］　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，ゴ＝1，．．．，」．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一ρ才

（3．7）

　　　Remark．　ln　order　to　obtain　the　above　expressions　for　any　］’　（2’　一一一　1，．．．，J），　any　system　state

Y∈εand　any　set　C＝C（Y）of　customers　initia皿y　in　the　system，　we　consider　a　scheduling　algorithm

where　all　customers　from　classes　1　through　2’　and　all　customers　in　e　are　served　nonpreemptively　in

an　LCFS　order　until　they　depart　from　the　system　or　leave　for　one　of　stations　2’　十　1，．．．，」　and　where

customers　from　classes　o’　十　1　through　」，　except　for　the　customers　in　e，　can　be　served　only　when

there　is　not　any　customer　from　classes　1　through　1’　in　the　system．　Although　this　does　not　belong

to　the　class　of　scheduling　algorithms　defined　in　this　section，　busy　periods．B3（Y；のof　the　syst6m

with　the　scheduling　algorithm　are　equivalent　to　those　of　the　system　with　any　scheduling　algorithm

in　the　class．

　　　：Let　Y＝（i，v，n，五）∈εbe　any　state　of　the　system　at　some　transition　epoch　of　the　pro．cess　g

and　let　e　＝　e（Y）　be　any　subset　of　customers　initially　in　the　system．　Let　Vt2（Y；e）　and　IVI（Y；e）

（O　S　1’　〈　t　S　J）　be，　respectively，　the　total　amount　of　current　works　and　the　number　of　customers

at　station　1　at　a　completion　epoch　of　B」（Y；e）．　Hence，　by　considering　the　scheduling　algorithm

introduced　in　the　above　remark，　it　can　be　shown　that　these　random　variables　are　respectively　sums

of　random　variables：

嘱（Vkm）

喝（Vkm）

the　total　amount　of　current　works　of　customers　at　station　l

at　a　completion　epoch　of　B2　initiated　with　an　exceptional

service　Tk」・（vk．）　of　a　class　k　customer；　（k’，m）　E　e，

the　number　of　customers　at　station　1　at　a　completion　epoch

of　Bj　initiated　with　an　exceptional　service　Tk」・（vk．）　of

a　class　k’　customer；　（k，m）　G　e，

（3．8）

（3．9）

（O　S　2’　〈　1　S　」），　which　are　generated　during　sub－busy　periods　that　compose　B」（Y；e）．

h　ave

Then　we

E［V，2（Y；e）］

珂ノVノ（Y；C）］

＝Σ”lm＋ΣE［喝＠たm）］，
　　　mE｛m：（1，m）¢C｝　（k，m）Ee

＝　Σ　1＋Σ珂硯」（”km）］，
　　　mE｛m：（1，m）¢C｝　（k，m）EC

（3．10）

（3．11）

where　O　S　1’　〈lS　」．　An　empty　sum，　which　often　occurs　at　2’　一一一　O，　is　defined　to　be　O　from　now　on．

：Let喝≡喝（Sk）and／Vjlz≡Nli（Sk）．　Then　by　conditioning　on　the　completion　epoch　of　current

work　v，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

二品＠）｝＝λ画Sl］＋Σλづ”E［嘲＋PktE岡＋Σ　Pki　E［嘲，　k＝1，…，」，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一1　i＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　ゴ

E［AiZ，（v）］　＝＝　Aiv＋2AivE［．ZV£・，］＋pki＋2pkiE［．ZV£・i］，　k＝1，．．．，」，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　i＝1

（3．12）

（3．13）

where　O　S　］’　〈　1　S　」．　ln　（3．12），　the　first　term　denotes　amounts　of　current　works　that　are　brought

by　customers　arrived　at　station　1　during　v，　the　second　term　denotes　amounts　of　current　works　that

are　brought　during　class　2・　busy　periods　initiated　by　customers　arrived　at　station　i　during　v，　the

third　term　denotes　a　current　work　that　is　brought　by　the　initial　customer　with　current　work　v　by

his　feedback　into　station　1，　and　the　fourth　term　denotes　amounts　of　current　works　that　are　brought
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during　a　class　7’　busy　period　initiated　by　the　initial　customer　feeds　back　into　station　i．　Each　term

of（3．13）has　the　similar　meanings．：Further，珂V，2i］and珂N£i］satisfy　the　following　equations：

　　　　　　珂嘲一E圓｛　　　　　　ゴλIE囲＋Σλぎ珂嘲　　　　　i＝：1｝　耶」］＋シ奄耶い一1，…，あ（3・14）

珂Nli］一恥｝｛λ汁1．，　AiE［幽汁書P論い一1，…，あ（3・15）

where　1　S　」’　〈　1　S　」．　These　equations　are　easily　solved　by　the　usual　techniques　in　vector　forms

under　Assumption　2．．　We　now　define　the　following　constants：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　召≡λ1珂Si｝＋Σλ乞珂嘲＝ξ1珂Si］，　　　　　　（3．16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　弩

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鵡…Pkl・E囲＋ΣP祠塀］＝X個5」］，　　　　（3．17）一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξf≡λ汁Σλ乞E圃，　　　　　　　　　　（3．18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　XOki　E　Pki＋］ZI）PkiE［Nii］，　（3．19）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一・一1

where　O≦ゴ〈1≦Jand　k＝1；＿，」．　Fbr　convenience，　letξ1≡Oa，nd：媛」≡Oforゴ≧1．珂・Vyi｝

and　E［IV／・1’
n　are　the　solutions　of　equations　（3．14）　and　（3．15）．

　　　Let　ViO（v）　and　ATI（v）　（O　m〈　2’　〈　1　一く　」）　be，　respectively，　the　total　amount　of　current　works　and　the

number　of　customers　at　station　1　at　a　completion　epoch　of　B」（v）．　lt　is　assumed　for　these　variables

that　the　initial　customer　with　his　current　work　v　is　ignored　from　temporary　considerations　after

receiving　his　service　v　as　if　it　was　rejected　from　the　system．　This　is　because　it　is　convenient　to

consider　states　of　the　system　just　prior　to　his　feedback　arrivals．　Then　we　can　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［巧y＠）］＝λ圃Sl］＋Σλゴ副嘲＝婿，　　　・（3．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ブ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瑠（の］一λi”＋Σλ蝋画］，一・ξ1．　　　　（3．21）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　These　results　are　summarized　in　the　next　lemma．

　　　Lemma　1．　Consider　the　multiclass　M／G／1　system　with　feedback　defined　in　Section　2．．　Let

Y　＝　（i，　v，n，L）　E　8　be　any　state　at　any　transition　epoch　of　the　process　2　and　let　C　＝　e（Y）　be　an

arbitrary　set　of　customers　initially　in　the　system．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　湘Y；の］一　Σ婦Σ｛”鳶謂＋se’Zi｝，　　（3・22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mE｛m：（1，m）¢C｝　（k，m）Ee

　　　　　　　　　　　　　　　E［．lvl’（Y；C）］＝　2　1＋2｛vk．6r’＋x2k’t｝，　（3．23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mE｛m：（1，m）¢C｝　（k，m）EC

　　　　　　　　　　　　　　　　　珂巧y（”）］＝”召，　　　　　　　　　　　　（3．24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　五7［1Vタ（v）］　　＝　　vξノ，　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．25）
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where　］’　一一一　O，1，．．．，」　and　1　＝　1，．．．，」．　The　constants　ef’ Cx」
求f

P　and　g7，YOkl　are　given　by　（3．16）一（3．19）．

口

These　results　are　used　to　obtain　expected　values　of　system　states　after　every　initial　stay　of　a　tagged

customer．

4． Initial　cost　functions．

　　　In　this　secti・n　w・d・・iv・th・initial…t釦n・ti・n・鰐（・）andσ1（・）・f　an　e君ん・u・t・m・・（ゴ＝

1，．．．，」）．　Since　every　scheduling　algorithm　has　its　own　cost　functions，　we　consider　them　individually

for　the　stations　with　two　specific　service　disciplines：

FCFS　disciplines．
　　　We　first　derive　them　for　an　eth　customer　arrived　at　station　i　with　an　FCFS　discipline　（i　一一　1，．．．，J

and　e　＝　1，2，．．．）．　We　distinguish　the　station　with　the　FCFS　discipline　by　a　superscript　F．　”Let

Y（aie）　＝　Y’＝　（i，v，n，L）　E　8　be　any　state　of　the　system　at　aie　（1　＝＝　O，1，．．．）：　The　set　．C，F　of

cuSt6iners　is　coniposed　of　customers　from　classes　1　through　i　（except　for　the　eth　customer）　who

are　in　the　system　at　time　ale．　The　initial　sojourn　time　of　the　class　i　customer　is　composed　of　4

、lass　i一　1　bu・y　p・・i・d　initiat・d　with｛Y；の，　and　a・lass　i－1bu・y　p・・i・d　initiat・d　with　the　eオん

customer’s　service　Si，　regardless　of　the　disciplines　adopted　by　stations　1，．．．，i　一　1．　Hence，

鰐（Y，・，1）一｛8［B’一1（Y；cf）＋B’一1（Sの膿
2’　一一　1，．．．，」． （4．1）

As　we　have　shown　in　the　last　section，　the　expected　value　is

噸Y，・，1）＝
　　　　i　nk

　　　暑溜　1一ρよ1　1一

＝　O，　1’一一一一1，．．．，Jand2’ ?堰D

E［Tk，i－i（vkm）］

十

E［Si］

鰐（Y，・，の

　十　，
ic）

　i－1

（4．2）

（4．3）

　　　On　the　other　hand，　cumulative　current　works’　of　customers　gradually　decrease　to　O．　Then　we

carefully　calculate　the　expected　value．　Let　us　consider　a　tagged　customer　who　arrives　at　station

i．　For　the　station　with　a　FCFS　discipline，　his　current　work　is　equal　to　Si　until　his　service　begins．

Then　it　decreases　at　the　rate　of　second　by　second　until　he　is　preempted　by　an　arriving　eustomer

from　classes　1　through　i　一　1．　His　current　work　keeps　its　last　level．　After　completing　the　class　z’　一　1

busy　period　initiated　by　the　arriving　customer，　it　then　decreases　at　the　rate　of　second　by　second

u．　ntil　he　is　preempted　by　another　arriving　customer　from　classes　1　through　i一　1，　and　so　on．　Let

Si（Kn）　（k　＝　1，2，．．．）　denote　his　attained　service　time　on　his　kth　preemptign．　We　obtain　the　value　of

th6　60St　function　G，i・　（Y，e，1）　by　conditioning　on　service　time　Si　of　the　eth　customer，　on．the　number

NS≡Σ島外ん（Sの・f・u・t・mers　wh・P・eempt　him　and・n　tim・Si（k），k＝1，…沸・Th・n　w・

obtain

G，i・　（Y，e，IISi，．ZVS　＝　m，｛Si（k）｝）

一3仰盛一・（Y；Cゐ1｝＋£（3盛一邸））E［B1一・］＋誓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

（4．4）

where　B％一i　is　the　kth　class　i　一　1　busy　period．　By　the　nature　of　the　Poisson　process，　｛Si（k）｝　have

the　same　distribution　as　the　order　statistics　corresponding　to　m　independent　random　variables

uniformly　distributed　on　the　interval　Si　［161．　Hence　we　obtain

　　　　　　　　　　　r　　．　　k
E［Si（k）臨耶＝m］＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Si，　k＝1，．．．，m．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m十1

（4．5）
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Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　nk

σ♂（Y，・e，1）＝E岡ΣΣ

G，i・（Y，e，1）　＝　O，

E［Tk，i－i（vkm）］

，Z D一i黶C．L．一iD，　1－p，’・一，

ゴ＝1，．．．，Jandゴ≠i．

＋1λ担、珂5～］珂Bi－i］＋響21，
（4．6）

（4．7）

PR－LCFS　disciplines．
　　　Second，　we　derive　the　mean　initial　sojourn　time　of　an　eth　customer　arrived　at　station　i　with　a

PR－LCFS　discipline　（i　一一　1，．．．，」　and　e　＝　1，　2，．．．）．　We　distinguish　the　station　with　the　PR－LCFS

discipline　by　a　superscript　PL．　Let　Y（ale）　＝　Y　＝　（i，v，　n，L）　E　S　be　any　state　of　the　system　at　aie

（1　＝　O，1，．．．）．　The　set　C，P・　L　of　customers　is　composed　of　customers　from　classes　1　through　i一一　1　who

a・einitially　in　th・・y・t・m（CfL＝の）・Simila・ly，　a・in　th・FCFS・a・e，　the　c・・t　fun・ti・n曜・an　b・

obtained　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　噸Y，e，1）＝珂疏Y；Cμ）＋Bi（Si　）］　　　　　　（4．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一諜珂讐）騰1，　（…j一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　噸Y，・，り＝0，ブ＝1，…，」andブ≠i・　　　　（4．10）

Further　we　have

　　　　　　　　　　　σ’（w）一E岡簾珂讐）1＋1λ1　E［S3・　］E［璃＋撃｝，（4・11）

　　　　　　　　　　　G，i・（Y，e，1）　＝　O，　2’＝1，．．．，」and　2’；i．　（4．12）

General　forms　of　the　initial　cost　functions．

　　　As　we　may　see　from　the　above　expressions，　the　initial　sojourn　times　and　the　initj　al　cumulative

current　works　are　linear　combinations　of　some　components　of　states．　We　summarize　it　in　the

following　lemma．

　　　Lemma　2．　Consider　the　multiclass　M／G／1　system　with　feedback　defined　in　Section　2．．　By

appropriately　choosing　nonnegative　constants　¢？k，　n2k，　wZ　and　gi　（i，　k　＝　1，．．．，」；1　＝　1，2），　we　can

obta，in　the　following　expressions　of　cost　functions　Wii　and　G，i・　defined　by　（2．5）　and　（2．8），　respectively．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J　nk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　剛（Y，e，1）＝Σ鳳Σ隔＋φ1轟｝＋ωi，　　　　　（4・13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　m：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J　nk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ1（Y，・，の＝Σ｛η1鳶Σ隔＋oplk　nk｝＋gi，　　　　（4．14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　m＝1

for　Y＝　（i，v，　n，L）　E　S，　e＝　1，2，．．．　and　l＝　O，1，．．．．

Proof．　ln　the　case　of　FCFS　disciplines，　we　define

　　　　　　　　　　　　　φ1鳶≡｛1／（1　一　Pz＋’一io，），1：謡．，ろ

　　　　　　　　　　　　　ipl・≡俘；｝綱鯛／（レρ担・）・1：辞ψ．，ろ

　　　　　　　　　　　　　　wi　≡　珂Si］／（1一ρム），
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　i

nik　E

　i

n2k　E

　i

gv　i

where　i　＝　1，．．．，」．

we　can　show　（4．13）　and　（4．14）　from　（2．1）

coefficients　for　the　stations　with　PR－LCFS　disciplines．

　　　For　notational　convenience，　we　define　the　following　vectors：

　　　　　　　　　　　　　　　　Wi　Ei　（ipk’i，．．．，ipS’J，ipZ2’，，．．．，ipt，’J）’E7Z2JXi，　i＝1，．．．，」，

　　　　　　　　　　　　　　　　gi　一＝　（eph，．．．，nlJ，n5i，．．．，ns」）’E7112JX’，　i＝1，．．．，」，

where　’　denotes　a　transposition　of　a　matrix．　Then　expressions　（4．13）　and　（4．14）

arranged　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　呵（Y，・，」）一8Y，n）帽，1；1：ゴー1，…，み

　　　　　　　　　　　　　　　　　θ1（Y，・，Z）一8Y，n）ピ＋プ，171：ゴー1，…，ろ

　　　　｛9，［s’］／（1一ρ江・），糾￥漁．，」，

｛E［S，］£1．：，i　phiE［Ti，imi］／（1　一　p，’・一io，），1：癖．，ろ

　　　　珂52｝（λ註二1E［」Bi－1］十1）／2＝耶～］／｛2（1一ρ担、）｝，

The　expected　values　E［Ti，i－i］　and　E［Bi一’］　are　given　by　（2．2）　and　（3．2）．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　，（4．2）　and　（4．6）．　ln　the　same　manner，　we　can　define　these

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

（4．15）

（4．16）

are　generally

（4．17）

（4．18）

where　Y　＝　（i，v，　n，L）　E　S，　e　＝　1，2，．．．　and　1　＝　O，1，．．．．　The　expressions　will　be　cited　later　to

derive　the　cost　functions　W3’（・）　and　G」’（・）．

　　　The　important　things　to　consider　about　these　expressions　are：　first　that　elements　X（ale），　v（aie）

and　n（ale）　of　state　of　the　system　should　be　sufficient　for　estimating　the　cost　functions　lxV」　（Y，e，1）

andσ∫（Y，・，り，　and，・ec・nd　that　th・・e　c・・t　fun・ti・ns　sh・uld　b・lin・a・fun・ti・n・・f・・mp・n・nt・

（v，n）　bf　the　state　of　the　system．　Of　course，　every　scheduling　algorithm　has　its　own　coeflicients

wi C　gi，　wi　and　gi　（i　＝　1，．．．，J）．

5．　States　at　completion　epochs　of　initial　stays．

　　　In　this　section　we　derive　expected　values　of　states　of　the　system　at　completion　epochs　of　cus－

tomer’s　initial　stays．

FCFS　disciplines．
　　　First　we　consider　that　an　eth　customer　arrives　station　i　with　an　FCFS　discipline　（e　＝　1，2，．．．　and　i　＝

1，．．．，」）．　We　recall　the　relation　（4．1）　between　an　initial　sojourn　time　and　busy．　periods．　Then　the

expected　values　of　elements　of　states　of　the　system　at　completion　epochs　of　eth　customer’s　initial

stays　are　obtained　by

　　　　　　EF［vゴ（σみ、）IY（σヂ）一Y］一8跨一1（Y；の＋蝿）L　l∠1：ゴー・，…，」，（5・1）

　　　　　　EF［嚥、）IY（　　eai）一Y］一8［N／：一1（Y；0網一1（Sのし　l∠1：ゴー1，…，ろ（5・2）

fbr　Y＝（i，v，　n，五）∈ε，1＝0，1，．．．andε＝1，2，＿．

PR－LCFS　disciplines．

1
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　　　Next，　we　consider　station　i　with　PR－LCFS　discipline　（i　＝　1，．．．，」）．　We　also　recall　the　relation

（4．8）．　Then　the　expected　values　of　elements　of　states　of　the　system　at　completion　epochs　of　eth

customer’s　initial　stays　are　obtained　by

　　　　　　　EPL［”ゴ（σ舞・）IY（σ7）一Y］一｛8跨（Y；c3ゐ）蝿）］，1∠8：ゴー・，…，ろ（5・3）

　　　　　　　EPL［ηゴ（σみ、）IY（σ£）一Y］一｛8［N／「（Y；C馳（5の］，1∠1：ゴ＝1，…，」，（5・4）

for　Y　＝　（i，　v，　n，L）　E　S，1　＝　O，1，．．．　and　e　＝　1，2，．．．．

General　forms　of　the　quantities．

　　　As　we　may　see　from　the　above　expressions，　expected　values　of　states　at　completion　epochs　of

customer’s　initial　stays　are　linear　combinations　of　some　components　of　the　state　of　the　system．　We

summarize　it　in　the　following　lemma：

　　　Lemma　3．　Consider　the　multiclass　M／G／1　system　with　feedback　defined　in　Section　2．．　By

apP・・P・iat・1y・h…ing　n・nn・gative　c・n・tant・域ゴ，鳳ゴ，褥，　andα亥ゴ，βい1，（i＝0，1，…，」and“

k，／’　＝　1，．．．，」），　we　can　obtain　the　following　expressions：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

　　　　　　　　　　　　卵ゴ（　eai十1）IY（σデ）＝Y1＝Σ｛滅ゴ”k＋罵η鳶｝＋諺，ブ＝1，＿，」，・　（5．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k：1

　　　　　　　　　　　卵ゴ（　eai十1）IY（σ£）＝Y］＝Σ｛αい＋fikブnk｝＋or；・，ゴ＝1，…，」，　　（5．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　：1

for　Y　＝　（i，　v，　n，L）　E　S，1＝　O，1，．．．　and　e　＝　1，2，．．．．

Proof．　ln　the　case　of　a　FCFS　discipline，　we　can　obtain　from　（3．22），　（3．23），　（3．24）　and　（3．25）：

　　　　　　　　　　卵ゴ（　eai十1）IY（σ£）＝Y］＝E［確一1（Y；cf）＋瑠『1（5の］

　　　　　　　　　　　　　　　　　0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1，．．．，i－1，

　　　　　　　　　　　　一Σ実一、｛ξ一’Vk＋鵡1隔｝＋ζ一’E岡，　ブーi，　　　（5．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　”ゴ＋Σ亥＝、｛？｝一i　Vk＋瑞1瞬＋？”’一1・E岡，　ゴ＝i＋1，…，」，

　　　　　　　　　　恥（σf＋、）IY（σD＝Y］＝E［理1一1（Y；φ＋鰐L1（3∂］

　　　　　　　　　　　　　　　　　O，　2’＝1，．．．，i－1，
　　　　　　　　　　　　一Σ1一、｛ξ／1－i　Vk＋二）（亥1『1η，た｝＋ξ1－i　E岡，　ブーi，　　　（5．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ηゴ＋Σi＝、｛ξ多一lVk一トx亥71η・κ｝＋ξ1－1E囲，戸＋・，…，J，

where　i　＝　1，，．．，」．　For　i　＝　O，　all　coefficients　are　defined　to　be　O．　Then　we　can　show　that　eqs．　（5．5）

and（5．6）hold．　Similar　results　hold　for　PR－LCFS　disciplines．．　O

For　notational　conveniences，　we　define　following　matrices　and　vectors．

　　　　　　　　N　e　（tt」：k，2’　一一　1，．．．，」）　E　R｛×｛，　fii．　一＝＝　（7iT％．」：k，o’　＝　1，．．．，」）　E　R｛×｛，

　　　　　　　　Ai　一．．　（ofi　1・　l　k，／’　一T　1，．．．，．」）　E　7ZJXJ，　Bi　一＝　（6L」　：．　k，／・　一＝　1，．．．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」）ERJXJ，　（5．9）

　　　　　　　　　　　　　　　’7rrt　11i　（＝7一：’t，，．．．，’7’t，），　7t　E（7｛，．．．，7S），

where　i　＝　1，．．．，」．　We　further　arrange　these　matrices　and　these　vectors　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ≡儲）一一1，…，いndU・≡・，　（5・1・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ui　一＝一　（’7：”Z’，7i），　i：1，．．．，」，　anduOEO．　（5．11）
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Therefbre，　expressions（5．5）and（5．6）ca皿be　generally　arra，nged　a，s　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　珂（v（σ群、），n（σ舞、））IY（σD＝Y］＝（v，n）ぴ＋u’∈π1×2J，　　（5・12）

for　Y　＝　（i，v，n，L）　E　S，1＝　O，1，．．．　and　e　＝　1，2，．．．．　These　expressions　will　be　cited　later　when　we

derive　the　cost　functions．

　　　Similarly，　as　in　the　initial　cost　functions，　the　important　things　to　consider　about　these　expres－

sions　are：　first　that　X（aie），　v（aie）　and　n（aie）　should　be　suMcient　for　estimating　expected　values　of

elements　v（aie＋i）　and　n（ate＋i）　of　states　and，　second　that　they　should　be　a　li．neail　fupgVion　of　v（u－ie．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　1，．．．，」）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　and　ut　（iand　n（af）．　Of’　course，　every　scheduling　algorithm　has　its　own　coefficients　U

6． Expressions　of　the　cost　functions．

ing　alg6rl’thm．　As　we　have　defined，　W2・（Y，e，1）　is　the　mean　sojourn　time　of　an　eth　customer，　who

arrives　at　station　i　at　time　ale　just　when　the　system　is　in　state　Y　：　（i，v，　n，L）　E　S，　spent　at　station

2’　until　he　departs　from　the　system，　and　G」・（Y，e，1）　is　the　expected　value　of　cumulative　current

works　of　the　customer　accumulated　at　station　1’　until　he　departs　from　the　system　（！’　＝　1，．．．，」）．

　　　We　make　the　expressions，　which　are　derived　from　the　analysis　in　the　previous　sections，　as　a　set

of　assumptions．

　　　Assumption　6．．

　　　In　this　section　and　the　next　section，　we　derive　the　explicit　formulae　of　the　cost　functions　W」・（・）

and　G」・（・）　under　some　assumptions，　Let　us　consider　the　system　operated　under　soppe　fixed　schedul一

覧（Y，・，り

σ∫（Y，・，り

＝（

一（

（v）n）wZ＋wZi　2’＝i）

0，　　　　　ゴ≠i，

（v，n）gt十gt，　！’＝i，

o，　　　　　ゴ≠i，

　　　　　　　　　一　Y］　＝

o’　＝　1，．．．，」，

ゴ＝1，＿，」，

（6．1）

（6．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂（v（σ7＋、），n（σ群、））iY（σ7）　　（v，n）U’＋ut，　　　　（6・3）

hold　for　Y　L　（i，v，　n，L）　E　S，1＝　O，1，．．．　and　e＝　1，2，．．．　where　wi，gi　）　O　and　wt，gt　）　O　is　given

in　Section　4．　and　where　UZ　〉一　O　and　ut　）O　are　given　in　Section　5．．　O

Of　course，　the　assumption　is　satisfied　by　priority　queueing　systems　with　FCFS　disciplines　and

PR－LCFS　disciplines　analyzed　so　far．

　　　Let　」2　E　2」2　and　define　the　following　matrice：

ip2，’　Eii1　（o，．．．，o，w」’，o，．．．，o）t

n2
C’@E　（o，．．．，o，g」” Co，．．．，o）’

Io　E

Q　E

U　ii

1

0

1

o

’

0

1

：

，

o

　　　o，

一・　o

一・　o

’

　i

…　1

pllIo

p2110

　　1・

pJlIo

ui　O
O　U2
1

o

I

o

p1210

p2210

　　1

pJ210

一　　一　　一

．

E　RJ2　×1，

E　RJ2　×1，

　　　2J×2JE　711
　　　　　　　　’

一　　一　　一

一　　一　　i

．

一　　一　　一

o

o

　1・

UJ

plJlo

p2J　lo

　　I

pwlo

E　7ZJ2×」2，

E　7zJ2xJ2，
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where’denotes　transposition　of　a　vector．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　UIPn　UIP12　…　UipiJ

　　　　　　　　　　　　　　　　　uQ－u？・・マ22221”u2？・」∈πJ2・J2．　　（6．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uJPJI　uJPJ2　…　uJPJJ

we　now　supPose（1－uQ）一1　exists，　where　I　is　an　identity　matrix　inπゐ×」2．　Then　we　can　de丑ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W1ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　≡　（1－UQ）一1φ孟∈R」・×1，　　　　　　　　　　（6．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WJゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　91ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　≡　（1－UQ）一一iηt？∈R」2×1，　　　　　　　　　　（6．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9」ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．一

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wo5　≡　0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　90ゴ　≡　　0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．8）

Further　we　define

　　　　　　　　　　　　　U’　£1＝、P、曲ゴ　　　　　　U1　£1＝、P、鳶9たゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　．　Uゴー1Σ置＝、Pゴー画ゴ　　　．　Uゴー’Σ1＝、P，ブー・鳶9鳶ゴ

　　　　φ｛≡　ωゴ＋U5Σ落＝1　Pfa　Wkゴ　∈RJ×1，η｛≡　9ゴ＋UゴΣ痔＝1Pゴ鳶9層　　∈R」×1．

　　　　　　　　　　　　Uゴ＋’　£1＝、Pゴ＋、kWkゴ　　　　　Uゴ＋’　£1＝、　Pゴ＋、た9厨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　u」Σだ＝、PJkWk」　　　　　　u」Σだ一、　PJ鳶9たゴ

From　Assumption　2．，（1－PJ）一1　exists．　Then　we　can　de丘ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω1ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　　≡　（1－P」）一1φ｛∈RJ×1，　　　　　　　　　　　　　（6．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω」ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　91ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　≡（1－P」）一1η｛∈πJ×1，　　　　　（6．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9」ゴ

and

　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωoゴ　　≡≡　0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6・11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　90ゴ　　≡　　0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．12）

As　stated　in　the　previous　sections，　every　scheduling　algorithm　has　its　own　coef且cients　wt，ωz，　gz

and　gt．　So　these　vectors　and　matrices　are　also　different　fbr　all　scheduling　algorithms．

　　　The　fbllowing　theorem　is　now　derived：
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　　Theorem　1．　We　make　Assumption　2．　and　Assumption　6．．　Further，　if　we　assume　that

（1一　uQ）一1　exists，　then　for　anyゴ＝1，＿，」，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・Vj・（Y，e，り　…≡　レ％（v，n）≡（v，　n）Wiゴ十Wiゴ，　　　　・　　　　（6．13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θゴ（Y，e，り　≡　Giゴ（v，n）≡（v，n）gゴゴ十9iゴ，　　　　　　　　　　（6．14）

for　Y＝（i，v，n，五）∈ε，1・＝0，1，．．．and　e・＝1，2，＿are　solutions　of　equations（2．6）and（2．9），

respectively．

Proof．　We　show　tllat（6．13）and（6．14）satisfy　equations（2．6）and（2．9），　respectively．　For　Y＝

（i，v，　n，五）∈εandゴ≠i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂liVj・（Y（σ角．1），ε，1十1）IY］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ　PikE［（v（σf＋、），　n（σ舞、））Wkゴ＋ωkゴiY］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　んラ’

　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ副珂（v（σ群、），n（σ群、））ly］Wkゴ＋ωkゴ］　　　　　（6・15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌻’

　　　　　　　　　　　　　　　　一Σ　Pik［｛（V，n）ぴ＋U’｝Wk」＋ω司

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　一（V，n）ぴ二一ゴ＋｛u鴬P一ゴ＋書一ゴ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　＝・Wj・（Y，ε，り・

The　last　equation　follows　from　the　definition　of　the　constants　wi，i　andωiゴ，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wiゴ＝U’　2　PikWkゴ，　　　’　　　　（6・16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωぜゴーu’　£　PikWk」＋Σ　Pik　Wkゴ・　．’　　（6・17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝：1　　　　　　　k＝1

Hence，　Wj・（Y，e，1）satisfies　equation（2．6），　In　the　same　manner，　we　can　show　thatσゴ（Y，e，1）

satisfies　equation（2．9）for　i≠ゴ・

．．For　Y＝（i，　v，　n，五）∈εandゴ＝i，

　　　　　　　　　　　　　　剛（Y，・，り＋珂鬼・（Y（σ鉢、），・，1＋1）岡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　＝（v，n）w’＋ω’＋Σ　PikE［（v（σ舞、），n（σ舞、））Whi＋WkilY］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k；1

　　　　　　　　　　　＝（v，n）w’＋ωi＋Σ酬E［（v（σ舞、），n（σ簿、））IY］wki・＋・wki｝　　　（6・18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k7’

　　　　　　　　　　　一（V，n）W’＋ω’＋Σ　Pik［｛（V，n）ぴ＋U’｝Wκ汁ω司

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kニ1

　　　　　　　　　　　一（v，n）｛Wi＋u鴬野｝＋｛ωi＋u‘滋一＋書一i｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Wi・（Y，e，り．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14



The　last　equation　follows　from　the　definition　of　the　constants　wii　and’wii，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wii＝w’＋U’　］Z）　PikWki，　　　　　　　（6．19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J　　　　　　　　　J

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωii＝ω’＋u’　2　PikWki　＋　］Z）　Pikωki・　　　　（6．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

Hence，12Vi（Y，e，りsatisfies　equation（2．6）．　In　the　same　manner，　we　can　show　that　Gi（Y，e，Z）satisfies

equation（2．9）．　　ロ

7．　Uniqueness　of　the　solutions．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ

　　　In　Theorem　1，　we　have　obtained　the　solutions理ブandσゴthat　satisfy　equations（2．6）and

（2．9），respectively（ブ＝1，＿，」）．　Now　we　prove　uniqueness　of　these　solutions　under　appropriate

assumptions．
　　　Sin¢e　the　fbllowing　set　of　assumptions　are　often　used，　we　arrange　them　as

Assumption　7．．

　　　●Assumption　2．　and　Assumption　6．　hold，　and

　　　・（uQ）m→oas　m→Oo　where　uQ　is　the　state　transition　matrix　given　by（6・4）・　ロ

The　purpose　of・this　section　is　to　prove　the　following　theo℃em：

　　　Theorem　2．　Let　l・Vj　andσゴbe　the　cost　functions　de丘ned　by（2．4）and（2．7），‘respectively
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
（ゴ＝1，＿，」）．We　make　Assumption　7．．　Then，1・Vj　and　Gj　are　equivalent　to　Wj　andσゴde丘ned

by（6．13）and（6．14），　respectively．　　□

　　　As　a　first　step，　letソbe　a　set　of　functions　defined　onε×｛1，2，．．．｝×Z＋into　R．　Then　a　set　of

functions　is　defined　as　fbllows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　There　exist　c∫≧Oin　R2J×1　and　cf≧Oin　R　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1！（Y，e，1）1≦（v，　n）c∫十Cf，

　　　ソB≡　∫∈ソ：for　all　Y＝（i，v，　n，五）∈ε，e∈｛1，2，＿｝and　1∈：τ＋．Moreover，　．　（7．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（Yo，e，1）＝：0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　all　Yo＝（0，v，　n，五）∈ε，e∈｛1，2，＿｝and　1∈：τ＋．

By　introducing　addition　and　multiplicatioll　by　scalars　into　VB　as　usual，　it　becomes　a　vector　space

［17］．Then　we　arrange　equations（2．6）and（2．9）as　follows：fbr　any〆∈ソ，　we　consider　a　set　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

equatlons：

　　　　　　　　　　　　　　∫（Y，一・，1）＝〆（Y，・，1）＋E［∫（Y（σ群、），・，Z＋1）IY（σア）＝Y］，　　　（7．2）

f（）rall　Y＝（i，v，　n，五）∈ε，　e∈｛1，2，…｝and　1∈工b　where∫is　an　unknown　function　inソ・Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z2）fi≡儲謙。，’，　（7・3）

fbr　l＝：0，1，．．．and　e＝1，2，．．．・

　　　As　a　second　step，　we　need　the　following　lemmas．
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　　：Lemma　4．　We　make　Assumption　7．．　Then　there　exists　a　matrix　Co≧Oin　R2J×2J　and　a

vector　co≧Oin　R1×2J　such　that

　　　　　　　　　　　　　　E［㌻1（V（σ£），h（σ£））ly（σ£）一Y］≦（V，n）C・＋・・，　（7・4）

for　any　Y＝（i，v，n，五）∈ε，1二〇，1，．．．and　e＝1，2，＿．

．Proof．　From　Assumption　6．，　it　call　be　easily　sllown　that

　　　　　　　　E［zg，，．一、（v（σZ），n（σZ））IY（σD＝Y］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　ユ　ど

　　　　　＝（v，n）Ri（Qu）κ一1－tll＋eiΣpl－1＋ゴRo（Qu）ゴ11∈Rl×2」，　k＞1＝o，1，…，（7・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ・＝O

where

　　　　　　　　　　　　　　R㌧（0，＿，0，び，0，＿，0）∈π2J×J・，　i＝1，＿，」，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u1　0　＿…　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　u2　’・．　　　i

　　　　　　　　　　　　　　RO＝　：・．．・．．・．．：　∈nJ×J・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　　　　　．．　’．　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　．．．＿　O　uJ

　　　　　　　　　　　　　　ei＝（0，＿，0，1，0，＿，0）∈π1×J，　i＝1，＿，」，

　　　　　　　　　　　　　　・・一（1）∈RJ・…J，

and　the　other　consta，nts　are　defined　in　Section　6．．　Since　Mε≧k⇔X（σ髭＿1）≠0，　we　have

　　　　　　　　　　　　　ルプど　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　珂Σ（v（σZ），n（σ£））岡≦E［ΣZ6，k一・（v（σZ），n（σ£））ly］

　　　　　　　　　　　　　k＝」＋1　　　　　　　　　k＝1＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　＝Σ珂Z＆た一、（v（σZ），n（σZ））IYl

　　　　　　　　　　　　　　　　k＝z十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　ユ　ど

　　　　　　　　　　　　　　＝（v，n）RiΣ（Qu）k－1九＋eiΣΣP㌻一1＋ゴRo（Qu）ゴ11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1＋1　　　　　　　k＝1＋1ゴ＝0

　　　　　　　　　　　　　　＝｛（v，n）Ri＋ei（1－pJ）一1Ro｝｛1＋Q（1－uQ）一1u｝11・

The　last　equality　holds　from　Assumption　2．　and　the　assumption　that（uQ）m→oas　m→○○・

口

From：Lemma　4，　for　any　f∈ソB，we　have

　　　　　　　　　　．E［lf（Y（σ1），ε，りlIy（σ8）＝Y］≦E［Z8t｛（v（σ7），n（σ7））Cf十。∫｝IY（σ8）＝Y］

　　　　　　　　　　　　　ルノ　　ユ

　　　　　　　　　　≦E［Σ（v（σr），n（σ£））IY（σ8）＝Y］・∫＋・∫

　　　　　　　　　　　　　　ごニむ

　　　　　　　　　　≦｛（v，n）Co十co｝cノ十。∫＜Oo，　Y∈ε，e＝1，2，＿and　l＝0，1，．＿
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　　　Lemma　5．　We　make　Assumption　7．．　Suppose　that　f　E　VB　satisfies　the　following　inequality：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lf（Y，e，1）i　S　E［lf（Y（aie．i），e，1十1）lIY（af）＝Y］　（7．6）

for　all　Y　＝　（i，　v，　n，L）　E　S，　e　＝　1，　2，．．．．　and　1＝　O，1，．．．．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノニ：0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．7）

Proof．　Let　Y　＝　（i，v，　n，L）　E　S，1　＝　O，1，．．．　and　e　＝　1，2，．．．．　By　recursively　applying　（’7．6），　we

h　ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　lf（Y，e，1）1　g　E［lf（Y（aZ），e，k）lIY（aie）＝Y］，　k＞1．

Since　f∈ソB，　there　exist　c∫∈フZ2J×1　and　cf∈フ≧such　that

　　　　　　　　　lf（Y，e，1）1　S　E［Z＆k｛（v（aZ），n（aZ））cf十　cf｝IY（aie）＝　Y］　一一〉　O，　as　k．　oo．

The　right－hand　side　of　the　above　expression　goes　to　O　because

　　　　　　　　£珂Z＆鳶（v（σZ），n（σZ））ly（σf）　・・　Y］一E［陰1（v（σ£），n（σ£））IY（σア1－Y］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　（v，n）Co十co〈oo，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂Z翻Y（σ£）＝Y］＝eiP㌻一11，

where　1≡（1，。．．，1）’and　eo≡0．　ロ

：Lemma　5　shows　that　any　solution　onソβof　the　system：

　　　　　f（Y，e，1）＝珂∫（Y（σ群1），e，」十1）IY（σ£）＝Y］，　Y∈ε，e∈｛1，2，…｝and　1∈：τ＋，　　（7．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　サ
must　be　O　under　the　assumptions　of　the　lemma．　Uniqueness　of　solutions　of　inhomogeneous　systems

（7．2）can　be　led　from　the　lemma．　Then　we　have

　　　Lemma　6．　We　make　Assumption　7．．　Let／I　be　any　function　inソ．　Then　there　exists　at

most　one　solution　onソB　that　satisfies　equation（7．2）for∫1．

P瞬L・t∫1∈ソB　and　f2∈VB・b・any　tw…luti・n・that・ati・fy・quati・n（7・2）f・・f’・Th・n

lf1（Y，・，1）イ2（Y，・，1）1≦E［！1（Y（σ舞・），・，1＋1）一！2（Y（σ鉾・），・，1＋1）IY（σr）一Y］，

f（）rY∈ε，　e∈｛1，2，＿｝and　J∈Z＋．　Since∫1一！2∈ソB，we　have　from：Lemma　5，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！1＝！2．・　　　　・　　　　（7．9）

The　above　lemma　ensures　uniqueness　of　solutions　of　a　set　of　equation（7．2）onソB．　We　next　show

that　the　cost　functions　defined　by（2．4）and（2．7）are　indeed　elements　of　VB．

　　　：Lemma　7・Let鴨andσゴbe　the　cost　functions　defined　by（2．4）and（2．7），　respectively

（2’　＝　1，．．．，J）．We　make　Assumpt量on　7．．　Then，　Wj∈ソB　andσゴ∈ソB．

Pro（）f，：Let　Y∈ε，　e∈｛1，2，＿｝and　1∈：τ＋．　Then　we　have

　　　　　　　　　W」（Y，・，1）一珂蕊、fa；1・6v」（オ）dtlY（σ£）一Y］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一た茎、E阿；1嚇）dtlY（　　eai）一Y］，ゴー1，…，」・
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From　Assumption　6．．1，each　term　in　the　above　sum　is　calculated　as　fbllows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　E［喝；1㈱4オIY（σf）一Y］

　　　　　　　　　　　　　　一E［z副；1軸dt1Y（σli一・）］IY（σヂ）一Y］

　　　　　　　　　　　　　　一E［Z＆，k一、呵（Y（σ£一・），・，k・　一一　1）IY（σ£）一Y］

　　　　　　　　　　　　　　≦喉，鳶一、｛（v（σli一、），n（σZ一・））wo＋wo｝IY（σf）一Y］，　k＞1，

wh・・e　wo≡（maxんφを、，＿，maxたφをJ，maxk　iPil、，＿，maxκφ窒J）’andωo≡maxh　wk・H・n・e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Me

　　　　　　　鴨（Y，・，1）≦珂Σ｛（v（σ£一、），．n（σ£一、））wo＋ωo｝ly（σ7）ニY］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　留

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦珂Σ（v（σ露），n（σZ））IY（σ7）＝Y］．o＋珂M1ωo，ゴ＝1，…，」，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝＝l

where珂M］≡maxi　ei（1－PJ）一11．　Then，　from：Lemma　4，　we　have

　　　　　　　　　　　　　O≦W」（Y，・，1）≦｛（v，n）C・＋c・｝wo＋E［M］ωo，ゴ＝1，…，」・

：Further，　from　the　definition　of　the　cost　functions，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ巧（Yo，e，り＝＝0，ゴ＝：1，＿，」，

fbr　all　Yo＝（0，　v，　n，五），ε＝｛1，2，．．．｝and♂∈：τ＋．

　　　The　similar　argument　holds　forσゴ（ゴ＝1，．．．，」）if　we　replace　function　O傷into　functionσ＆ゴ．

口

　　　We　are　now　in　a　position　to　prove　Theorem　2．

Proqプ（ゾTんeorem　2．　：For　anyゴ（ゴ＝1，．．．，」），　we　have　shown　that　the　cost　function　Wj　defined　by

（2．4）・ati・丘・・th・・et・f・quati・n・（7・2）f・・∫1≡恥1（・・equival・ntly・q・（2・6））・Fu・th・・und・・th・

assumptions　of　this　theorem，　Wj　is　an　element　ofソβby：Lemma　7．　Then　l・Vj　is　a　unique　solution

of　equations（7．2）onソB　by：Lemma　6・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　On　the　other　hand，　for　anyゴ（2’　＝　1，．．　．，」），　Wj　defined　by（6．13）is　obviously　an　element　ofソB．

査・mth…em　1，・a・h　fun・ti・n鵬al…ati・fi・・th・・et・f・quati・n・（7．2）f・・ノ1≡剛und・・th・

assumptions　of　this　theorem，　since（1－uQ）一l　exists．　Hence　the　function　Wj・must　be　equivalent
　　　バ
t・呪・

　　　The　similar　argument　holds　forσゴ（ゴニ1，＿，」）．　□

　　　Remark．　In　the　theory　of　integral　equations　various　results　on　existence　and　uniqueness

of　solutions　for　linear　systems　are　investigated（［13］）．　We　modify　them　to丘t　our　problem．　By

considering　Assumption　7．，　we　can　ensure　simultanuously　that　solutions　of　equations（2．6）and

（2．9）are　unique　onソB　and　thatレVj　and　Oゴdefined　by（2・4）and（2・7）are　elements　ofソB（ゴ＝

1，．．．，」）．

8．　Steady　state　values　of　the　cost　functions．

　　　In　this　section　we　evaluate　steady　state　values　of　the　cost　functions　12Vj　and　G」・．
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　　　Let　us　consider　the　system　operated　under　some　fixed　scheduling　algorithm　defined　in　Section

2．．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　町≡f。Oo　C＆ゴ（・）d・，ゴ＝1，…，」，　　　　　　（8・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G，e．　i　f，OOC＆」（s）ds，　2’＝1，．．．，」，　（8．2）

be　respectively　the　sojourn　times　of　the　eth　customer　and　the　cumulative　values　of　his　current　works

（e　＝＝　1，2，．．．）．　We　define　the　following　customer　average　values：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鴨≡撫楢町，ブー1，…，ろ　　　　’（＆3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G・」≡撫鎗σ1，ゴー1，…，ろ　「（＆4）

if　these　limits　shall　exist．　We　are　willing　to　assume　that

［Al］　the　process　g　is　regenerative［16］．

Let　NB　be　the　number　of　customers　served　during　a　regenerative　cycle．　We　assume　that

［A2］　the　system　is　initially　empty，　and

［A31　五フ［ノVB］＜○○．

Then　these　cost　functions　may　be　represented　as：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鴎一E［欝］，ゴー・，…，」，　　（＆5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・ゴー珂欝∫1，ゴー1，…，ろ　　（8・6）

if　we　may　a，ssume　that　every　numerator　in　the　right－hand　side　of　the　above　expressions　is　finite．

Further　the　customer　average　values　（V，　fi）　＝　（ofi，．．．，”J，iti，．．．，nJ）　of　components　of　states　are

defined　by：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　梵ゴ≡概鎗πゴ（σ8），ゴー1∵…ろ　　（＆7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tゴ≡漏婁・ゴ（σ8），ゴー・，…，ろ　　（＆8）

if　these　limits　shall　exist．　Now　we　assume　that

［A4］珂Σ鯉、　nゴ（σδ）］＜・・and珂Σ鯉、”ゴ（σδ）］＜。・，ゴ＝1，．．．，」．

Then　we　have

πゴ＝

珂Σ惣、πゴ（σ8）］

脅ゴ＝

　　　珂ノVB］　’

E［Σ鯉、”ゴ（σδ）｝

E［IVB］
，

2’　＝　1，．．．，」，

ゴ＝1，．．．，」．

（8．9）

（8．10）
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The　time　average　values　（V，fi）　＝　（fii，．．．，OJ，fii，．．．，hJ）　df　components　of　states　are　defined　by：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　免ゴ…無1ズ㌦ゴ（・陶一1，…，」，　　（8・1・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uゴ≡無1沌㌦ゴ（・）d・，ゴー1，…，」・　　（8・12）

In　the　following　discussions，　we　consider　the　system　with　the　steady　state．

　　　Now　we　show　the　following　lemma　concerned　with　representations　of　steady　state　values　of　the

cost　functions．

　　　Lemma　8．　Put　Assumption　7．　and　the　steady　state　assumptions　from　［Al］　through　［A4］．

Th・n珂Σ鯉、町］＜・・and　E［Σ鯉、θ∫］＜・・（ゴー1，…，」）・Fu・th・・w・hav・th・f・ll・wing

representations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　rv・ゴー岳妻｛（v，　n）wぜ鵡｝，ゴー1，…，」，　（8・・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G・」一書妻｛（v，　n）脇｝，ゴー1，…，」・　（8・14）

Proof．　First　we　consider　W．」　（1’　＝　1，．．．，」）．　The　main　difficulty　of　the　lemma　lies　in　the　depen－

dence　between　the　variables　NB　and　Wj．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zk≡儲h認≧ε，

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E陰1町］一E［茎叫シ［z急町1・

Each　term　in　the　above　sum　is　calculated　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　E［Z急　Wj］＝　珂Z急珂町IZ急，Y（σδ）］1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　・E［z急珂町IY（σ8）1］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一爵｛珂Zb（V（σ8），n（σ8））｝Wビゴ＋E［鯛．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　：1

The　second　equality　in　the　above　expression　comes　from　the　definition　of　Zb　and　the　Markov

property　of　the　process　embeded　in　9，　since　ZZ　is　determined　by　｛Y（a8）　：　s　〈　e｝．　The　last

equality　comes　from　（6．13）　and　uniqueness　of　the　function．　Hence　we　have

　　　　　　　　　E［讐1町］一轍｛E［Zb（v（σδ），n（σ8　）’）］　Wiゴ＋珂Zk］　wiゴ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一斗書（v（σ8），n（σ8））］wiゴ＋恥＋1］ωiゴ｝・

Further　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　畔＋・］一咽一節ωdゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（v（σ郡B＋1），n（σJB＋1））＝（0，0）．
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Hence，　from　（8．7）　and　（8．8），　we　have

　　　　　　　　　　　　E［鑑町］＝書妻｛E［　　NB　　2（v（as　　e＝1），n（σ8））］曝恥］ωiゴ｝＜∞・

By　deviding　both　sizes　of　the　above　expression　by　E［ATB］，　the　desired　result　for　W．」’　is　obtained

from　（8．5），　（8．7）　and　（8．8）．　ln　a　similar　way，　we　can　obtain　the　desired　result　for　G．」　（7’　一一　1，．．．，」）．

u

　　　We　use　the　generalized　version　of　Little’s　formula　（H　＝＝　AG）　stated　by　Glynn　and　Whitt　［7］

and　Whitt　［20］　that　equates　time　average　values　of　costs　with　customer　average　values　of　costs　to

obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　免ゴ　　＝　　λVレ乙ゴ，　　ゴ＝1，．．．，」，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　脅ゴ　　＝　　λ（7．ゴ，　　ゴ＝1，．．．，」。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．16）

For　a　Poisson　arrival，　a　fraction　of　time　that　the　system　is　in　any　state　is　equal　to　a　fraction　of’

arrivals　when　the　system　is　in　the　state．　This　is　the　Poisson　Arrivals　See　Time　Averages　（PASTA）

property　investigated　by　Melamed　and　Whitt　［14］　and　Wolff　［22］．　Then，　from　（8．13）　and　（8．14），　we

h　ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鴎一書妻｛（v，　fi）w調，ゴー1，…，」，　（8・17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・」一書亭｛圃9副，ゴー1・…，」・　（8・18）

From　the　equations　between　（8．15）　and　（8．18），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ft」＝Σλゼ｛（v，　fi）Wiゴ棚ゴ｝，ゴ＝1，…，」，　　　　（8．19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一：一｝一i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Of」＝ΣM（vl　n）9盛ゴ＋9の，ゴ＝1，＿，J．　　　　（8．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝＝1

Define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S≡Σλビ（9i・，…，9iJ，Wi・，…，wの，　・　　　（8．21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一J－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・≡Σλ‘（伽，…，9iJ，ωi・，…，ωの・　　　　　（8．22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一．一．1

Then　we　arrive　at　the　equation　that　determines　the　steady　state　expected　value　（V，fi）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（V，　fi）　＝＝　（V，　fi）S十s．　（8．23）

Now　we　assume　that　the　inverse　matrix　（1　一　S）一i　exists．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（v，　fi）＝s（1－s）一i．　一　（s．24）

　　　Finally　let　Wi．i　and　Gi2・　be　the　steady　state　value　of　the　sojoum　time　of　a　customer　spend

at　station　／’　and　the　steady　state　value　of　the　total　amount　of　current　works　of　the　customer
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accumulated　at　station　2’ C　respectively，　given　that　the　customer　arrives　at　station　i　from　outside　the

system　（i，］’　一一　1，．．．，」）．　Then　we　can　get　the　steady　state　values：

鴨＝・（1－S）一1Wiゴ＋ω盛ゴ，

0ゴゴ＝・（1－S）一19歪ゴ＋9歪ゴ．

（8．25）

（8．26）

　　　These　results　are　arranged　in　the　following　theorem：

　　　Theorem　3．　Assume　that　the　multiclass　M／G／1　system　with　feedback　defined，in　Section

2．　satisfy　the　steady　state　assumptions　from　［Al］　through　［A4］．　Let　fi　＝　（iti，．．．，ftJ）　and　V　＝

（fii，．．．，fiJ）　be　the　vectors　of　the　steady　state　mean　number　of　customers　and　the　steady　state

expected　totα1αmo槻オ6ゾcurrentωork8　in　the　system　de丘ned　by（8．11）and（8．12），　respectively．

：Further，　let畝ゴ（i，7’　＝　1，．．．，」）be　the　steady　state　value　of　sOjourn諭ηe　of　customers，　who

initially　arrive　at　station　i　from　outside　the　system，　spend　at　station　2’　until　their　departure　from

the　system．　We　make　Assumption　7．．　Further　we　assume　that　the　inverse　matrix　（1　一　S）一i　exists

where　S　is　defined　in　（8．21）．　Then

（v）　n）＝・（1－S）一1，

’Wiゴ＝s（1－S）一1Wiゴ十ω¢ゴ，

（8．27）

（8．28）

where　s　is　defined　in　（8．22），　and　where　wi」’　and　other　constants　are　defined　in　Section　6．．

　　　Of　course，　the　total　mean　sojourn　time　VVi．　o

the　system　spend　until　his　departure　is　given　by

o
f　a　customer　who　arrives　at　station　i　from　outside

　　　　　　　　　J　J　　　　　　J
鬼．≡Σ囑＝・（1－S）｝’Σ　w¢ゴ＋IZ）　w，ゴ・

　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　ゴ＝1

（8．29）

Remark．　lt　is　worth　noting　that　equation　（8．16）　is　a　variation　of　the　formula　relating　a　steady

state　（time　average）　work，　say　b，　in　a　general　single　class　queue　to　a　steady　state　（customer　average）

waiting　time，　say　17V，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi　＝A｛E［SVtz］十E［S2］／2｝　．　（8．30）

where　A　denotes　the　arrival　rate　and　S　denotes　the　service　time．　Our　method　employed　in　the　paper

can　be　considered　to　be　a　supplementary　variable　method　［2］，　where　the　supplementary　variables

are　current　works　in　the　system　instead　of　attained　service　times．

Numerical　examples　and　the　graphs．
一‘@Now　we　give　numerical　examples　of　the　model．　The　number　of　the　stations　」　is　equal　to　5．　We

calculate　the　values　of　the　mean　sojourn　times　of　the　following　systems：

o　System　1：　All　stations　adopt　FCFS　disciplines．

o　System　2：　All　stations　adopt　PR－LCFS　disciplines．

The　system　parameters　are　listed　below：

e

e

A2・　一一一　1／20．0　：　the　arrival　rates　（2’　＝　1，．．．，5）．

The　service　time　distributions　are　the　5　stage　Erlang　distributions　with　the　means　varying

from　O．1　to　1．5．
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e　The　feedback　probabilities　are　as　follows：

（P11，P12，P13，P14，P15）

（P21，P22，P23，P24，P25）

（P31，P32，P33，P34，P35）

（P41，P42，P43，P44，P45）

（P51，P52，P53，P54，P55）

（O．10，0．10，0．05，0．05，0．10），

（O．10，0．10，0．15，0．10，0．10），

（O．15，0．10，0．10，0．10，0．20），

（O．15，0．15，0．15，0．15，0．15），

（O．20，0．20，0．10，0．10，0．15）．

We　make　the　graphs　（Figure　1．　and　Figure　2．）　for　these　systems．　in　which　the　mean　sojourn　times

ljlri．　of　customers　who　initially　arrive　at　station　i　（i　＝　1，．．．，5）　aire　individually　plotted．

9．　Conclusions．

　　　We　have　concerned　with　the　multiclass　M／G／1　system　with　feedback．　Preemptive　priority

scheduling　algorithms　are　considered．　Every　station　adopts　either　FCFS　discipline　or　PR－LCFS

discipline．　First　we　define　the　cost　functions　W」’　and　G」’　of　customers　（2’　＝　1，．．．，」）　which　denote

their　mean　soブouTη伽e8　and　their　expected　cumπ1α伽e　c鴛TreηごωoTん8，　respectively．　We　then　obtain

sets　of　equations　that　are　satisfied　by　these　cost　functions．　lt　is　shown　in　Section　6．　that　these

equations　can　be　solved　explicitly．　Further　these　solutions　are　shown　to　be　unique　under　some

assumptions．　Finally，　we　evaluate　steady　state　expected　values　of　these　functions．　The　average

number　of　eustomers　and　the　average　current　work　in　each　class　are　simultaneously　obtained　by

solving　a　set　of　linear　equations．　Since　these　average　values　can　be　expressed　in　matrix　forms，　a

numerical　algorithm　that　yields　these　values　can　be　easily　constructed．　The　methodology　given　in

the　paper　will　be　widely　applicable　to　analysis　of　multiclass　M／G／1　queueing　systems．
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