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Abstract．　ln　this　paper，　we　consider　a　speeial　class　of　nonconvex　network　fiow　problems，

whose　objective　function　is　a　product　of　t　wo　aMne　functions．　This　problem　arises　when　one

tries　to　send　as　much　fiow　as　possible　at　minimum　possible　cost　in　an　ordinary　two－terminal

network．　We　will　show　tha七a　prima1－dual　algorithm　can　genera七e　a　globally　optimal　solution

in　P・eud・一P・1yn・mial　tim・㎝d　a　g1・baHy・一・pti囲・・lu七i・n　in　p・1yn・mial・time．

Key　words：　Global　optimization，　linear　multiplicative　programming，　nonconvex　cost　net－

work　flew，　bicriteria　deCision　ma：king，　primaユーduaユaユgorithm．

1．　lntroduction

Suppose　G　＝　（V，　E）　is　a　directed　graph　consisting　of　a　set　V　of　n　nodes　and　a　set

E　of　m　arcs．　Each　arc　（i，　1’）　E　E　has　an　associated　unit　cost　ci」・　and　nonnegative

capacity　ui」‘．　Given　two　distinct　nodes　s　and　t　in　V，　we　wish　to　find　a　flow　m　in

network／V　＝，（σ，　s，　t，　c，　u）which　maximizes　the　total　amount砂of且ow　from　s　to　t　and

simultaneously　minimizes　the　total　cost　cx　subject　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fbr　i＝8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ラ

ΣのザΣxゴド　Ofor　all　i∈V＼似｝，
｛ゴ：（i，ゴ）∈E｝　　　　　｛」：（あi）∈E｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一v　fbrδ＝オ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

0≦砂ε」≦鈎j　fbr　each（i，ゴ）∈E．

（1．1）

When　such　tw・・bjectives　with・ut　a　c・mm・n　scale　need・ptimizing　simultane・usly，　a

handy　apPr・ach　iξt・・ptimize　their　pr・duct　l121・In・ur　pr・blem，　minimizing∫（の，勿ト

（c忽十co）・（γ一のwin　provide　a　satisfactory　solution　fbr　us，　where　co　and　y　are

　　　　　　　　ロnonnegatlv『co皿stants　expressing　a　setup　cost　and　an　ideal　valu．e　of　v　respectively．　This

approa£h，　however，　see】【：ロs　to．have　some　dil匿culty，　because　the　product　of　two　afHne

functions　can　be　a　nonconvex　function［111．　Hence　our　objective　function∫may　have

　　＊Th・auth・・wa・pa・tially・upP・・t・d　by　Gmnd－in－Ai曲・S・i・nti丘・R・・ea・ch・f　th・Mini・t・y。f

Education，　Science　and　Culture，　Grant　No．（C）07680447．
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multiple　lo　cal　minima　in　the　feasib1e　set　defined　by　（1．1），　many　of　which　fail　to　be

globally　optimal．

　　　An　alternative　apPr・ach　p・・P・・ed　in【101　is　t・mi皿imize・max｛α・＠＋c。），α2（y一勿）｝

for　some　positive　weights　ai　and　a2．　Also　the　max　flow　problem　with　a　side　constraint

cx　一く．　D　can　be　considered　to　have　the　same　purpose　as　our　problem　（see　e．g．　lll）．　These

are　linear　programming　problems　and　can　be　solved　in　polynomial　time．

　　　In　this　paper，　we　will・h・w　that　a　gl・bal　minimum・fノ（鯛呂（cx＋c。）・（V　一一　v）

under　the　constraints　（1．1）　can　be　found　in　time　O（（m　＋　nlogn）vmax），　where　vmax　is

the　maximal　value　of　v　satisfying　（1．1）．　Moreover，　if　we　give　up　accuracy，　a　globally

E－optimal　solution　can　be　obtained　in　time　O（m2（m　＋　nlogn）／e），　i．e．，　the　proposed

algorithm　is　a　fully　polynomia1－time　approximation　scheme同．

2．　Reduction　to　Minimization　of　a　Univariate　Function

The　problem　stated　above　can　be　formulated　as　follows：

（P）

minimize　f（¢，　v）＝（£　ci」・xi」・十co）・（V・一一v）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iの∈E

subject　t・ΣXザΣXゴド
　　　　　　　　　　｛ゴ：（i，ゴ）∈E｝　　　　　｛ゴ＝（ゴ，‘）∈E｝

　　　　　　　　　　0≦Xiゴ≦刎り，　（i，ゴ）∈E，

　　　　　の
　む，．z：＝5，

　0，　i∈γ＼｛s，t｝，

一州，¢＝ち

where　ci」・’s　and　ui」・’s　are　nonnegative　integers．　lt　is　reasonable　to　assume　that　co　）　O　and

V　）　vmax，　where　vm．x　is　the　maximal　va」ue　of　v　satisfying　all　constraints　of　（P）．　Then

b・th　the　v瓠ues・fΣ（‘の∈E　c胸＋・・and　V　一v　are　always　n・nnegative．　H・wever，　in

case　either　co　＝　O　er　V　：v．．，　the　minimal　value　of　f　is　equal　to　zero　and　the　problem

becomes　an　ordinary　network　flow　problem．　To　avoid　such　a　trivial　case，　we　assume　that

　　　　　　　c・＞0・V＞”m眺・　　　　　　　　　　　　（2．1）

The　objective　function　f　is　then　the　pro　duct　of　two　positive　affine　functions　and　hence

quasiconcave　on　the　feasible　set　of　（P）　［11］．．

　　　If　we丘xed　theヤalue　of　dn（P），　then　we　have　a　minimum　cost丑ow　problem：

（P（v））

　　　　　　　　　　　　　　　

IIllnlmlze

subject　to

ΣCiゴ砂‘ゴ

（iの∈E

　　Σ　　Xiゴー　　Σ　　釦ゴ、＝

｛ゴ：（ε，5）∈E｝　　　　　｛ゴ：（あの∈E｝

0≦砂5ゴ≦賜5ゴ，　（i，ゴ）∈E．

　v7　z＝sl
　O，　iE　iVN｛s，　t｝，

一v，　i一一一　t，

As　we皿kn・wn・we　can　s・lve（P（v））in　str・ngly　p・lyn・mial・time・and・btain　an・ptimal

flow　x“（v）　if　O　：｛　v　SI　v．．．．　Let
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」｝i” iw）　s　f（x“（v），　v）．
（2．2）

Then　we　can　see　that　solving　the　original　problem　（P）　amounts　to　locating　a　global

minimizer　of　F　in　the　interval　［O，　vma．］．

Lgmma　？．1．　i」　v＊　G　［O，　v．．．］　is　a　global　minimiier　of　F，　then　（x“（v“），　v“）　solves　（P），

ω厩頭のis　an・ptimα1　fl・ω　・f　（P（のノ．ロ

Since　capacity鋤εゴ・f・a・h　arc（i，ゴ）∈Ei・integ・al，（P（v））has　an　integer・ptimal且。w　if

v　is　an　integer　in　［O，　v．．．1　（see　e．g．，　lll）．　Moreover，　since　f　is　quasiconcave　on　the　feasible

・et・f（P），　there　is　a　gl・bal　minimum　p・int　gf／am・ng　int・g・al（x・＠），の，・．　Th，、e　facts

imply　that・ne　can・btain　a　gl・bally・pti圃・61uti・n・f（P）by・・lving（P＠））f。r　all

integers　in　［O，　v．．．］．　Although　such　a　primitive　algorithm　can　run　in　pseudo－polynomial

tim・・i・e・，　in　time　O（溜（m，　n）σ）where　M（m，　n）i・the　running　tim，。f　a　min三mum

cost　fiow　algoritim　and　U　＝＝　max｛ui2・　：　（i，2’）　E　E｝，　it　would　be　far　from　efiicient　in

practice．

3．　Pseudo－Polynomial　Algorithm　for　Finding　a　Globally　Optimal　Solution

To　improve　the　efficiency　of　the　algorithm　for　solving　（P），　let　us　observe　some　charac－

teristics　of　function　F．

For　v　E　［O，　v．．．］，　let　us　denote　by　g（v）　the　optimal　value　of　（P（v））．　Then　we　have

F（v）　＝　（g（v）　一　co）・（V　一一一　v）．
（3．1）

The　following　proposition　is　well　known　in　the　literature　about　parametric　linear　pro－

grarnming　（see　e．g．，　［21）：

Pr・p・siti・n　3・1・Functi・n　9・［0，　vm．．1→：R　i・　c・nv・x　and　Ptecewise　afiine。ロ

Furthermore，　since　ci2・’s　are　assumed　to　be　nonnegative，　g　must　be　nondecreasing．　Let

p　be　the　number　of　affine　pieces　of　g　and　let

　　　　　　　9（勿）一αkV一βい∈［勿桐，Vkい一1，…，P，　　　　　（32）

where　vo　＝　O，　vp　＝＝　vmax，　and　ak’s　and　5k’s　are　nonnegative　constants．　Then

　　　　　　　F＠）＝（αkV・一・6k＋c・）・（V一㊨い∈［㊨ト祠，　k＝1，一．，P．　　（3．3）

We　see　that　F　is　a　concave　quadratic　function　on　each　［vk．．i，　vkl　and　hence　achieves

the　minimum　over　the　subinterval　at　either　vk－i　or　vk．　Among　such　end　points　vk，

k　・O・1・…，P・exists　a　gl・bal曲imizer　v＊・f　F・ver　the　wh・le　interval［0，　vm眺】．

Hence，　to　solve　（P），　we　need　only　to　specify　all　affine　pieces　of　g．　ln　the　rest　of　this

secti・n，　we　will　sh・w　that・ne　can　successively　gene・atρall　a伽・pieces・f　g　in　the　c・urse

3



of　solving　a　minimum　cost　fiow　problem　（P（v．．．））　using　the　primal－dual　algorithm　of

Ford　and　Fulkerson　［31．

　　　Rec曲hat　the　primaLdual　alg・rithm　in【31　builds　up　an・ptimal丑・w・f（P（vm眺））

step　by・tep・by　ad曲g且・w・al・ng　augmenting　Path・with　the　lea8t　c・st　in㎝姻1i鋤y

netw・rk　N’・At　ea・h　stage，酪s　c・nstructed　fr・m　N＝（G　＝＝　（V，　E），8，ち。，ω）and

the　present　flow　m’　according　to　the　rules　below：　For　each　（i，　1’）　G　E，

Rule　13　if鳩く吻，　then　let（z，　1）∈Ei，喝＝吻一3穿1ゴand　clゴ＝cサ，

Ru量e　23　if鳴＞0，　then　1・t（ゴ，の∈E2，喝＝の1ゴand　4ゴ＝一。ガ．

The　resulting　gra，ph　G’　：　（V，　Ei　U　E2）　together　with　capacity　vector　u’　and　cost　vector

d　comsists　the　auxiliary　network　N’　＝　（G’，　s，　t，　c’，　u’）　with　respect　to　fiow　m’．　Unless

the　present且ow　value♂reaches　vmax，　we　ca赴丘nd　an　augmenting　pathπ⊂EI　U　E2

with　the　least　cost　in　N’，　by　solving　a　shortest　path　problem　from　s　to　t　in　G’　with　arc

length　d．　Let

6＝min｛駕1ゴ：（i，ゴ）∈π｝・ （3．4）

Then　we　have　a　well－known　result．

Lemma　3．2．　Let　O　S　6　S　6．　A　lso　for　each　（i，　2’）　E　E，　let

　　　　　　　　　　　　　　　x；・」十6　z7　（i，3’）ETnEi，

　　　　　　∬；ゴ（δ）＝・∬1ゴーδザ（ゴ，の∈π∩E2，

　　　　　　　　　　　　　　　x；・」・　otherwise．

Then　X’（δ）is　an・蜘nal・S・嫡・n（ザμ’＠’＋δ）ノ．

（3．5）

Proof：　See　e．g．　ll，3］． 口

According　to（3．5）we　update且ow　xt，　and　then　proceed　to　the　next　stage．　Here　we

should　note　that

　　　　　　　9（♂＋δ）＝Σ嘱ゴ（δ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（‘の∈E

　　　　　　　　　　　　　　　＝Σc糾ゴ＋δ（ΣcザΣCの．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i，3’）EE　（i“’）ETnEi　（ii）ErnE2

Th三s　implies　that　g　is　an漁ne　functi・n・ψ’，♂＋51・且ence　all　p・ints　in（げ，

can　be　discarded　when　we　locate　a　globaユ卑inimizerがof　F　in［0，　vmaxl．

　　From　the　above　observation，　we　can　summarize　an　algorithm　for　solving　（P）．

（3．6）

v’　＋　6）
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Algorithm　PD．

Step　O．　Let　（x’，　v’）　＝＝　（O，　O），　（x“，　v＊）　＝＝　（O，　O）　and　“P7＊　＝　co　V．

Step　1．　Construct　the　auxiliary　network　．ZV’　：（G’，　s，　t，　c’，　u’）　with　respect　to　x’．

Step　2．　lf　there　is　no　path　from　s　to　t　in　G’，　then　terminate．　Otherwise，　compute　a

　　　　sho！test　path　7r　and　let　6一　一一一一　min｛ul・」　：　（i，　2’）　E　7r｝．　According　to　（3．5），　compute

　　　　x’（6）　and　1et　（x’，　v’）　：　（x’（6一），　v’　十　6一）．

Step　3・　lf　（2　（i，」）EE　ci」’xl・2・　十　eo）・（V　一　v’）　〈　F“，　then　revise　the　incumbent：

（m“，　v’）　＝　（x’，　v’），　．F“　＝　（　2　ci」xl・」・　＋　co）・（V　一一　v’）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iの∈E

Step　4．　Return　to　Step　1． 口

The・rem　3・3・鋤燃m　PP姻・αgZ・助⑳伽α1・・嫡・n＠・，が）Of　（Pソ　in
O（m（m　＋　nlog　n）U）　arithmetic　operations，　where　U　：max｛ui」・　：（i，　2’）　E　E｝・

Proof：　The　main　parts　of　this　algorithm　are　the　construction　of　N’　in　Step　1　and　the

computation　of　7r　and　x’（6一 j　in　Step　2．　lt　is　obvious　that　both　the　construction　of　N’

and　the　computation　of　x’（5）　can　be　done　in　time　0（m）．　On　computing　7r，　we　can

t「ansf・rm　c’int・a…・gativ・vect・r　by　intr・ducing　n・de　p・tentials，　because　all　c‘ノs

are　nonnegative．　（see　e．g．　［1］　for　details）．　We　can　therefore　obtain　T　using　Dijkstra’s

algorithm　in　time　O（m　＋nlogn）　［41．　Since　6一’　一〉　1　on　the　assumption　that　a11　ui，・’s　are

integral，　Steps　1　and　2　are　repeated　at　most　v．．．　times．　Hence　the　total　number　of

arithmetic　operations　is　bounded　by　O（（m＋nlogn）v．．．）SO（m（m＋nlogn）U）．　a

　　　Note　that　if　Algorithm　PD　1acks　Step　3，　it　is　nothing　but　the　prima1一dual　algorithm

of　Ford　and　Fulkerson．　Although　the　worst－case　time　complexity　of　the　algorithm　is　not

polynomial　in　the　input　length，　its　practical　eMciency　is　guaranteed　by　many　experiments

performed　so　far．

4，　Polynomial　Algorithm　for　Finding　a　Globally　E－Optimal　Solution

Since　the　worst－caSe　number　of　aMne　pieces　of　g　is　exponential　in　the　input　length　［16i，

it　would　be　hard　to　design　polynomial－time　algorithms　for　finding　a　globally　optimal

，selution　of　（P）．　However，　if　we　give　up　accuracy，　it　is　possible　to　find　a　globally　E－

optimal　solution　in　polynomial　time．　ln　the　sequel，　we　impose　the　following　assumption

on　the　ideal　value　V　of　v：　・

V　一一　vmax　）　U　11ii　max｛ui7’　：（i，　］’）　E　E｝．
（4．1）
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　　　　㌃∴㌦’．愚『

　　　　　　ρ聯at・lerahceξ∈（0，11，　we　say伽t　a艶asible　s・luti・n＠・，　vり・f（P）is　g励吻

　　　ξ白⑫tim　dl　if　iもSaもisfies

　　　sblution，，．we　gontl’／／．　der　a　’Problem　with　truncated　arc　capacities：　・　’t’

（P一j

血ini血iz¢ノ（X，　V）＝（Σc‘ゴ∬εゴ＋・。）・（V一　v）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iの∈E

subject　t・Σ∬ザΣxゴi＝
　　　　　　　　　　｛ゴ：（i，ゴ）∈E｝　　　　　｛ゴ：（ゴ，の∈E｝

　　　　　　　　　　O　fl｛1　X　i2・　：1｛　aij・，・　（i，　2’）　E　E，

　v7

　0，，

一一一@，ve

i　・“・：一，s，

i　Ei‘・VN　｛s，　t｝，

i＝　t’

where

　　　　　　　⑰ザM團躍」，（i，ゴ）∈E・　　　　　　　　　（4．3）

f・rs・血e　p・・itive　c・nstant　M，　and　the・ther　n・tati・ns　are　the　same・as（P）．　We　can。f

course　apply　Algorithm　PD　to（P）．　Then　an　optimal　solution（あ，　U）will　be　obtained　in

time　O（m（m・十周置1og　n）σ／M）because　the且ow　ahgmentationδin　Step　2　camot　be　less

than　M・Weals・n・te七hat（師）is　fea・ible　t・th・・rigina」　pr・blem（P）and　satis£es

　　　　　　　ノ＠＊，v＊）≦ノ（醐・　　　　　　「　　　　（4．4）

On　th・ゆer　h㎝d・we　c鋤・btain　an　feasible・・luti・n・f（P）by・・unding（x・，が）．

　　　Let　E　be　the　set・f　a・cs　（i，ゴ）’s　such　that鳩＞0．　Then　we唱⑳・dec・mp・se且。w

詔＊int・anumber・f且・ws　al・ng　directed　paths　fr・m　8　t・ti・G．　＝：・（　ゆv，　E），　u・ing　the

following　Pro　cedure：

　　　　　　　　　　　　　　だ　　0。Let五1’＝＝E，　xl．プ＝∬あfor　each（z，　1）∈E’and　k＝＝1．

1．lf　there　i・n・path　fr・m　8　t・t．　in（V，　E’），　th・n　te面nate．　Otherwise，　c・mput，　a

　　　　　path、πた⊂E’with　the　1・ast・number・f・ar・・，　and　l・tδた＝mi嘱ゴ・㈲∈πん｝．

2．F・r　eaごh（Z7　1）∈πた・let　x：・戸殉一δゐ・Al・・let・・Et＝Eへ｛（i，ゴ）∈πた：鳩篇0｝．

　　3。Let　k：＝k十1a血dgoto　1。．　　ロ

Since　at　least　one　a■c　is　deleted　from　E’every　iteration，　this　procedllre　terminates　and

　　　　　　　　　　　　　ウyields　at　most　IEI　directed　pathsπた，s　such　that

　　　　　　　鳩一晶、ゴ｝δた．f・r・ea・h（i，ゴ）∈E；♂一書δた，　　（4・5）
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where

　　　　　　　馬＝｛πた・（i，ゴ）∈πk・k＝1・・…9｝　　　　　　　（4．6）
　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

fbr　each（i，ゴ）∈E，　and　g≦固is　the　total　number　ofπた，s．：For　eachゐ，　let

　　　　　　　ぼ

　　　　　　　6ドmax｛0，δk一・M｝・　　’　　　　　　　（4．7）

Proposition　4・1・　F（》rεαcん（z，　2）∈E，　let

　　　　　　　a｝iゴー｛鳩＝　Σ　　　　　｛　k：rk　E　nil・o｝乱欝玖　　（生8）

Also　let

　　　　　　　　　　　す

　　　　　　　加平δた・　’　　　　　　（4・9）
Then（胡B，勿）tS　a　feαsible　s・luti・η（’f　」『ソ．

Proqf：We　obviously　haveΣ｛ゴ，（8，2）∈珂di。戸行andΣ｛」：（ゴ，のξE｝あゴε＝一行．　At　other　no　des

i∈y＼｛8，t｝，且・w銚。・nse・ved　because　it　c・nsists・m・ws　al・ng　Pathsπゐ・、　fr。m　8

t・t・If（i，ゴ）∈E　bel・ngs　t…m・path　Tk　with　Sk＞0，　then　O＜iitiゴ≦鳴一M≦殉．

Otherwise，　the　valu・・fあがvanishes・Hence，　M　satis丘es，all　capacity　c・nstraints・as　well．

口

Thus　（m“，　v“）　provides　an　feasible　solution　（th，

　　　　　　　ノ（xe　v）≦f（th，行）．

We　also　have

of）　of　（P）　satisfying

（4elO）

　　　　　　　　ΣCi病≦Σc‘鴎，　　　　　　　　　　（4．11）
　　　　　　　（iの∈E　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iの∈E

since　a皿ci／s　are　nonnegative．　This　together　with　di≧が一gM　implies

　　　　　　　ノ＠・の≦（ΣCiゴ鳴＋C・）・（y一♂＋gM）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iの∈E

　　　　　　　　　　　　　　　：ノ＠＊・の＋（Σc‘ゴ筍＋c・）mM・　　　　　（4．12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（iの∈E

Hence，　from　（4．10）　and　（4．12）　we　have

　　　　　　　ノ＠’鍵調・♂）≦譜≦11irM，．　　（4．・3）

by　noting　V　一　v“　）　U　on　assumption　（4．1）．　Therefore　an　optimal　solution　（ot，　of）　of　（P）

can　satisfy　the　E－optimality　condition　（4．2）　if　we　let

　　　　　　　M＝　EUI　m．　（4．14）
In　this　case，　the　time　complexity　of　Algorithm　PD　is　bounded　by　O（m2（m　＋　n　log　n）／E）．

7



5．　Conciusion

fi

We　showed　in　this　paper　that　a　parametric　approach　provides　an　efficient　algorithm　for

solving　a　class　of　nonconvex　cost　network　flow　p；qblems．　The　algorithm　we　proposed

to　solve　（P）　can　generate　a　globally　optimal　solution　in　pseudo－polynomial　time　and　a

globally　6－optimal　solution　in　polynomial　time．

　　　Minimization　of　a　product　of　two　aMne　functions　like　（P）　is　in　general　called　linear

multiplicat三ve　p・・9・a血ming　and　has　real　w・rld　apPli・a止i・n・in　abundance［12】．　Als。，

among　many　gl・bal・ptimi・ati・n　p・・bl・m・［9いhe　linea・multipli・ativ・p・・9・amming

problem　is　one　of　a　few　problems　which　can　be　solved　in　a　practical　sense．　ln　fact，　th6

co血putati・nal　results　rep・rt・d　in【11，13］sh・w　that　paramet・ic　simplex　alg・rithms　s。lve

a　general　linear　multiplicative　programming　problem　in　just　a　little　more　cqmputational

time　than　needed　for　solving　a　linear　programming　problem　of　the　same　size．　However，　it

is　still　an　open　questien　whether　a　linear　multiplicative　programming　problem　is　polyno－

mially　solvable　or　not．　Besides　linear　multiplicative　programming　problems，　parametric

approaches　are　very　effective　for　solution　of　certain　concave　cost　network　flow　problems

［8，　14，　15，　17，　18］．　The　readers　are　also　referred　to　16，　7］　for　the　current　state－of－the－art

of　nonconvex　network　optimization．
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