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　SPECTにおける解析的画像再構成法の体系化に向けて

（Toward　Unifying　Analytical　lmage　Reconstruction　Methods　for　SPECT）

筑波大学　電子・情報工学系　　工藤　博幸

1．はじめに

　一様吸収係数μを仮定したSPECTの画像再構成において，　Belliniら［1］とInouye先生
ら［2］により類似した数学的構造を持つ画像再構成法が提案された．そして，この両者の関

係について国内で種々の論議があるようである．私の知人の中にも，『両者は数学的に等価

だ』という人もあれば『両者は数学的に違う』という人もある．ここで，『2っの再構成法

の投影データに含まれる冗長性の取り扱いが同じで，雑音を含むデータに対して全く同じ再
構成画像を与えるとき数学的に等価である』［3｝という．また，『投影データの対称化を行っ

たBelliniらの方法は数学的に誤っている』という主張もあるように聞いた．これらの解析

を複雑にしているのは，論文によって記号の定義や画像と投影データが実数であることに起

因する関数の対称性の取り扱いが異なることが原因であると思う．更に，これらの方法とは
異質のものとして，TretiakとMetz［4］による重み付き逆投影を用いた画像再構成法がある．

この方法は雑音の伝幡特性が悪いことが実験的に示されている．TretiakとMetzの方法と
BelliniらやInouye先生らの方法はどんな関係にあるのだろうか．そこで，私なりにこれら

の問題について考察し，種々の方法を体系的にとらえることを行ってみた．また，これらの

方法の雑音伝幡特性をある程度理論的に考察し，その結果に基づいて最適な雑音伝幡特性を
持つ画像再構成法を導出することを試みた．

2．数学的準備

　記号は全てInouye先生らの論文［2］と同じものを使用する．原画像をf（x，　y）とすれば，

問題は次式で定義されるExponential　Radon　Transformの逆変換を求めることに帰着する。

　　　　　　　　　　　　g（X，　ip）＝　f－oo．　f（x，　y）　exp（一一paY）dY　（1）

　　　　　　　　　　X　＝＝　xcos　ip　十ysin　¢，　Y＝　一x　sin　ip　十ycos　ip　（2）

SPECTの画像再構成がExponential　Radon　Transformの逆変換に帰着される過程につ
いては，文献［1，2，4，51に示されているので省略する．以降では式（1）の9（X，φ）のことを投

影データと呼ぶ．数学的準備として以下の関数を定義しておく．
　［原画像のフーリエ変換F（ξ，η）とその極座標フーリエ級数Fn（p）］

　　　　　　　　　F（C，　n）一難ノン（x，y）exp［一i（4x＋ηy）陶　　（3）

　　　　　　　　昨躍F（ρ…θ，P　・in　e）exp（一inθ）dθ

［投影データのフーリエ変換G（’〉’，φ）とその円調和級ISc　G．（7）］

　　　　　　　　　　G（7，　ip）　＝　f－oo．．　g（X，　ip）　exp（一i7X）dX

（4）

（5）
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　　　　　　　　　　　G．（7）　＝　“．　f，2T　G（7，　ip）　exp（一inip）dip　（6）

以上の関数は変数ξ，η，p，7については（負の値も含む）全ての実数で定義され，角度φ，θにつ

いては周期2πの周期関数とする．また，変数nについては（負の値も含む）全ての整数で定
義される．原画像∫（x，　y）と投影データ9（X，φ）が実数であるとき，上述の関数は次式で表

される対称性を持つことが示される．

F（一一4，　一n）　＝　F’（4，　n）

F一．（p）　＝　（一1）”　F．’（p）

F．（一p）　＝　（一一1）n　F．（p）

G（一7，　ip）　一　G“（7，　ip）

　σ＿η（一7）＝G夷（’γ）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

3．Inouye先生らの解法の一般化

　Belliniらの方法もInouye先生らの方法もGn（’γ）とFn（P）の関係式を利用して画像再構
成を行っている．即ち，（1）投影データ9（X，φ）からGn（7）を求め，（2）Gn（7）からFn（P）

を求め，（3）Fn（P）からF（ξ，η）を求め，（4）フーリエ逆変換でノ（x，　y）を再構成する，の4

っの手順を基本的に取っている．但し，式（7）～（11）の対称性からn≧0についてのみ考

えれば画像再構成が行えるので，特に断わらない場合は以下の議論は全てn＞0のみを考え
ている．この形の画像再構成では，Gn（’γ）からFn（P）を求める部分が最も重要と考えられ，

Inouye先生らはこれを行うためのGn（7）とFn（p）の関係式（文献［2］の式（13））をElegant

な方法で導いた．そこで，この関係式を深く考察してみた．その結果，7＜0の場合には
Inouye先生らの関係式は正しくなく修正が必要なことが分かった．関数Gn（7）は7＜0の場
合にも計算できるのに，何故Inouye先生らの関係式は7＜0のGn（’〉’）の場合を考慮してい

ないのかと疑問に思った．変数nを固定して考えると（㌔（7）とGn（一7）の間にはエルミー

ト対称の関係は成立しないので，7＜0のGn（7）も再構成に利用することが良いように思っ

た．そこで，恐れながらも井上多門先生に質問に行ってみた．井上多門先生の返答と私の受
け取り方の間にミスマッチがなければ，『7＜0のGn（7）は数学的に厳密な再構成に必要な

いので最初から考えていない』というのが答えであった．確かにInouye先生らの再構成式
を見るとそうなっている．しかし，7＜0の（］n　（7）とFn（p）の関係式が導けるならばこれを

再構成に用いても数学的に誤りではないと考え直し，’1’＜0のGn（ッ）も再構成に利用できる

ようにGn（7）とFn（p）の関係式を一般化してみることにした．その過程（ほとんど文献［2］

と同じ）を以下に示す．

　式（1）を式（5）に代入するとG（7，φ）は次のように書ける．

G（7，　ip）一f一二鵡
f（x，　y）　exp［一i（7X　一　ipY）］dXdY

ここで，（7，　一zpa）に次の変数変換を施す．

7　＝＝　W　COS　Y，　一Zps　＝　LO　SM　U

（12）

（13）
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式（13）を（ω，〃）について解くと次式となる．

　　　　　　　　　　　　ω　＝＝・gn（7）V／　15”　：775，〃一11n嶺　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　sgn（7）　＝｛11　i警≡i　　（15）

式（14）でsgn（’γ）が必要なことは簡単に分かる．式（13），（14）でμ＝0とおいてみよう．式

（13）は〃＝・o，7＝ωとなる．一方，式（14）はsgn（7）がなければ〃＝o，ω＝1ツ1となってし

まう．従って，ツ＜0の場合にも式（13）と式（14）の間に1対1の対応関係が成立するため
には，sgn（7）が絶対に必要である．また，レγ1≧μのとき，ωは実数でuは純虚数となる．式

（13）を式（12）に代入すると次式が得られる．

　　　　σM一∠＝∠二f（x，y）exp｛一ψ…（φ＋の＋y　sin（¢＋u）1｝dxdy（16）

式（16）と式（3）を比較すると，次の投影切断面定理を拡張した式が成立することが分かる．

　　　　　　　　　　　G（7，φ）＝F（ωcos（φ十v），ωsin（φ十〃））　　　　　　　　　　　（17）

式（17）をσ（7，φ）からF（P，θ）を求める形に変形すると次式となる（θは実数とする）．

　　　　　　　　　　　　　F（ωcosθ，ωsinθ）＝G（’γ，θ一u）　　　　　　　　　　　　　　　（18）

式（18）を用いてG（’γ，φ）からF（p　cos　e，p　sin　e）を計算する．しかし，式（18）のG（or，θ一〃）

においてθ一〃は複素数であるのに，我々は実数のφに対するσ（7，　ip）しか利用できない．そ

こで，F（p　cos　e，p　sin　e）が解析関数であることを利用したInouye先生らの解析接続の方法

を用いる．まず，次式でG（7，φ）の円調和級数の係数Gn（ツ）を求める．

　　　　　　　　　　　　Gn（，d＞t）一二㌔（第φ）exp（一一inip）4φ　　（19）

次に，複素数θ一uに対するG（7，θ一〃）の値を次式の級数によって計算する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　G（7，θ一〃）一Σσn（7）exp［in（θ一〃）］　　　　（20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　7ZニーOQ

式（18），（20）に式（14）を代入すれば次式が得られる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（・gn（7）～扉ア…θ，・gn（7）～扉ア・inθ）一］Z）　Gn（7）（1葦1）n／2exp（inθ）（2・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γL＝一〇◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3’”

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫



ここで，・〉・＜0の場合についてのみθ＝θ’＋πの変数変換を行ってみれば，式（21）は次のよ

うに書けることが分かる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（～扉ア。・・θ，〉蒋sinθ）一Σ　Gn（7）（sgn（7））n（1葦1）n／2　exp（inθ）（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　n＝一〇Q

一方，式（4）の極座標フーリエ級数の係数Fn（P）を用いてF（P　cos　e，ρsinθ）は次のように書

ける．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　F（pc・sθ，P・inθ）一ΣFn（P）exp（inθ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝一◎Q

式（22）と式（23）を比べるとFn（p）とGn（’γ）を結びつける次式が得られる．

Fn（viTl｝＝71｝’）　＝＝　（sgn（7））n（？　tF－ELpa）”／2G．（7）

　　　　　　　　　　　　7十　pa

（23）

（24）

これとInouye先生らの7＞0についてのみ成り立つ関係式を比べると，’〉’＜0のGn（’）’）の場

合には（一1）nを右辺にっけることが必要であることが分かる．式（24）から171≧μのGn（7）

しかFn（p）の計算に関係しないことは明らかなので，以降では171≧μについてのみ考える．

また，p≧0のFn（p）のみで画像再構成が行えることも明らかなので，以降ではρ≧0につ
いてのみ考える．

　そこで，Gn（7）からFn（P）を求める際に7〈0のGn（7）と’〉’＞0のGn（’γ）の両方が利用

できるように，Inouye先生らの再構成式を一般化してみる．式（24）でρ＝VT77：”7T5とおく

と次の2式が得られる．

　　　　　　　　　　　　　　Fn（p）＝（iXl　i－iii：）n／2Gn（70）　（25）

　　　　　　　　　　　　F．（p）＝（一1）”（［lrp．一t－40＋4．）n／2G．（一70）　（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70一μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　・l！。＝～僻ア　　　　層　　（27）

式（25），（26）はFn（p）の値がGn（70）とGn（一一　70）から2回重複して計算できることを意味し

ている．即ち，SPECTの投影データは次式で表される冗長性を本質的に持っている．

　　　　　　　　　　（7一　ps7十　pa）n／2　G・（7）一（一1）n（1圭1）n／2　Gn（一一　7）　　（28）

式（28）はTretiakとMetz［4］やHawkinsら［5］によっても示されている．この関係は投影

データが実数であることに起因するものではなく，consisten七な投影データ（ある画像から

Exponential　Radon　Transformにより求められたた投影データ）についてのみ満足される性

質である．従って，雑音成分などのinconsistentな投影データについては式（28）は成り立た

ない．特別な場合として式（28）でμ＝0とおくと次式が得られる．

Gn（7）　＝　（一1）”　Gn（一　7） （29）

式（29）が吸収なしの投影データにおける対称性g（一X，φ＋π）＝g（X，φ）と等価であること：

は簡単に証明できる．従って，式（28）の投影データの冗長性を（義（7）からFn（P）を求める
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際にどのように利用するかによって，consistentな投影データに対してはどれも厳密解を与

えるがinconsistentな雑音成分の伝幡特性が異なる多くの再構成法が導出できる．これは，

3次元画像再構成問題で投影データの冗長性を利用して雑音を抑制する研究圖や最尤推定
により雑音の影響を軽減する研究が行われているのと本質的に同じ議論である．以降では，
Clackの論文［31の定義を用いて，『2つの再構成法がinconsistentな投影データに対しても

同じ解を与える場合のみ2っの再構成法が数学的に等価である』と呼ぶことにする．
　さて，Gn（’γ）からFn（P）を求誇る際に，　Gn（70）と（］n（一一・70）に合計が1となるような重み

を乗じて加え合わせることを考えてみよう．これを式で表すと次式となる．

Fn（P）　＝

a．（70）（　Zgt一　；一L！一　ps）”／2G．（70）　＋　b．（70）（一1）”（　Zgt一　tr－LE＋　pt）”／2G．（一一70）

　　　一＞to十Lt’　”X’1’　’’”1’S　”．rto．一一．　iu

an（70）　＋　bn（oro）
（30）

ここで，αn（7）とbn（7）はαn（7）十bn（7）≠0（1”）’1≧μ，　n＝0，1，＿○○）となるような任意

の関数で良い（その物理的意味から定義域（1ツ1≧μ，n＝O，1，＿OQ）で負の値をとらない関

数に限定する）．

　式（30）を用いてGn（7）からFn（P）を求め画像再構i成を行う手法は，　Inouye先生らの方法

を一般化したものと言える．以降ではこの方法に基づいて次の事実を示すことにする．

（1）r対称化を行わないBelliniらの方法』，rInouye先生らの方法』，r対称化を行うBellini
らの方法』の3っの手法は一般化したInouye先生らの方法で重み関数αn（，d）t），bn（’γ）が特別

な場合となっている．いずれも厳密な方法である．■

（2）『対称化を行わないBelliniの方法』と『Inouye先生らの方法』は数学的に等価であり，

『対称化を行うBelliniらの方法』と先の2っは数学的に等価でない．■
（3）『TretiakとMetzの方法』は，一般化したInouye先生らの方法で重み関数αn（7），bn（7）

をある特定のものに選んだ場合と数学的に等価である．また，この方法は先の3っの方法の

いずれとも数学的に等価でない．■

（4）上述の4っの方法の雑音伝幡特性の相違について論じる．更に，この結果に基づいて最

適な雑音伝心特性を持つ再構成法を導く．■

4．Inouye先生らの方法と対称化を行わないBelliniらの方法

　Inouye先生らの方法で上述の冗長性をどのように利用しているのか，私には最近まで全
く分からなかった．これは，Inouye先生らの論文［2］においてその記述が全くなかったため

である．しかし，上述のようにInouye先生らの論文のFn（p）とGn（p）の関係式（文献［2｝の

式（13））が7＜0のとき成立しないことに気付き，恐れながらも井上多門先生に質問に行って

みた．井上多門先生の返答と私の受け取り方の間にミスマッチがなければ，r7＜0の（義（’γ）

は数学的に厳密な再構成に必要ないので最初から考えていない』というのが答えだった．そ

こで，7＜0のGn（7）を使用しないものをInouye先生らの方法と呼ぶ．7＜0のGn（7）を
使用しないことは，式（30）で次のようにおくことに相当する．

απ（7）＝1，bn（ッ）＝0 （31）

その結果として式（30）は次のようになる．

Fn（p）　：（iXl　inyifi：）n／2Gn（70）
（32）
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　式（32）を用いた再構成法は以下のようになる．但し，誤った解釈が生じないように必要
な各関数の計算を行う範囲も示す．
（1）投影データg（X，φ）のフーリエ変換を行う．

　　　　　　　　　　　　G（7，φ）イ：9（瓦φ）・xp（一i7X）dX

　　　　　　　　　　　　　　　（iU≦7≦○○，0≦φ≦27r）　　　　　　　　　　　　　（33）

■

（2）G（7，φ）の円調和級数の係数Gn（7）を求める．

　　　　　　　　　　　　Gn（7）一等㌔（第φ）exp（一伽φ）4φ

　　　　　　　　　　　　　　（μ≦っ・≦OQ，　n＝0，1，．．．，○○）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）

■

（3）式（32）を利用して吸収補正を行いFn（ρ）を求める．

　　　　　　　　　　　　　　Fn（P）＝（ツ。　”一　pa）n／2　G。（70）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70十μ

　　　　　　　　　　　　　　（0≦p≦○○，　n＝0，1，．．．，○○）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）

■

（4）原画像のフーリエ変換F（ξ，η）を求める．この際に式（8）のFn（p）の対称性を考慮すれ

ば，n＝0，1，＿，○○のFn（P）だけから次式でF（ξ，η）が求められる．また，　F（ξ，η）を計算

する範囲もそのエルミート対称性から（ξ，η）平面の半分の領域で良い．■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　Re［F（p　c・sθ，ρ　sin　e）1－Re［F・（ρ）］＋2Re［Σ　”n（P）exp（in・e）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nニ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　Im［F（p　c・・θ，P・inθ）1一　21m［］Z）　”n（P）・xp（inθ）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　＝1

　　　　　　　　　　　　　　　（0≦p≦○○，0≦θ≦π）　　　　　　　　　　　　　　　（36）

■

（5）F（ξ，η）を計算しなかった（ξ，η）について，F（ξ，η）をそのエルミート対称性を利用して

埋める．そして，フーリエ逆変換を行い再構成画像を求める．

　　　　　　　　　　　　　　　　F（一ξ，一η）＝・F＊（ξ，η）

　　　　　　　　　　　　　　（一〇〇≦ξ≦○○，0≦η≦○○）　　　　　　　　　　　　　 （37）

　　　　　　　　　f（x，y）一嘉唾罵F（e，　n）exp［i（ξx　＋　ny）］4ξ吻　（38）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6’

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫



■

　次に，対称化を行わないBelliniらの方法とInouye先生らの方法の関係を述べる．まず，
簡単な計算により次式が成立することが示される．

　　　　　　　　（許一｛：：：1喉7）ll；：∵　（39）

式（39）を式（32）に代入すれば次式が得られる．

　　　　　　　　　　　Fn（P）一・xp←n・inh騨1≠μ2隔）　　（4・）

従って，Inouye先生らの方法の手順（3）を次の（3’）で置き換えても数学的に全く等価で
ある．

（3’）式（40）を利用して吸収補正を行いFn（P）を求める．

　　　　　　　　　　　Fn（P）一exp（一n・sinh－1≠μ2）Gn（7・）

　　　　　　　　　　　　　　（0≦p≦○○，n＝＝0，1，．．．，○○）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

■

更に，式（8）のFn（ρ）の対称性を利用して，　Inouye先生らの方法の手順（4）を以下の手順

（4，4）と（4’一2）で置き換えても数学的に全く等価である．

（4’一1）n＜0のFn（P）を次式により求める．

　　　　　　　　　　　　　　　F．一n（P）＝（一一1）π町（P）

　　　　　　　　　　　　　　（0≦p≦○○，n＝1，2，．．．，○○）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（42）

（4，一2）次式のフーリエ級数展開によりFn（p）からF（ξ，η）を求める．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　F（P…θ，P　sin　e）一ΣFn（P）exp（inθ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝＝一〇〇

　　　　　　　　　　　　　　　（0≦p≦○○，0≦θ≦π）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（43）

■

　上述の手順（3’）と手順（4’）の置き換えを行ったものが対称化を行わないBelliniらの方

法である．従って，Inouye先生らの方法と対称化を行わないBelliniらの方法は数学的に等
価である．但し，Belliniらの論文［11の式（6）には不注意な誤りがあり（エルミート対称性

が抜けている），次のように訂正する必要がある．

　　　　　　　　　h－k・xp（k・inh－1発）一（一1）んんlexp（一たsinh－1隻）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’L’

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫



また，r対称化を行わないBelliniらの方法』と『Inouye先生らの方法』が数学的に等価だと

いうことになっても，再構成式の導出の過程はBelliniらの論文［1］よりInouye先生らの論

文［2］の方がはるかにElegantで分かりやすい．従って，　Inouye先生らの論文はとても優れ

た論文である．Inouye先生らの論文がなければ，私もこの問題について深く理解できなかっ
と思う．

5．対称化を行うBelliniらの方法

　次に，対称化を行うBelliniらの方法を考える．この方法は，上述の一般化したInouye先
生らの方法において，重み関数αn（7）とbn（7）を次のように選んだ場合に相当する．

　　　　　　　　　　an（7）一（帯）一n／2，　bn（”〉’）一（1圭1）一n／2

以下でこの事実を証明する．式（44）を式（30）に代入すると次式が得られる．

　　　　　　　　　　　　　　　　Gn（70）　十　（一1）n　Gn（一　70）
　　　　　　　　　　　　Fn（P）　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　（70一μ）n／2＋（70＋μ）n／2

　　　　　　　　　　　　　　　　70十pa’　X　70一一pa

式（39）を用いて式（45）の分母は簡単に次式となることが示される．

　　　　　　　（滞η／2＋（岩ア／2－2・・sh（n・sinh－1≠μ2）

また，式（45）の分子は以下のように計算できる．

　　　　　　　Gn（7）一躍∠二9（X，　ip）　exp（一i7X）exp（一inip）dXdip

　　　　（一1）”　G．（一一　7）　＝　（一一i）”　“．　f，2T　f－oo．　g（x，　ip）　exp（i7x）　exp（一inip）dxdip

　　　　　　　　　　一躍∠二9（一一　X，　ip＋π）exp（一i・7X）・xp（一in　il）dxail

ら次式が成立する．

Gn（7）＋（一1）・　Gn（一　7）一毒ズ鵡

　　　　　　　　　　　　　　aXdip

れを次のようにh（X，φ）とおく．

　　　　　　　　　　　　h（X，　ip）　＝＝　g（X，　ip）　＋　g（一X，　ip　＋　r）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8凸’

　　　　　　　　　　　　　　　　’

（44）

（45）

（46）

（47）

（48）

但し，式（48）の第2式を導くためX＝一X’，φ＝・φ’十πの変数変換を行った．この結果か

　　　　　　　　　　　　　　　　　（g（X，　ip）　十　g（一一X，　ip　十　T））　exp（一i7X）　exp（一inip）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（49）

ここで，g（X，φ）＋g（一X，φ＋π）はBelliniらの対称化した投影データに等しい．そこで，こ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（50）



すると，式（45），（46），（49）によりh（X，φ）からFn（P）を計算する過程は以下のように書ける．

　　　　　　　　　　　　H（7，ip）＝f－oo．h（X，ip）exp（一i7X）dX　’　（51）

　　　　　　　　　　　H．（7）　＝＝　“．　f，2T　H（7，¢）exp（一一一inip）dip　（s2）

　　　　　　　　　　　　Fn（p）＝snyEs．gtt”gii￥itRiEliiz；iiili；iiii；｝；，h．，i．hn一（一￥Ol　zt　：）　・　（53）

従って，Belliniらの対称化を行う再構成法は，一般化したInouye先生らの方法でツ＞0の
Gn（”〉’）と7＜0のGn（”Y）が均等な重みでFn（p）に寄与するように重み関数αn（7）とbn（7）

を選んだものと解釈できる．即ち，画像再構成を行う前に投影データの対称化を行っても，

原理的に再構成に必要なFn（P）の情報は完全に求められる．この方法は投影データの冗長性

の取り扱いがInouye先生らの方法や対称化を行わないBelliniらの方法と異なり，先の2つ
の方法と数学的に等価でない．また，式（51）～（53）を導く過程でどんな近似も用いていな

いので，厳密な方法である．ここで，以降で必要になる対称化した投影データh（X，φ）に関
係する関数H（7，φ）Un（7）の対称性をまとめておく（9（X，φ）が実数である場合）．

　　　　　　　　　　　　　　　h（一X，　ip十丁）＝　h（X，　¢）　（54）

　　　　　　　　　　　　　　　H（7，　ip十r）＝　H“（7，　ip）　（55）

　　　　　　　　　　　　　　H（一一7，　ip十r）＝H（7，　ip）　（56）

　　　　　　　　　　　　　　　H．．（7）　＝＝　（一1）nHfi（7）　（57）

　　　　　　　　　　　　　　　Hn（“7）　＝＝　（一1）n　Hn　（7）　（58）

　以上から，Belliniらの対称化した投影データから画像再構成を行う以下の手順が成立する。

（1）投影データg（X，φ）の対称化を次式で行う．

　　　　　　　　　　　　h（X，　ip）　＝　g（X，　ip）　＋　g（一一X，　ip　＋　T）

　　　　　　　　　　　　　　（一一　oo　sxs　oo，　os　ipsr）　（sg）

一

（2）対称化した投影データh（X，φ）のフーリエ変換を行う．

　　　　　　　　　　　H（’＞t7　ip）一罵脚）exp（一i・7X）dX

　　　　　　　　　　　　　　（pa　S　7　SI　OO，　O　S｛　ip　S｛　T）　（60）

一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
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（3）π≦φ≦2πのH（7，φ）を式（55）の対称性を利用して埋める．

H（7，　ip　十　r）　＝　H“（7，　ip）

　　　　　　　　　　　　　　　（pt　flll　7　S｛　CX），　O　S　ip　SI　T）

一

（4）H（7，φ）の円調和級数の係数ffn（7）を次式により求める．

（61）

Hn（7）一
z㌔（第φ）exp（一伽φ）4φ

　　　　　　　　　　　　　　（pa　s　7　s　oo，　n　＝＝　o，　1，．．．，　oo）

一

（5）式（53）を利用して吸収補正を行いFn（p）を求める．

Fn（P）　：
ffn　（70） Hn　（70）

（62）

（Z9’一　；一1一一　Z）n／2　＋（W’　＋　pa）n／2　’　2cosh（n　sinh一’

’〉’o十ILL’　N’）’o一，L‘

　pa
　　　l）
稽一μ

　　　　　　　　　　　　　　（o　sps　oo，　n　：o，1，．．．，oo）

但し，式（63）の第2式を用いても第3式を用いても数学的に等価である．■

（63）

（6）対称化を行わないBelliniらの方法の手順（4’）と同じ．または，　Inouye先生らの方法

の手順（4）を用いても良い．■

（7）Inouye先生らの方法の手順（5）と同じ．■

　Belliniらの論文［1］の計算手順のまとめでは，上述の手順（3）の必要性が明確に述べら

れていない．従って，結果だけを見てインプリメントを行うと誤った解釈をする可能性があ
る．特に，手順（3）を行わないで0≦φ≦πのH（7，φ）のみで周期πのフーリエ級数展開係

数としてHn（’〉’）を求めてはいけない．また，この方法は手順（2）のフーリエ変換の計算が

0≦φ≦πであり対称化を行わない場合の半分で済み，計算量が少ないという利点がある．

6．TretiakとMe七zの方法

　TretiakとMetzの重み付き逆投影による方法は，一般化したInouye先生らの方法でGn（’1’）

からFn（P）を求める際の重み関数αn（7）とbn（7）を次のように選んだ場合と数学的に等価で
ある．

　　　　　　　　　　　　　　　　an（7）＝1，　bn（7）＝1　（64）

以降ではこの事実を証明する．まず，準備として原画像f（x，y）の極座標フーリエ級数を次

式で定義する．
　　　　　　　　　　f．（r）＝　“．　f，2T　f（T　cos　e，rsin　e）　exp（一ine）de　（6s）

　　　　　　　　　　
ノ（rc・sθ，　r・sinθ）一Σノn（r’）exp伽θ）

　　　　　　　　n＝一QQ

（66）
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ここで，原画像∫（x，　y）が実数ならfn（r’）は次式のエルミート対称性を満足する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　f＿n（r）＝∫窪（r）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（67）

Fn（p）からノ（x，　y）を再構成する手順は，ハンケル逆変換を用いて以下の3っのステップで

実現される［4］．但し，Jn（・）をn次ベッセル関数とする．

　［ハンケル逆変換を行う］

　　　　　　　　　　　　ム（・）一爵（の・∠○．瑞（ρ）ゐ（・ρ）卿

　　　　　　　　　　　　　　（0≦r≦○○，　nニ＝0，1，．．．，○○）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（68）

　［対称性を利用してn〈0のfn（r）を埋める］

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＿η（γ）＝∫窪（γ）

　　　　　　　　　　　　　　（0≦γ・≦Oc，　n＝＝1，2，．．．，○○）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（69）

　［極座標フーリエ級数を計算する］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　ノ（rc・・θ，　T・sin・e）一Σfn（r）exp（inθ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝一〇Q

　　　　　　　　　　　　　　　（0≦r≦○○，　0≦θ≦2π）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（70）

式（68）～（70）によるFn（p）からの再構成が式（36）～（38）によるものと数学的に等価であ

ることは，良く知られた事実であり簡単に証明できる（証明は省略する）．
　式（64）を式（30）に代入するとFn（p）と（7n（”）’）の関係は次式となる．

　　　　　　Fn（P）一1（欝π／2Gn（’〉’・）＋1（一1）n（岩）n／2　G・（一一・7・）　（71）

式（71）を式（68）に代入してp＝～／蒋（7＞0の根を考える）の変数変換を行うと次式と

なる．

fn（・）一赤（i）　n［f。．．　Gn（’〉’・）（藷葦1）n／2　」・（・P）P　dp＋（一・1）n　f，．．α（一7・）（ll圭1）n12

　　　　　　　xJ：n（rp）pdp】

　　　　一右（i）n［f、．．Gn（7）（1葦か／2み（・～炉＝ア）7d7＋（一1厩．Q　Gn（一7）

　　　　　　　×（幸1）n／2」・（へ扉ア）7d7］　　　　（72）

右辺第2項目について7＝一ヅの変数変換を行うと次式となる．

　　　　ムω一赤（i）”fh／2，Gn（7）（sgn（7）嘱）郎～蒋）171　d7（73）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11’一一

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫



　　　　　　　　　　　　　　　　Li）＃＝f：一”’fpoo　（7‘）

ここで，文献［4］の付録から簡単に導かれる次の恒等式が利用できる．

（isgn（7））n（lil－i／ii－iLl‘）n／2．T．　（rN／5　｛F＝771i）　＝　Sl．ir　fo2T　exp（i’rr　cos　r　＋　xLTsin　7’）exp（一一in7一）d7’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（75）
式（75）を式（73）に代入し（7n（7）の定義式（6）を用いると次式となる．

fn（r）　：　gl．；72　fo2T　exp（LLTsin　T）Z．lz，Gn（7）1　’y　1exp（i’7rcos　T）　exp（一inT）d7d7

　　　－1㌫3ズズ・xp（μ・sinア）添1≧、G（第φ）171・xp（i7r　c・・T）・xp［一in（T＋φ肋

　　　　　　　dqsdT

　　　　　　　　　　　　　　　　　（n　＝＝　O，　1，．．．，oo）　（76）

上述のFn（p）からの再構成手順では，　n＜0のfn（r）は式（76）から式（69）の対称性を利用

して求める．従って，次のようになる．

∫＿n（r）＝ノ窪（r’）

　　　　一1ぬ3ズズexp（1・・　sin　T）41≧Pa　G＊（酬exp（一i7r　c・・ア）exp［in（T＋φ）］

　　　　　　　cl’ydqsdT

　　　　＝　TEI．IF？；，　f，2r　f，2T　exp（LLr　sin　T）fl．12，G（7，　ip）　1　7　1　exp（i7r　cos　T）　exp［in（r　＋　ip）］

　　　　　　　cl・7dipaT

　　　　　　　　　　　　　　　　　（n＝1，2，．．．，oO）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）

但し，式（77）の第3式を導くため7＝一一7’の変数変換を行い式（10）のG（7，φ）のエルミー

ト対称性を用いた．次に，式（76），（77）を式（70）に代入すると次式となる．

f（・c・sθ，r・sin・e）一1よ3ズ∠無exp（Pa・　sin　7）添1≧、G（第φ）171exp（i7r　c・・T）

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　x｛Σexp［一in（7　一一　e＋φ）］｝d7diPd7　　　　　（78）

　　　　　　　　　　　　n＝一◎Q

ここで，δ（・）をDiracのデルタ関数として次の良く知られた等式が成立する．

　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　Σexp［一in（T　一一　e＋φ）】一2πδ（T一θ＋φ）　　　（79）

　　　　　　　　　　　nニーOQ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12’
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式（79）を式（78）で用いると最終的な再構成式が得られる．

f（rcos　e，rsin　e）　＝＝　gT．ili｝・，　f，2T　exp［parsin（e　一　ip）］fl．12，G（or，　ip）171　exp［i7r　cos（e　一一　ip）］d7dip

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（80）

明らかに式（80）はTretiakとMetzの重み付き逆投影による方法を表している．従って，この
方法はrInouye先生らの方法（対称化を行わないBelliniらの方法）』，『対称化を行うBellini

らの方法』のいずれとも数学的に等価でない．しかし，導出の過程で近似を使っていないの

で厳密な方法である．この方法による再構成の手順は通常のフィルタ補正逆投影法とほぼ同
じなので省略する．

7．雑音伝幡特性の説明

　これまで述べてきた『Inouye先生らの方法（対称化を行わないBelliniらの方法）』，『対

称化を行うBelliniらの方法』，『TretiakとMetzの方法』の3つは，いずれも厳密解である
ことが示された．しかし，投影データに含まれる式（28）の冗長性の利用方法が異なるため，

数学的に等価でなく雑音伝幡特性が異なることも同時に分かった．そこで，3つの方法の雑
音伝幡特性について論じる．

　まず，SPECTの投影データに含まれる放出フォトン数のゆらぎに起因する雑音が，
Gn（，d＞t）にどのような形で伝幡するかを考えてみる．　SPECTの投影データp（X，φ）から

Gn（’）’）を計算する過程は次の2式で表される．

　　　　　　　　　　　　　g（X，　ip）＝exp（pt（X，　¢））p（X，　ip）　（81）

　　　　　　　Gn（7）一躍鵡9（瓦φ）exp（一i7X）・xp圃鋤　（82）

放出フォトン数のゆらぎは平均と分散が同じ確率変数で表されることが良く知られている．
いま，各変数を確率変数化したものを〒で表し，平均型一二】で分散をvar［・】で表す・この

とき，雑音が独立であると仮定してP（X，φ），9（X，φ），Gn（7）の平均と分散を計算すると次式

が得られる．
　　　　　　　　　　　　　E［p（X，　ip）］　＝：　p（X，　ip）

　　　　　　　　　　　　　varlv（X，　ip）1　＝　p（X，　ip）

　　　　　　　　　　E［g（X，　ip）］　＝　exp（pt（X，　ip））p（X，　ip）

　　　　　　　　　var［g（X，　ip）］　＝　exp（2pt（X，　ip））p（X，　ip）

E［Gn（ツ）］一髪ズ鵡exp（μ1（瓦φ））醐exp←i・＞tX）exp（一2ηφ脚φ

var［Re剛壕倉ニ

　　　　　　　一岩｛ズ疋

var［li（ltxti5i［，　ip　］cos2（7X　＋　nip）dXdip

（83）

（84）

（85）

（86）

（87）

　　　　　　．．exp（2μ1（瓦φ））脚脚φ＋∠℃剛2μ1（瓦φ））

　　　×　p（X，　ip）cos［2（7X　十　n　ip）］dX　dip｝

：“．　f，2T　f－oo．　exp（2pt（x，　ip））p（x，　ip）dxdip　（88）
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var［Im［Gn（7）］1一 �ﾚニ
　　　　　　　一歩｛ズ∠．．

var［9’ iijt　l　s　in2（7X　十　n　ip）dX　dip

　　　　　　　
　　　×P（X，φ）c・s［2（7X＋ηφ）］dX　dφ｝

駕鋪罵exp（2μ1（瓦φ））P（X，　ip）dXdip

exp（2，ul（X，　q5））胸脚φ一
Y∠二exp（2L・1（X，　q5））

（89）

但し，式（88），（89）の第3式を導くにあたって次の近似を用いた．第2式において第2項の
被積分関数はexp（2μ1（X，φ））P（X，φ）が十分滑らかな関数のとき角周波数（27，2n）で正弦波

状に振動するので，1ツ1≧μの範囲について第2項は第1項と比較して十分小さくなり無視
できる．一様に近い線源の分布ならこの近似は妥当と考えられる．式（88），（89）の計算結果
から，var［Re［（］n（7）］］とvar［lm［Gn（7）］1は（7，　n）に依存せず一定の値となることが分かる．

上述の近似が現実の問題で成り立つかどうか不安であったが，Hawkinsらの論文［5］で同じ
ことが述べられている（pp．149）のを見つけた．彼らは，『Gn（7）に加わる雑音のパワースペ

クトルが均一な（（’γ，n）に依存しない）ことをモンテカルロ・シミュレーションを行い確認し

た』と述べている．

　さて，上述の結果を用いて3つの方法の雑音伝幡特性を考察してみよう．いずれの方法も
Gn（7）から式（30）によりFn（P）を求めて吸収補正を行っている．この過程は一般的に次の

ように書ける．

　　　　　　　　　　　Fn（p）　＝　cn（70）Gn（70）　＋　dn（70）Gn（一70）

　　　　　　　　　　　　　（o　sps　oo，　n　＝o，　1，　．．．，　oo）　（go）

ここで，各再構成法についてCn（’〉’）とdn（7）は以下のようになる．

　〔Inouye先生らの方法（対称化を行わないBelliniらの方法）］

c．（7）　＝　（　t一：’G一LLpa）n！2，　d．（7）　＝　o

　　　　ツ十μ

（91）

〔対称化を行うBelliniらの方法］

Cn（7）
@＝

@171t；Zigitlfiglfiil　！rosh　nsinh－i　一）’　dn（7）　＝＝　5［t15gF（　7gilin（　Xiili；iiiosh　nsinh－i－i’　一
1 （一　1）n

　　（92）
）

［TretiakとMetzの方法］

Cn（7）一1（帯）n／2，　dn（7）一1（一1）n（1圭1）n／2
（93）

上述のvar［Re［Gn（7）］］とvar［Im［Gn（7）］］が（ッ，　n）に依存しないという解析結果から，実数

部・虚数部ともにGn（70）とGn（一70）は同じ分散の雑音に汚されていると考えて良い．ここ
で，Gn（70）と（㌦（一’γ0）の重み付き加算を行ってFn（p）を計算するとき，　Cn（70）とdn（70）

の絶対値が大きいと（㌦（’γo）とGn（一70）に大きな値を乗じてしまうので雑音が拡大される。
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従って，Cn（70）とdn（70）の絶対値が小さくなる冗長性の使い方をした再；構成法が雑音伝幡

特性が良いと考えられる．この観点から上述の3つの方法を見てみよう．但し，n＞0の
Fn（P）しか計算してなくP≧0のとき70＝～ろ躍≧μであるから，　n≧0，’γ≧μの範囲

のみを考えて考察を行って良い．Inouye先生らの方法ではCn（7）の絶対値は1以下にしか
ならずdn（”〉’）は零であるから，雑音伝幡特性は良いと考えられる．対称化を行うBelliniら

の方法もCn（7）とdn（7）の絶対値は常に同じで1／2以下にしかならず，雑音伝幡特性は良い

と考えられる．次に，TretiakとMetzの方法を考えてみよう．この方法ではCn（”）’）の絶対値

は1／2以下であるが，dn（’〉’）の絶対値は常に1／2以上でしかも7　s　paとなる低周波において

無限に大きな値となる．このことが原因で雑音の大きな拡大が起こると予想され，雑音が多

い場合の再構成法としては明らかに問題があると考えられる．Inouye先生らの方法と対称
化を行うBelliniらの方法の優劣については，式（90）～（93）を見ただけでは断言できない。

しかし，式の形から考えて何か違いがあることは確かである．
　そこで，各方法についてRe［Fn（p）】とIm［Fn（p）］の分散を計算してみよう．いま，Re［Gn（7）］

とIm［Gn（”〉’）］の分散をσ2とする．

var［Re［？Z；；T；ti5［］」　＝＝　var［lm［lii　1’（；t7i［）］］　＝　“．　f，2T　f－oo．　exp（2pt（x，　ip））p（x，　ip）dxdip　＝　a2　（g4）

このとき，式（90）からRe［Fn（p）】とIm［Fn（p）］の分散は以下のように表される．

var［Re［IZZI一iPti［）］］　＝　var［lm［opt）］］　＝　a　2（cZ（70）　十　dZ（70））

式（95）を各方法に当てはめると以下のようになる．

　［Inouye先生らの方法（対称化を行わないBelliniらの方法）］

（95）

var［Re［7；（7tlii）］1　＝　var［lm［7；（7ti［）］］　＝　a2（i］gl－1＄i　：）”
（96）

［対称化を行うBelliniらの方法］

var［Re［F．（p）］］　＝　var［lm［F．（p）］］　＝

2　a2

［TretiakとMetzの方法］

［（2！tL　；E一　pt）n／2　＋（23t2一　t一11e＋　pa）n／2］2

70　十　pa　　　　　　　70　一一　pa

　　　　　a2
2　cosh2（n　sinh－i　pt）

va・［R・剛］一va・［Im［嗣一穿鵜）n＋誓（ll圭1）n

（97）

（98）

μ＝0．15（cm－1）で線源の直径RがR＝30（cm）の場合について，式（96）～（98）をグラフに

書いた結果を図1に示す．この図を見ると，TretiakとMetzの方法の雑音伝幡特性が悪い
ことはすぐ分かる．また，Inouye先生らの方法と対称化を行うBelliniらの方法は雑音伝幡
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特性は良いが，両者の間に以下に述べる違いがあることが分かる．n＜15のFn（P）成分に
ついては対称化を行うBelliniらの方法の方が優れており，　n≧15のFn（P）成分については

Inouye先生らの方法の方が優れている．また，　Inouye先生らの方法は低周波の小さいPに対

する雑音伝幡に優れ，対称化を行うBelliniらの方法は高周波の大きいPに対する雑音伝幡に

優れる傾向が見られる．これは一例であるが，他の条件の場合もほぼ同様な傾向になると思

われる．以上のことから，Inouye先生らの方法と対称化を行うBelliniらの方法の優劣につ
いては，Fn（P）の各角周波数（P，　n）成分ごとに異なり一概にどちらが良いと結論づけること

はできない．また，この解析結果を得るために式（88），（89）で近似を行ったことも認識して

おかねばならない．

8．最適な雑音伝幡特性を持つ再構成法

　これまで述べてきた数学的枠組みに入る再構成法の中で，最も雑音伝幡特性が良い方法と

はどのような冗長性の取り扱いをしたものなのだろうか．これはごく自然に生じる誰もが考
える疑問であると思う．この問題の解答を以下に述べる．まず，式（30），（90）からRe［Fn（p）］

とIm［Fn（p）］の分散を重み関数αn（7），6η（7）を用いて表す．その結果は次式となる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αz（70）鰐）n＋bZ（7・）（ll圭1）n

　　　　var［Re［IZII（PtJ）］］　＝　var［lm［IZII（Pti［）］］　＝　a　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（99）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（an（70）　＋　bn（70））2

雑音を抑制することは式（99）の分散を小さくすることに等しいから，式（99）をαn（’γ0），bn（70）

について微分して零とおく．その結果として，最適な重み関数αn（’γ），bn（7）が次式のように

得られる．

　　　　　　　　　　　蝋織）一（≒≒1≒）n　（1・・）

　　　　　　　　　　　認・）一（　（ツーμ）n　　ツ十μZl　一！tL）n　＋　（？1．：＋t－L！pa7十μ　

ツーμ）n

@（1・・）

式（100），（101）を式（30）に代入すると，最適な吸収補正を行う式は次のように求められる．

　　　　　（　Zgt．．　tr一12E＋　pa）”／2G．（70）　＋　（一1）n（　Zgt　；21一一’　｛）”／2G．（一70）

　　　　　’〉（o－LL’　’’”T’　N　’　N一＞to十lc，e
　Fn　（P）　＝
　　　　　　　　　　　（？3’2－1－EL；　pa　）n　＋（　Z9’一　trinLL＋　pa　）n

　　　　　　　　　　　70　十　pa　　　　　　　　　　　　　　　　　’γ〇一μ
　　　　　・xp（n・inh－1≠μ2隔）＋（一1）n　exp（一一　n　sinh　一1≠μ2）Gn←7・）

　　　　　　　　　　　　　　　　2cosh（2n　sinh－i　pt）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（102）

特筆すべきことは，式（102）は『Inouye先生らの方法』，『対称化を行うBelliniらの方法』，

『TretiakとMetzの方法』のいずれの場合とも同じでないことである．従って，これらの方
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法は（程度の大小はあっても）雑音伝幡特性は最適なものからずれている．過去の研究で主

に雑音がない場合の数学的厳密性に重点がおかれたことを考えると，このような結果になっ

ても仕方がないと思う．言葉を変えれば，Inouye先生らの方法において7＜0のGn（7）を
使用しないことや対称化を行うBelliniらの方法で投影データの対称化を行う（式（102）の形

の吸収補正が対称な投影データから不可能ことはすぐ証明できる）ことが，雑音の伝幡特性

を最適なものからずれさせる原因となっている．さて，Inouye先生らの方法と対称化を行う

Belliniらの方法の雑音伝幡特性が，上述の最適な方法とどの程度ずれているかを考えてみよ
う．式（102）の最適な吸収補正を行ったときのRe［Fn（p）］とIm［Fn（p）］の分散は，式（99）か

ら次式のように計算される，∵

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2
var［Re［F．（p）］］　＝　var［lm［F．（p）］］　＝＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70　十　ps　　　　　　　　　　　　　　　　70　一　pa　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）n　＋（　　　　　　　　　　　　　　　　（
　　　　　　　　　　　　　　　　70　十　pa　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70　一　pa

（103）

式（103）を他の方法と同じ条件下で図1のグラフに書いてみた．最適な方法がInouye先生

らの方法や対称化を行うBelliniらの方法と比べて驚くほど良いわけではないが，どの方法
も計算手順がほぼ同じことを考えると実用的には最適な方法を用いる方が良いと思、う．

　式（102）を用いた再構成法の計算手順を以下にまとめておく．

（1）投影データg（X，φ）のフーリエ変換を行う．

G（7，　ip）　＝　f－O．O　g（X，　ip）exp（一i7X）dX

　　　　　　　　　　　　　　　（1　711｝i：　pa，　O　s｛　ip　fill　2　T）

一

（2）G（7，φ）の円調和級数の係数Gn（’γ）を求める．

（104）

昨鉱㌔（7，　ip）exp←inip）4φ

　　　　　　　　　　　　　　（1　71｝ii　，“，　n　＝　O，1，．．．，oo）

一

（3）式（102）を利用して吸収補正を行いFn（p）を求める．

Fn　（P）　＝

（Zgt＝．EL＋　pa）n／2G．（70）　＋　（一1）n（23t2一　；一！2’一　！）n／2G．（一一70）

70一μ　　　　　　　　　　　　ツ0十μ

（105）

　　　　　　（70一μ70　十　pa）n＋（藷圭1）n

exp（πsinh－1 cﾊ2）鰯＋（一1）n　exp（一ηsinh－1≠μ2）Gn←ツ・）

2　cosh（2n　sinh－i　pt）

（O　s　p　s　oo，　n　＝＝　o，　1，．．．，oo） （106）
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但し，第1式を用いても第2式を用いても数学的に等価である．■
（4）対称化を行わないBelliniらの方法の手順（4’）と同じ．または，　Inouye先生らの方法

の手順（4）を用いても良い．■

（5）Inouye先生らの方法の手順（5）と同じ．■

9．まとめ

　Inouye先生らの解法を投影データの冗長性が一般的に利用できるように拡張し，その特
別な場合として『Inouye先生らの方法（対称化を行わないBelliniらの方法）』，r対称化を行

うBelliniらの方法』，rTretiakとMetzの方法』を位置づけた．その結果，従来の研究で明

らかでなかった4つの方法の関係を明確にすることができた．また，雑音伝幡特性の相違に

ついて説明を加えることができ，最適な雑音伝幡特性を持つ方法も導くことができた．

　筆者の質問に快く答えてくださった井上多門先生と日頃御指導頂く斎藤恒雄先生に深謝致
します．
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