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Abstract

This　paper　studies　in　the　framework　of　the　so－called　geometric　approach　two　parameter

insensitive　disturbance－rej　ection　problems　with　state　feedback　and　with　ihcomplete－state

feedback　for　linear　systems　defined　in　Hilbert　spaces，　and　present　necessary　and　／　or　suffi－

cient　conditions　for　these　problems　to　be　solvable　under　certain　assumptrons．
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1．　lntroduction

　　Wonham　and　Morse［7］　studied　the　disturbance－rejection　problem　with　state　feedback　for　finite－dimen－

sional　systems　in　the　framework　of　the　so－called　geometric．approach．　On　the　other　hand，　for　infinite－

dimensional　systems，　the　corresponding　problem　has　been　investigated　by　Curtain［2］．

　　Ghosh［3］　investigated　two　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problems　with　state　feedback

and　with　dynamic　output　feedback　for　finite－dimensional　systems　by　introducing　the　notion　of　simultane－

ous　feedback　controlled　invariant　subspaces．　The　present　authors［6］obtained　solvability　conditions

for　the　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problem　with　static　incomplete－state　feedback　for

finite－dimensional　systems．

　　　The　objective　of　this　paper　is　to　formulate　an　infinite－dimensional　version　of　two　parameter　insensi－

tive　disturbance－rejection　problems　with　state　feedback　and　with　static　incomplete－state　feedback，　and　to

study　their　solvability．

　　　　This　paper　is　organized　as　follows．　Section　2　will　give　various　notions　of　invariant　subspaces　and

their　properties．　ln　Section　3，　a　Hilbert－space　version　of　the　parameter　insensitive　disturbance－rej　ection

problem　with　state　feedback　will　be　formulated，　and　some　necessary　and　／　or　sufficient　conditions　for　its

solvability　will　be　presented．　ln　Section　4，　the　static　incomplete－state　feedback　version　of　the　problem

will　be　formulated　and　its　solvability　conditions　will　be　presented．　ln　Section　5，　an　illustrative　exam－

ple　of　our　results　will　be　presented．　Finally，　Section　6　will　give　some　concluding　remarks．

．

2　Preliminaries
　　　In　this　section，　we　give　some　definitions　of　simultaneous　invariant　subspaces　and　their　important

propertles．

　　First　we　give　some　notations　used　throughout　this　investigation．　Let　B（X；Y）denote　the　set　of　all

bounded　linear　operators　from　a　Hilbert　space　X　into　another　Hilbert　space　Y；　for　notational　simplicity，

we　write　B（X）for　B（X；X）．　The　domain　and　the　image　of　a　linear　operator　A　will　be　denoted　by　D（A）

and　ImA，respectively．　Further　we　use　the　notations　r　i：＝｛1，…，ri｝，　r2：＝｛1，…，r2｝and　r3：＝｛1，…，

r3　｝’

　　　　Next，　we　consider　the　set　｛2Vijk；iEri，jEr2，　kEr3｝　of　rixr2xr3　systems　defined　in　a　real　Hilbert

space　X：

（2・1）Σ・　・k

o綴1＋B／u（t）・x（0）＝X・∈㌔1・ノ∈r2・k∈r3）

where　Ai　js　the　i血itesimal　generat・r・faC。一semigr・up｛SA，（t）；t≧0｝・n　X・while　B／
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ear・perat・r・fr・m　Euclidean　space　RM　int・X（i・e・，　Bノ∈B（RM；X）・ノ∈r2）・Ck　is　a　b・unded　linea「　ope「a－

tor　fromX　into　RP　（　i．e．，　CkEB（X；RP），　kGr3）　and　x（t）　EX，　u（t）ERM，y（t）ERP　are　the　state，　the　input，

the・utpuいespectively・F・rab・undedline　perato「乙 窒a（X）・｛SA’・乙『）；t≧0｝denotes　a　sem’g「oup

generated　by　a　linear　operator　A　i＋L．

F・rthese　systems｛］S　ijk：i∈rl・，ノ∈r，，k∈r3｝，we　give　the　f・11・wing　de価ti・ns・

（2．2）Definition．　Let　V　c　X　be　a　closed　subspace．

　　　　（i）　Vis　said　to　be　feedback一（Ai，Bj）一invariant　ifthere　exists　an　F，・EB（X；RM）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A，＋B／Fiノ）（v∩D（Ai））⊂v・

　　　　（ii）V・is・said・t・be　S（Ai，Bノ）一invariant　if　there　exists　an　Fi・∈B（X；RM）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，．B，F，，．（t）　Vc　V　for　a11　t｝）O．

　　　　（iii）　Vis　said　to　be（Ck，Ai）一invariant　ifthere　exists　a　GikEB（Rq；X）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A，＋G，，Ck）（VAD（A，））cV．

　　　　（iv）　Vis　said　to　be　S（Ck，Ai）一invariant　ifthere　exists　a　GikEB（Rq；X）such　that

’　SA，＋G，，c，（t）Vc　V　for　a11　t｝rO．

　　　　　（v）Vis　said　t・be（Ck，Ai，Bノ）一inv珈t　i紬ere　exists㎝娠∈B（Rq；Rm）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ai＋B／Hヴ凸）（v∩D（A’））⊂v・

　　　　　（vi）　Vis　said　to　be　S（Ck，Ai，Bj）一invariant　ifthere　exists　an　HijkEB（Rq；RM）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，＋B，H，，．，c，（t）VC　V　forall　t＞一〇．　／／

The　following　definition　is　a　simultaneous　version　of　Definition　（2．2）．．

（2．3）Definition．　Let　VcXbe　a　closed　subspace．

　　　　（i）V　is　said　t・be　simultane・us　feedback一｛（Ai，Bノ）；i∈rl・ノ∈r2｝一invariant　if　the「e　exists　an

FEB（X；R　M）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ai＋B／F）（V∩D（Ai））⊂V　f・rall　i∈r1・ノ∈「2・

　　　　（ii）V・is・said・t・be・simultane・us｛S（Ai，Bノ）；ε∈rl，ノ∈r2｝一invariant・if・there・exists　an・F∈B（X；R　m）
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such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，＋B，F（t）　Vc　V　for　all　t2）O　and　a11　iE　ri，J’Er2．

　　　　　（iii）　Vis　said　to　be　simultaneous｛（Ck，Ai）；iEri，kE，r3｝一invariant　if　there　exists　a　GEB（Rq’X）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A，＋GC，）（VAD（A，））cV　for　all　iGri，kEr3．

　　　　　（iv）　Vis　said　to　be　simultaneous　｛S（Ck，A　i）；iE　ri，　kEr3｝一invariant　if　there　exists　aGeB（Rq；X）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，＋Gc，（t）　Vc　V　for　a11　t｝2D　and　all　iEri，　kEr3．

　　　　　　（v）V・is・said・t・be・simultane・us｛（Ck，Ai，Bノ）；’∈rl，ノ∈r2・k∈r3｝一invariant　if　there　exists　an

HE　B（Rq；R　M）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A，＋B／HC，）（V∩D（Ai））⊂V蝕組1∫∈r1・ノ∈r2・k∈r3・

　　　　　（vi）V・is・said・t。　be・simultane・us｛S（Ck，Ai，Bノ）i∈r1，ノ∈r2，ke　r，｝一invariant・if・there・exists　an

HE　B（Rq；RM）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，．B、HC、⑦化V飴r曲≧O　and　all　i∈r1・ノ∈r2・k∈「3・11

（2．4）Remark．

・（i）We　n・te　that，　f・r　each　system縣＝（A，，Bノ，Ck），　an　S（Ck・Ai・Bノ）一invariant　subspace　V　has　the

property　that　if　x（O）E　V　then　there　exists　an　incomplete－state　feedback　input　u（t）＝HiJ・k　y（t）　such　that　x（t）E　V

for　all　t＞一〇．　On　the　other　hand，　for　a　family｛Eijk＝（Ai，Bj，Ck）iEri，1’Er2，kEr3｝of　systems，　a　simul－

tane・us｛S（Ck，Ai，Bノ）；i∈r1，ノ∈r2，　k∈r3｝一invariant　subspace　V　has　the　pr・perty　that　if　x（0）∈V血en

there　exists　an　incomplete－state　feedback　input　u（t）＝Hy（t）　which　is　independent　on　i，　1’　and　k　such　that

κ（の∈V　for　all　t≧0．

　　　　（ii）　We　note　that　the　semigroup　invariance　implies　infinitesimal　generator　invariance　in　Definitions

　（2．2）and（2．3）．　1／

　　　　The　following　lemma　can　be　used　to　prove　our　main　results．

（2．5）Lemma．

　　　　（i）lf　A，（たr1）are・b・unded・linear・pelat・rs・nX（i．e．，　Ai∈B（X）），　then　the　statements（i）・（ii）・the

statements　（iii），　（iv）　and　the　statements　（v），　（vi）　in　Definition　（2．2）　are　equivalent，　respectively．
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　　　（ii）　lf　Ai　（　ie　r　i）　are　bounded　linear　operators　on　X　（i．e．，　A　i　E　B（X）），　then　the　statements　（i），　（ii），　the

statements（iii），（iv）and　the　statements（v）一（vi）in　Definition（2．3）are　equivalent，　respectively．　／／

（2・6）Defi］nition・　　Letノ玉⊂Xbe　a　closed　subspace．　　　　　　，　　　　　　　　’

　　　（i）V（Ai・Bノ；λ）：＝｛V〈＝A　l　V　is　S（Ai，Bノ）一invariant　subspace．｝

　　　（ii）V・（Ai・Bノ；小＝｛VcA　1　V　is　simultane・us｛S（A、，Bノ）；i∈r1，ノ∈r2｝一invariant　subspace．｝〃

　　　For　the　case　where　X　is　finite　dimensiona1，　both　V（A　i，Bノ；五）and　V，（A　i，Bノ；A）have　unique　supremal

element　V，IJ・and　V“，　respectively［3，7］．　On　the　other　hand，　when　X　is　ipfinite－dimensional，　the　fami－

Iies　V（A　i・Bノ；A）and　V　s（A　i・Bノ；ゑ）are　not　necessarily　closed　under　subspace　addition，　and　thus　there　are

in　general　no　guarantee　that　V，’・」and　V“exist．　However，　we　remark　that　Curtain［2］and　Zwart［8］gave

some　sufficient　conditions　for　its　existence．

（2．7）Lemma［1］．　Let　VcXbe　a　closed　subspace，　and　let　eieB（X）．　lf　there　exists　ae2EB（X）

such　that　SA．e，（t）VcV　for　a1120　and（Ci一一2，）（VAD（A））cV，　then　SA．Q，（t）VcV　for　all　t）O．　／1

（2．8）Lemma［4］．　Let｛Vi，…，V，｝be　a　set　of　closed　subspaces　of　X　and　W　be　a　any　closed　subspace

of　X．　lf　Vi．icVi（i一一一1，…　，s－1），　then，　there　exists　a　set｛Xi，…　，X，｝of　closed　subspaces　of　X　such

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vi一一Xie（ViAW），　Xi．i　c　Xi（i＝O，1，…，s－1）andX＝XoeW．　／／

（2．9）Lemma［5］．　Let　U　i，U2　be　real　Hilbert　spaces，　and　F，EB（X；U，）（i一一一一1，2）be　given．

is　closed　in　U2，　then　the　following　statements　are　equivalent．

　　　（i）　KerF　i）KerF　2．

　　　（ii）　There　exists　a　KE　B（U2；Ui）such　that　Fi＝KF2．　／／

If　lmF　2

（2．10）Proposition．　Let　V　be　a　closed　subspace　of　X，　C　E　B（X；RP）　be　given，　and　suppose　that

　　　　（i）Vis　simultaneous｛S（A　i・Bノ）；i∈rl，ノ∈r2｝一invariant，

　　　（ii）　V　is　simultaneous｛（C，A，）；iEri｝一invariant，　and
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　　　　（iii）　VAKer（）tsD（Ai，）　＝VAKerC　for　some　ioGri．

Then・Vis　simultaneous｛S（C・Ai・・8ノ）；i∈rl，ノ∈r2｝一invariant・

Proof．　Suppose　that　V　satisfies（i），（ii）and（iii）．　Then．，’there　exists　an　FE　B（X；RM）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，．B，F（t）　Vc　V　for　a11　tX）　and　all　iEri，　1’Er2，

and　there　exists　a　Ge　B（Rq；X）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A，＋GC）（VAD（A，））cV　for　all　iEri．

Since　Vc　X，　it　foHows　from　Lemma　（2．8）　that　there　exists　a　set　｛Xo，Xi｝　of　subspaces　of　X　such’that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V　＝　X，e（VA　KerC），　X　r（＝Xo，　and　X　＝　Xoe　KerC．

Further，　denote　by　P　the　projection　operator　of　X　onto　Xo　along　KerC，　and　set　Fo：＝FP．　Then　since

Px＝O　for　any　xE　KerC，　one　has

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fox＝F（Px）＝O　for　all　xE　KerC，

which　shows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　KerC　c　KerFo．　（1）

Hence，　it　follows，　from　Lemma　（2．9）　with　（1）　and　closedness　of　lmC，　that　there　exists　an

HE　B（Rq；RM）　such　that　Fo＝HC．

　　　　Now．　we　claim　that　this　H　satisfies
　　　　　　　　’

‘　　　　　　SA，・BμC（t）・VヒV　f・r　a11　t；｝「d　and　all　i∈rl・ノ∈r2・　　　　　（2）

In　order　to　verify　this　claim，　it　suffices，　by　vinue　of　Lemma　（2．7），　to　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B／F－B／F。）vヒv：　　　　　　　　　（3）

To　show（3），　first　let　xEV＝X　i（D（VAKerC）．　Then　x　can　be　written　uniquely　in　the　form　x＝y＋z　with

yGXi　and　zEVAKerC．　By　the　hypothesis（iii），　there　exists　a　sequence｛．ziO｝from

（VAKerCrhD（Ai，））such　that　Lim　zhO＝z．　Now，　by　the　definition　ofFo，one　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－oo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B／F－B／Fo）x＝（B／F－B／Fo）z＝B／Fz・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

On　the・ther・hand，　since（Ai。＋B／F）z躰V㎝d（Ai。．＋eC）z鉾V・it・f・11・ws　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　Bノ助＝（Ai。＋B／F瑠一（Ai。＋㏄瑠∈V　f・rallノ∈r2・　　　　（5）

Thus，　by　continuity　of　B／F・closedness　of　V　and（4）・（5）・one　obtains

　　　　　　　　　　　　　　　　　（B／F－B／F。）x＝B／Fz・＝・LimB／Fz　lo∈V・f・r・allノ∈r2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nO　oo
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Finally・it　fbllows　that（B／F－B／Fo）V⊂V　for　a11ノ∈r2，showing（3）．　Thus，（2）is　satisfied，　and　V　is

simultaneous｛S（C，Ai，B」・）；iEri，J’Er2｝一invariant．　This　completes　the　proof．　／／

3．　The　Problem　with　State　Feedback

　　　In　this　section，　we　will　first　formulate　our　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problem　with

state　feedback　for　infinite－dimensional　systems，　and　then　give　some　solvability　conditions　for　this’prob－

lem．　The　linear　control　system　to　be　considered　is　given　by

（3・1）

P裟麟）＋Bu（の＋Kξ（∫）・x（・）＝κ・∈X

where　x（t）GX，　u（t）ERM　and　z（t）ERP　are　the　state，　the　input　and　the　controlled　output，　respectively．

e（・）　represents　a　disturbance　which　is　a　locally　integrable　function　from　（O，oe）　to　a　Hilbert　space　e　（　i．e．，

4（・）E　LkOC（O，oe；Q）　），　and　KE　B（Q’iX）　and　DEB（X；RP）．

　　　We　assume　that　operators　A，　B，　K　and　D　are　unknown，　but　they　are　assumed　to　have　the　following

forms　：

（3の

wher．e．　pararneters　a，　6，　x　o　G　［O，1］　are　unknown　and　operator　Ai　i’s　the　infinitesimal　generator　of　a

C，一semigroup　｛S．，（t）；t）O｝　on　X，　B　i，　B2GB（RM；X），　Kri，　K2　EB（g；X）　and　D　i，　D2EB（X；RP），　and　all

these　operators　are　known．　We　note　that，　even　if　A　i　and　A　2　are　infinitesimal　generators，

A＝ctA　i＋（1一一一a）A2（a　G［O，1］）may　not　be　an　infinitesimal　generator．　Therefore，　whenever　consid－

ering　an　operator　A＝ctA　i＋（1－a）A2　of　（3．2），　it　is　always　assumed　that　A　is　the　infinitesimal　generator

of　a　C　o－semigroup｛S，（t）；t20｝on　X．　We　remark　that　if　A　i　and　A　2　are　bounded　linear　operators，

A＝ctA　i＋（1－a）A2　is　alvvays　infinitesimal　generator．

　　Now，　for　a　subset　V　of　X，　introduce　the　notation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　S，（・）　1　iV　〉：＝　L（US．　（t）V），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t｝lo

where　L（E）　means　the　linear　subspace　generated　by　the　set　E　and　the　over　bar　indicates　the　closure　in
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Hilbert　space　X．

　　Next，　we　consider　a　state　feedback　of　the　form

（3．3）　u（t）＝Fx（t）

where　FEB（X；RM）．　Then　we　have　the　following　closed　160p　system

（3・4）
?腱）x（t）＋Kξ（tい（0）＝X・∈X

Our　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problem　with　state　feedback　is　to　find　a　state　feedback　of

（3・3）such　that　output　z（t）in　system（3．4）is　not　affected　by　disturbanceξ（のfor　allα，β，γσ　’
f［0，1］．

To　achieve　this　control　requirement　we　must　solve　the　following　problem　：　Given

Ai，A2，　B　i，B2，　Ki，K2，　D　i　and　D2　of　（3．2），　find　（if　possible）　an　F6　B（X；RM）　such　that

D／o’　sA．BF（t－T）Kg（T）dT　＝　o

for　a11　gG　L　IOC（O，oo；g），　all　20　and　all　af，　／3，　x，　6E［O，1］，　or　equivalently　〈SA．BF（・）IImK＞cKerD　for　all

a，　6，　x　oE［O，1］．

　　　This　problem　can　be　formulated　as　follows．

（3．5）Parameter　lnsensitive　Disturbance－Rejection　Problem　with　State　Feedback

（PIDRPSF）．　Given　A，，A2，　B　i，B，，　K，，K，，　D　i　and　D20f（3．2），　find（if　possible）an

FEB（X；R　M）such　that　〈SA．．．（・）IIrnK＞cKerD　for　all　a，　／3，　x　oE［O，1］．　／／

（3．6）　Assumption．

（i）　lt　is　assumed　that　each　V（Ai，B」；KerDiAKerD2）　has　a　unique　supremal　element　V，“・」，　i，　J’E｛1，2｝．

（ii）lt・is・assumed・that　V，（A，，Bノ；KerD1∩KerD2）has　a　unique　supremal　element　V＊．〃

The　following　lemmas　play　important　roles　to　prove　our　main　theorems．

（3．7）Lemma．　Suppose　that　systetn（3．1）satisfies　Assumption（3．6，ii），　and　let　V’denote　the　supremal

subspace　in　V、（A　i・Bノ；KerD　1∩KerD　2）・　Then，　the　following　two　statements　hold・

　　　（i）　lf　A＝Ai＝A2，then　there　exists　an　FEB（X；RM）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA＋BF（t）　V“cV’　for　all　tX）　and　all　／3　E［O，1］．
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　　　（ii）If　A　i　and　A2　are　b・unded　linear・perat・rs・n　X（i・e・・A藍・A2∈B（X））・then　there　exis脚

F∈B（X；Rm）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA＋BF（t）ゾ⊂ゾ　fbr　all　t≧O　and訓1α，β∈［0，1】．

Pr・・f・First，　we　will　pr・ve（i）．　Since　A＝Al＝A2　and　V“　’奄刀@a　supremal　element　in

Vs（A　i・Bノ；KerD　l∩KerD2），there　exists　an　F∈B（X；Rm）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA・B、F（t）V⊂V　f・r　all　t≧O・and・ailノ∈｛1・2｝・　　　　　（1）

and　hence　Remark（2．4，ii）gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A＋B／F）（V＊∩D（A））⊂V％・r田U∈｛1，2｝。　　　　　（2）

Now，　note　that

　　　　　　　　　　　　　　　（A＋B・の＝（A＋BiF）一（1一β）（A＋BiF）＋（1一β）（A＋B，F）．　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　By　virtue　of（2）and（3），　for　arbitrary　x∈（V　AD（A）），　we　have

　　　　　　　　　　　　（A＋BF）x・＝（A＋BiF）x一（1T／3）（A＋BiF）x＋（1一β）（A＋B2F）x∈V＊f・r　a11　6∈［0・1】・

which　proves

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A＋BF）（V＊AD（A））⊂V＊　fbrallβ∈［0，1］．　　　　　　　　　　　　　　（4）

Further，　it　follows　from　Lemma（2．7）and（1）that，　if　we　show

　　　　　　　　　　　　　　　（B／F－BF）（V＊∩D（A））⊂V＊f・r　a11ノ∈｛1，2｝andβ∈［0，1］　　　　（5）

then　the　desired　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA＋BF（t）　V＊⊂V＊　fbr　all　t≧O　and　allβ∈［0，1］

・btain・T・pr・ve（5）・letx　9（V＊∩D（A））・Then，　fr・m（2）and（4）we・btain

　　　　　　　　　　　（B／F－BF）x＝（A＋B／F）x一（A＋Bnx∈V＊f・r瓠U∈｛1，2｝andβ∈［0，1］

which　proves（5）．　This　proves　assertion（i）．

　　Next，　we　will　prove（ii）．　Since　that　A　i　and　A　2　are　bounded　linear　operators　on　X　and　V＊is　a

supremal　element　of　V、（A　i，Bノ；KerD　i　A　KerD　2），　there　exists　an　F∈：B（X；Rm）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SAi＋B／F（t）V　⊂V　　fbrallt≧Oandalli，ノ∈｛1，2｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

and　hence　from　Remark（2．4，ii）gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A’＋B／F）V⊂V　　f‘）ralli，ノ∈｛1，2｝・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

Note　that

　　　　　　　　　（A＋BP）＝α（A，＋BiF）＋（1一α）（A2＋B，F）一（レβ）（Al＋BIF）＋（1一β）（Al＋B2F）．　（8）

Hence，　by　virtue　of（7）and（8），　for　arbitrary　x∈V＊，we　have
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　　　　（A＋BI）x＝α（Al†BiF）x＋（1一α）（A2＋BiF）x一（1一β）（Al＋BiF）x＋（1一β）（Al＋B2F）x∈V＊

Which　proves

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A＋BF）V＊⊂ゾ　　fbr　allα，．β∈［0，1】・

　　　Since（A＋B　F）is　a　bounded　linear　operator，　it　follows　from　Lemma（2．5，ii）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA＋BF（t）ゾ⊂ゾ　fbr　all　t≧K）and　allα，β∈［0，1］．

Thus　this　proves　assertion（ii）．　　〃

　　　The　following　lemma　can　be　easily　obtained　and　its　proof　is　omitted．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ（3。8）L，emma．　Suppose　that　system（3．1）satisfies　Assumption（3．6，ii），　and　let　V　denote　the　supremal

subspace　in　V　s（A　i・Bノ；KerD　1∩KerD　2）・　Then・the　following　assertions　hold・

　　　（i）lf　lmK　i＋lmK2⊂V＊，　then　lmK⊂V＊fbr　a11γ∈［0，1】．

　　　　　　　ホ　　（ii）　V⊂KerD　for　a11σ∈［0，1］．　　〃

　　The　following　two　theorems　give　sufficient　conditions　for　PIDRPSF（3．5）to　be　solvable．

（3．9）Theorem。　Suppose　that　system（3．1）satisfies．A＝A1＝　A　2　and　Assumption（3．6，ii），　and　let

…V＊den・te　the　supremal　subspace　in　V、（A，，Bノ；KerD1∩KerD2）・If

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImK　i＋：lmK2⊂V

then　PIDRPSF（3．5）is　solvable．

Proof．　Suppose　that　lmK　i＋ImK2⊂V＊．　Then，　it　follows　from　Lemma（3．8）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Imi〈⊂V＊⊂KerD　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

fbr　all％σ∈［0，1］．　On　the　other　hand，　since　A＝Al＝A2，　it　follows　from　Lemma（3．7，i）that

there　exists　an　F∈B（X；R”t）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA．BF（t）V＊⊂V＊（t｝nt））f・r　all　6∈［0，1］．　　　　　（10）

Thus，（9）and（10）give　that

　　　　　　　　　　　　　　　〈SA．BF（・）Ilmκ〉⊂〈SA．BF（・）IV＊〉＝V＊⊂KerD　f・r　all　fi，γ6∈［0，1］．

Hence，　P皿）RPSF（3．5）is　solvable．　1／
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（3．10）The・rem．　SupP・se　that　system（3．1）satisfies　A　i　and　A2　are　b・unded・linear・・perat・rs・n　X

（i．e．，　A　1，A2∈B（X））and　satisfies　Assumpti・n（3・6，ii），　and　letゾden・te　the　supremal　subspace　in

Vs（A　i，Bノ；KerD　1∩KerD　2）・If

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Imκ1＋lrnκ2⊂V

then　PIDRPSF（3．5）is　solvable．

Pr・・f．　SupP・se　that　lmKi＋lmκ2⊂V＊．　Then，　it・f・ll・ws・fr・m・Lemma（3・8）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImK⊂V＊⊂KerD　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

f。r　a11　X　u∈［・，1］．・n　the・ther　hand，　since　A　i　and　A2　are　b・unded　linear　・perat・rs・nX・it鉛ll・ws

from　Lemma（3．7，ii）that　there　exists　an　F∈B（X；Rm）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA．BF（t）V＊⊂V＊f・r副1凶㎝d瓠1α，β∈［0・1］・　　　　（12）

Thus，（11）and（12）give　that

　　　　　　　　　　　　＜SA．BF（・）IImK＞⊂〈SA．BF（・）1ゾ〉＝V＊⊂KerD　f・r・all・a・βγσ∈［0・1］・

Hence，　PIDRPSF（3．5）is　solvable．　／1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ（3．11）The・rem．　SupP・se　that　system（3．1）satisfies　Assumpti・n（3・6・i）・and　let　Vi／den・te　the

supremal　subspace　in　V（Ai，Bノ；KerDl∩KerD2）・IfPIDRPSF（3・5）is　s・lvable　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Imκ1＋lmK2⊂∩V］，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，j∈｛1，2｝

Pr。。f．　SupP・se　that　PIDRPSF（3．5）is　s・lvable．　Then，　there　exists　an　F∈B（X；Rm）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜SA．BF（・）IlmK＞⊂KerD　f・r　a11　a，　6　Xσ∈［0・1］・

Sinceα，βγ；σ∈［0，1］are　arbitrary，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜SA、＋B、F（・）Ilmκi＞∈V（Ai・Bノ；KerDl∩Ke「D2）・

Thus，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImKi⊂＜SA，．B、F（・）IlinKi＞⊂V］，　f・r蝋ノ∈｛1・2｝・

Similarly，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImK2⊂＜SA，．B、F（・）IlmK2＞⊂V］，　f・r　a11　i・ノ∈｛1・2｝・

From（13）and（14），　the　desired　result

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImK1＋lmK2⊂∩V］，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ノ∈｛1，2｝

follows．　〃
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4．　The　Problem　with　lncomplete－State　Feedback

　　　In　this　section，　a　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problem　with　incomplete－state　feedback

will　be　studied．　We　will　first　formulate　the　problem　and　then　we　will　present　some　solvability　condi－

tions．

　　　Consider　System　（3．1）　with　an　incomplete－state　y（t）G　RP，　i．e．，

　　　　　　　　x（t）＝Ax（t）＋Bu（t）＋Ke（t），　x（O）＝xoGX

（4・1）　iy（t）＝Cx（t）

　　　　　　　z（t）＝Dx（t）．

　　　We　assume　that　operator　C　is　also　unknown，　but　has　the　following　form：

（4．2）　C＝6C，＋（1－6）C2

where　parameter　6　E　［O，1］　is　unknown　and　operators　C　i，C2　G　B（X；RP）　are　known．

　　　Now，　we　consider　an　incomplete－state　feedback　of　the　form

（4．3）　　　u（の＝Hy（の

where　HE　B（RP；RM）．　Then　we　have　the　following　closed　loop　system

（4．4）　li（5）tl一．（e（＋，）B，HC．）x（t）tKe（t），　x（o）一．，．x

Our　problem　is　to　find　HE　B（RP；RM）　such　that　the　output　z（t）　of　System　（4．4）　is　unaffected　by，the　dis－

turbance　g（t）　for　all　a，　6，　7，　6　，　o　E　［O，1］，　as　in　PIDRPSF（3．5），　it　is　not　difficult　to　see　that　this　problem

can　be　formulated　as　follows．

（4．5）Parameter　lnsensitive　Disturbance“Rejection　Problem　with　lncomplete－State　Feed－

back（PIDRPISF）．　Given　A，，A2，　B，，B，，　Ki，K，，　Ci，C2，　D，　and　D　20f（3．2）and（4．2），　find

（if　possible）an　HE　B（RP；RM）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　〈SA＋BHc（・）lImK＞cKerD　for　all　a，／3，　x　6，0E［O，1］．　／／

　　　First，　the　following　theorem　will　be　proved．

（4．6）Theorem．　lf　PIDRPISF（4．5）is　solvable，

｛ViJ’k，’　i，　j，　k　E｛1，　2｝｝　such　that

then　there　exists　（Ck，A　i，B」・）一invariant　subspaces
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　　　　　（i）　（lmK’i＋lrnK2）c　A　Vi・k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，1；ke｛1，2｝

　　　　　（ii）　2　Vi，・k　c（KerD　i　AKerD2）and

　　　　　　　　i，i　ke　｛1，2｝　一
　　　　（iii）　A　H（A，，B」，Ck；Vi，・k）：／，

　　　　　　　　　i，J’，kE｛1，2｝

where　H（A　i，B」，Ck；ViJ・k）：＝｛HeB（RP；RM）ISA，．B，Hc，　（t）　ViJ・k　c　ViJ・k　for　a11　t20｝・

Proof．　Suppose　that　Problem（4．5）is　solvable．　Then，　there　exists　an　HGB（RP；RM）such．that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈SA．BHc（・）lImK＞cKerD　for　all　cu，　13，　／，　6，6E［O，1］．　（1）

For　each　i，　1’，　k　E｛1，2｝，　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　Viv・k　：＝〈　SA，．B，Hc，（・）111nKl　〉　arld　“VZ・k　：＝〈　SA，．B，Hc，（・）IlmK2　〉．　（2）

Then，　from　the　definition　of　VZ」・k　（m＝1，2），　each　VZ」一k　is　an　SA，．B，Hc，（t）一invariant　subspace，　and　hence　so

iS　ViJ・k：＝Vly・k＋V？」・k・　Therefore，　it　follows　from（1）and（2）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImK　i＋Iml（2　c　ViJ・k　c　（KerD　i　A　KerD　2）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA，＋B，Hc，（t）ViJ・k　C　Vii・k　for　all　tro　and　a11　i，　J’，　kE｛1，2｝，

showing（i），（li）and（iii）．　This　completes　the　proof．　／／

’　Now，　it　is　ready　to　show　our　main　results．

（4．7）Theorem．　Suppose　that　system（4．1）satisfies　A＝A　i＝A2．　lf　there　exists　a　simultaneous

　｛S（Ck，A，Bノ）；ノ・k∈｛1・2｝｝一invariant　subspace　V　satisfンing

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in）Ki＋　lmK2　c　V　c　（KerD　i　A　KerD2），　（3）

then　PIDRPISF　（4．5）　is　solvable．

Proof．　Suppose　that（3）holds．　So，　there　exists　an　HE　B（RP；RM）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA＋B，Hc，（t）Vc　V　for　a11　t｝irO　and　allJ’，　kE｛1，2｝．　（4）

Then，　（4）　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A＋B／HCk）V⊂V・f・r・a11ノ・k∈｛1・2｝・　　　　　　（5）

Note　that

　　　　　　　　　　　　　　　（A＋BHC）　＝　fi6（A＋B，HC，）＋　6（1－6）（A＋B　iHC，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（1－6）6（A＋B，HC，）＋（1一／il）（1－6）（A＋B，HC，）．　（6）
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Now，　by　virtue　of　（5）　and　（6），　for　arbitrary　x　G　VA　D（A），　we　have

　　　　　　　　　（A＋BHC）x　＝　66（A＋B，HC，　）x　＋　6（1－6）（A＋B　iHC2　）x　一（1一・fi）6（A＋B2HCi　）x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1d．／3）　（1－6）　（A＋B，HC2　）x　EV

which　proves

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A＋BHC）（V　AD（A））c　V　forall　6，6E［O，1］．　’　（7）

Further，　it　follows　from　Lemma　（2．7）　and　（4）　that，　if　we　show

　　　　　　　　　　　　　　（BjHCk－BHC）（VA　D（A））cV　for　all　J’，　kG｛1，2｝　and　all　B，　6　E［O，1］　（8）

then　the　inclusion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA＋BHc（t）VcV　for　all　t20　and　a11　／3，　6　E［O，1］　（g）

is　obtained．　To　prove（8），　let　xE（VA　D（A））．　Then，　from（5）and（7）we　obtain

　　　　　　　（BjHCk　一BHC）x　＝　（A＋BjHC，）x一（A＋BHC）x　E　V　for　all　」，　kE｛1，2｝　and　all　6，　6　e［O，1］

which　proves　（8）．

　　　Now，　finally　it　follows　from　Lemma　（3．8），　（3）　and　（9）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　SA．BHc（・）IlmK　〉　c　〈　SA．BHc（・）liV　＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cV

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cKerD　for　all　6，　x　6，0E［O，1］．

Hence，　PIDRPISF（4．5）is　solvable．　／／

（4．8）Theorem．　Suppose　that　A　i　and　A　2　in　system（4．1）are　bounded　linear　operators　on　X（i．e．，Ai

・A2∈B（X））・If　there　exists　a　simultane・us｛S（Ck，A　i，Bノ）；i，ノ，　k∈｛1，2｝｝一invariant　subspace　V　satis一一

fying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ImKi＋　imK2　c　V　c　（KerD，A　KerD　2），　．　（10）

then　PIDRPISF　（4．5）　is　solvable．

Proof．　Suppose　that（10）holds．　So，　there　exists　an　HE　B（RP；R　M）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　SA，＋B，Hc，（t）“V　c　iV　for　all　tl｝iO　and　all　i，／’，　kE｛1，2｝．　（！l）

Then，　（1　1）　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ai＋BjHCk）V（　V　for　all　i，　」’，　kE｛1，2｝．　（12）

Note　that

　　　　　　　　（A＋BHC）　＝　a（A，＋B，HC，）＋　（66－a）（A2＋B　iHCi）＋6　（1－6）（A2＋B　iHC2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1－6）6（A，＋B，HC，）＋（1－6）（1－6）（A，＋B，HC，）．　（13）

Now，　by　virtue　of　（12）　and　（13），　for　arbitrary　xE　V，　we　have
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　　　　　　　　　　　　　　（A＋BHC）x　＝　a（A，＋B，HC，　）x　＋　（fi6－a）（A　2＋B　i　HCi　）x＋fi　（1－6）（A　2＋B　i　HC2　）x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1－6）6（A，＋B，HC，　）x＋（1－6）　（1－6）　（A　2＋B2HC2　）xE　V

which　proves

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A＋BHC）Vc　V　for　all　a，　fi，　6　E［O，1］．

Since　（A＋BHC）　is　a　bounded　linear　operator　on　X，　it　follows　from　Lemma　（2．5，ii）　and　（14）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA＋BHc（t）V　c　V　for　all　t｝）O　and　all　a，　」（3，　6　E［o，1］．

　　　　Now，　finally　it　follows　from　Lemma　（3．8），　（10）　and　（15）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈SA．BHC（・）IImκ〉⊂＜SA．朋C（・）IV＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cV

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cKerD　for　all　a，　fi　7　6，　oE［O，1］．

Hence，　PIDRPISF（4．5）is　solvable．　／／

5． 　Example

Consider　the　following　system　S：

　　　　　　　　　　　∂x（ちη）＝∂2x（ちη）

　　　　　　　　　　　　　　Ot　Dn2

＋　b（n）u（t）　＋　k（n）g（t），　（　O〈n〈1　）， x（ち0）＝O＝x（ち1），

（14）

（15）

　　　　　　　　　　　　　z（∫）＝／。’　d（η）x（ちη）dη・

where　x（t，　n）　is　the　temperature　distribution　of　a　bar　of　the　unit　length　at　position　n　and　time　t，　u（t）ER　is

the　input，　e（t）E　R　is　the　disturbance　and　z（t）E　R　is　the　controlled　output．　Suppose　that　functions　b（n）

and　k（n）　are　unknown，　but　have　the　following　form　：

　　　　　　　　　b（n）＝13bi（n）＋（1一／3）b2（n），　k（n）＝7tki（n）＋（1－y）k2（77），　13，　／E［O，1］

where　bi’ in）　and　ki（n）　（i一一一1，2）　are　some　given　known　functions　in　L2［O，1］　and　6，　7　are　unknown

parameters．

　　Let　X　＝　L　2［O，1］，　and　define　various　operators　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　D（A）＝｛　x（・）E　X　1　x”EX，　x（O）　＝　x（1）　＝　O　｝，　　　　　　　　　　　　　　　A　：＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dn　2

　　　　　　　　　　　Bi：＝b，（n）EX，　B2：＝b，（n）EX，　Ki：＝k，（n）EX，　K2：＝k，（n）EX　and　D：＝〈・ld（n）＞x．

Then，　the　given　system　S　can　be　described　by　the　following　evolution　equation　on　X：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（’）＝Ax（の＋Bu（t）＋Kξ（の，　z（の・＝Dx（の．

　　Now，　suppose　that　de　D（A），　〈b　i，d＞＃O，　〈b2，d＞＃O，　b　i＝b2＋A　where　A　E　KerD．　Then　using

the　results　of［8］it　can　be　shown　that　KerD　is　a　simultaneous｛S（A・Bノ）；∫∈｛1・2｝｝一invariant　subspace・

Further，　if　k　i（n）　and　k　2（n）　are　assumed　to　be　elements　of　KerD，　it　follows　from　Theorem　（3．9）　that

PIDRPSF　（3．5）　is　solvable．

6．　Conclusions

　　　The　infinite－dimensional　version　of　two　parameter　insensitive　disturbance－rejection　problems　with

state　feedback　and　with　incomplete－state　feedback　were　studied，　and　necessary　and　／　or　sufficient　condi－

tions　for　these　problems　to　be　solvable　were　obtained　under　certain　assumptions．　These　results　are

extension　of　the　finite－dimensional　results　of　Ghosh［3］　and　of　present　authors［6］　to　the　infinite－

dimensional　case．　A　general　method　for　checking　the　conditions　given　in　this　paper　has　not　been

known，　and　this　should　be　studied　as　a　future　problem．　Further，　it　would　be　interesting　to　investigate

necessary　and　sufficient　conditions　for　Problems　（3．5）　and　（4．5）　to　be　solvable．
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