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Abstract．　ln　this　paper，　we　consider　a　constrained　optimization　problem　whose　objec－

tive　fun・ti・n　i・a・・1np・・iti・n・f七w・fu・・cti・n・g・：R・→R〃　an・l　f，RP→Rl．　We、h。w

that　a　variant　of　the　outer　approximation　method　generates　a　globally　E－minimum　point　of

fog　＝＝　f（g（・））　on　a　convex　set　after　finitely　many　iterations，　if　g　is　convex　and　f　is　con－

tinuous　and　coordinatewise　increasing．　Preliminary　experiments　indicate　that　the　proposed

algorithm　is　reasonab！y　practical　for　two　types　of　multiplicative　prograrns　if　p　is　！ess　than　four．

Key　words：　Global　optimization，　composite　function，

plicative　program，　rnultiple　objective　decision　making．
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1．　lntroduction

In　a　series　of　articles　（5　一一　11j，　Konno　et　al．　studied　multiplicative　programming　problems，

whose　objective　functions　can　be　expressed　by　the　product　of　some　convex　functions．

Although　the　class　is　a　typical　nonconvex　program　a・nd　hence　has　multiple　local　min－

ima　［6］，　one　can　generate　a　global　minimum　rather　eMciently　if　the　number　bf　convex

f．unctions　involved　in　the　product　term　is　much’less　than　t，hat　of　variables．　Tuy　［18］　and

Sniedovich　et　al．　［14j　shewed　that　this　nice　characteristic　is　mainly　due　to　a　low：rank

P「ope「ty　possessed　by　multiplicativ・functi・ns・ln・ther　w・rds，　minimizing　a　c・皿P。si．

tion　f　o　g　＝　f（g（・））　of　two　functions　g：］R”　一一一＋　IRP　and　f：IRP　一・　IRi　over　a　convex　set

X　c　］R”　is　possibly　as　efficient　as　minimizing　the　product　ofp　convex　fimctions，　if　all

comp・nents・f　g　are　c・nv・x・n　R’1　andノ歪5　c・・rdinat・ω乞・e¢號α5吻αη伽α3乞，。ncave

on　｛g（x）1x　E　X｝．

　　　As　stated　in［7いhe　m・・t　imp・・tant　apPlicati・n・f　multipli・ative　pr・9，ams　is　mul．

tiple　objective　decision　making．　When　several　objectives　withont　a　common　scale　need

optimizing　simultaneously，　a　handy　approach　is　to　optiini2e　the　product　of　these　objec－

tives（see　e・9・国）・This　apP・・ach，　h・wever，　assumes　implicitly　that　the　utility。f　the

”Th〟@aut－hor　was　partially　supported　by　Grand－in－Aid　for　Scientific　Research　of　the　Minist・ry　of

Education，　Science　and　Culture，　Grant　No．　（C）07680447．
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gtecisi．on　rpqker　is　quasiconcave　on　his　criterion　space，’　’though　the　shape　of　the　utility

func|tio吹@．is　in　general　difficult　to　specify　except　that　it　is　coordinat，ewise　increasing　［15j

　　　In　this　paper，　we　will　develop　a　method　for　minimizing　f　o　g　over　a　convex　se’t　．rk

with・ut　assuming　that／is　quasi・・ncav・．　M・re　precisely，　f　is　c。ntinu。u、　and　c。。痂．

na纐3ε襯θα吻but　needs　t・be　neither　quαsic・ncave　n・r　guasic・n”ex・皿s・me。pen

　　　　　　　　ing　｛g（x）lx　E　X｝．　This　class　of　functions　f　o　g　is　a　generalization　of　millti－set　includ

p．1－icatiy．e　gunctions　ai｝d　also　contains　rank－p　quasiconcave　functions　studied　by　Tuy　［18］．

We　．wp’ll　show．　that　a　variant　of　the　outer　approximatioii　method　can　generate　a　g16b5，1

f－minimum　of　this　nonconvex　function　after　finitel：　maniy　iterations．　Preliminary　exper－

iments　indicate　that　the　proposed　algorithm　is　reasonably　practical　when　p　is　less　t’?≠

four，　even　though　n　exceeds　one　hundred．　This　fact　has　an　important　implication　in

multiple　obj　ective　decision　making，　since　the　number　of　objectives　is　usually　less　t，han

five，　and　less　than　three　in　most　practical　applications　（see　e．g．　131）．

　　　The　organization　ofthe　paper　is　as　follows：　ln　Section　2，　we　will　transform　the　prob－

lem　into　a　p－dimensional　minimization　problem　whose　objective　function　is　f．　ln　SeM
モ狽奄盾

3，　to　solve　the　resultant　problem，　we　will　prepose　a　variant　of　t－he　outer　approximation

method．　Unlike　the　usual　one，　our　algorithm　approximates　the　feasible　region　by　us－

ing　the　union　of　finitely　many　rectangles　in　RP．　NVe　will　discuss　possible　improvements

on　the　algorithm　in　Section　4，　and　report　the　results　of　computational　exPeriments　in

Section　5．

2．　Master　Problem　in　the　p－Dimensional　Space

Supp　ose　a　continuous　function　f　：　IRP　一一一÷　Ri　satisfies

　　　　　　　！ω＜ノ（y＋d）if　d∈磁and　d≠・　　　　　　（2．1）

for　any　y　E　S，　where　S　is　an　open　subset　of　RP　and　・＋　sEands　for　the　nonnegative

orthant．　The　problem　we　consider　in　this　paper　is　to　minimize　a　composition　of　f　and

a　convex　function　g：RIZ　一一＋　RP　over　a　convex　set　X　c　Rn，　i．e．

（P）
皿inimizeノ。9（の＝ノ（9（X））

subject　to　コゆ∈X．

W－e．assume　for　simplicit：　that　X　is　compact．　Therefore　the　」’th　component　g」・　of　g

achieves　a　minimum　and　a　maximum　over　X　at　some　di」　and　di」　respectivel：　f6r　7’　一一一一

1，　．．．，　p．　Also　the　objective　function　of　（P）　has　a　globally　optimal　solution　in　X，　since

the　composition　of　two　continuous　functions　is　continuous．　We　further　assume　that，

｛y∈RPI9ゴ＠ゴ）≦駒≦9ゴ＠ゴ），ゴ＝1，＿，P｝⊂s． （2．2）

Hence　it　holds　for　any　two　feasible　solutions　x’，　x”　of　（P）　that
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　　　　　　　　fog（x’）　〈　feg（lx”）　if　g」（x’）　〈　gj（x”），　」’　一・一一一：・1，．．．，p，

　under　condition　（2．1）．

　　　　We　first　define　a　univariate　function：

　　　　　　　f」（y）　＝　f（gi（ab’），　・．．，　gj．＃i（xV　」k’），　y，　gj．i（th」’i），　．．．，　g，（’dip））　（2．3）

for　2’　＝　1，　．．．，　p．　Let

　　　　　　　鵬min｛ノ・9（x）1鵬念㍉・…thP｝・　　　　　　　（2．4）

Lemma　2．1．　Let　x’G　X．　ij　f　o　g（x’）　一く　・v，　then

　　　　　　　9ゴ（b」）≦9ゴ（x’）≦max創るω≦”｝，ゴ＝1，＿，P．　　　（2．5）

Proof：　Since　g，・（de”）　．〈一　」（，・（x’）　for　every　i　we　have

　　　　　　　以9ゴ（の’））≦ノog（x’）≦v，ゴ＝1，＿，1？，9，

by　de且niti・n・E翫chがs　c・ntinu・us　and　fr・m（2．1）strictly　n・皿decreasing．　He1、ce　the

second　inequality　of（2．5）1101ds．　T海e丘rst　one　is　obvious．　　ロ

Let|gs　introduce　a　Vector　y　E　IRP　of　additional　p　vai’iables　sc’s，　and　considerthe　follewing

problem：

　　　　　　　　minim三zeノ（y）

　　　　　　　　subject　to　¢EX，　．　（2．6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　9（x）一汁≦0，乏≦紗≦u，

where　e　＝　（ei，　．．．，　ep）T，　u　＝　（ui，　．．．，u，p）T　and

　　　　　　　ぞゴ9ゴ（¢3），uゴ＝max｛〃防（〃）≦v｝，ゴ嵩1，＿，P．　　　　（2．7）

Lemma　2・2・Let（x＊・yりbe　an・卿α1・s・一打（2．　6？．　Then・x・　s・lves　（P？．

瓢野際欝灘h謁i臨鼠鴫議論鼎粥（淫ll
satisfies

　　　　　　ノ。9（記’）＜ヂ（y＊）≦ノ（9（あ9））＝む．

We　again　apply　Lemma　2．1　and　have　e　S　g（x’）　S　zz．　This　is　a　contradiction，　because

（x’，9（¢’））is　feas三ble　t・（2・6）andノ（9（x’））＜ノ（y・）h・lds．ロ

Note　that　an　ordinary　line　search　algorithm　can　generate　both　the　bounds　e」　and　’uJ・　of　g」・．

Sinceがs　c◎ntinu・us・and　stri・tly　n・ndecreasing，　c・mputing炉max｛“1ゐ（y）≦定・｝

amounts　to　minimizing　a　certtain　unimodal　function　of　a　single　variable．

　　Let　us　denote　by　Z　the　feasible　region　of　（2．6），　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3



z　＝　｛（m，　y）　G　IR”　×　IRp　l　x　E　x，　g（x）一y　一く　o，　e　．〈．一　y　一く　u｝，
（2．8）

and　let

Y＝　｛y　E　IIRP　I　gx　E　IR”，　（x，　y）E　Z｝．
（2．9’）

Then　we　hav・a・pr・blen・i1ユthe図imensi・皿al　space，

（MP）minimize！ω
　　　　　　　　Subject　to　窪ノ∈1～

　　　　　　　　　　　　　　コ
ーwhich　is　equivalent　t・（P）in　the　f・11・win9・ense，

Theorem　2．3．　Let　y“

Z　solves　（P？．

ろθαη・蜘αZ5・励n　・f　（MP？・Th・ηα解＊5初Cん細（m・，の∈

：Proof．：　lt一　is　oP．　vioys　that　any　（¢“，　y“）　E　Z　is　an，optimal　solntion　of　problem　（2．6）　if　y“

is　optimal　to（MP）．　Henceげsolves（P）．　ロ

B．yu．．c．　．onvexity　of　g，　we　see　that　Z　is　a　convex　Jcet　in　IRn　×　IRP．　The　feasible　region　Y　of

（MP）　is　the　orthogonal　proj　ection　of　Z　onto　the　y－space　and　hence　a　convex　W唐?煤@in　］RP

［13］．　We　can　also　see　that，　Y　is　compact　as　we11　as　Z．

　　　T4e　gbove　t；ansforn｝ation　from　（P）　into　（MP）　is　based　on　a　decomposition　principle

in　glgbal　optimization　［2，　12］．　We　refer　to　（MP）　as　the　master　problem　of　／／P）．　li　f

IF　eltAher：　bec．gnve一．　lf　or　（quasi）concave，　there　are　several　solution　methods　for　（IN・IP）’　（e．gl，

［11　1．6，　IT］）・　These　decomposition　algorithms　at’e　known　to　be　more　proniising　Xth5ri

solving　the　original　problem　directly　when　p　is　much　smaller　than　n．　Howelrer，　in

applications　such　as　multiple　object，ive　decision　making，　the　shape　of　f　is　often　difiicult

t．o　specify　except　that　it　satisfies　condition　（2．1）．　ln　the　rest　of　t，he　・paper，　we　will

devel・p　an　a19・・ith曲r　s・lving（MP），　in　which　f　is　assum，d　t。　be・neither　c。皿vex　n。r

（quasi）concave．

3．　Outer　Approximation　Algorithm　for　the　Master　Problem

IY　is　straightforward　to　see　from　（2．1）　that　there　is　a　globally　optimal　solution　y“　of

the　master　probiem　（MP）　among　boundary　points　ef　the　compact　convex　set　＞i　rience

out№秩@apprgximatign　can　still　work　for　（MP）　even　though　f　is　not　（quasi）concave．

　　Let　us　denote

　　　　　　　Yo’一’一一｛yEIR？le．〈．一y．〈．．．u｝．　．’　（3．1）

Sta「ting丘・m｝もa・th・initial・elaxati・n・fγ，　tl・e　class・f・uter　aPP・・ximati。n　a19。．

rithms　generates　a　sequence　of　relaxed　problems　（IPk），　K：　＝　e，　1，　．．．，　of　the　form：
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（Pk）
minimize　f（y）

subject　to　y　E　Yk，

where

YC　Yk・＋i　C　Yk　C　RP，　k一一一．＝　O，　1，　．．．．
（3．2）

Let　yK’@be　an　optimal　solution　of　（Pk．）．　lt　follo“rs　from　（2．1）　and　（3．2）　that　yk　gi（　intY　for

every　k，　where　int・　represents　the　set　of　interior　points．　lf　yL’　happens　to　be　a　point　of

y，th・n　it　i・ag1・bally・ptimal　s・h・ti・n・f（MP）and　any　x　such　that　（x，　yり∈Z、。1ves

the　original　problem　（’P）　（Theorem　2．3）．　Otherwise，　we　need　to　ex（lude　some　portion

c・ntaining　yk　fr・蝋t・・btain　the　n・xt　relaxaちi・畷＋1・fγ．　The　us，、a1　P，。cedures

construct　Yk＋i　by　adding　some　cutting－plane　constraints　to　the　system　defining　Yk　and

geneGate　a　sequence　of　polytopes　Yk’s．　When　f　is　（quasi）concave，　we　need　only　to

search　vertices　of　the　polytope　＞i．　for　an　optimQl　solution　yk　of　（Pk）．　ln　our　probiem，

however，　such　vertices　might　not　provide　an　optimal　solution．　NVe　will　therefore　present

an　alternative　procedure　for　excluaiing　yL’　from　YL．　in　this　section．　The　resultant　Yk　tums

out　to　be　the　union　of　finitely　ma　ny　rectangles　in　RP．

3．1．　APPROX！MATION　OF　THE　FEASIBLE　REGION

Suppose　an　optimal　solution　yk’　of　the　k，th　relaxed　problem　（Pk．）　is　given．　Regarding　yk

as　an　ideal　value　of　g，　let　us　consider　the　following　minimax　problem：

（Q（yK’））器z誌面面面（の（¢）一y／t）1ブ＝1・…・P｝

whe「e　c＝（c1，…・c・）T　i・ap・・itiv・vect…fw・ight・and　u∈R・i・de丘n・d　by（2．7）．

The　objective　functionσ（・；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y　K’）is　c・nvex　and　its　minimum　P・i潮・（yりcan　be。btained

if　we　apPly　any・n・・f　standa・d　a19・・玉thm・t・an・quival・nt　p，。bl，m、

　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　mlnlmlze　ご

　　　　　　　　・ub」ect　t側∈X，9（x）≦u，　　　　　　　　（：3．3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　9ゴ（x）一z／cゴ≦ッ／t，ゴ＝1，．．．，P，

wh・・e・　is　a・cala・va・iable・lt　is　・asy　t・check　that　x＊（yk）i・feasible　t・（P）勘nd　that

e≦9（x★（yk））≦uh・lds・H・nce，　by　1・tting　y・（yk）＝9（¢・（yk）），　we　hav，　a　fea，ible

sohltio：n　y＊（彩りof（MP），　which　satis且es

ノ（〃k）≦∫（y＊）≦！（y＊（の）．
（3．4）

Let　z（y）　＝　G（x“（y）；　y）　and　let

γド｛y∈酬。ゴ（ルゴー砂）＜・（yり，ブ＝1，＿，P｝． （3．5　）．
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Lemma　3．1． Functi・n：・：RP→R1　is　C・η勿伽η4鋤乖・

z（y）一〈O，　Vy　E　Y；　：・（yL’）＞o　if　yK’¢y．
（3．6）

Proof：　Let　y’　be　an　arbitrar．y　point　of　Y．　Then　by　definition　g（x’）　一　y’　S　O　holds　for

sgme　x’　E　X’，　and　hence　we　have　hk．（iy’）　SI　maxj｛c／・’（」（，・（x’）　一一　yS・）｝　fS　O　b：　noting　e　〉　O．　lf

惚γ，then　n・y∈γsati・丘es　y≦yk　under　c・nditi・n（2．1）because　yk　i・a、、。ptimal

solution　of　a　relaxed　problem　of　（P）．　This　implies　that　there　is　some　index　g　such　t・hat

g，（ar）．　〉　y，k　for　an．y　feasible　solution　x　of　（Q（yk’））．　Hence　the　optimal　value　2・（yL’）　of

（Q（yk））　is　positive　if　stK’　fill　Y．

　　Convexity　of　．ty　is　shown　as　follovLrs：　Let　y’　and　3t”　be　any　points　in　IR？．　Then　for　any

AE　［O，　1］　we．have

（1　一　，）t）z（：y’）　＋　Az（y”）

　　　＝（1一λ）maxゴ｛・ゴ（9ゴ（が（y’））一〃1）｝＋・λmaxゴ｛cゴ（の（x＊（y”））一yS！）｝

　　　≧maxゴ｛（1一λ）cゴ（9ゴ（x＊（y’））一垢）＋λcゴ（9ゴ（x＊（y”））畷）｝

　　　｝ir　max」｛c」　（gj　（i（1　一一一　A）x“（y’）　＋　Ax’（y”））　・一一　（i　一　A）yS　・一一　AyS！）｝

　　　≧mαxゴ｛cゴ（9ゴ＠＊（（1　一一　A）y’＋λy”））一（1一λ）吟λ謬）｝

　　　＝　z（（1　・一一　A）y’　＋　，xytt），

since　c／s　are　positive　andの，s　are　convex． 口

Lemma　3．2． 〃シた¢γ， then

y　k’∈アた，アん∩γ＝の．
（3．7）

Proof：　The　first　part　of　（3．7）　follows　from　（3．6）．’　To　show　the　second，　choose　an　arbitrary

（x’，　y’）　E　Z：一一Then　we　have　z（yk）　一く．　max」｛c，・（g」（x’）　一一一　y／・’）｝　S　max」｛c」（s　S・　一一　y／・’）｝，　which

imPlies　y¢Yk　for　any窪ノ∈y．　　　口

Thus　by　defining　the　k　十　l　st　relaxation　of　Y　belovsr：

Yk＋i　＝　Yk　N　Yk， （’3．8）

we　can　gouge　out　some　portion　containing　yk　from　Yk　vv’ithoutlosing　any　points　of　Y．

　　　If　we　use　the　above　procedure　to　generate　every　relaxed　problem，　the　feasible　region

Yk　of　（Pk）　will　not　be　any　convex　set　but　the　union　of　a　number　of　rectangles　in　］RP：

　　　　　　　Yk＝U一　Ri，　（3．g）　　　　　　　　　　　iE　i

where　1　is　some　index　set　and

Ri　一一・　｛y　E　］RPIei　．〈一．．　ys　u｝，

iEL （3．10）
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glowever，　only　among　the　vertices　ei’s　e．xists・an　optimal’solntion　yk’　because　the　objective

function Df一．has　the　nondecreasing　property　（？．．1）．　Hence　we　can　solve　（Pk）　by　perf6rming

　at　most　III　comparisons：

　　　　　　　　yk　e　argmin｛f（y）1y＝　ei，　i　E　1｝．　（3．il）

Let　lk　b・asub・et・f・indices　i∈1・u・h　that　ei∈アた．　lf　yk　i，　n。t　a　p。int。f　Y，　fo，　edcil

i∈恥・hav・t・disca・d　th・p・・ti・n・f・R・　i・・clud・d　inアた．　This　can　easily　b，　d。n，　in

the　following　way：

　　　Let　Jk　be　an　index　set　such　that

　　　　　　　　翻1鞠：k：．。．，P｝＼み　　　｝僻）

For　eachゴ∈みlet

　　　　　　　et」　・．（el，…・弓一1，砂＋z（yん）／ら，　e｝＋1∴・，eS）T　　　　（3．13）

and　define

　　　　　　　Ri，・　＝＝　｛yEIR，Plei」　一くy．〈．．．　zz｝．　（3．14）

If　w・　replace　Ri　with　U」∈」、　Rεゴ飴r　ev・・y　i∈lk・，　all　th・p・・ti・n・f｝禽includ，d　inアk　is

de1・ted，　and　th・n　th・n・xt　relcuxa七i・畷＋1・f　the・am・f・・m　a・（3．9）　is　g・nerat，d，　i．e．，

　　　　　　　Yk・＋ド（URi）U（UURの・　　　　　　　（＆15）
　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈1＼1k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈・rkゴ∈」た

N・te　that　we　may・em・v・any鳥with　vert・x伽・m　thi・d・丘niti。n（3．1・5）unless老fゴ

is　a　vertex　of　｝i・＋1・

3．2．　DEscRrpTloN　oF　THE　ALGoRITHM

We　are　now　ready　to　present　an　outer　approximation　algorithm　for　solving　the　mast，er

problem　（MP）．　Here　e　）　O　stands　for　a’　given　tolerance．

Algorithm　1．

3ゆαC・mpute　b・th　th・b・unds伽d　u・fgacc・・ding　t・（2．3）、（2．4）and（2．7），　and

　　　　　de丘n・th・艶a・ible　regi・n｝b巾∈Rp　l　e≦y≦％｝・fth・initial　relaxed　p，。bl，m

　　　　　（Po）．　Let　k　一一一　O　and　go　to　Step　1．

5ゆ1・Compute　an　optimal　solution　yk　of（Pん）・Solve　a　minimax　problem（Qた（yり）

　　　　and　let　x’（yりand・2（lyk）b・an・ptimal　s・1uti・n　and　the・ptimal　value　respective1芋

Step　2・：Let雪＊（yり＝9（x＊（yk））．　If

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7



ノ（y＊（yk））一一！げ）≦E，
（3．16）

then　stop．

3ゆ8Letγド｛〃∈R”　I　Cゴ（ッノーゆく・（紗勺，ブ＝1，．．．，P｝and　Update　the

　　　　　relaxatioll　ofγas　y晃＋1＝｝宝＼アた．　Return　to　Step　l　with　k：＝λ：十1．　　ロ

　　　If　Phig　algorithm　terminates，　the　stopping　criterion　（3．16）　guarant，ees　the　eopt・imality

of　y“ D（yk）　to　（MP）．　By　the　definition　of　y＊（y”’）　we　have　（x“（yk），　y“（yk））　E　2．　Henc’e

の＊ i〃りi・agl・bally・一・ptimal・・h・ti・n・f（P）in　thi・cas・．　M・1’・・ver，　we　sh。uld　n。t，　that

ev?窒凵@x“（yk）　generated　in　the　course　of　comput，ation　has　a’
モ?窒狽≠奄氏@desirable　property

ip　vector　optimization．　Since　x’（yk）　minimizes　max，・｛c，・（gj（X）　一　Jl　／t）｝　on　X　fol’　C　〉　O，

there　ar・…∈X・uch　that　g（¢）＜9（x＊（yk））・This　imP1三es　that　m・（yK’）i・aω吻

ejCEcient　solution　of　a　vector　minimization　problem　（isee　e．g．　［15］）：

　　　　　　　　minimize　g（x）　．　．
　　　　　　　　subject　to　x　E　X．

The・rem　3・3・A　lg・r漁lt・㎜癩ε・吻加t吻mα魑ε蜘nsザE＞0．〃ξ＝0，

伽燃m19・n・rates　a・se卿ce吻・幡幽・zr・r・」　aCC襯励η蜘♂伽，ん蜘，α
gl・ゐally・脚nα1・S・ZUオ玄・n　・f　（MP？，

Pr・・f：‘SupP・se　the　a19・・ithm　d・e・n・t　terminate・Th・n　an　in丘nite　sequence｛yk｝i，

gene「ated　in　the　c・mpact　set｝b・We　can　take　a　subsequence｛ykq　l　g　＝　O，1，．．．｝which

converges　to　some　point雪∈｝る．：Let　us　assume　the　contrary　to　the　assertion，　i．e．，　there

　　コ
eXtsts　some　constantσ〉εsuch　that

　　　　　　　f（y“（ykq））　一一　f（ykg）　．〉一．　a，　Vg．　（3．17）

L・tん（y；yL’）一maxゴ｛・ゴ（〃ゴ畷）一x（yり｝．　W・・see・fr・m（3．5）that　y∈アk　if　at、d　。、ly　if

ん（〃；のく0・Then　by　Lemma　3．2　we　haveん（yk・・1；Zlk・）≧Of。r　every　g　and　hence

　　　　　　　無ん（ykg＋1；yk・）r醸ゐ（yk・；yk・）一一・＠）≧・

by　continuity　of　z　（Lemma　3．1）．　On　the’　other　hand，　it　follows　from　（3．6）　that　：・　（lykg）　〉　O

for　every　g，　which　also　implies　g（g）　）　O．　Consequentl．y，　we　have

　　　　　　　z（9）鞘ax｛醐謝一〇・　　　　　　　（3．・8）

which　contradicts　assumption　（3．17）　under　condition　（2．1）．　lf　E　〉　O，　then　（3．16）　holds

after　finitely　many　’iterations　and　Algorithm　1　terminat・es．　lf　E　＝　O，　b：　continuity　of　f

we　have

　　　　　　　ノ（9）一無！（Zl　k・）≦∫ω，

It　follows　from　（3．6）　and　（3．18）　that

of　the　master　problem（MP）．　M

∀y∈｝二

9　E　Y，　and　hence　gr　is　a　globally　optimal　solution
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4．　Some　lmprovements　on　the　Algorithm

In　this　section　we　will　develop　tvv’o　procedures　for　improving　ehe　efficiency　of　the　atgo－

rithm　presented　in　Section　3．

4．1．　DETERMINATION　OF　THE　WEIGHTING　VECTOR

We　have　not　yet，　discussed　how　to　determine　the　weighting　vector　c　of　the　objective

function　of　（Q（yk））．　As　shown　in　Theorem　3．3，　Algorithm　1　converges　with　any・　fixed

e　〉　O　and　yields　an　E－optimal　solution　of　（MP）　wlien　e　〉　O．　Hovv’ever，　the　choice　of　c

wil！　affect　the　speed　of　convergence　considerably．

　　　Our　purpose　in　solving　the　minimax　problem　（Q（yk））　is，essentially　to　find　a　feasi－

ble　solution　y　of　（MP）　such　that　f（y）　is　the　closest　to　an　ideal　value　f（yK’）．　lf　f　i＄

differentiable　at　yk，　we　have　a　first－order　approximation　of　f　around　yk：

　　　　　　　ノω駕ノ（め＋▽∫（yk’）（二一め　”　　　　　（4．19）

Also　we　have

　　　　　　　▽ノ幽一yk）≦pmax｛∂餐紹（y」　一　y／t）1ゴー・・…，P｝・　（4．2・）

Hence，　to　find　a　closest　point　y　G　Y　to　yk，　we　may　minimize　the　right－hand－side　of

（4．20），　i．e．，

　　　　　　　　　minimize　max｛∂細り（の（x）一等）け一1・…・P｝　（4．21）

　　　　　　　　　subject　to　x　E　X，　g（x）一〈　u．

If　f　ifi　continuomsiy　differentiable　on　S　and　Vf（y）　〉　O　for　all　y　E　S，　we　can　exploit

vf（yk）　as　the　vvreighting　vector　c　of　（Q（lyk））　in　every　it’eration　of　the　algorithm．　B6th　c

and　z　are　continuous　functions　on　S　if　we　let　e（y）　＝　Vf（y）．　W’e　can　therefore　prove　in

just　the　same　way　as　in　the　proof　of　Theorem　3．3　tliat　a　subsequence　of　yk’s　generated

by　the　algorithm　converges　to　a　globallY　optimal　solution　of　（MP）．

　　　If　f　has　no　positive　gradients　at　some　points　of　S，　we　may　instead　employ

　　　　　　　らω一ノ（竹下δeフ　　　　6）一ノ（y），ブー1，…，P，　　　（4．22）

vvhere　6　is　a　sufficiently　small　positive　constant　and　eJ’　E　］RP　is　the　］’th　unit　vector．　N’ote

that　c　defined　by　（4．22）　is　also　continuous　and　positive　valued　at　any　yK’，　since　f　is　a

continuous　function　satisfying　（2．1）．

9



4．2．　MODIFIED　ALGORITHM　USING　BRANCH－AND－BOUND　PROCEDURE

Tl・e　e缶ci・n・y・f　the　a19・・ithm　will　als・d・p・nd…the　number　lll・f　vertice、　ei・s。f

｝儒・but　in　pa・ti・ula・…th・numb・・囚・f　th・・e　c・ntain・d　inアた．　lfアた。。ntains。nlv

one　v・・t・x・say　eg，　at　m・st　P　ve・tices　eqゴ’・・f｝Z．＋1　are　n・wly　g・nerated．　Then　we　can

・b⑳㎝・ptima1・・luti・n　yk＋1・f（Pた＋1）・nly　by　p・・f・・ming　at　m・・t　p・・mpa，is。n，　if

ノ（eり’・are　s・・t・d　b・f・rehand・H・w・v・・，・uch　a　fav・・able　situati・n　will　n・t　be　expecte，1

ill　general　sg　long　as　we　discardアk　from　the　whole　of｝侮．

　　　Let　Yk－Ui∈iRi　and・upP・se　a　ve・t・x　e’k　・f　Ri、＝｛雪∈RP　l　etk≦紗≦ω｝（ぜん∈1）

pr・vides・an・ptimal・・1uti・…f（pk）・We　de丘ne　the　f・ll・wing　set、

　　　　　　　り

・　Yk・　＝＝　Ri，．∩アん・　　　　　　　　　　（4．23）

Lemma　4．4．　Zf　yk¢y，　then

yk∈Y’k・，玖∩y＝の．
（4．24）

Proof：　Since　we　are　assuming　that　yk　：ei“，　the　first　relation　of（4．24）　is　obvious．　The

second　foUows　from　Lelnlna　3．2　and　the　relation玖⊂ア’た．　ロ

If　we　discard　the　portion　of　｝’”k．　only　included　in　｝：”k，，　then　we　have　an　alternative　k　＋　lst

relaxation　of　Y：

　　　　　　　　　　　ゐYk＋・＝　Yk・＼｝ド（｝儒＼Ri、）u（RεAアた）， （4．25）

or　an　equivalent　expression：

　　　　　　　｝儒＋ド（U　R，）U（U　Ri、，ゴ），

　　　　　　　　　　　　　　i≠ik　　　　　　　ゴ∈」た

where　」k　and　Ri，．・’s　are　defined　by　（3．IP“）　一一　（13．14）．　This　relaxation　of　Y　is　not　so　tight

as　the　one　based　on　（3．8）．　However，　there　is　still　a　merit　in　using　it．　lf　vL’e　update　the

relaxation　of　Y　according　to　（4．25），　theR　only　one　of　the　vertices　is　1’emeved　and　at　most

p　vertices　are　newly　generated．　This　leQds　us　to　a　p－tree　underl：ing　a　branch－and－bound

method．

　　　We　incorporate　the　above　two　procedures　into　the　algorithm．　Here　E　）　O　is　a　given

tolerance，　yO　and　vO　are　the　incumbent　and　its　objective　function　value　of　（MP）　respec－

tively．

Algorithm　2．

Step　0．　Compute　the　bounds　e　and　u　ofg　according　to　（2．3），　（2．4）　and　（2．7），　and　define

　　　　the　feasible　region　Yo　＝　｛y　E　IRP　l　e　．〈一　y　．〈一．　u｝　of　the　initial　relaxed　problem　（Po）．

　　　　L・t」V　＝｛e｝and　init1alize　th・i一・b・・ユt・y．剛，…＝ノω・）．　Letん＝Oand　g。

　　　　to　Step　1．
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St・p　1・S・lect　yk∈ンwitl・th・1・ast　f（yk）・and　1・tン■ン＼｛yk｝」f／is　c・、、ti、、u。usly

　　　　differentiable　on　S　and　Vf（y）　〉　O　for　all　y　（E　S，　let，　c（yk）　＝　SC7f（yk）．　Otherwise，

　　　　de丘ne　c（yりaccording　to（4・22）・Solve（Q（yL’））with　the　weighting　vector　c（yk）

　　　　and　let　x“（yL’）　and　：・　（yk）　be　an　optimal　solution　and　the　optimal　value　respectiV61．Y．

3ゆ2・　Let　y＊（yk）識9（コ・＊（yk））・Ifノ（y＊（紗り）＜…，th・n　uPdate　the　incumb，nt：y・＝

　　　　y＊（yk），　，vo　．．　f（y＊（yk））．　lf　・uo　一一　f（yk）　一く　E，　then　stop．

Step　3・　F・・ea・hゴ＝1・…，P・d・the飴11・wi・ユ9・If　cゴ（吻畷）＞2（yk），　then　let

9たゴーωケ，…，〃鼻1，y／t＋・（yk）／Cゴ，シタ＋1，＿，麟）T，
（4．26）

and　let　CV　：）2　U｛ykj｝．　Return　to　Step　1　with　k　一一一　k十1．
口

The　following　is　analogous　to　Theorem　3．3：

The・rem　4・5・AZg・nthm　2　t・rminates　aflerfin7jtely　man〃　ite蜘ns　ifε＞0．　ijE　：e，

Alg・m’thm　2　generates　a　seguence｛yk｝，　every　accumul蜘吻吻ωん蝦5α9♂。助

・ptimal　S・luti・n　Of　（MP7．ロ

　　　To　save　the　memory　required　by．　Algorithm　2，　we　can　employ　the　depth　first　rule　in

selecting　yK’　fr・mンinstead・f　the　be・t　b・und・rule．　Sinceノ（yL’）gives　a　l。wer　1）。und。f

f　on　the　rectangle　Ri，　＝　｛y　E　］R”　l　yk　s｛　y　：S　u｝，　the　sign　of　vO　・一　f（yk）　indicates　if

the　subproblem　with　Ri，　is　fathomed　or　should　be　branched．　Although　the　convergence

is　somewhat　slower，　this　alteration　causes　no　trouble　if　E　〉　O．　However，　if　E　＝：　O，　the

sequence　｛yk｝　might　converge　to　some　locally　but　not　global！y　optima1　solntion　of　（MP）．

’

N

4・3e　NUMERICAL　EXAMPLE

Before　concluding　this　section，　let　us　illustrate　Algorithm　2　using　a　three－dimensional

problem（see　also　Fig1ユre　4．1）：

　　　　　　つ　　　　　　の

mln．lmlze

subject　to

（5　一一　1．25x，）・（5　’一一　O．75x2）

一一
Rxl　十　3．z・2　十6．x3　．〈　8，

17xi　一一　3x2　十　14：i：3　一く．．　48，

27x・1　十　15x2　一　24；v3　S　96，

x“ P　liir　O，　x’2　2）　O，　x3　｝lr．　O・

（4．1）

Let　us　define

f（Y）　＝　yi’y2，　g（x）　＝　（gi（x），　g2（ix））　＝＝　（5　一　1．25：vi，　5　一　O．75x・2）．

If　we　let　S　＝　｛y　E　R，2　1　y　〉　O｝，　then　f　satisfies　condition　（2．1）　on　S．　Moreover，

assumption　（2．2）　is　fulfilled，　since
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where

5一　O．75xo　＝O

（O．OO，　2．67，　O．OO）

　　　　　　　　（O，OO，　O．OO，　1．33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xl
　　　　　　　　（o．oo，　o．oo，　o．oo）

　　　　　　　　　　　　Figu・e　4・1・Th・ee－dim・n・i・na1・xampl・（4ユ）・f（P）．

ei　：gi（thi）　＝　1．2so　〉　o，　e2　＝　g2（th2）　＝　2．ooo　〉　o，

‘i｝’一（3・000，1・…，・・000）and　th2　・・（・・333，4．…，0．・・0）are曲imizers。f　g1

ω2

＝0

5－1．25②1

（1・33，4・00，0．00）

、　、

（2．60，3．29， 0・98）

、

0．00）
、、

、

x　　　　、
、

、

（3．00， 1・00，0・00）

1・33）

0．00） （1．22，0。00，L94）　　（2．82， 0・00，0．00）

and　g2　resp　ectively．　Upper　b　ounds　of　gi　and　g2　are　given　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　y，　＝　｛y　E　］R2　11．250　S　yi　S

2．656，　2．000　S　y2　S　4．250｝，　and　hence

　　　　　　　yO　，．　（1．250，　2．000）

is　optimal　to　（Po）．　Regarding　yO　as　an　ideal　value　of　g，　we　solve　a　minimax　problem：

　　　　　　　（Q（yo））1　Mi．n3’MiZ9　z＝　m一一ax｛ci（3・750　・一一　1．250x；i），　c2（3．ooo　一一一　o．7sox2）｝

　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　JJt’，　xi　i｝r　1．875，　x2　〉一　1．000・

　　　　　　　ui　＝　max｛y　l　2y　一く　v｝　＝2．656，　u2　＝＝　max｛y　l　1．9“5y　一く一　v｝　＝4．25e，

where　v　＝　min｛f　o　g（x）lx　＝　thi，　th2｝　＝＝　f　o　g（tei）　＝5．313．　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　E　一￥，

　　　　　　　z　：S（x，　y）　E　IR3　×　R21s．ooo　・一・・　xi　一一　yi　．〈．一　e，　5．000　一一　x2　一一一　y2　S　O，　＄，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・250≦3／1≦2・656，　　2．000≦3／2≦4．250

yy．lje．rg．　X　is　tAhe　feasible　region　of　（4．1）．’　Figure　4．2　depicts　the　feasible　region　Y　＝　｛y　E

R2　1ヨx∈R2，（x，　y）∈Z｝・f　the　master　pr・blem（MP）．

　　　To　solve　the　master　problem，　we　generate　a　sequence　of　its　relaxed　problems．

feasible　region　of　the　initial　relaxed　problem　（Po）

12
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Figure　4．2．　The　master　problem　of　（4．1）．

Yl

If　we　ch・・se　c1＝∂∫（yQ）／∂炉2・OOO　and　c2＝∂ノ（y・）／∂y2　＝1．250，　th，n

　　　　　　　　x＊（yO）　＝＝　（2．641，　3．043，　O．874），　z（yO）　＝O．898

is　optimal　to　（Q（yO））．　We　also　obtain　a　feasible　solution　of　（MP）：

　　　　　　　　y“（yO）　＝：　g（m“（yO））　＝　（1．698，　2．718），

which　gives　a　n　incumbent　value：

　　　　　　　vo＝＝ノ（y＊（yO））＝＝4．616．

According　to　（4．26）　we　generate

　　　　　　　　yOi　＝，，　（y？　＋　．一（yO）　／　c，，　y，O）　＝　（1．698，　2．000），

　　　　　　　　yO2　＝＝　（y，O，　y，O　＋　z（yO）　／　c2）　＝　（1．250，　2．718），

and　letこソ＝＝｛忽ol，　yo2｝（see　Figure　4．2）．

　　　Sjnce　f（yOi）　＝　f（yO2）　＝＝　3．397，　both　yOi　and　yO2　are　optimal　to　the　second　relaxed

pr・blem（P1）・We　select　an　arbitr訂y　g1丘・mン，　say　g・一＝　y・2，　and　s。lve

　　　　　　　（Q（yi））1　mi．n．iMiZ9　z　＝　iip－ax｛ci（3・750　一一　1．250xi），　c2（2．2s2　一・　o．7sox2）｝

　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　x　G　X，　xi　｝i：　1．875，　x2　］li：　1・OOO，

where　c・＝∂ノ（y’）／∂〃ド2・718　and　cド∂ノ（y1）／∂Lli、＝1．250．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13



　　　　　　　　x＊（y’）＝（2・781，2．249，0．534い（y1）＝0．745，

　　　　　　　　y＊（y1）＝（1・524，3・313），　ノ（y・（yl））＝5．050，

　　　　　　　　yii　＝：　（1．524，　2．718），　yi2　＝　（1．250，　3．313），

　and　let）ノ　：｛：yO1，911，　y12｝．

　　　Sin．ce　f（yOi）　：　3．397　is　smaller　than　f（yi’）　＝＝　f（y’2）　＝：　4．142，　we　select　yO’　as　y2

　and　solve

　　　　　　　（Q（y2））1　Mi．n］’MiZg　z　＝　lip－ax｛ci（3・302　一・一一　1．250xi），　c2（3．ooo　一一　o．7sx2）｝

　　　　　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X，　x’i　2il　1．875，　x2，）1．000，

where　ei　＝　Of（y2）／0yi　＝：　2．000　and　c2　＝　Sf（y2）／ay2　＝　1．698．　Then　we　have

　　　　　　　　x＊（y2）＝（2・353，3・434，0．793い（y2）＝o．722，

　　　　　　　　y“（y2）＝＝（2．059，2．425），　f（y＊（y2））＝＝4．993，

　　　　　　　　y2i　＝＝　（2．059，　2．000），　y22　＝　（1．698，　2．425），

and　let〕ノ＝｛y11，　y12，　y21，　y22｝．

　　　1．n．．the　neXt　iterqtign，　we　select　either　y2i　or　y22　as　y3，　＄ay　y3　i　y22，　since　f（y2i）　＝

f（y22）　＝　4．118　〈　f（yii）　＝　f（yi2）　＝　4．142．　Solving　（Q（y3）），　we　hav6

　　　　　　　　x＊（y3）＝（2・587，3・304，0．975い（y・）＝0．165，

　　　　　　　　y＊（y3）＝（1・767，2・522），　ノ（y・（y3））＝4．456，

　　　　　　　　y3i　：（1．767，　2．425），　y32　＝（1．698，　2．522）．

and　1・tン＝｛y”・　y12，　y2ユ，　y31，　y32｝．　Sinceノ（y・（y・））くv・＝4．616，　we　have　t。　revi、e

the　incumbent：

　　　　　　　vo：＝ノ（y＊（y3））＝＝4．456．

　　　In　tbe　same　way，　we　can　generate　a　sequepce　of　yk，　k　一一一一　4，　5，　．．．，　which　converges

to　a　poinも3ノ＊＝＝　　　　　　　　　　　　　（1．750，　2．530）．　Hence　a　globally　optimal　solution　of　（4．1）　is　given　by

x＊ iy＊）＝（2・600，3・293，0・983），where　the・bjective　functi・n　v訓ue　isノ（y・）＝4．428．

5．　Computational　Experiments

We　will　rep・rt　the　results・f　c・mputati・nal　experiments・n　Alg・rithm　2　presented　in

the　previ・us　secti・n・W…1v・d　tw・simple・ubclasses・f（P）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

（TP1）minimize　ll（M－d∫の）

・（TP2）

subject　to

　　　　　　ロ　　　　　　　

1工11】〔Llm’1ze

subjecもt；o

ゴ＝1

Ax　一く　b，　x）O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

（Mrd拘（M1－d馳）＋Σ（Mンーd｝＝1記）（属一d∫田）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴニ2

Ax　一〈　b，　x＞．一　O，
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Table　5．1．　Clomparison　between　Programs　A　a．nd　B　for（TPI）　when　6　＝＝　10－4

m
7Z

p

10
0“0

　2

30
．p．0

　2

30
50
　2

70
50
　2

70
100

　2

IJr　o

loe

　2

br　0

200
　　2

＃　of　branching　operations　（standard　d6v－奄狽
E｛i’6ffio

　Program　A：．．7．4．4　22．5　34．9　25．4
　　　　　　　　　　　（15・8）（12・9）（23．5）（19．ユ）

　Program　B：　．16．6　14．4　22．6　16．6
　　　　　　　　　　　（11．0）　（7．1）　（16．0）　（10155

PU　time　in　seconds　（standard　cleviation）

　Program　A：．O．05　O．9．．O　O．66　1．68
　　　　　　　　　　　（O．02）　（o．11）　（o．62＞　（o：8’25

Program　B：．O．05　O．22　O．58　1．68
　　　　　　　　　　　！g！tL，．92．）一・02）．．　（i　O．10）　（O．42）　（o．s65

43．7
17．4）

31．4
15．0）

5．54
’4．77）

5．04
’3．94）

36．9
33．4）

　26．0

19．4）

14．97
16．13）

11．56
7．38）

　56．3
29．3）

　38．2
（19．0）

38．48
30．16）

29．76
14．81）

here　A　E　IRMX’i，　b　E　］RIM，　d」　G　］R’i，　7’　一一一一：　1，．．．，p．　We　drew　every　component　of　A

nd　d／s・and・mly　f・・n・the　unif・・m　di・t・ibuti・n・verト1．OOO，　1，000】and　that。f　b・fr。nl

O．eOO，　1．000］，　and　let

　　　　　　ハ4－1・1・max｛d∫釧ゴー1・…，P｝，払・一1・1・max｛dF愈1塵・｝，

　　　　　　嶋識1・1・max｛d王1念ゴー1，　d∫金ゴ｝，ゴ識2，＿，P，

here企2議arglnax｛d知1　Ax≦b，　x≧0｝・While　tlle　objective　fu1ユctioh　of（TP1）is

uag奄モ盾獅モ≠魔?C　that　of　（TP2）　is　in　general　neither　quasiconcav・e　nor　quasiconvex　［6，　7］．

　　The　branching　rule　we　employed　was　a　compromise　between　the　best　bound　add

epth　first　rules，　i．e．，　among　the　last　twenty　yk”s　of　Y　we　selected　one　with　the　least

n　Prggram　A　and　c　＝＝　（lll＃i　y／・’，．．．，　n」＃，y，k・）T　in　Program　B．　The　minimax　problem

Q（yk））　of　both　（’TPI）　and　（iTP2）　ca　n　be　r6dficed　to　a　linear　progrdmming　probiem．　We

olved． @itDb＞：　u．　singA　a　q－uJal　simplex　algorithm，　where　we　took　the　solution　of　（Q（yK’一i））

s　an　initial　dual　feasible　point．　We　coded　both　Programs　A　and　B　in　C　language　and

ested　them　on　a　microSPARC　II　computer　（70　MHz）．

　　Table　5．1　sbows　the　compai’ison　between　Programs　A　and　B　for　（TPI）　when　E　＝　10’一’4

nd　p　＝　2．　（Note　that　（TPI）　is　equivalent　to　（TP2）　in　this　case．）　The　size　of　（m，　n）

anges　from　（10，　20）　to　（150，　200）．　Tables　5．2　and　5．3　show　the　results　on　Program　B

or　（TPI）　and　（TP2）　respectively，　when　E　＝　IO－4，　p　＝　3，4　and　（7n，　n）　is　between

10・20）and（70，100）・Ea・h・・lumn・fthe　tab1・・giv・・th・averag・nu・n1）er・fbran曲g

perations　and　CPU　time　in　seconds　（and　their　standard　deviat・ions　in　the　brackets）
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Table　5．2．　Computat・ional　results　on　Program　B　for　（TPI）　when　E　＝　10”’4

nL

n
p

10
20
　3

30
20
　3

30
50
　3

70
50
　3

70
100
　3

10
20
　4

30
20
　4

＃　of　branching　operations　（standard　deviation）

　　　　　　　　　．259．8　．163．6　491．5　657．9
　　　　　　　　（457．5）　（107．8）　（480．6）　（1399．3）

CPU　time　in　seconds　（stanclard　deviation）

　　　　　　　　　　　O．95　2．13　7．88　32．44
　　　　　　　　　gL，5．8）　（1．44）　（6．13）　（54．34）

　1293．1
（1245．1）

　73．18
（152．48）

　1079．7
（1593．4）

　Jr．32

（7．27）

2107．2
（i2609．0）

　25．59
（30．8i）

Table　5．3．　Comput・ational　results　on　Program　B　for　（TP2・　）　when　e　：10一’4

m
n
P

10
20
　3

30
20
　3

30，

50
　3

，70

50
　3

70
100
　　3

10
20
　4

30
20
　4

＃　of　branching　operations　（standard　deviatiori）T

　　　　　　　　　　577．5　698．2　981．0　1375．5
　　　　　　　　　（887．9）　　　　　　　　　　　　　　　　（1282．0）　（1597．3）　（1480．3）

CPU　time　in　seconds　（standard　deviation）

　　　　　　　　　　．2．22　7．41　14．75　71．93
　　　　　　　　　Lt・．8”2．）　（12．74）　（19．61）　（7．g．．25）

　2506．6　2498．6　3195．8
（2636．1）　（2775．8）　（3093．8）

　155．50
（140．4ユ）

　13．75
（17．33）

　47．70
（47．67）

needed　f・r　s・lviug　t・皿examples・The　number・f　br鋤ching・perati・ns　c・rresp。nds　t。

that　of（Q（yり）’s　solved　in　the　course　of　computation．

“Te　see　from　Table　5．1　that　the　performance　of　the　algorithm’
@consi（lerably　depends

on　the　choice　of　the　weighting　vector．　Program　A　requires　more　branching　operat，ions

than　Program　B．　This　would　affect　the　total　computational　time　seriously　when　p　〉　2．

We．　also　see　from　Tables　5．1，　5．2　and　5．3　that　Algorithm　2　is　very　sensitive　to　the　size　of

p．　The　number　of　branching　operations　sharply　increases　as　a　function　of　p．　However，

we　should　emphasize　that　the　number　is　rather　insensitive　to　the　size　of　（m，　n）　foz’　each

p．　This　implies　that　the　total　60mputational　time　is　dominated　by　that　for　solving　a

linear　programming　problem，　i．e．，　（Q（yk）），　if　p　is　a　fixed’number．

　　　W・c・nclude　frgm　the・e　re・ult・that・ur　a19・rithm　is　reas・nably　practical　f。曲e

randomly　generat，ed　classes　（TPI）　and　（TP2）　when　p　is　less　than　4．　ln　this　case，　Al－

gorithm　2　can　generate　globally　10－4－optimal　solutions　of　fairly　large　scale　problems．

We　can　expect　the　algorithm　to　solve　more　general　classes　if　p　is　fixed　at　2　or　3　and　a

practically　e伍cient　algorithm　for（Q（y　L’））is　available．
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