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鵠賠論鼎臨臨鵠「畿離鶴：離溢3器1藩

Wg．　prove　Yhe　complet．egness　of　a　restricted　variant　6f　eager　variable　eli．mination　in’一ffi’eT　1cds’一e‘Vo一’f’

orthogonal　term　rewriting　systems．

1． Introduction

E－uniijcation－solv－i’ng　equations　modulo　some　equational　theory　E－is　a　fundamental　tech

narrowing　rule　to　a　single　equation．　in　each　goal．

鼎躍搬1盤畿羅葺現。1号継識：，慰離1911th・2・th　C…q・i・m・n・T・ee・i・Alg・b・a
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　　　　S．jnce　parrowing　is　not　easily　implemented，　several　authors　studied　calculi　consisting　of　a　small

n．uDmber　of　more　elementary．　inference　rules　that　simulate　narrowing　（e．g．　［16，　8，　9，　14」21，　6］）．　ln

this　Raper　we　are　concerned　with　a　subset　（actually　the　speciaJization　to　eonfluent　TRSs’ j　61　the

galcglu’s　TRANS　propgsed　by　H611dgbler　［9］．　We　caJl　this　calculus　lazy　narrowing　calculabs　（LNc

for　short）．　　　　　　　　　　Because　the　purpose　of　LNc　is　to　simulate　narrowing　by　more　elementary　inferbnce

ryles，　it　is　natural　to　expect　that　L　Nc　inherits　strong　completeness　from　narrowing，　and　indeed

this　i“s　stated　by　H611dobler　（Corollary　7．3．9　in　［9］）．　We　show　however　that　LNc－ 撃≠モ汲刀@strong

completeness．

　　　An　important　improvement　over　narrowing　is　basic　narrowing　（Hullot　［11］）．　ln　basic　nar－

roDwin－g　narrowi“ng．　stgps　are　neyer　applied　to　（sub）terms　introduced　by　previous　narrowing　sub－

stitutions，　resulting　in　a　significant　reduction　of　the　search　space．　ln　this　paper　we　estabV 撃奄唐?@a

surprising　connection　between　LNc　and　basic・narrowing：we　show　that　LNc　is　strongly　co皿Plete

wh・n・v・・ba・i・narr・wing　i・c・mp1・t・・Th・1att・・i・kn・wn・f…c・mpl・t・（i．・．，・・曲・nt　and　t。，．

Ip．i－n．　gt“ing）　TRSs一（Hullot　［ll］）・L．Other　sufficient　conditions　are　right－linea［rity　and　orthogonality

（Middeldorp　and　Hamoen　［17］）．　So　LNc　is　strongly　complete　f6r　these　thfee　classes　o￥　TRSs”．

We　prove　completeness　of　L　N　c　for　the　general　case　of　confluent　TRS　s．　ln　the　literature　com－

p－lgteness　of　LNc－like　calculi　is　proved　under　the　additional　termination　assumption．　Without

this　assumption　the　completeness　proof　is　significantly　more　involved．

　　　It　is　known　that　LNc－1ike　calculi　generate皿any　derivations　which　pro　duce　the　same　solutions

（up　to　subsumption）．　Martelli　et　al．　［16，　14］　and　H611dobler　［9］，　amofig　others，　poihted　out　that

mAa垂凵@gf　Athese　redgndapt　derivations　can　be　avoided　by　giving　the　variable　elimination　rule，　one

of“thg　infeJrence　rules　of　LNc－like　calculi，　precedence　over　the　other　inference　rules．　The　pro61em

whethe・this　strat・gy　i・c・mp1・te・r　n・t　is　cal・d　the　eαge・禰α6Ze　e1漁ati・ηP，。bl，m　in

［9，　2nl］・　M．　a”，一t－el！i　gt　al・NstaSed　in　［14］　that　this　is　easily　shown　in　the　case　of　terminLating　（and

co吹狽浮?垂煤j　T．R．一Ss，　Pyt　Snyder　questions　the　validity　of　this　claim　in　his　monograph　［21］　Vori　E－

unification．　　　　　　　　　　　　　　　ddre－ss　the　eager　variable　elimination　problem　for　non－termin’atihg　inR’S　s．　We　　　　　　　　　　We　a

prove　completeness　of　a　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lightly　restricted　version　of　eager　variable　elimination　in’　the　case　of

grthogonpt　TRSs．　ATo’　this　end　we　simplify　and　extend　the　main　result　of　You　［23］　concerning

the　completeness　of　outer　narrowing　for　orthogonal　constructor－based　TRSs．

　　　The　remainder　of　the　p　aper　is　organized　as　follows．　ln　a　preliminary　section　we　introduce

naDrroDwing．　and　basic　parrowing，　and　we　state　the　relevant　completeness　results．　The　narrowing

calculus　that　we　are　interested　in一一一LNc一一一is　defined　in　Section　3．　ln　that　section　we　also　shoidi

that　？N．c　is　not．strongly　．colnplete．　ln　Section　4　we　establish　the　connection　between　the　strong

completeness　of　L　N　c　an　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　the　completeness　of　basic　narrowing．　We　prove　the　completeness　oVf

LNc　f・・g・n・・al・・曲・nt・y・t・皿・in　S・・ti6n　5・Secti・n　6　i・c・nce・n・d　with　the　eag・・va，iab1。

elimination　problem．　ln　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　final　se．ction　we　give　suggestions　for　further　research．　The　appendix

contains　proofs　of　a　few　technical　results．

2． Preliminaries

In　thi・p・e丑血na・y・e・ti・n　we　revi・w　th・ba・i・n・ti・n・・f　t・・m　rew・iting　and　narr・wing．　W，

refel　to．　Dershowitz　and　Jouannaud　［2］　and　Klop　［12］　for　extensive　surveyV
刀D

　　　A吻ηαオ翻・a・eげ・f加・伽・ymb・Z・．　Ass・・iat・d　with・v・・y∫∈∫i、　a　natu，al・numb。，

艦lt霊盤誰0画趣n臨1蓋翻器麟t糾秘離
smaU・・t・et・・nt舳gソ・u・h　that∫（tl，…　　　，　tn）∈τ（∫，ソ）wh・nev・・∫∈∫・ha、　a，ity　n　and

2



ti，．．．，tn　E　7一 i．1　，　V）．　We　write　c　instead　of　cO　whenever　c　is　a　constant．　The　set　of　variables

　occurring　in　a　term　t　is　denoted　by　Var（t）．

。f論鑑。欝血ei呈臨画跳課e膿瑠ll「卑艦＝櫨b翻

畿耀躍1翻f勢繍難論，誌1，縮延線鵬
t［s］a　deno．t．es　the　term　that“　i－s　obtained　from　t　by　rePlacing　the　subterm　at　position‘p　by　th’ert6－r”hl

e虹・t・a（necessarily　uniqu・）・・u・h　tha吻＝9・ln　that㈱・w・d・五n・g＼郷th，　p。、iti。n。．

濫謙菰ご，蒲継忽，1．メ雛he「P≦gno「9・〈x・P，wew・it・P⊥9・Th・・剛・fa

暮翻巽鳩蹴。鳴1蜘鴨横櫛謂e．1・1藩細蒲
濃孟蹴翻論論盤彦搬笥搬i｝1θW．e両名1舗1艦
sub・tituti・n・θ・andθ・i・d・五n・d　by　x（θ・θ・）＝（¢θ・）θ・f・・訓¢∈ソ．　A・ub・tituti。nθ、　i、α診

least　gsigeneral　as　a　substitution　e2，　denoted　by’ei　〈．　e2，　if　there　exists　a　substitution　b　grruc’li

th勧tθ・θ＝θ・・Th・嚇ゴ・伽θrv・f　a・ub・tituti・nθt・a・et　y（⊆ソ）・f　va，iab1，、　i、　d，五n，d

suofititutio．n　e．　js　i．dempotent　if．and　only　if　D（e）　n　Z（e）　＝　e．　Terms　s　and　t　ar’e　unifiable　if　t’h’ei5

exists　a　substitution　e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　a　．so－ca41ed　unifier　of　s　and　t，　such　that　se　＝＝　te．　A　most　gbneral　unifier

e　has　the　properly．　yhat　e　．〈　e’　for　every　other　unifier　e’　of　s　and　t．　Most　generUal　unl’he”r－s”iie－

UPin’qU，e．　UP　tO．．VAar，　iab！e．　！enaiiE．Fing・JGiven　two　unifiable　terms　s　and　t，　the　uni－fication　algorithmS

g，f　R．　obi，n．sgn　［ln91　Agnd　一M．　g．rtelij　opd　Mgntanari　［15］　produce　an　idemp6tent　most　generalUuTn”1’ft－e－r　b

that　satisfies　D（e）　u　Z（e）　g　V（s）　u　v（t）．

一搬謝e朧cl離盤藷旙s認，誹襯臨（2識i雛窓
with　a　TRSフこis　　　　　　　　　　　　　　define－d　as．fgllows：　s　．n　t　ifthere　exists　a　rewrite　rule　1　．　r　E　7？1，　a’gubstitutiofi

θ，and　a　p・・iti・n　p∈P・・（・）・u・h　that・1，＝1θandオ＝・岡，．　Th・・ubt。，m」θ。f、i，　called　a

欝欝h詮e謙搬竃鴫。㍊蹴鴨詫諜鼎露穿鑑鼎l
th．e．re．exists　a．一rewrite　sequence　starting　from　t　that　ends　inV　a　normal　form．　A　g’untbTs－t’i’一tu－t’i6Vn’一e　is一

認諮階調盤畿1玉織・）an・・mゆ・曲・every・x∈つ（θ）・Th…utin・
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LEMMA　2．1．　Let　e，　ei，　e2　be　substitutions　and　V　a　set　of　variables．

（1）　ff　eei　＝＝　ee2　［v］　then　ei　＝　e2　［（v一　D（e））uz（erv）］．

（2）　if　ei　＝　e2　［v］　then　eei　＝　ee2　［vt］　for　any　vt　such　that　（v’　一　D（e））　u　z（erv，）　＝　v．

o

LEMMA　2．2．　Let　e，　e’，　ei，　e2　be　substitutionS　and　V，　V’　sets　of　variables．

（1）　if　ei　．〈　e2　［V］　and　（Vt　一一　D（e））　U　Z（efv，）　＝＝　V　then　eei　〈．　ee2　［Vt］．

（2）　if　e　．〈　et　［V］，　ei　et　．〈　e2　［Vi］，　and　（Vt一　D（ei））UZ（ei　rv，）　g　V’thbn　eie　〈．　e2　［V’］．

口

LEMMA　2．3．　Let　ei，　e2　be　substitutions　and　V　a　set　of　variables．　if　ei　e2　rv　is　normalized　then

θ2「V’f8　normalfzed　f～）r　any　y’such孟ha孟yノ⊆（y一：Z）（θ））UZ（θ11v）．ロ

　　　A　TRS　is　terminating　if　it　doesn‘t　admit　infinite　rewrite　sequences．　A　TRS　is　confluent　if

fbr　a皿termsオユ，オ2，オ3　with　tl→＊オ2　andオ1→＊オ3　there　exists　a　termオ4　such　that　t2→＊オ4　and

t3　．＊　t4．　If　1　．　r　is　a　rewrite　rule　and　e　a　variable　renaming　then　the　rewrite　rule　le　．　re

is　cal！ed　a　．va．re’ant　of　1　．　r．　A　rewrite　rule　1　．　r，is　left－linear　（right－linear）　if　1　（r）　does　not

po－nt．ain　mu．ltiple　occurrences　of　the　same　variable．　A　left－linear　（right－linear）　TRS　ohl’
凵@contains

left－linear　（right－linear）　rewrite　rules．　Let　li　．　ri　and　12　一一一〉　T2　be　variantS　of　rewrite　rules　of

aTRSπ・u・h　that　th・y　hav・n・va・iab1・・in・・mm・n・SupP・・e　l・1，，　f・…皿・p∈IZ）・・■（」、），

an |d－12aare．　unifiable　with　most　general　unifier　e．　The　pair　of　term’s’　（li［r2］pe，　ri－e）　is　ca」lleld7’d

critical　pair　of　71，　except　in　the　case　that　li　．　Ti　and　12　．　r2　are　renainea　vTe’　rsions’　of　the　same

rewrite　rule　and　p＝ε．　A　TRS　without　critical　pairs　is　ca皿edηoη一ambiguous．　An　orthogonal

TRS　is　　　　　　left－1inear　and　non－ambiguous・For　orthogonaユTRSs　a　considerable　a皿ount　of　theory

has　been　developed，　see　Klop　［12］　for　a　comprehensive　survey．　The　most　prominent　fact　is　thit

orthggop－al　T．RSs　are　confiuent．　ln　Section　6　we　make　use　of　the　work　of　rtuet　and　L6vy　［10］　on

standardization．

　　　W・di・tingui・h　a　nula・y　fun・ti・n・y皿b・1　tru・and　a　bina・y　fun・ti・n・ymb・1　・u，　w・itt。n　in

infix　n・tati・n・At・・m・f　th・f・・m　・　・・ちwh・・e　n・ith…n・・オ・・nt翻any・ccurrence、。f・、u

apd　true，　is　called　an　equation．　The　term　true　is　also　considered　as　an　equation．　The　extension

gf　a　T．RS　7il　with　the　rewrite　rule　x　u　x　．　true　is　denoted　by　7il＋．　Let”　e’　be　an　equation　and

糠t鼎灘蹴t欝1二諾翫繍h翫魚島盈ee盆dwe・ay
　　　　　　　e　　　　if　there　exist　a　fresh　variant♂→Tof　a　rewrite　rule　inフヒ＋，　a　position

　　　　　（e［r］p）θ　P∈P・s∫（・），and　a　m・・t’9・n・・al・unifi・・θ・f・1，　and　l．

In．thg　abov．e．　sjtuaFion　wg一JwJrite　e　・v．e，p，t．，　e’．　This　is　called　an　Nc－step　（Nc　stands　for　narrowing

calculus）．　Subscripts　will　be　omitted　when　they　are　clear　from　th6　c’ontext　or　irrelevant．　ii（

（finite）　N　c－derz’vation　is　a　sequence

el　A”＋el，pl，ll－rl　’”　’“’＋en－1，pn－1，tn一．1－rn－1　en

of　N　c－steps　and　abbreviated　to　ei　viS　e．　where　e　＝　ei…　e．一i．　An　Nc－derivation　which　ends　in

t「ue　i・call・d　an　Nc一蜘ati・n・Th・姐・wing・・mp1・t・ness　re・ult　i・du・t・Hun・t［11］．
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t

TqE．oREM　2・4・五・t　R　b…・n五・ent　TRS・ff　Rト・伽dθrv。r（，）f・

・x1・t・an　NC－re血励・n・略tru・・uch　that・e’≦θ［ソαr（・）］．ロ

normalizedi　then　there

　　　T4e　narrowing　calcu．lus　thg．t　we　qre　intergi－stgd　in．（LNc－to　be　defined　in　the　next　section）

O．．PerateS　On　SeqUgnCeF　O．f．equkationE，Athg　s－o－galled　goals．　A　substitution　e　is　a　solution　of　a　goal

G　＝　ei，…　，en，　denoted　by　7il　F　Ge，　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fRトeづθhan　i∈｛1，＿，n｝．　Weuse　T　as　ageneric

一徳盟1，灘翻書舗欝st「ue・So　Rトσθifand・n’y・if・Gθ一li・T・Th・

　　　　　　　　1Zt1；Lfi2一！212　if　thgre　exist　a　fresh　variant　l．Tof　a　rewrite　rule　in　7z＋，　a

　　　　　（Gi，e［r］p，G2）e　position　p　E　Posf（e），　and　a　most　general　unifier　e　of　elp　and’ll

Notion．s．．like　Ngstep，　！gC：dLeriyati．on，　and　Nc－refutation　are　defined　as　in　the　single　equation．

case． D　We　use　the　symbol　II　（and　its　derivatives）　to　denote　Nc－derivations　over　gVoals．　L　Ther6

are　three　sources　o　　　　　　　　　　　　　　　　fnon－deter皿inism　in　Nc：the　choice　of　the　equationε，　the　choice　of　the

subte．rm　elp，　and　the　choice　of　the　rewrite　rule　1　一〉　T．　The　last　一狽翌潤@choibes　are　don’t　kn6Mw’

n・n－d・t・・血ni・ti・，　m・aning　that　in　g・ner組訓P・ssible　ch・i・e・hav・t・be　c。n、id，，ed　in。，der　t。

gua「antee　c・皿Plet・ness・The　ch・ice・f　the　equati・n・ei・d・n’t・care・n・n－d・t・・mini・ti，，　b。，au，e

of　the　strong　completeness　of　Nc．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Strong　completeness　means　completeness　independent　of

・electi・n　fun・ti・n・・A・・1・c伽加伽ηi・mapPing　that　assign・t・ev・・y　g。al・G・diffe，ent丘。皿

謙盤謡1瓢器e益謡鞭1驚贈濫櫨留舗頭1
画幅n齢融e諄糟蓋鑑翻亀3雛Pσ・一v・・　G2・f■・・in・ide・with5（G・）・

櫨撚旙・黙二1窒謝鵬糟搬麟聯髭塒）菖

ba，臨識a灘：i君llぎ鵬潔騰櫨鵬翫雛認膿謙
Middeldorp　and　Hamoen　［17］．

DEFINITIoN　2．7．　An　Nc－derivation

　　　　　　Gl　M＋pi，ei，li一一一＋ri，ei　’”　’“÷pn一．i，en－i，ln．i一＋rn－i，en－i　Gn

is　ba8ed・n　a　p・・iti・n・・n・t・aint　B・f・・G・if・Pi∈B‘（・のfo・・≦i≦n　一一　1．　H・・e　th，　p。、iti。n

constraints」B2，＿，Bn一ユfbr　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　goals　G2，．．．，Gn－i　are　inductively　defined　by

Bi＋i（e）一

i，B，i．‘2，，，，，，，，，　ll，elS9，’i，：．，，［．ei’

撫欝黙認灘講盤黙黙撫瀧雛叢叢i灘：藻
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f（）rall　1≦；i〈n－1and　e＝etθi∈Gi＋1，with　B（、Bi（eの，pi，Ti）abbreviating　the　set　of　positions

　　　　Bi（ei）　一一　｛g　E　Bi（ei）1q　〉．　pi｝　U　｛pi・q　E　7）os．r（e）　l　q　E　11）os．：一（Ti）｝．

An　Nc－derivation　issued　fro皿agoaユG　is　ca皿ed　basic　if　it　is　based　on（う． b

　　　T！je．　follgwing　statemgntL　summarizes　the　known　completeness　results　for　basic　narrowing．

Part　（1）　　　　　　　is　due　to　Hullot　［11］．　P　arts　（2）　and　（3）　are　due　to　Middeldorp　and　Hamoen　［17］．

TqE．oREM　2．．8．　Let　A7Z　b－e　a　cAo．　nfluent　TaS．　if　ll．F　Ge　and　erv．，（c）　is　normalized　then　there

・幻・孟・a旛f・NC一・e血オaオf・n　G　一・S’T…h　that・e’≦θ［ソαT（の］，　P・・vfd・d・n・・fオh・飼1・曲9

COlldj孟fo115　f88a，孟f8ゴ量edご

（1）　7Z　is　terminating，

（2）　7il　is　orthogonal　and　Ge　has　an　7Z－normal　form，　or

（3）　フヒf5　rfghか1fnear．

o

3． Lazy　Narrowing　Calculus

Calculj　in　which　the　narrowing　inference　rule　is　replaced　by　a　small　number　of　more　primitive

operatiJons　are　comprehensively　examined　by　H611dobler　in　his　thesis　［9］　and　Snyder　in　his　Mono－

graph　［21］．　The　calculus　that　we　investigate　in　this　paper　is　the　sp’ ?Uializati6n　of　H611dobler’s

calgulusA　TRANs一，　一w－hi’ch　i”s　defined　for　general　equational　systems　and　based　on　paramodulation，

to　（confluent）　TRS　s　and　narrowing．

following　five　inference　rules：

［on］　outermost　narrowing

　　　　　　　　　　　　　Gi，　f（si，…，sn）　ty　t，　G2

　　　　　　　　　0・，5・fU・1・，＿，S。　f・　1。，r　fUちσ2

［im］　imitation

　　　　　　　　　　　　G・，ノ（5・，・・．，S。）　1X，G2

　　　　　　　　　（Gi，si　fy　xi，・．．，sn　fu　xn，G2）e

DEFINITIoN　3．1．　LetフZ　be　a　TRS．　The　lazy　narrowing　calculus，　LNc　fbr　short，　consists　of　the

［cl］ decomposition

　　　　Gi，f（si，．．．，sn）　u f（tl，…，tn　），　G2

if　there　exists　a　fresh　variant　f（li，…　，ln）　一一〉　T

of　a　rewrite　rule　inフ己

if　e　＝　｛x　”　f（xi，．．．，x．）｝　with　xi，．．．，x．

fresh　variables

回

［‘］

　　　　　　　　01，51岡1，＿，S。　・オ。，（穿2

vare’＝@ble　elimination

　　　　　Gl，x　bl　t，G2

　　　　　　（G，，　G，）e

removal　of　trivial　equations

　　　　　σ1，¢規，σ2

　　　　　　　σ1，（穿2

if　x≠「レαT（t）andθニ＝｛xト→t｝

Here　s　fy　t　stands　for　s　s　t　or　t　fu　s．
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tご

　　　The　va・iable　eli曲ati・n・u1・回i・diffe・en伽m　th・・n・・f　Ma・t・m・t・al．［16，14］in　that　we

dop：t　kgep　tbe　sg！yed　eguation　x　f：　t　around．　The　rules　［v］，　［d］，　and　［t］　constiiutb　trie　syntactic

unification　algorith　　　　　　　　　　　　　　　　ln　of　］Y［a！telli　and　Montanari　［15］．　We　refer　to　these　three　rules　as　ue，　which

stgnds　for　unificatio．　n　ca一lculus．　Because　syntactic　unification　is　performed　’by　uc，　the　iewrit’ T
rule　x．u　x　？　true　i－s　no　longer．　used　in　LNc．　As　a　consequence，　we　may　assumVe　thai　the　symb6i

true　doesn’t　occur　in　LNc－goals．

　　　C・nt・a・y　t・u・ual　nar・・wing，　th・・uter皿・・t　narr・wing・u1・［・n］9・n・・at・・n・w卿m，オ，。．

郷8吻equati・n…sl・，……駕い・・id・・th・6・吻・quati・n…u・t．　Th・・e　pa・am・ter－passing

equations　must　eventually　be　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　solved　in　order　to　obtain　a　refutation，　but　we　don’t　requi－re　thal

the￥　gre　solved　right　away．　That　is　the　reason　why　we　call　the　calculus　lazy．　We　introd“浮モ?@som6

ys．efu1　notat｝’on．s　．re．lating．　to　the　calcu！us　LNc．　ff　G　and　G’　are　the　upper　Vand　lower　goal　ih－ 煤f堰h5

infe：en．ce　rulg．　［a］　ga　E　｛o．n，　i－m，4，　v，t｝），　we　write　G　＝〉［．］　G’．　This　iS－called　an　LNc－Vstep．　Th6

麟d；灘鵬lu贈1翫y鷹離s畿，？墓黙塁謝i鷲
LNc－refutation　is　an　LNc－derivation　ending　in　the　empty　goalロ．

　　　Because　the　purpose　of　LNc　is　to　simulate　narrowing，　it　is　natural　to　expect　that　LNc　in一

隅畿離e：翻豆1言鴇識器纏・li2総嘉1灘

驚

COUNTEREXAMpLE　3．2．　Consider　the　TRS

R＝

f（x）

g（x，　x）

　　　　b

一・　g（h（x），x）

o　　a

→ん（b）

ap．　d　t，he　goal　G．＝　f（b）　fs－g・　Confluepce　gf　R　can　be　proved　by　a　routine　induction　argument　on

the　structure　of　terms．　The　（normalized）　empty　substitution’ ?@is　a　solution　of　G　becU ≠浮唐V

　　　　　f（b）fua　一n　g（h（b），b）fua　一一＞n　g（h（b），h（b））fua　．n　a　ua　一＞n．　true．

Considg！　t．h．　e　se！ection　funct－iop　Sright　that　selects　the　rightmost　equation　in　every　goal．　There

is　essentially　only　one　LNc－derivation　issued　from　G　respecting　Srig”
?煤F

　　　　　　∫（b）・U・a⇒回，∫（。）＿、（ん（。），勾

　　　　　　　　　　　　　　＝〉［on］，g（xl，xl）一a

　　　　　　　　　　　　　　⇒／司

　　　　　　　　　　　　　　＝〉　［V］，　｛Xl　”X｝

　　　　　　　　　　　　　　⇒岡，｛xF．h（x2）｝

　　　　　　　　　　　　　　⇒岡，伽畷。、）｝

This　is　clearly　not　a　refutation．

variable　renaming　o

b　u　x，g（h（x），x）　fu　a

6規，ん（ω）fU・x、，ω規、，α　・a

b　fu　x，　h（x）　fu　xl，x　fu　x1

6規，ん（¢）ux

b　s　h（x2），　h（x2）　fU　X2

一　　一　　一

fth，ab。v。黙認膿gL論隷㌫監躍・u’t・ina
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　　　This　counterexample　doesn’t　refute　the　completeness　of　LNc．　The　goal　f（b）　fu　a　can　be

solved，　for　instance，　by　adopting　the　selection　function　Sieft：

f（b）　fU　a　＝〉［onl，f（x）一．g（h（x），x）

　　　　　　　　⇒回，｛XHb｝

　　　　　　　　⇒回，9（Xl　，Xl）→・

　　　　　　　　⇒回，｛x、畷b）｝

　　　　　　　　＝〉’［on］，b一＋h（b）

　　　　　　　　⇒同

　　　　　　　　⇒同

　　　　　　　　⇒伺

6剛，9（ん（x），x）fU・a

g（h（b），　b）　iu　a

h（b）　fs　xi，b　fu　xi，a　fu　a

b　fu　h（b），a　N’v　a

h（b）　Rs　h（b），a　3　a

b　fu　b，　a　fu　a

a　Rs　a

口．

In　Section　5　we　show　that　L　N　c　is　complete　in　the　general　case　of　confiuent　TRSs　and　normalized

solutions．　ln　the　next　section　we　present　sufficient　conditions　for　the　strong　completeness　of

LNc，　which　turns　out　to　be　a　simpler　than　proving　completeness．

4． Restoring　Strong　Completeness

Observe　that　the　TRS　7il　of　Counterexample　3．2　satisfies　none　of　the　sufficient　conditions　for　the

・・mpl・t・ness・f　ba・i・narr・wing　stat・d　in　Th・・re皿2・8・A・a・matt…ffa・t，　ba・i・na・r・wing　i・

not　able　to　solve　the　　　　　　　　　　　　　　　　　goal　f（b）　u　a，　see　Middeldorp　and　Hamoen　［17］．　This　suggests　a　surprisi’ng

connection　between　strong　completeness　of　LNc　and　completeness　of　basic　Nc．　ln　this　sectiofi

we　prove　that　LNc　is　strongly　complete　whenever　basic　Nc　is　complete．

　　　The　basis　of　our　proof　is　the　specialization　of　the　transformation　process　used　by　H611dobler

in　his　proof　of　the　（strong）　completeness　of　TRANs．　First　we　formalize　the　intuitively　clear

propagation　of　equations　along　N　c－derivations．

DEFINITIoN　4．1．　Let　G　A“，e，p，1．，　G’　be　an　Nc－step　and　e　an　equation　in　G．　rf　e　is　the　selected

egvatign　in　this　step，　then　e　is　narrowed　into　the　equation，e［r］pe　in　G’．　ln　this　case　we　say　that

e［r］．pe　is　the　descendant　of　e　in　G’．　Otherwise，　e　is　simply　in’sfantiated　to　the　equation　ee” 奄氏@G’

and　we　call　ee　the　descendant　of　e．　The　notion　of　descendant　extends　to　Nc－de－ 窒奄魔≠狽奄盾獅刀@in　the

obvious　way．

　　　Observe　that　in　an　Nc－refutation　G　M÷＊・T　every　equation　e　E　G　has　exactly　one　descendant

true　in　T．　We　now　introduce　five　transformation　steps　on　N　c－refutations．　The　first　one　states

that　non－empty　Nc－refutations　are　closed　under　renaming．

LEMMA　4．2．　Let　6　b　e　a　variable　renaming．　For　every　N　c－refu　tation

　　　　　II：　G　一÷；　T

there　exists　an　N　c－refu　tation

　　　　　ip6（fi）：　G6　“v’＋g－ie　T・

PRooF・L・tσ嚇・，・，」一ち・0’b・th・五・・t・t・p・f■and　1・t　H・・α雨畜、　T　b・the　re舳d…f■．

We　have　aei　＝　e．　We　show　the　existence　of　an　Nc－step　G6　Av一÷6－i．，p，i6一，，6，，6　G’．　First　we　show

8



鼎瀦欝謬鶴離δ！l盤b犠！鵠灘3瀧墓！δ謀
a　u．nifier　oif　e．lp　and　1，　and　a　is　a　most　gen．eral　unifier　of　these　two　teinisil　it　follows　that　a　〈．　6e

aan刀@dfveg，SG62：igvg．　oe6tMYne　conclude　that　6－ia　is　a　most　general　unifier　of　’（e6hp　and　16．　writNe　G

　　　　　Oδ・→δ一・・，，，Zδ一・δ，，6（σ・δ，（・6）圃，，σ・δ）δ一1θ＝（σ、，・回，，σ，）θ＝0’．

Concatenating　this　Nc－step　with　the　Nc－refutation　Ili　yields　the　desired　Nc－refutation　q56（II）：

ぜ σδ穿、θT．

口

1．

　　　　Observe　that　Lemma　4．2　doesn’t　hold　for　the　empty　Nc－refutation　II．　The　second　transfor－

mation　corresp　onds　to　Proposition　7．3．4　in　H611dobler　［9］．

LEMMA　4．3．五e孟

　　　　　　■：σ・，s・・Uちσ2・→渉T

be　an　Nc－refutation　with　the　property　that　narrowing　is　applied　to　a　descendant　of　s　fs　t　at

po8f孟fσn　1・五eガレ「be　a丑nf孟e　8e孟of　varfable8　suchむhaガレαr（Gl，s　fs　t，　G2）⊆y．1f♂→Tf8オ、he

applied　rewrite　rule　in　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ilirst　such　step　then　there　exists　an　Nc－refutation

　　　　　　φ［・・】（■）・σ・，・・s　1，r・・Uちσ・舛渉，　T

5uch伽孟θ’＝θ凹。

PRooF．　Write　1＝：　f（li，．．．，1．）．・　The　given　refutation　n　is　of　the　form

　　　　　　σ・，・・：ち02鱒渉1　Gl，∫（U、，＿，U。）舘オ’，GS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　～→θ2，1，’→r　　（Gl，T　fu　tt，　Gt2）θ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　M÷lj3　T

　　　　　σ・，圃，駕ち0・略1　　σ1，∫（U・，＿，Un）…1，　r・・U・t’，σS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“＋es，x　sx．true　（Gl，true，r　fu　t’，　G’2）e5　＝　（GS，true，　T　fu　t’，G’2）e2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・→彦3　　　　T・

Sinceθ・θ灸θ・＝θU｛x　H・1θ・θ3｝and・・¢ソw・・btainθ＝θ、θうθ3［ソ］．ロ

　　　The　third　transformation　step　corresponds　to　Proposition　7．3．3　in　H611dobler　［9］．

LEMMA　4．4．　jしe孟

ll：　Gl，f（Sl，…，Sn）’U　f（tl，…，tn），G2　““’S　T

9



be　an　Nc－refutation　with　the　property　that　narrowing　is　never　applied　to　a　descendant　of

∫（・・，…，・・）N∫（オ・，…，オ。）aり・・f伽1・・2．五・tyb・a五nft・、et。fvaがab1，、、。，h孟傭

Var（Gi，f（si，．．．，sn）　fu　f（ti，．．．，tn），　G2）　g　V．　Th　ere　exists　an　N　c－refu　tation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝　　　　　　φ同（■）・σ・，・・舘オ・，…，・。噛，θ、・…　ll，　T

5uchオh説θ’≦θ［V］．

PRooF．　The　given　refutation　1［　must　be　of　the　form

　　　　　　Gi，f（Si，…，Sn）2S　f（ti，…，tn），G2　“’．lj，　G’i，f（Sl，…，sA）fu　f（tl，．・・，t’．），G’2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M，e，，c　（G’i，true，　G’2）e2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・→毒3　T　　　　．．

with　ei　e2e3　＝　e．　The　first　part　of　n　can　be　transformed　into

　　　　　　H・・σ・，…U・t・，…，・・気山・，0・嚇渉、σ1，・三麟，＿，・二曲，σ室．

C・n・id・・th・・t・p丘・m　Gl，∫（sl，…，sA）・u　f（tl，…，t夷），σa　t・（Gl，true，σS）θ、．毛・七謬論→

職勲1．e墨継。雅亀認鶴翻呈喪lene「a’uni五e「6f　and∫（・i，…，・A）N

　　　　　　（（穿｛b5｛iNオ｛L，…　　，s傷Nオ夷，（穿灸）θ2　　→ま　　（（？1，T，（穿皇）θ2．

Lifting2　results　in　an　N　c－derivation

　　　　　　II2：　Gl，sl”一v　tl，．．．，sA　fu　t“，G’2　一＋ljs，，　（Gl，T，G’2）eS

such　that　eS　〈．　e2　［V　U　X（ei）］．　We　distinguish　two　cases．

（1）

蛯P絵論農，t器象鶴豪謬麟de五neφ同（■）一H・；■・・Fr・m

（2）

｡鷲1編器盈。課’a朧翻翻溜撫ll縣醐
　　　　andω剛，　it　i・n・t礁・ult　t・・h・w　thatθ・．〈　eS［ソー｛x｝］．　Since嘩yUZ（θ、）w・hav，　in

　　　　？．articAulAar．一e2　（．．eS　．［Y　Y　．Z（ei）］・　lt　follows　that　there　exist’s’　a　variable’　renamihg”6　such　that

　　　　θ6一θ・δ［VUX（θ・）］・C1・a・lyソαr（Gl，GS）⊆VUX（θ・）．　Th・la・t　pa・t・f　H・an　b・t，ivi、lly

　　　　transformed　（by　changin　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　the　number　of　occurrences　of　true　in　each　goal）　into

　　　　　　　　　　n3：　（GS，T，Gt2）e2　一．；，　T

　　　　An　application　of　Lemma　4．2　results　in　the　N　c－refutation

　　　　　　　　　　ip6（l13）：　（Gl，T，GS）eS　一，g－i，，　T・

　　　　D・五n・φ【司（ll）＝II［・；∬・；φδ（■・）・W・hav・θ’＝θ・θSδ輌1θ，＝θ、θ、θ、ニθ凹．

口

2贈蹴翻i講1孟盤鼎翻認翻二留翻臨盤謡：
T．ewFitS．en？　bec．ausg　such　s．equences　cannot　be　lifted．　ln　the　present　gituation　there　is　no　probleni　S’ihTcTefiwTe”　k’n“ok’

that　a11　steps　in　the　rewrite　sequence　take　place　at　root　positions，

10



　　　It　shopld　be　noted　that　in　general　we　don’t　have　e’　＝　e　［V］　in　Lemma　4．4．　Consider　for

example　the　N　c－refutation

　　　　　　n：　afu　a　N．＋e，　x　sx－true　trUe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

whgr：　we　usgd　t－he　gnon－idempotent）　most　general　unifier　e　＝　｛x　H　a，　y　”　z，　z　”　y｝．　Decom－

position　results　in　the　empty　goaユ，　so

　　　　　　φ同（■）・ロ

P・・du・e・the　empty・ub・tituti・nθ’＝ε・C1・a・1yθ’≠θ凹if　y・・ntain・〃・，2．

　　　Th・f・u・th　t・a曲・皿ati・n・t・p・・rre・p・nd・t・C…11a・y　7．3．5　in　H6Hd・bl・・［。］．　Thi、　c。，。1．

lary　is　ap　imlnedl－ate　consequence一　of　H611dobler’s　lifting　lemma　for　reflection，　insia”ntiation’ C’ Tfi－d

認麗盤。誌雅織P謙擢細面黙ll犠n£離
proof　of　the　　　　　　　　　　lifting　lemma　（for　N　c）　to　obtain　the　following　result．

丑EMMA　4・5・L・孟0％Tb・an　Nc一・e血孟atf・n，　y　a餓・・et・fvaぬb1・・，　aゆa、、b，撫f。n

suc4　that　V．ar（G）　g　V，　7　〈．　e　［V］，　an　d　the　variables　in　D（7）UZ（7）　are　diffefen　t　fr6m　the　variables

fn孟he　emp1・）y・d　re而孟e　r・1…There　exf・孟・an　NC一・e血オa伽σ7　一・S，　T　whf・h・mp1、幅h，、am，

鵬’禦］鉾＆8ameposf孟fon8fn孟heco「「e5pond」ngeq蜘・・価・g・a1・fnσ一渉T…h

　　　The　proof　can　bAe．fgu．nd　in　Appendix．　The　validity　of　the　fourth　transformation　step　is　an

easy　consequence　of　this　lemma．

LEMMA　4．6．　Let

　　　　　　■：σ・→渉T

　　　　　　φ岡（■）・07・→渉’T

織儲88鶴講聖欝8a孟孟he8amepO8f伽・fn孟h……P・ndfng・q臨f・n・・f

離，譲糟臨織！l朧瓢島號麟錨と！謡嘉i臨’
・efutati・nφ圃（■）・□

　　　The　fifth　and　final　transformation　step　is　presented　in　the　following　lemma．

LEMMA　4．7．　For　every　N　c－refutation

　　　　　　■：σ・，・・U・t，σ・一v・・θ・，・（σユ，tru・，σ・）θ・鴫T

孟here　eX1’8オεan　NC－re血亡a孟fOn

　　　　　　ipuc（ll）：　（Gi，G2）ei　Av．g，　T．

PRooF．　Consider　the　subderivation　fi’：（Gi，true，G2）ei　A．．E，　T　of　1［．　Simply　dropping　a　single

occurrence　of　true　in　every　goal　of　II’　yields　the　desired　Nc－refutation　ipuc（n）．　M

11



　　　The　idea　now　is　to　repeatedly　apply　the　above　transformation　steps　to　a　given　Nc－refutation，

connecting　the　initial　goals　of　（some　of）　the　resulting　Nc－refutations　by　L　Nc－steps，　until　we

reach　the　empty　goal．　ln　order　to　guarantee　termination　of　this　process，　we　need　a　well－founded

order　on　Nc－refutations　that　is　compatible　with　the　（last　four）　transformation　steps．　One　of

the　comp　onents　of　our　well－founded　order　is　a　multiset　order．　A　multiset　over　a　set　A　is　an

gnordgred　collection　of　elements　of　A　in　which　element　s　may　have　multiple　occurrences．　Every

（strict）　partial　order　7　on　A　can　be　extended　to　a　partial　order　〉．．i　on　the　set　of　finit’e

multisets　over　A　as　follows：　M　＞mui　IV　if　there　exist　multisets　X　and　Y　such　that　／　f　X　g　M，

AT　＝　（M　一一　X）u　Y，　artd　for　every　y　E　Y　there　exists　an　x　E　X　such　that　x　〉　y．　Dershowitz　and

Ma皿a［3］showed　that　multiset　extension　preserves　well－fbundedness．

DEFiNiTioN　4．8．　The　depth　ltl　of　a　term　t　is　inductively　defined　as　follows：

1オ1一
o1＋＿｛同，…，lt。ll、≦i〈．　n｝階ざ轡髭1）．

The　con？plexit．　y　I　H　I　of　an　N　c－refutation　fi：G　M＋lj　T　is　defined　as　the　triple　（n，　M，　s）　where　n　is

the　number　o　　　　　　　　　　f　applications　of　narrowing　in　ll　at　non－root　positions　（so　the　number　6f　steps　that

do　not　use　the　rewrite　rule　x　u　x　．　true），　M　is　the　multiset

｛lxiel，．・．，lxmel　l｛xi，・．．，xm｝　is　the　multiset　of　variables　occurring　in　G｝，

and　s　is　the　number　of　occurrences　of　symbols　different　from　f　u　and　true　in　G．　We　define　a

partial　order　＞＞　on　N　c－refutations　as　follows：　ni　＞＞　II2　if

IIIi　l　lex（〉，＞mui，〉）　1i121・

HeTe　lex（〉，＞mui，〉）　denotes　the　lexicographic　product　of　〉　（the　standard　order　on　N），　〉．．i，

and　〉．

　　　L．e，t　M　be　p　rp．ultisgt　｛ti，．．；，tn｝　of　terms．　We　abbreviate　the　multiset　｛tia，．．．，t．a｝　to　Ma

and　｛lti　1，…　　，ltnl｝　to　IMI・

LEMMA　4．9．　Th　e　partial　order　＞＞　is　a　well－founded　order　on　N　c－refu　tations．

PRooF．　Both　lexicographic　product　and　multiset　extension　preserve　well－foundedness．　O

Sin£耀P搬器隅隅四望翻i四四鑑硬臨！謡18冨：
directional　equational　reasoning　and　paramodulation　in　［9］），　our　simpler　defirfition一　s’uffices．　The

next　lemma　states　that　＞＞　is　compatible　with　the　transformation　steps　defined　above．

1・EMMA　4．10．五eオ■be　a，n　Nc－re五1孟a，オjon．

（！）　1－f　ll　is　nop－epepty－and　6　a　variable　renaming　then　llll　＝　lip6（ll）1．

（2）　Let　a　E　｛［on］，［d］，［im　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］，uc｝．　if　ip．（ll）　is　defined　then　n　＞＞　ip．（rt）．

PRoOF．
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（1）　Considgr　the　proof　of　PgmmaL4．2．　Clearly　ll　and　ip6（n）　have　the　same　number　of　narrowing

　　　steps　at　non－root　positions．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Let　X　and　Y　be　the　multiset　of　all　variables　occurring　in　e

　　　and　G6　respectively．　Because　6　is　a　variable　renarning　we　have　Y　＝　｛x61x　E　X｝．　HVence

1γ6一ユθ1＝ ｛ly6－ieily　E　y｝

｛ly6－ielly　（E　｛x61x　E　X｝｝

｛lx66－iellx　E　X｝

｛lxellx　E　x｝

IXel，

．

　　　・・al・・th・・ec・nd・・mp・n・nt・・f　th・t・ip1・・1■l　and　lφδ（■）i　a・e　th・・am・．　Cl，a，lyσ

　　　an　d（穿δhave　the　same　llumber　of　symbols　di丑もrent丘om　N　alld　t：rue．　We　conclude　that

　　　　四＝　　　　　　　　1φδ（∬）1．

（2）Acc・・ding　t・th・p…f・f　L・mma　4・3　th・Nc－refutati・nφ回（■）ha・・n・1ess　narr。wing

　　　step　at　non－root　positions　than　H．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　According　to　the　proof　of：Lemma　4．4　the　number　of

　　　　　　　　　　　　　narrowlng　steps　at　non－root　positions　inφ同（■）is　the　same　in■．　Because　the　substitution

　　　produce　　　　　　　　　　dinφ同（■）・ub・um・・th・・ub・tituti・n　p・・duced　in■f・・th・initi・1・va・iab1。，，　th，

・second・・mp・n・nt・f　lφ［司（1［［）i　d…n’t・x・eed　th・・ec・nd・・mp・n・nt・f　l■1．　Fin、lly，　the

　　　sh・w　that　Mn＞　泌φ岡（n）・H・・e　Mn（Mφ岡（n））d・n・t・・th・・e・・nd・・mp・n・nt。f　th，

留謝，（鳩1主，櫨よ1需1欝総総ソ翻講2‘翻u㍊
　　　・f訓・ccurren・e・・f　th・va・iab1・ωinσ，　y　th・multi・et・f　th・ab。th。，　va，iabl，。ccurrence，

　　　inσ，　a・nd・Xi　f・r　1・・〈・i≦mth・multi・et・観・ccurren・P・・f　th・variabl・¢i・jn　G7．　W。　have

　　　　　　　Mn＝lxθ1　u　lyθl

　　　and

　　　　　ノレ∫φ【im1（n）：＝　IXユθノlU・。。uIXηZθ’lulyθ’1．

懸盤覇艦撚評瓢1’1謝二聯1灘ll・摺；撫
〃θ’一　y7θ’一Y7δ一yθ　and　thu・lyθ’1＝1θ1．且・nce　lyθ1＝lyθ’1．　We　c。n，lud，　that

Mn　）mui．Mip［，．］（”）　an　d　therefore　n　＞＞　ip［i．］（rt）．　The　hnai　casb　j　s’diuc．　Let　ll’ Ue’｛h”e－

NC－refutation

　　　　　Gi，e，　G2　一h，e，　（Gi，true，G2）ei　vilj，　T・

WeC　．p．　arlitio？．　th．e　varigble　occiur」r．ences　in　the　initial　goal　Gi，e，　G2　into　the　following　three

　　　　Mn　＝　IXei　e21U　iYe21U　IZeie21．

畿t猛膿蹴鞠捻瀦1翻e翻，懇総砦翻乱！
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We　h　ave

　　　　　Mdiuc（H）　＝　IXte21u　IYe，1．

留鵠脇、灘灘1猛1鼎it謙藩ll）讐U冴嘘襯
substitution　maps　variables　to　variables．）　Hence　the　number　of　symbols　different　from　fv

and　true　is　exactly　the　same　in　the　goals　（Gi，G2）a　and　Gi，G2，　which’is　clearly　less　than

the　number　of　such　symbols　in　the　goal　Gi，e，　G2．　Hence　we　always　have　n　＞＞　ipu　c（ff）．

m

　　　The　following　example　illustrates　how　the　above　results　are　used　to　transfor皿Nc．refutations

into　LNC－refutations．

ExAMpLE　4．11．　Cpnsider　the　TRS　7il　＝＝　｛f（g（y））　一．　y｝　and　the　Nc－refutation

　　　　　■・・9（ノ（X））・X’・・1，｛。H、ω｝9（y）　・u　9（y）・→，　tru・．

In■ユthe　variable　x　is　boulld　to　g（y），　so　the　compleXity　of　ll：ユis（1，｛2，2｝，4）．　Tfansfbrmation

・t・p・φ【・n］，φ同，みndφuc　a・e　n・t　apPli・ab1・t・■・・H・nce　w・t・yφ圃・Thi・yi・ld・th・Nc－

refutation

　　　　　il・＝φ岡（■・）・9（ノ（9（x・）））・U・9（x・）雨伽，｝9（y）　・U　9（y）・→，　tru・

whi　ch　has　complexity　（1，｛1，1｝，6）．　Next　we　apply　ip［q．　This　gives　the　N　c－refutation

　　　　　H3＝φ同（■2）・ノ（9＠・））…x・一v…｛。、H，｝シ吻・…，　tru・

with　complexity　（1，｛1，1｝，4）．　Observe　that　the　initial　goal　of　ni　is　transformed　into　the　initia1

9・al・f■・by　th・・ing1・・Nc－st・p　9（∫＠））・u　x⇒岡，｛。一、（。、）｝∫（9（x・））・u　x・．　h■・narr・wing

i・apPli・d　t・th・initial・quati・n　at　p・・iti・n　1・Thi・cal・f・・th・t・a曲・mati・n・t・pφ回・

　　　　　l14　＝　ip［on］（l13）：　f（g（xi））　fu　f（g（y）），y　fu　xi

Nc－refutation　n4　has　complexity　（O，｛1，1，1，1｝，8）．

refutation

Av． o．iHy｝　true，　y　fu　y　Avo，　T．

If　we　apPlyφ同to　H4，　we　obtain　the　Nc一

　　　　　1【5＝φ［司（1［4）：　9（Xl）N9（y），yrvxユ　へ→｛x、、→y｝　true，：yNy　・・…，　T

嘲戯e諜騒賜）㌍翌li奮，撫1畿帳面面論π鼎
root　position　of　the　selected　equation　g（xi）　fu　g（y），　so　the　terms　g（xi）　and　g（y）　are　unifiable．

搬畿n面面i離el認鑑cationof⇒同姐owedbyanapPhcationof⇒［司・

　　　　　■6＝φ同（H5）・¢・吻，搾ω・一・，｛。、H，｝伽・，y　uy・・，　T

with　complexity　（O，｛1，1，1，1｝，4）．　Next　we　use　ipuc，　yielding　the　N　c－refutation

　　　　　l17＝ipuc（l16）：　Y　U　Y　A“÷c　true

14



vyitb　cgmple？city　（O，｛1？1｝，2）．　The　initial　goals　of　ils，　n6，　and　i17　are　connected　by　the　uc－

derivati・n　g（¢・）39（Y），y　・u　x・⇒Va　x・・u　y，y・x・⇒回，｛x、、一，｝y　・y．　An・th・・apPli・ati。n。f

ipu　c　results　in　the　empty　N　c－refutat’ion

融

l18＝φUC〈■7）・ロ

whi・h　ha・c・mp1・Xity（0，・，0）・C1・a・ly　y　・y⇒【t］ロ・C・n・at・nating　th・va・i・u・LNc－sequ，nceS

yields　an　L　Nc－refutation　g（f（x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　））・u・x⇒下口wh・・e・ub・tituti・nθ・ati・fi，・・xθ＝9（の．

ピ

　　　ITntoF．tun．ately，　the　simulation　of　Nc　by　LNc　illustrated　above　doesn’t　always　work，　as　shown

in　the　following　example．

ExAMpLE　4．12．　Consider　the　TRS

R一

of（x）　．　x　　a　．　b　　　b　．　g（b）

and　the　Nc－refutation

llf．“：　f（a）ug（a）　一一＋　f（a）fs　g（b）　vi　a　fu　g（b）　・一・　b　fu　g（b）　一一〉　g（b）ug（b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　M，　true．

afu¢，xfu　g（a）　Ah÷　a　s　x，x．”rvvg（b）　一v一＋　true，afs　g（b）　M，　true，b　u　g（b）

　　　　　　　　　　　　　　N一〉　true，g（b）ug（b）　Av一＋　T．

謡lh四四瓢轟習1識】鵬翻門門r鵡翻：
selectied　equation　x　u　g（a）　in　the　initial　goal　a　fu　x，x　fu　g（a），　we　would　like　to　use　oncU ?@N 香f盾?U　｛fie’

繭紬潮頭・・］andφ同・Thisishoweverimp・ssib1・・incethesubterm・f－9（α）at

　　　Th・・ea・・n　why■ノ・ゴ1・ann・t　b・t・a曲・m・d　t・a旺Nc一・ef・tati・n　by　th，　t，an、f。，m就i。n

Eteps　ip　this　sectiop　is　th．at　1’n　Q［di（ip［．A．］（llf，ii）．）　narrowing　is　applied　to　a　stibterm　introduc6dT61’

a　previous　narrowing　substitution．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　One　might　be　tempted　to　think　that　this　problem　cannoVt

Of　th9　CgiPPgted　NC；sAolu－tignF　〈restrigted　to　the　variables　in　the’　initial　g6al）．　H6．6’．’64vri’i”｛1．”IV．’g

out　that　basicness　（cf．　Definition　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．7）　is　preserved．　This　is　one　of　the　two’key　observitions　to

the　connection　between　strong　completeness　of　LNc　and　completeness　of　basic”
mc．

PRooF・Th・t・an・f・・mati・nφuc　t・ivi・［lly　P・e・e・v・・ba・i・ness．　lt　i、　n。t　di茄，ult　t。，ee　that
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£囎蹴瓢欝翻丑盤瑠鷺澗膿鴨器幅i認
ba・i・・N・xt　we　c・n・id・・φ岡・Fr・m乃・mma　4・5　w・1・a・n　thatφ画　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］（fi）　and　ll　employ　the　same

盤灘羅駐rP搬；鯉濃e濃畿e購n島ofthego組s・Henceφ岡（■）

　　　The　other　key　observation　is　that　for　basic　Nc，　strong　completeness　and　completeness　coin－

cide．　This　is　an　easy　consequence　of　the　following　switching　lemma，　whose　proof　can　be　found

in　the　appendix．

LEMMA　4．14．　For　every　N　c－derivation

　　　　　Gl，el，G2，e2，G3　At÷pi，a，，li－ri，ei　（Gl，el［rl］pi，G2，e2，G3）al

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…P、，・、，1、→r2，e2σ1（σ・，・・同P、，G2，e2［r2］P、，G3）σ、σ2

with　p2　E　IPosJz7（e2）　there　exists　an　N　c－derivation

Gi，　ei，　G2，　e2，　G3

such　that　ai　a2　＝　aSal・

“““垂Q，a5，12－r2，e2　（Gi，ei，G2，e2［r2］p2，G3）a5

一・・ C、，・｛，～、→r、，・、。5（G・，・・同，、，σ2，・・團，、，G3）σS　al

a

　　　Observe　that　the　require皿ent　P2∈7）05∫（e2）i11：Lemma　4．14　is　always　satisfied　if　the　two’

Fteps　are　part　of　a　basic　narrowing　derivation．　Moreover，　the　exchange　of　the　two　steps　preserves

basicness．　This　is　used　in　the　proof　below．

LEMMA　4・15・五・t　5わ・a・electf・n血n・tf・n・F…ev・・y　ba・f・Nc－re血傭・n■・σ鱒畜Tth・・e

exists　a　basic　Nc－refutation　ns：G　N一＋S　T　respecting　S　vvith　the　same　complexity．

PRooF．　Using　the　basicness　of　the　given　Nc－refutation　II，　we　can　transform　n　into　a　basic

refutation　ns：G　i」．lj　T　that　respect　S　by　a　finite　number　of　applications　of　Lemma　4．14．　Since

Fhg　！ransformation　in　Lelnma　4・14　preserves　the　number　of　narrowing　steps　at　non－root　positions，

it　follows　that　the　complexities　of　n　and　lls　are　the　same．　O

Now　we　can　state　and　prove　the　main　result　of　this　section．

THEoREM　4．16．　Let　711　be　a　TRS　and　G’　一A，lj　T　a　basic　Nc－refutation．　For　every　selection

血n・伽5孟h・・ee脇an　LNC一・e血孟a伽σ⇒渉’・・e・pec伽g　5・・ch翻θ’≦θ［ソα・（G）］．

PRgoF．　We　use　well－founded　induction　on　the　complexity　of　the　given　basic　N　c－refutation

：n：：σ・v・〉　ll　T，　which　is　possible　because　of：Le皿ma　4．9．　In　order　to　make　the　induction　work　we

瓢謹！儲it謙麗’嘘騰落騰膿呈1瀦’㍊誠
follows：　FiArst　．w．e　use　．Lemmg　4r15　！g　transform　ll　into　a　basic　Nc－refutati6n　Ilj：G　・v一÷g　T

「especting　5　with・qua1・・皿Ple晦N・xt　w・・h・w・th・・eXi・t・nce・f　an　LNc一・t・p■’・σ⇒θ、σ’，

an　N　c－refutation　lli：G’　一v．　g，　T　of　smaller　complexity　than　ns，　an　d　a　finite　set一　of　vari　abte“s　V；

such　that（Y－Z）（θ2））U：τ（θ2「γ）⊆y’，ソar（σ’）⊆y’，　andθ2θ1≦θ［y］．　We　distinguish　the

fo．llro．win．g　cases，　d．一ependAilng　og　what　happens　to　the　selected　equation　e’＝e8（G）　in　theVfirst　step

of　lls．　Let　G　＝　　　　　　　　　　　　　Gi，e，G2　ande＝s　st．
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．

亀

（1）　Suppose　narrowing　is　applied　to　e　at　root　position．　We　may　write

　　　　　　　　　ns：　G　一v“e，，，，．s．．true　（Gi，true，G2）eo　一h÷3s　T

　　　rviYh　qoel　＝　e．　We　may　assume　that　x　is　a　fresh　variable，　so　x　¢　V．　．We　distinguish　the

　　　following　two　cases．

　　　（a）　Supp」ose　s　E　）2　or　t　E　｝2．　We　distinguish　two　further　cases，　depending　on　whether　or　not

　　　　　　s　and　t　are　equal．

　　　　　　（i）　S．UPPOS9　9．．and．Nt．gre　t－4g　sqme．variable，　say　y．　Let　G’　be　the　goal　Gi，，G2　and　Gll

　　　　　　　　　　the．goal一（Gi，GJ2）eo．　We　clearly　have　G　〉［t］　G’．　lf　G’　is　theTempty’goal　D　then

　　　　　　　　　we．le－t一．1［i　．be　the　empty　N　c－refutation　（ana‘thus　ei　＝　s）　and　w－e　’deVfine　e2　＝　6

　　　　　　　　　and　yノ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　V．　Otherwise　we　proceed　as　follows．　From　L6mma　4．7　we　obtai－n　the

　　　　　　　　　（non－empty）　N　C－refut　ation

　　　　　　　　　　　　　　　二一φUC（■5）・σ”職T・

　　　　　　　　　Define　eS　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛x　H　y｝．　Clearly　e一’2　is　a　most　general　unifier　of　the　equations　x　fu　x

　　　　　　　　　and　y　puJ　y．　Since　also　eo　is　a　most　general　unifier　of　these　equation－s，　there　exists

　　　　　　　　　a．　vaTiable　renaming　6　such　that　eo6　＝　eS．　Let　ei　＝　6－iel．’　一From　L6mma　4．2　we

　　　　　　　　　obtain　an　N　c－refutation

　　　　　　　　　　　　　　　ip6（l11）：　（G，，G2）eo6　一一；，　T．

　　　　　　　　　解δ轍臨監瓢謡θ≧3δ聞縢0搬

（ii）

　　　　（b）　Suppose　neither　s　nor　t　is　a　’variablb．

　　　　　　f（ti，・’・・，tn）

　　　　　　According　to　Lemma　4．4　there　exists　an　N　c－refutation

　　　　　　　　　　　　lli＝ip［dl（lls）：　G’　’e一＋lj，　T

　　　　　　such　that　ei　．〈　e　［V］．　Define　e2　＝e　and　V’　＝　V．

（2）　S－uLRpose　narrowing　is　not　applied　to　e　at　root　position．　We　distinguish　the　following　three

　　　cases．

　　　（a）　Suppose　narrowing　is　applied　to　a　descendant　of　s　fu　t　at　position　1．　Let　f（li，．．．，ln）　一〉　r

S．uppo．se　fi　7E　．t・　We　assu．me　that．s　G　）2，　say　y．　（The　case　t　E　）2　is　similar．）　Let　e2　be

離slt職蝋撫1総謙d瞥儲。瓢轟1・igt
Unifier．Of　tPne　equ．atl’ons　e　and　x　u　¢．　lt　is　not　too　difficult　to　show　that　eS　i”s　a“most

general　uni　　　　　　　　　figr　of　these　two　equations．　Since　also　eo　is　a　most　general　u”nifier　of　e

and，　x．一．ny．x，　therg　exi－stsJ　a　vqriable　renaming　6　such　that　eS　＝　eo6．V　lf　G’　is　the　empty

is　no．t　．the　elppty　goaj，　we　reason　as　follows．　Let　G”　一一一一　（Gi，G2）e－o．’Fr’om　L6m”ma　4．7

we　obtain　the　N　c－refutation

　　　　　gs一一一一ipuc（ns）：　G”　一一÷；1　T．

According　to　Lemma　4．2　nl　can－be　transformed　into　the　Nc－refutation

　　　　　ni＝¢6（l11）：　G”6　一vg3，　T

with　e．i　＝＝一6“一’ 撃?D　1．　Observe　that　一G”6　＝＝　（Gi，G2）eS　＝　（Gi，G2）e2　because　x　does　not

gcfiur　in．　G．yi．：　Gfi2・　AWe　b“a．ve　eSei　＝　eo66－ie｛　＝　eoe’1’　＝　e．　Sinc6　e2　＝　es　［v］　we　obtain

θ2θ・一θ凹・D・五n・y’＝（y一つ（θ2））UZ（θ21v）．　C1・a・1yソα・（α）⊆y’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　We　may　write　s　＝　f（si，．．．，s．）　and　t　＝

　　　　　　：　．Le．F一．G’　b9　？hg　goal　Gi？si　fv　ti，・・：，sn　．fu　tn，G2　We　616ariy　hiv6’G　＝〉［d」　Gt．
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　　　be　the　used　rewrite　rule　the　first　time　this　happens．　Since　lls　is　basic　s　cannot　be　variable

　　　fol　otherwise　narrowing　would　be　applied　to　a　subterm　introduced　by　previous　narrowing

　　　substitutions．　Hence　we　may　write　s　＝　f（si，．．．，sn）．　Let　G”　be　the　goal

　　　　　　　　Gl，　f（Sl，…　，Sn）　fU　f（ll，…　，ln），r　fU　t，　G2　’

　　　and　1・tσ’b・σ・・…u　1・，・…s・　・ln，剛ちG・・W・hav・th・LNc－st・pσ⇒回σ’．

　　　Applying　Lemma　4．3　to　lls　yields　an　N　c－refutation

　　　　　　　　il　2＝＝ip［on］（il）：　G”　“’L＋St　T

　　　such　that　e’　＝　e　［V］．　An　application　of　Lemma　4．4　to　l12　results　in　an　Nc－refutation

　　　　　　　　H1＝φ同（■2）：　（γ　鱒渉1　T

　　　such　thatθ1≦；θ’【y］．　Defineθ2・＝εand　y’＝VUソaT（∫（ll，．．．，ln））．

（b）　Suppose　narrowing　is　applied　to　some　descendant　of　s　fs　t　at　p6Sition　2．　The　basic

　　　Nc－refutation　ns　can　be　transformed　into　a　basic　N　c－refutation

　　　　　　　　fi3：　Gi，tfss，　G2　vilj　T

　　　by　simply　swapping　the　two　sides　in　every　descendant　of　e．　This　simple　transformation

　　　qoesn’t　affect　the　complexity．　Now　we　apply　case　（2）（a）　to　ng．

（c）　Suppose　narrowing　is　never　applied　to　a　descendant’6f　s　f　s’t　at　position　1　or　2．　We

　　furthermore　distinguish　the　following　three　cases．

（i）　Suppose　s，t　¢　Vr　．We　must　have　s　＝　f（si，．．．，s．）　aind　t　＝　f（ti，．．．，t．），　hence　we

　　　　can　rep　eat　case　（1）（b）．

（ii）　Suppose　s　st　）2　and　t　E　V．　Write　s　＝　f（si，．．．，s．）　and　let　t　be　the　variable　x．

　　　　Let　e2　be　the　substitution　｛x　H　f（xi，．．．，xn）｝　where　xi，．．．，xn　are　fresh　variables．

　　　　Define　the　goal　G”　as　（Gi，f（si，．．．，s．）　fu　f（xi，．．．，x．），G2）e2　and　let　G’　be　the

　　　　9・al（σ・，…u・x・，…，s・　・xn・σ・）θ・・W・hav・σ⇒圓，θ、σ’．　Since　xθi・・f　th・

　　　　f・rmノ（オ・，＿，tn　　　　　　　　　　　　　　　　　）　we　can　apply　Lemma　4．6　to　ns，　res’ulfin’g　in　the　N　c－refutation

　　　　　　　　　II2＝　ip［im］（Ils）：　G”　”’一，　lj，　T

蹴黒物惹，lt［総a諦，暮魂呼鑑識）lh9慰事1鑑’）ニ

　　　　　　　　　ili＝ipE，q（n2）：　G’　A一÷5，　T

　　　　withθ・≦θ・［yり・F・・m　L・mma　2・2（1）w・・btain　e、θ。≦θ、θ、凹．　C・mbining　thi・

　　　with　e2　eo　＝．e　［v］　yields　e2　ei　〈．　e　［V］．

（iii）Suppose　5∈ソand　t¢ソ．　In　this　ca£e　we　trallsfbrm：［［5　into　the　basic　Nc－refutation

　　　　　　　　　工［3：　σ1，オN5，σ2　～→lj　T

　　　by　simply　swapping　the　two　sides　in　every　descendant　of　e．　This　simple　transfor－

　　　mation　doesn’t　affect　the　complexity．　Now　we　apply　case　（2）（c）（ii）　to　n3．

　　　　　　　It　is　n．o．t．possible　“th．　at．b．o．th　e　and　t　are　variables，　due　to　the　basicness　of　1［s．　（The　case

　　　　　　　s，　t∈「1／is　covered　in（1）（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a）．）

島謙翻意d嘉謝竃議竃濫。参膿欄幣1匿二丁
t一一〇　Lemma　4．lo　lli　has　smaller　complexity　than　lls．　Accordihg　’t6’Lemmafi　4　13　lli　is　basicW．

翻：：t灘ul躍鷺謎謎尊糠θ匙i購瀦囎。瓦呈”緑n冒
（V一つ（θ・））UZ（θ・rv）⊆y’・w・i・・fe・一u・ing・L・mma　2．2（2）一thatθ・≦θ［y］。　C・n・at・nating　th。

LNc－step　II’　and　the　L　N　c－refutation　il”　yields　the　desired’LNc－refutation’．　‘M

A　related　result　for　lazy　paramodulation　calculi　is　given　by　Moser　［18］．　He　showed　the
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鵬謙鑑欝：農鍵詫繍鶴躍器ぎ砲｛，櫨鵬鶴
because．7rBp　satisfies　the　so－called　“switching　lemma”’ i’m13］）．　SiT獅モ?@frM 盾香@every“ VrBp：ie’futation

one　ea・ily・xt・a・ts　aτ一refutati・n・e・pecting　th・・am・・electi・n血ncti・n，　st・・ng・・mp1，t，nesS

of　T　is　an　immediate　consequence．

　　　Cpmbining　Theorem　4．16　with　Theorem　2．8　yields　the　following　result．

CoRoLLARy　4．17．　Let　71　be　a　confiuent　TRS　and　S　a　selection　function．　if　71　F　Ge　and

e！var（c．）．is　．n．o一．gmalized－tijen　there　exists　an　LNc－refutation　G　＞lj，　o　respecting　S　such　that

θ’≦θ［ソαr（G）］，P・・曲d・n・・価・foll・wfng・・ndf孟f・n・」、、atf、ガ，d，

（1）　フヒf5　terminating，

（2）　フヒf50rthogonal　and（穿θhas　anフこ一目orma1】f（）rm，　or

（3）　R　is　right－linear．

口

The　converse　of　Theorem　4．16　does　not　hold，　as　witnessed　by　the　confiuent　TRS

R＝

f（¢）　．　g（x，x）

　　　　a　．　b

g（a，b）　一　c

g（b，b）　．　f（a）

丘・m珂idd・1d・・p　and　Ham・・n［17］・Th・y・h・w　that　th・g・a1ノ（α）・u・c・cann・t　b…1v・d　by　ba，ic

narrowing．　Straightforward　c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aユ¢ulatio：ns　reveaユthat　fbr　any　selection　function　5　there　exists　an

LNc－refutation　f（α）Nc⇒＊口respecting　5．

5． Completeness

In．t4is　section　w－e．　show　the　completeness　of　LNc　for　confluent　TRSs　with　respect　to　normalized

so1？ti・n・・A・tu・lly　w・・h・w　a・t・・nger　re・ult・aAl・n・・ma五zed・・1uti・n・a・e・ub・u皿，d　by，ub，ti－

tiillion－s　prodiiFced　by　pNg－refutations　that　respect　8i，ft．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Basic　narrowing　is　of　no　help　because

ofits　incompleteness　［17］　for　this　generai　case．　ff　we　ire　able　to　define　aVclass　of　Nc－r6fut’ ＝|狽奄V0”n’g

respecting　Si，fl　that

〈！）　inJclu．des　all　Nc－refutations　respecting　8i，ft　that　produce　normalized　solutions　and

騰躍翻蹴ll竃翻翻轟櫨離【鎧。融：二，em4．16．　W，
qidn’t　su．cceed　in　defining　such　a　clasTs，　the　main　pfoblem　being　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fact　that　an　application　of

φ回or　　　　　　　ip一［dj　to　an　N　c－refutation　that　respects　si，ft　may　result　in　an　N　c－refutation　’tkat　dob－s’n；t一

灘轟撫野曝講㌦ご鵜聯藩論灘t畳欝誼1

P．E，　FINITION　5・1・　A－n．　NC－refutation　II：G　Av一÷S　T　respecting　Sl，ft　is　called　noimal　ifit　satisfies　the

following　property：　if　narrowing　is　applied　t6　the　let’ 煤|hanVп@sia”e’　（right－hand　side）　of　a　d6gTc－e－nV’daV－n“tV
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gf　an　equatLon　s　s　t　in　G　then　e2　rv．．（．o，）　（e2　rv．，（te，））　is　normalized．　Here　ei　and　e2　are　defined

bywゆg■a・

　　　　　　0＝σ・，・Nちσ・」v・・　ll、　T，（・・s　t，σ・）θ・一S、　T・　　　．

　　　　T．he　fgllgwing　result　states　that　the　class　of　normal　Nc－refutations　satisfies　property　（1）

mentioned　above．

LEMMA　5．2．　Every　Nc－refutation　respecting　81，ft　that　produceS　a　norinalized　solution　is　normal．

PRooF．　Straightfbrward．ロ

　　　　Tbe　converse．of　this　lemma　is　not　true，　see　Example　5．7　below．　Before　introducing　the

t－rans」formatigns．　ipi　and　ip2　we　present　a　switching　lemma　which　is　used　in　the　existence　pr’ 盾盾?刀D

For　the　proof　of　this　switching　lemma　we　refer　to　the　appendix．

LEMMA　5．3．　For　every　normal　N　c－refu　tation

　　　　　　n：　e，，G　一vsS，　et，Gt

　　　　　　　　　　　　　　　一→σ、，P、，」、→，1　e’圃P、σ、，θ’σ、

　　　　　　　　　　　　　　　N一＞a2，p2，12一÷r2　（（et［rl］pl　al）［T2］p27Gtal）a2

　　　　　　　　　　　　　　　略、　　　　T

wfth　p1⊥P2孟here　exf8孟5　a　norma1　NC－re血オa孟fon

　　　　　　fit：　e，G　N一一，lj，　et，　Gt

　　　　　　　，　“”‘’a5，p2，12．r2（et［r2］p2，Gt）at2

　　　　　　　　　　　　　　　’“”a｛，pi，li．ri　（（et［T2］p2）［Ti］pi，Gt）aSal

　　　　　　　　　　　　　　　・→疹2　　　　T

wf飴飴e　8ame　COmpleXity　SUCh　th　atθ1σ1σ2θ2＝θ1妬磁θ2．ロ

LEMMA　5．4．　For　every　n　orm　al　N　c－refu　tation

　　　　　　■：・舘ちθ一・・い’・S・t’，σθ・嚇θ・，・，」一・（r　；tt，　Gei）θ・一S、T

witJ　hJ　the　property　that　narrowing　is　not　applied　to　a　descendant　of　s　fu　t　at　position　1　in　the

subderivation　that　produces　substitution　ei，　there　exists　a　normal　N　c－refu　tatio－

　　　　　　ipi（n）：　s　u　t，G　・一一＞3s　s”utel，Gel　・一÷es，i，i一，　（r　u　tel，Gel）eS　・・A÷Ss　T

｝vith　t4e　sqme　一co．ni？lexity　such　that　gyieSe5　＝　eie2e3　and　narrowing　is　neither　applied　at　position

1　nor　in　the　right－hand　si　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d・・fad・・Cendan孟・f・utin　th…bd・曲伽孟ha孟P・・d、Ce、孟h，

8uわ8伽伽θ1．

PRooF．　Let　ll’　be　the　subderivation

　　　　　5Nち（？　　～→渉1　　5’Nオノ，（穿θ1　　～→θ2，1，’→r　　（T：ごオノ，（］θ1）θ2

0f　ll．　All　steps　i．n　ll’　take　place　in　a　descendant　of　s　fu　t．　lf　there　are　steps　in　ll’　such　that

narrowing　is　applied　to　the　right－hand　side　of　the　descendant　of　s　fu　t　then　’狽??窒?@must　be　two

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20



’　consecdutive　step．s　in　n’　such　that　the　first，　one　applies　narrowing　at　the　right－hand　side　and　the

Fec．ond　onevaAt　the　1．ett－hgnd　side・　The　ord．er　of　these　two　steps　can　be　c’hanged　by　an　appesi

ll，慧瀧鑑’欝瓢凝御櫛臨儲1驚謙1，蔑灘
　　st－ep　in　which　position　1　is　selected　that　apply　narrowing　at　the　right－hand　side．　L　Terminati6ri

tO
窒?tn?唐 fS

盾№iiOaCt9．gSni’Brn 盾nctesdsi．fliDCUIt　tO　See’　We　define　ipi（il）　as　an　outcom5　ofthis　（non－deterministic）L

MA　5．5．　For　every　n　ormal　N　c－refu　tationl

　f（sl，．．．，sn）e’vv　f（tl，．．．，tn），G　Av一＋lj，　true，Gel　At÷lj，　T剛

開運四駅島諜鷲鵠二1・・cendan孟・f∫（・・，…，・・）鴫…，オ・）　

　　　φ・（■）・∫（・・・…，・h）fU　f（オ・，…，オ・），0りいru・，σθ・嚇渉、下面

・am…mp1・xf孟y・・ch　tha孟fn　th…bd・曲tf・n　p・・d・Cfng・・b・伽tf・nθ、丑a・翻ngf
lf・d孟・オh…b孟・岬…，…，・・，オ・，…，オ。　fn孟h…d…、，オ、，・、，オ、，．．．，、。，オ。．P

oF・By　a・i面1a・t・an・f・・mati・n　p…ess　a・in　th・p…f・f　th・p・e・eding　1，mma．ロp

轟盤舗statesthat　thet「ansfo「mation　st・p・φδ，φ回・φ・，φ同・φ・・φ岡，　andφuc繍

燃黙1驚器鴇翻諮盤1謡1艦灘！塾r
aming　then　ip6（ll）　is　normal．購

Yn　ig，黙the　no「ma’ity　of　iP回（φ・（H））・Fr・m毛・mma　54　it姐・w・thatK

　

　　　s　’Uちσ嚇い’・・　tθ・，θθ・雨θ・，・，Z一・（圃θ・，σθ・）θ・燭渉、　T，i

n・・mal・Thi・Nc一・e血tati・n　i・t・a曲・皿・d　byφ［。。］int・　

　　　sf；1，Tfu　t，　G　M＋lj，　st　lu　1，rfu　tel，Gel　

　　　　　　　　　　　　　　　　“vg　es，xrux．true　true，（r　fu　tel，Gel）eS　＝　true，（T　fu　tel，Gel）e2　

　　　　　　　　　　　　　　　　・→診3　　　　T．I

r－e　e2　is　the　substitution　e2　U　｛x　一　le2｝．　We　have　to　show　that　the　condition　of　Definition　5．1畿

ζq欝獣e惣1藍，li嬬謡膿欝溜・乱轟　臨鑑

1、鼎膿畿註1細面撫鼎鰯雲識脇鑑盤
鵬瀕謂a鷲謡n臨。勲1，i灘硬論鋒1ぎ麟黙認雛

瀦驚・灘1騰澱躍灘，監，驚麟繍2



According　to　Le，m．，ma　5；5，　the　trgns．fo，rrp．一av．tl’o．n．ip2．preserves－poriinality．　lt　is　easy　to　see　that　ip［d」

P「ese「ves　no「mality　and　h・nceφ同（φ2（■））inherit・n・・mality　fr・m　H・N・w・・n・id・・φ圓．　L・t

e　＝　s　fu　t　be　an　equation　in　the　initial　goal　of　n．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　We　may　write　fi　as

　　　　　　Gl，e，G2　vilj，　T，（e，　G2）el　Av一÷3，　T．　’

From　the　proof　of　Lemma　4．6　we　learn　that　ip［i．］（ll）　can　be　written　as

　　　　　　（0・，・，θ2）7職T，（・，σ・）θ・ゲ職T

with’ゾeS＝θ2［ソαr（（e，（穿2）θ1）］・SupPose　inφ［im］（■）narrowing　is　apPlied　to　the　left－hand　side

麗蹴d翻n翻。切望斧鼻翼轟轟t謙h黙鑑alfθll猫三

transfbrmationφδis　easily　seen　to　preserve　normality．口

ExAMppE　5．7．　Consider　agai’n　the　Nc－refutation　nf．il　of　Example　4．12．　This　refutation　is　easily

seen　to　be　normal．　An　application　of　ip［，．］　results　in　the　Nc－refutation　ip［．n］（nfaii）：

　　　　　∫（α）・・　f（x），x・・U・9（α）…lbノ（α）駕ノ（x），x　・g（b）・…a・・U・9（b）・・b　ug（b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Av一÷　b　u　b　・ut，　true　’

whi・h　d…n’t・e・pect　51・fi・lf　w・first　apPly　iP・w・・btain・th・Nc－refutati・nφ、（Hメ。の・

　　　　　f（a）fug（a）　・一÷　a　ug（a）　一÷　a　ug（b）　Av一＋　bfvg（b）　At÷　bfMb　A・．　true．

An　appli　cation　of　ip［．．］　to　this　normal　N　c－refutation　yields　ip［．n］（ipi（llfail））：

　　　　　ノ（α）・・　f（x），⑱9（α）一・・α・・U・9（α）・…α　・g（b）・・…b・・U・9（6）Av・・b・・　b　AV’・tru。．

This　Nc－refutation　is　normaユeven　though　the　produced　substitution　restricted　to　the　variables

in　the　initial　goal　is　not　normalized．

　　　L・m皿a5・9　b・1・w　i・th…unterpa・t・f　L・mma　4・15・f・・n・・mal　Nc－refutati・n・．　Th・p，。。f　i、

an　easy　consequence　of　the　following　switching　lemma，　whose　proof　can　be　found　in　the　appendix．

LEMMA　5．8．　For　every　Nc－re血tation

fi：　Gi，eb　G2，e2，G3 一9　Si

’”O
垂堰Fai，li－ri｝el

M÷垂Q，a2，12．r2，esai

・→
ﾂ2

Gl，el，G’2，e’2，G5

（Gl，el圃P、，GS）σ、，・皇σ、，GSσ、

（（σ1，・1團，、，GS）σ・，（・灸σ、）［T、］，、，GSσ、）σ、

T
伽ゆr・duce8　a　n・rmalfzed　8αb5伽孟f・n孟here　exf8t8　a　NC．re飢a孟f。n

llt：　Gi，ei，G2，e2，G3 略1

”’＋
垂Q，a5，12一・r2，e5

’“”
垂堰Cal，li．ri，ela5

・V÷　S2

Gl，el，σ灸，ε灸，G5

（Gl，el，GS，eS［r2］p，，G5）d5

（G’，，e’，［ri］p，，G’2，e’2［r2］，、，σ5）σS　・l

T
wf孟h亡he　same　COmplexf孟y　8uch　thatθ1σ1σ2θ2＝θ1σるσ壬θ2．ロ
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IPMM“．i’9’　．FO．’，9VerYr．NC－re．f．Ut4，tiOn　II：“G　’“一．S　T　such　that　etv．，（G）　is　normalized　there　exists　a

normal　Nc－refutation　nsief，：G　M÷lj　T　with　the’　same　complexilyl

PRooF・Straightforward　conseque：nce　of：Lem皿a　5．8　and】⊃e皿ma　5．2．ロ

TheP盾窒t
?狽 tin4〟D@liW．　PieCeS　tOgether，　the　fOllOWing　result　can　be　proved　along　the　lines　of　the　proof　of

HEoREM　5・10・五・t　R　b・aTR5・F・r　e町Nc一・e血ta孟f・nσ嚇渉Twf出h・p・QP，，オy孟haオ

覇．n曲edオhe「e　e幻8孟8　an　LNC翻f・nσ⇒ll・　T　re8pec伽g51が・ch　tha孟θ’≦

R・・F・Fi・・t　w・apPly　L・血ma　5・9　t・th・giv・n　Nc－refutati・n．　Thi、　re、ult、　in　a　n。，mal　Nc－

refutation　　　　　　　　　ll：．　G　一・v．“e　T．．We　use　well－founded　induction　on　the　complexity　of　H．　ln
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　order　to

1）　Suppose　narrowing　is　applied　to　e　at　root　position．　We　may　write

　　　　　　　　　ll：　G　Avseo，c，x」x．true　（true，Gi）eo　一v一÷l」1　T

　　　with　eoe｛　＝　e．　We　may　assume　that　x　is　a　fresh　variable，　so　x　¢　V．　We　distinguish　two

　　　cases．

　　　（a）　pSrUoPoPfOoSfeTShEeo￥eOmr　Z．S6Y’　ThiS　CaSe　iS　only　notationally　different　from　case　（1）（a）　in　the

　　　（b）　．S．9？．P．ose　n－ei’ther　s　nor　t　is　a　variable．　Apart　from　notation，　the　only　difference　with　case

2）Su鍵騰黒鴨rt含繍惣e臨臨ぷ島n。wingth，e，
　　　cases．

　　　（a）　Syppose　n＠r．rgwing　is　applied　to　a　descendant　of　e　at　position　1．　The　essential　difference

　　　　　職罪糖畿f麗ll継艦灘灘。霊亀ま，％黙蹴
　　　　　variable．

　　　（b）　Su．ppos“e　naTrowing　is　applied　to　some　descendant　of　s　u　t　at　position　2．　This　case　is

　　　　　reduced　to　the　previous　one　as　in　the　proof　of　Theorem　4．16．

　　　（c）　Suppgsg　p．a．r－rowing　is　pever　applied　t6　a　descendant　of　s　fu　t　at　position　1　or　2．　The

　　　　　e，sseptia！　diffeTe4ce　w」i’th　cas．e．（2）（c）　in　the　proof　of　Theorem　4．16　i’s　the　replac6iilbnl’6Vf

　　　　　ip［dl　by　ip［di　o　ip2　in　subcase　（2）（c）（ii）．

・離欝淫膿h欝1濫脇器。臨：尭温畿畿響
gRoLLARY　5・11・Pgt　R，．b・a・・n五・ent　TRS・・f・Rトσθandθrv。r（σ）f・…aliz・d・th，n　th，，e

xists　an　LNC一・ef・tati・nσ⇒渉’ロre・pec伽g　5～が・・h楓θ’≦θ［ソαr（σ）］．・
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6． Eager　Variable　Elimination

LNc　has　three　sources　of　non－determinism：　the　choice　of　the　equation　in　the　given　goal，　the

choice　of　the　inference　rule，　and　the　choice　of　the　rewrite　rule　（in　the　case　of・［on］）．　ln　Section　4

we　were’モ盾獅モ?窒獅?п@with　the　first　kind　of　non－deter皿inism．　In　this　section　we　address　the　second

kind　of　non－determinism．　The　non－deterministic　application　of　the　various　inference　rules　to

selected　equations　causes　LNc　to　generate　many　redundant　derivations．　Consider　for’　example

the　（orthogonal　hence　confluent）　TRS

　　　　　π一｛ノ（9（x）に多（b）

Figure　l　shows　a皿LNc－refutatiolls　isslled　from　the　goalノ（b）Nαthat　respect　the　selection

function　Sl，ft．　There　are　infinitely　many　such　refutations．　Because　the　initial　goal　is　ground，

　　　　f（b）　fu　a

　　　　　　　U［on］

6吻（x），α剛

　　　　　　　妙【。n］

g（b）　u　g（x），a　fu　a

　　　　　　　↓同

bfu　x，a　ua

　　　　U［v］

　　a　ua

　　　　↓同

　　　　m

＝〉［on］ 9（b）3x，α・・U・a⇒岡

　　　　　U［v］

　　　　a舘α

　　　　　“同

　　　　　o

b　fu　x　i，a　fu　a

　　　　　U［v］

　　　α駕α

　　　　妙同

　　　　o

＝〉［on］　’”

FIGuRE　1．

one　of　them　suflices　for　completeness．　At　several　places　in　the　literature　it　is　mentioned　that

thi・typ・・f・edundan・y・can　b・g・eatly　reduced　by　apPlying　th・va・iable　e五minati・n・ul・回

prior　to　other　applicable　inference　rules，　although　to　the　best　of　our　knowledge　there　is　h6

supPorting　Proof　of　this　so－ca皿ed　eager”α再αδ1e　elimination　proδ1em：br　the　general　case　of

confluent　systems．

　　　In．　this　se」ction　we　show　that　a　restricted　version　of　the　eager　variable　elimination　strategy　is

complete　with　respect　to　Si，ft　for　orthogonal　TRS　s．　Before　we　can　define　our　strategy，　we　nee’
пf

@to
e．xt．end　the　concept　of　descendant　to　LNc－derivations．　Descendants　of　non－selected　equations　are

de．fin．ed　．as一　in　Pefipition　4．1．　The　selected　equation　f（si，．．．，s．）　fy　t　in　the　outermosfit　narrowing

rgle　［on］　．has　thei　body　gquation　r．u　t　as　only　（one－step）　descehdant．　ln　the　imitation　rule　［imi，

gli．1　equ．ationJs　sie　fu　xi　．（．1　．〈　i　．〈　n）　are　descendants　of　the　selected　equation　f（si，．．．，s．）　’N．一　dil

The　selected　equation　f〈si，．．．，sn）　2t　f（ti，．．．，t．）in　the　decomposition　rule　［dl　has　ail　6qu’ations

・・Nオ・，…，・・噛a・（・ne一・t・p）d・・cendant・・Fin・lly，　th・・elected・quati・n・in回and【司hav・

no　descendants．

DEFINITIoN　6．1．　An　equation　of　the　fbrm　x　orちwith　x≠ソar（t），　is　ca皿ed　solved．　An　LNc．

derivation：II　is　ca皿ed　eager　if　the　variable　elimination　rule［v］is　applied　to　a皿selected　solved
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equations　that　are　descendants　of　a　parameter－passing　equation　in　n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zed　solutions）．　The　outline　of　our　proof　is　as　foll’ows．

（1）　We　qefine　outside－in　Nc－derivations．　These　are　the　nar－rowing　counterpart　to　the　outside－in

　　　　rewrite　sequences　of　Huet　and　L6vy　［10］．

（2）艶器盤ei雛ln温欝騰三灘n翻島識器，h・．一
（3） O脇島t「anslation　stepsφ5，φ・，φ・，φ［・・］，φ同，φ岡，　anq　iPuc　P・e・e・v・th・

（4）　W，　e　yerify．　’that．！he　gNc一；gfudtatiop　obtained　from　an　outside－in　Nc－refutation　by　means　of

　　　　the．　t！apsformatign　described　in　the　previous　section　is　in　fact　eager．

　　　Of　the，in＃．nitely　many　LNc－refytatio．ns“in“Figure　1　only　the　leftmost　one　is　eager　since　all

othe．rs　apply　．t．he　o．uterrpo．sp　narrgwing　rule　［on］　to　the　solvea　descendant　b　v　¢　oftheV a|arV5’m’　VeVteYr“」一

pass．ing．gquatign　b　f」　g（x）　inlroduced　in　the　first　＝〉［，．］一step．

（．，，i
C”

@，‘ChCia　，S，e，Cki’．O”．．W，e．PsEiO，”，eig．a，‘．e，，a．g．eg，　．L　N．C，gS．C．O，ll　R，idg9’　1；ri；h’　’

D；ei．p，e，kt　：．g’　，S．：zf．t．f？r　orthogonai　TRS

el　Hel　’”　Ne．一1　en

may　be　re．n．　dered　a．s　ei　〉一＞S　e．　where　e　＝　ei…e．一i．　F6r　every　such　Nc－trace　T　there　is　a

cos！ggpopqi，ng　rew；it．e　sequence　7il，（T）：eie　．N．　e．．　This　rewrite　gequence　will　be　sh6f7tTe”rVt－hVafi

T　if　thg　！atF．er　consai．ns．　one－step　Nc－traces　of’tThe　form　ei　一e，　eiel・＝indicating　that　el　一w’一asV“n’o－i

selected　in　the　underlying　Nc－step－which　translate　to　identiiy　it’the　rewriteUlevel．

DEFINITIoN　6．2． ：Let　R　be　an　orthogonaユTRS．　Anフこ＋一rewrite　sequence

el　一pi，li．ri　’”　一一＞pn一一i，ln－i一一rn－i　en

膿漏瓢1黙i窒9購欝離濃ie　Zi，Sa，㌘謂theree蜘
’

［1・1聖sc撫糠謙謝嘘t躍e～賭。a鵬翼、謙i灘識：
consequence　of　their　standardization　theorem　（Theorem　3．19　in　［10］）．

r嬰1濃撫欝認識1潔，蟹f齋v・　e　・・eq・en・e

DE．FlljiT．iO．N．　A6－L・．4・．　Let　7Z　b一e　an　orthogonal　TRS・　An　Nc－derivation　1［　issued　from　a　G　is　called

out8ide－in　ifフヒ（π　　　　　　　　　　　　　　）is　outside－in：br　a皿tracesπof　the　equations　e∈σ．

ExAMpLE　6．5．　Consider　the　orthogonal　TRS

R一 of（ω溜
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The　N　c－refutation

　　　　　　■・ノ（α）初，∫（のvb“一’・f（・）一。　a　・y，f（Y）　・U　b　AV・，、f（。、）＿。、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A“＋｛yH．｝　true）a　ub　・“＋a．b

is　outside－in，　because　the　rewrite　sequences

　　　　　71（Ti）：　f（a）　x　a　．　afu　a　．　true

and

a　ks　y，y　fu　b

true，bfu　b　N一÷　T

　　　　　R（T2）’：　f（a）fub　．　afub　．　b　ub　．　true

corresponding　to　the　maximal　Nc－traces

　　　　　rl：　f（a）fuy　”．auy　H　afuy　H｛yH．｝　true

and

　　　　　　r2：　f（y）fub　”　f（y）fub　〉一一〉　y　ub　〉一．｛yH．｝　afvb　”　bfub　”　true

are　outside－in．　The　N　c－refutation

　　　　　　■’・ノ（α）・S・y，f（y）　R・　b・”f（・・）一xα吻，ノ（y）　・S　b－v・・｛，一a｝tru・，∫（α）…b

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…→b　tru・・ノ（b）駕6・→f（。、）→。、　tru・，b・k・・b　・・T

is　not　outside－in　because　the　rewrite　sequence

　　　　　　7ir（T）：　f（a）fu　b　．　f（b）　fu　b　．　b　fu　b　．　true

corresponding　to　the　trace

　　　　　　r：　f（y）fsb　H　f（y）fub　H｛，H．｝　f（a）ub　”　f（b）　iub　〉一÷　b　vb　”　true

of　the　second　equation　in　the　initial　goal　is　not　outside－in．

櫨黙農。撮温州1ぎ調濡ぎ禦欝誤即興1．θ「v・・（σ）
PRogF．　Let　1［　be　th．e　given　Nc－refutation　G　・“÷lj　T．　By　instantiation　we　obtain　the　corresponding

rewrite　sequenceフこ（］［［）：σθ→灸＋T．1⊃et（穿θ＝e1，．．．，en．　Clearly　7ヒ（■）can　be　partitioned　into

r－eiwrite　sequences　from　ei　to　trine　for　1　〈．　i　．〈　n．　To　each　of　these　n　rewrite　sequences　we　apply

ThegTem　6．3，　yielding　outside－in　rewrite　sequences　from　ei　to　true　（1　．〈　i　〈．　n）．　Putting　the’ 刀h?@i

outside－in　rewrite　sequences　together　results　in　a　outside－in　rewrite　Sequence　from　Ge　fo　T．　Let

el　＝　efyar（G）」・　Evidently，　Gei　＝　Ge　and　ei　is　normalized．　An　application　of　the　lifting　lemma

鳥脇’o寒t屍肉［購］le署enceσθ・→灸・T「esultsi…ut・ide－in　Nc－refutati・n

　　　The　above　theorem　extends　and　simplifies　the　main　result　of　You　［23］：　the　completeness

of　outer　narrowing　fbr　orthogonaユconstr2tc施r一　bαse（i　TRSs　with　respect　to　constructor－based

solutigns．．One　easily　verifies　that　outer　narrowing　coincides　with　outside－in　narrowing　in　the

case　of．orthoggnal　constructor－based　TRSs　and　that　constructor－based　substitutions　are　i　special

case　of　norma！jzgd　substitutions．　Hence　You’s　completeness　result　（Theorem　3．13　in　［23i）　is　a

consequence　of　Theorem　6．6．　Since　You　doesn’t　use　the　powerful　standardization　thbor’e’m　of

Hu・t　and　L6vy，　hi・c・mp1・t・ness　p…fi・（mu・h）m・・e・・皿P五・at・d　thar，　th・p…fp・e・ent。d

above，　which　covers　a　larger　class　of　TRSs．
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‘

LEMMA　6・7・Th・t・an・fo・ma孟f・n・φδ，φ・，φ・，φ【。。1，φ圖，φ岡，　and・iPuc　pre・erv・th，幡fd，．fn

property．

PRooF．　Straightforward　by　inspecting　the　various　transformations．　Z

幡羅賂Tfsano燃nNC翻fon8uc臨tθ「ソ・・（σ）一alized，孟h・n

PRdo－oF．　Let－e．　bg　an　arbitrary　equation　in　G　and　let　T　and　r’　be　the　respective　traces　of　e　in　ll

and　llsi，f，・　The　lemma　is　an　immediate　consequence　of　the　equality　71（i）＝　7il（r’）．　a

　　　We一　defipe　a　property　of　equations　in　the　initial　goal　of　Nc－refutations．　ln　Lemma　6．10　we

g．how　tbat　the　ppafimeteT－pgs．sing　equationF　introduced　in　the　proof　of　Theorem　s．io　satiglYVt61’g

p．roper．ty，　provided　we　start　from　a　normal　Nc－refutation　that　is　outside－iq．　ln　Lemma　6．hT－w’”5

ikow　that－thg　p！gpedrdty　is　preserved　by　LNc－descendants　obtained　during　the　transfoftt’atVi’6n’s　lfi

Theorem　5．10．　　　　　　　　　　　　Fina［Lly，　in　Pemma　6：12，　we　show　that　the　variable　elimifiation　rule　is　applied　t6

謝ll，二盤8quations　that　satis増th・p・・P・・tyin　th・LNσ・ehtati・n・btain・d　in　th・p…f

）

認躍鵠●嶽謡ごTbeanNσ「efutati・nand・∈σ・W・w・it・pn（・）ifth・姐・wing

　　　　dg　not　take　place　above　1・p，　then　2・p　E　1＞os」r（e）．

A　position　1・p　satisfying　the　condition　in　property’ i’2）　will　be　called　critical．

誘鑑乱08。鑑翻h描。17諸脇器。諮魏f嘉忌隻胤細面
　be孟he　NC－re血孟aオfon　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip［d」（ip2（ip［on］（ipi（ll））））・　We　have　Th，（e）　for　all　p－arameter－passing　equation’s

eE　Gt．

搬1藩撫監儲ls聯二品，繍蕪f・1膿：幽幽・追1
！L’．p　b．e　．a．c！iticaj　p－ositiop・　We　have　to　show　that　2・p　E　Poss（e）．　Let　s　be　the　leftLfisfid一一siffe’oiVel

鼎糊隔離盗器編輪翻8ぎupP・・e・i・th・紬a・gu皿・nt

　　　　　　f（Sl，…，s，…，sn）fU　t，G」v・＊　’　f（sl，．．．，s’，．．．，sA）utt，G’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　““＋i・i・p　f（s’i’，．．．，s”，．．．，sA’）　fs　t”，G”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・．．＊　f（stltt，．．．，sM，．．．，sA一）　fu　tM，（1）M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’““1，a，f（ll，．．．，1．）一＋r　（T　RS　tM，GM）a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M÷＊　T

where　a皿narrowing　steps　in　the　subderivation

　　　　　f（s’i’，．．．，s”，．．．，sA’）fs　t”，Gl’　・v÷“　f（s’i”，．．．，sM，．．．，sA”）f：tm，G，h
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　　　In　the　following　lemma，　ni　and　ll’　refer　to　the　Nc－refutation　and　the　LNc－step　obtained　from

n　in　the　proof　of　Theorem　5．10．

LEMMA　6．11．　Suppose　II：G　M＋＋　T　is　a　normal　Nc－refutation　and　let　e　be　an・equation　in　G　that

εa顧e8先（e）・∬・’f8　a　de・Cend翻・fe槻’th　re5peC孟む・■’孟h・n窃、（e’）．

PRooF．　Let　G’　be　the　initiaJ　goal　of　1［i　and　let　e’　E　G’　be　a　n’一descendant　of　e．　We　distinguish

two　cases．

（1）　Suppose　e　is　the　selected　（leftmost）　equation　in　G．　Consider　the　case　analysis　in　the　proof

　　　　of　Theorem　5．10．

　　　　（a）In・a・e・（1）（b）and（2）（・）（i）w・hav・■・＝φ同（φ・（H））・It　i・ea・y　t・・ee　that　Pφ、（n）（・）

　　　　　　　holds．　Write　e’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　as　s　u　t．　The　equation　e　must　be　of　the　form

　　　　　　　　　　　　∫（81，…　，8，…　，Sn）N∫（オ1，．．．，ち．．．，tn）．

　　　　　　　？et　s　be　the　i－th一　argument．oi　f（si？．．r，s，．．．，s．）．　The　first　part　of　T’n，（，t）　clearly　holds．

　　　　　　　Suppose　narrowing　is　applied　to　the　left－hand　side　of　a　descendant　of　b’　’in　IIi．　Let　1・p

　　　　　　　be　a　critical　position．　By　construction　of　ipva，　1・i・p　is　a　critical　position　in　ip2（H）．　Hence

　　　　　　　we　obtain　2・i・p∈IPosT（e）fromアφ2（n）（e）．　This　implies　2・p∈フ）osf（e’）．　We　conclude

　　　　　　　thatア㌃11（e’）holds．

　　　　（b）　ln　case　（2）（a）　we　have　1［i　＝　ip［dl（ip2（ip［，．］（ipi（II））））．　Let　e”　be　the　（unique）　descendant

　　　　　　　ot　e．　in　ip［，．］．（ipi（ll））・　lt　is　not　difficult　t6　s’ee　that　Pip，（n）（e）　holds．　From　the　construction

　　　　　　　ofφ［on】we　learn　that　the　trace　of　e”inφ［侃】（φ1（1【））is　essentia皿y　the　same　a，s　the　trace

　　　　　　　of　e　in　ipi（fi）・　Hence　Pip［．．1（ip，（n））（e”）　is　a　consequence　of　7？ip，（n）（e）．　The　step　from

　　　　　　　アφ回（φ、（H））（e”）t・pn、（e’）i・th・・am・a・ab・v・・

　　　　（・）ln・ase（2）（・）（ii）w・hav・■・＝φ圖（φ2（φ岡（H）））・L・t　7　b・th・・ub・tituti・n・mp1・y・d

　　　　　　in　ip［i．］．　Since　ip［i．］（ll）　uses　the　same　rewrite　rules　at　the　same　positions　in　the　cor一

　　　　　　・e・p・nding・quati・n・・f　th・g・al・in　H・アφ岡（n）（・7）i・an　imm・diat・　c・n・equ・nce・f

　　　　　　IPn（e）．　The　desired　1）H，（e’）　is　obtained　by　rbpbating　case　（1）（a）　in　this　proof．

　　　　（d）　ln　cases　（1）（a），　（1）（b），　（2）（b），　and　（2）（c）（iii）　we　have　nothing　to　show．　（Either　e　has　no

　　　　　　fi’一descendants　or　the　first　part　of　Pn（e）　doesn’t　hold．）

（2）　Suppose　e　is　not　the　leftmost　equation　in　G．　Consider　a，gain　the　case　analysis　in　the　proof

　　　　of　Theorem　5．10．　ln　most　cases　the　unique　ll’一descendant　e’　of　e　equals　e　and　the　trace　of　e

　　　in　lli　differs　at　most　a　renaming　from　the　trace　of　e　in　fi．　Hence　Pn，（e）　follows　from　Pn（e）．

　　　In　the　case　that　lli　consists　of　a　＝〉［．］一step，　so　in　case　（1）（a）（ii）　of　the　proof　of　Theorem　5．10，

　　　　e’　is一　a　il－descgndant　of　e　and　the　trace　of　e’　in　lli　is　contained　（modulo　variable　renaming＞

　　　in　the　trace　of　e　in皿：1・Hellce　also　in　this　case　we　have　T）n1（ε’）．　In　the　re皿aining　case－Hl

　　　　consists　of　a　＝〉（i．］一step一一the　desired　result　is　also　easily　obtained．

o

t；

蛋

　　　The　following　result　is　an　easy　consequence　of　the　preceding　Lemmata．　Here　n“　denotes　the

LNc－refutation（穿⇒＊ロconstructed　in　the　proof　of　Theorem　5．10．

LEMMA　6．12．　Suppose　n：G　一“÷＋　T　is　a　normal　Nc－refutation　and　let　e　be　an　equation　in　G　that

・atf・fi・・pn（・）・Th・vaがab1・曲fnaむf・n・・1・回f・apPli・d　t・a11・elec孟・d‘・・1v・d　de8cendanオ、。f

efn■＊．口

’1！？HEoREM　6．13r　Let　7il　be　an　orthogonal　TRS．　For　every　outside－in　Nc－refutation　G　Ah＋lj　T　with

θIV・・（σ）n・・malfzed孟here　e幻・t・an・ag・・LNC一・e血気a伽σ⇒渉，　T　re・pec孟fng　51が・・h　that
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et　．〈　e　［var（G）］．

PRooFr　Let　II　be　the　given　outside－in　Nc－refutation　G　一“＋S　T．　From　Theorem　5．10　we　obtain　an

pNc－refu－tation　II’：G　＝＞S，　T　respecting　Sl，ft　such　that　e’　〈t　e　［VaT（G）］．　From　Lemmata　6．10　and

6．12　we　learn　that　the　variable　elimination　rule　［v］　is　applied　to　a11　’s＝elected　’solved　descendants

of　parameter－passing　equations　in：I　II＊，　i．e．，■＊is　eager．ロ

The　combination　of　Theorems　6．6　and　6．13　yields　the　final　result　of　this　paper．

t

THEoREM　6・14・L・t　R　b・an・・孟h㎎・nal・TRS・if　Rト0θandθrv。r（G）f・n・翻fzed　th・n・th，，e

exf・孟・an・ag・・LNC一・e佃a孟f・n　G　＝＞S’Tre・pec伽g　51，が・ch孟hatθ’≦θ［ソar（G）］．ロ

7． Suggestions　for　Further　Research

This　paper　leaves　many　questions　unanswered．　ln　the　near　future　we　would　like　to　address　the

following　problems．

e　YVe　have　seen　that　LNc　lacks　strong　completeness．　This　does　not　mean　that　all　selection

岳総d「蹴識麟itr蹴d蹴盤濫ll藍謝門鑑謙
that　neyer　selec．t　descend．antspf　a　ljody　eq“uatiop　before　all　descehdants　of　the　corresponding

　　parameter　passjng　equations　have　been　selected　shouldn’t　be　too　difficult．　一　・

e　ln．SecFl’on　4　we．h．ave　shovyp　the　stron．g．　．cg．　mpleteness　of　LNc　in　the　case　of．orthogonal　TRSs，

　　using　the　completeness　of　basic　Nc．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14　Section　6　we　showed　the　completeness　of　eager　L　N　d

　　with　respect　to　Sieft　for　orthogonal　TRSs，　using　the　completeness　of　ou’tside－in　N　c．　AWnatit’ai

　　　　　　　　lli：　f（a）　s　b　Av一，i　a””vv　b　A・・＋i　b　fu　b　・v．，　true

　　and

　　　　　　　　■2：ノ（α）ub・…〉・．、∫（b）fS・b　Vi、δ駕6・・…，，　true．

　　Refutation　Ili　is　not　basic　and　refutation　n2　is　not　outside－in．　Hence　basic　outside－in　Nc　is

pg．t一　c．omplete　．for　orthggonAal　TR＄s・　This　suggests　that　it　is　not’obvious　whether　or　not　eager

　　LNc　is　strongly　complete　for　orthogonal　TRSs．

e

e

The　or一thogonality　assumption　in　our　prQof　of　the　completeness　of　eager　LNc　is　essential　since

職翻幽幽灘酒翻撫。翻雛含豊譜器量；
our　restricted　variable　elimination　strategy　is　complete　for　arbitrary　’ モ盾獅?堰| 浮?獅煤@TRSs　with

rg．spgct　to　normalized　solutions．　A　more　general　question　is　of　course　whether　the　variable

・li血nati・n・ule　can　alway・b・　・agerly　apPli・d，　i．・．，　i・th・・e・t・i・ti・n　t。、。1v，d　d，、cendant、。f

p，arameter－pQsEipg　gqu．atiops　esse4tJia1？　ln　a　recent　paper　Socher－Ambrosius　［22］　reports　that

the　eager　va・iable　eli血nati・n　p・・b1・m　has　a　p・・itiv…1uti・n　in・a・e・fla，y　param。dulati。n

for　ar　　　　　bitrary　equat．ional　theories．　lt　remains　to　be　seen　whether　his　techniVqu’es　can　be－fiftUd

to　the　present　setting．

In　Secti・n　6　w・add・essed　n・n－d・ter血ni・m　b・tween　th・va・iabl・・eliminati。n，u1，。n　th，。n，

hand　an　　　　　　　dth・・ute・m・・t　narr・蜘g　and　i血tati・n・ul…nth・・th・，　hand．　Thi，　i，　n。t　th，

only　non輌d・t・・加ni・m　b・tween　th・infe・en・e・ul…F・・i舳・e，　th・・e　a・e・・nfi・t・am。ng
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the　outermost　narrowing，　imitation，　and　decomposition　rules．　A　question　that　arises　here

is　whether　it　is　possible　to　remove　ail　non－determinism　between　the　various　inference　rules．

（This　does　not　prohibit　the　generation　of　different　solutions　to　a　given　goal，　because　the

outermost　rule　is　non－deterministic　in　itself　due　to　the　various　rewrite’rules　that　may　be

applied．）　The　very　simple　orthogonal　constructor－based　TRS　｛f（a）　．　f（b）｝　together　with

the　goal　f（x）　fu　f（b）　show　that　the　restrictions　for　ensuring　the　completeness　of　a　truly

deterministic　subset　of　L　Nc　have　to　be　very　strong．　Observe　that　the　solution　｛x　N　a｝　can

only　be　produced　by　outermost　narrowing，　whereas　decomposition　is　needed　for　obtaining

the　unrelated　solution　｛x　H　b｝．
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Appendix

A．1． Proof　of　Lemma　4．5

Th・観・wing　l・m皿a・an　b・vi・w・d　a・akind・fpa・tia1五伽g．　lt　i・th・k・y　t。　P，。v。　L。mma　4．5，

砂

LEM！vl．　A　A；1・　Le．tvll：G　M，S　：r　be．　a一nJ　Nc－cefutation．　Let　M7　be　the　set　ofvariables　in　the　employed

re顧…1・・and　y　a・et・f・Va・iableS・Whi・h　fn・1・d・・b・孟hソaT（G）and　W．恥。　a11、。b、伽tf。n、

轟2！≦θ1㍑，膿惣，脆蒲「講1齢「畿盤離譲繍l
same　positions　in　the　corresponding　eguations　of　the　goals．

PPOE］F・．．IP．　，h．e　pTgof　is　by　indug－tion　on　the　length　n　of　ll．　The　case　n　＝　o　is　obvious．　suppose

　　　　　　With・ut　1・ss・f　g・n・・aUty　w・assum・ソαr（の∩W＝②・恥・a眺｛1，＿，n｝1，tσ‘ben＞　O．

She　su．bstituti．o．n　in　t4e　i：th　step　in　ll　a’nd　define　V）Vi’＝　W　一　（Var（li）u．．．uNv’aT（ll・））l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Without

lgss　gf　ggngrai4．ty．　w．　．e　furthe！qiorg　as」sume　that　wi　n　（D（ai）　u　z（ai））’＝’／．　These　tw6’5gsump’t’i・6．一，T

giemply　state　that　the　variables　in　the　rewripe　rules　are’　sdflicie’ntiY　fresh．　Let　the　first　steb　61Tll’

　　　　　　0＝（Gt，　e，　Gtt）一v・・。、，，、，～、＿r、，。（σ’，・同，、，σ〃）σ、＝σ、

anCd　lgl　g．i：G．i　Av‘＋lj．，　T．　be　t4e　re－m－ai－nder　of　n・　We　have　aiei　＝　e．　Since　7　〈．　e　［V］　there　exists　a

substitution　6　such　that　76　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　［V］．　Since　VaT（G）　U　W　g　V　and　Z）（7）　n　W　＝’z　一we　have

　　　　　（e7）lp，6　＝　elp，（76）　＝　elp，e　＝＝　（elp，ai）ei　＝　（liai）ei　＝　lie　＝　li76　＝　li6，

ai　is　a　most　general　of　etp，　and　li　there　exists　a　substitution　7’　such　t6ii　ai7’　＝　76｛．’一 狽U｛
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Vi　＝　V一　D（ai）U　Z（ai　rv）　and　7i　＝　7’rv，・

Hence　there　exists　an　Nc－step

Using　Lemma　2．1（2）we　obtainσ171＝’γd，凹．

　　　　　　G7　M’pi，a｛，li一＋ri，e7　G171’　・

U・ingσ・ツ・＝7σi［y］w・・btain　a・（ッ・δ’）＝7σ1δ’＝7δ＝σ、θ、凹．　L・mma　2．1（1）yi・ld・

7・δ’＝θ・圖，・・7ユ≦θ・匿］・B・f・・ewe　can　apPly　th・indu・ti・油yp・th・・i・t・H、，　w。

must　verify　that　Var（Gi）U　Wi　g　va　and　（1）（7i）UZ（7i））n　Wi　＝　o．　First　we　show　that

VaT（Gi）U　12Vi　S！　Vi．　We　h　ave

　　　　　Var（Gi）　＝　（Var（G）　一一　IP（oi））　U　Z（ai　tv．，（G））　g　（Var（G）　一　Z）（ai））　U　Z（ai　rv）　S　Vi・

From　the　assumptions　Wi　n　D（ai）　＝　e　and　W　g　・V　we　infer　that　Wi　g　Vi．　Hence　we　obtain

VaT（Gi）U　Wi　g　Vi．　Next　we　prove　that　（IP（7i）UZ（7i））　n　Wi　＝　／．　ldemp　otency　of　al　yields

　　　　　つ（σ壬）UZ’（σD⊆ソαT（（e’γ）1ρ、）Uソar（11）⊆（ソαr（e）一つ（7））UZ（’γ）Uソar（11）．

E］！on｝．thi－s．｝ve　．easil－y一一〇b－t．aip　（1）（ql）　U　Z（aO）　n　Wi　＝　z．　Suppose　to　the　contrary　that　（IE）（7i）　u

F．（．7i））　n．YVI　7E　／・　We　di．stinguish　two　cases：　（1）　Z）（7i）　fi　Wi　7E　e　and　（2）　Z（7i）　一n　Wi　i7EN　el

（1）　ln　9he　formgr　c．ase　there　exists　avariable　’x　’sucfi’fh’　at　x　”d　‘P）（7i）　ana　le　EXt2i）tl．　Froam’　vi｝i　g　Vi

謙臨論翻瀧㌫墓認謡牌糊・認」ご塊5
　　　　we　also　have　x　E　D（aO．　Hence　Z）（al）　n　Wi　f　o　which　yields　a　contrddiction．

（2）　Suppose　Z（7i）　fi　Wi　f　e．　We　have　Z（7）n　Wi　＝’／　by　assumption．　Let　x　be　a　variable

　　　　・u・h　that　x∈Z（7・）∩W・・There・exi・t・ava・iabl・〃∈つ（”〉’、）・u・h・that　x∈ソα噸、）．　W・

贈繊細。lt論¢窒窄聯惣嫁摺雛」融融無
　　　　B・・au・e（Z（7）UZ（σ1））∩W・＝の，　w・hav・ソα順σ1）∩W、＝・．　Thi・c・nt・adi・t・x∈W、．

　　　　Ip　the　reiip．　ain．ing　．cas．e　we　have　y　E　X（aitv）．　So　there　exists　a　variable　z　E　Z）（ai）　n　V　suc－h

　　　　that　y∈ソαr（zσ1）・Since　zσゴγ1＝・z7　ul，　we　ha’ve　x∈ソαT（Y71）⊆ソαT（zσ17）＝ソar（z7（fl）．

　　　　Because　Z）（ai）A　Wi　＝　o，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z　¢　Wi．　From　this　we　obtain　a　contradiction　with　x　E　VVi　as”ih

　　　　the　previous　case．

］We　coJnclude　that　（P（7i）　U　Z（7i））　n　Wi　＝　／．　Now　we　are　in　a　position　to　apply　the　induction

hypothesis　to　Ili．　This　yields　an　Nc－refutation

　　　　　Gi’〉’i　’“一＋ljs　T　，
・u・h　that　7・θ1’＝θ・閲・C・n・at・nating　thi・Nc－refutati・n　with　th・Nc－st・p

　　　　　G7　“’“a｛　G171

yi・1d・th・Nc－refutati・nσ7嚇θ’T・H・・eθ’＝σ1θ1・It・emain・t・・h・w　thatツθ’＝θ凹．

L・mma　2・1（2）yi・1d・σ・7・θiσ・θ・＝θ凹・H・nce・7θ’＝7σlel　＝　a、’〉’、θ1＝θ［V］．ロ

LEMMA　4・5・五・孟σ％Tb・an　Nc－re血傭・n，　V　a・finite・et・f・va・iable8，　and・7　a、。b、孟ft、tf。n

SUCh　thaポソαr（の⊆y・’γ≦θ［y］，　an　d　the　VariableS　in　1）（ツ）U：τ（’γ）are　differen　t　from　the　variables

」nオhe　emp1卿・e而孟e　r・1…There・exi・t・an　NC－re血孟aオf・nσ7鱒渉，　T　w加・h・mp1、）ys　th，、ame

鵬囎］畑mepoεf伽8fnオheco「「espondfngequaオf・n・・fオh・g・掘・fnσ一渉T…h

PRooF．　Let　W　be　the　set　of　variables　in　the　employed　rewrite　rules　in　the　given　Nc－refutation
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and　dgfi．ne　V．’　＝＝　IY．．U．．W．　．NThere一　e．　．xists　a　substitution　p　such　that　7p　＝　e　［V］．　From　Z）（7）nw　＝　e

we　obtain　7e　＝　　　　　　　　　　　　θ圃・Sin・e　Z（7）∩W＝の，　th・・ub・tituti・nδ＝ρ「τ（夕）U　erw　i・w・11－d・五n・d．　It

is　easy　to　see　that　76　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　［V’］　and　thus　7　〈．　e　［V’］．　From　Lemma　A．1　W’e　obtain　an　Nc－refutation

G7　n．ljt　T　rv，h．ich　erpp！oys．一thg　same　」rewrite　；ples　ap　the　same　positions　in’the　corrdsponding

equati・n・・f　th・g・al・inθ略T・u・h　that　7θ’＝θ凹．　ln　pa・ti・ula・7θ’＝θ凹．□

A．2． Proof　of　Lemma　4．14

LEMMA　4．14．　For　every　N　c－derivation

噺

　　　　　0・，・・，G2，・・，σ3’…，、，・、，’、→r、，e1（G・，・、囲，1，σ2，・、，03）σ、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・p・，・、，」、→r2，e2・、（σ・，・・同，、，σ2，e2［r2ユ，、，σ3）σ、σ2

with　p2　E　11）osJe（e2）　there　exists　an　N　c－derivation

　　　　　Gi，ei，G2，e2，G3　N一＋p，，．s，i，．，2，，，　（Gi，ei，G2，e2［r2］p，，G3）a5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り・、，・｛，～、→・、，・、σ5（σ・，・・国，、，σ2，e2［・2］，、，σ3）σるσi

such　that　ui　a2　＝　uSal・

盈F・Since　we　may　assume　that　th・variab’・・in」・a・e丘・・h，　w・hav・つ（σ・）∩ソα・（Z・）一・・

竃

　　　　　（e21p2）ala2　＝＝　（e2al）lp2　a2　＝　12a2　＝　12ala2．

Sg　e21p，　and　12　are　unifiable・　Let　aS　be　an　idempotent　mo’st　general　unifier　of　these　two　terms．

齢鑑離i蹴箔沸t趨識w聴b麟嚇諮聖劣膿・）・
　　　　　（elaS）lp，P　＝　（ellp，）aSp　＝　（eilp，）ala2　＝＝　llala2　＝　liasp　＝　llp．

1謙雅繍臨二二n制eb四二灘皆瓢監・・a’　unif’…　We

　　　　（eup，）aSal’　＝　（eia’2）lp，　al’　＝　lial’　＝　liaSal’，

so　asalt　is　a　unifier　of　eilp，　and　li．　Because　ai　is　a　most　general　unifier　of　these　two　terms

聯t耀≧瓢t蓋t7層目．an醐ituti・n・ati・fying　a・’〉”一σS　al’・With与・lp・1

　　　　（e2ai）lp，7　＝　（e21p2）ai7　＝　（e21p，）a6al’　＝　12a6al’　＝　12ai7　＝　127．

gln，th．e　irst　gquality　we　used　i－the　a．ssumpPion　p2　E　IPosF（e2）．）　Hence　we　obtain　a2　．〈　7　from　the

fact　，thaY　a2　is　，a　lp，　ost　generaj　unifier　of　（e？ai）lp，　and　12：　T’h’erefore　aia2　〈．　ai7i　N一一一　Nala－ 奄狽i－lgifi’c’eV

饗1鷲蕊灘艦，1，v盤智畿誌t畷1講血盤膿
unifier　of　（e2aS）lm　and　li．　This　proves　the　lemma．　m
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A．3．　Proof　of　Lemma　5．3

LEMMA　5．3．　For　every　normal　N　c－refutation

fi：　e，　G ％1

v→σユ，Pl，」1→71

～→σ2，P2，12→r2

　ま～→ ﾆ2

et C　Gt

e’ ｢P、σ・，G’σ1

（（e’同P、σ・）團P、，σ’σ、）σ2

T

wft妙1⊥P2　there　exists　a　normal　NC－re血孟a孟fon
’

皿：’：e，G の渉、

～→σ6，P2，12→r2

～→σ1，ρ・，1・→r・

　　～→ ﾆ2

et C　Gt

（e’［r2］，，，G’）a6

（（e’團，、）［・・］P、，G’）d2　al

T

with　the　same　complexity　such　that　ei　ai　a2e2　＝　ei　a6al　e2．

PRooF．．　First　we　sbow　that　p2　E　7）osgt’〈e’）．　Suppose　to　the　contrary　that　p2　¢　T）os」r（e’）．　That

琴臨監譜器鼎1鱗il踏諮灘翫豊；器よ藷
xai　a2．　Because　pi　i　p2　we　have

（・’σ・）1，、σ2＝（（・’圓P、）σ・）1，、σ2＝12・a、．

So　xai　a2　is　not　a　normal　form．　Hence　xai　a2e2　is　also　not　a　normal　form．　There　exists　a

a　contradiction　with　Lemma　2．3．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Therefore　p2　E　11）osf一（e’）．

　　　Since　the　variables　in　l2　are　fresh，　we　haveつ（σ1）∩ソαr（12）＝o．　Hence

　　　　　eip2ala2　＝　（etal）lp2　a2　＝　12a2　＝　12ala2．

Sg　qia2　is　a　unifier　of　eip，　and　12・　Hence　there　exists　an　idempotent　most　general　unifier　aS

of　eip，　and　12　spc．1｝　that　aS　．〈　aia2．　Let　p　be　a　substitution　satisfying　aSp　＝　aia2．　Since　aS　i’s

idempotent，　ID（a’2）　n　VaT（li）　＝　／．　Hence

　　　　　（e’aS）lp，p　＝　eip，　aSp　＝　（eip，al）a2　＝　（ll’al）a2　＝　llaSp　＝　llp，

i．e．，　p　is　a　unifier　g．f　（e’aS）lp，　and　li．　Let　al’　be　an　idempotent　most　general　unifier　of　these　two

te・m・・We　hav・σ1’≦ρand　thu・σSσ1’≦σ5ρ＝σ・σ2・U・ingつ（σS）∩ソα・（」、）＝のw・。btain

　　　　　・i，、σS　al’＝（・’σ1）1，、σ1’＝！・σ｛’　＝1ユσS　・｛t．

Singe　ai　is　a　most　general　of　eip，　and　li，　we　have　ai　．〈　aSa’i’，　so　there　exists　a　substitution　7

such　that　ai　7　＝＝　aS　al’．　Using　D（ai）n　Var（12）＝　z　we　obtain

　　　　（e’ai）lp，7　＝　eip，ai7　＝　（eip，a6）a｛’　＝　（12a5）al’　＝　12ai7　：　127．

騰器用鵜離；謙｝盤乙n翻践欝a宅1。溜麟籍
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aSa／’D6　＝　aig2・　1＞1．ow　defing　al．＝　ai’6・　SipcgJa｛’　is　a　most　general　unifier　of　e’aSlp，　and　li，　and

m・・tg・n・・al　unifi…are　c1・・ed　und・・va・iab1・・ena曲g，　w・i曲that瓠・・σ1　i・am・・t　g・n。，瓠

unifier　of　these　two　terms．　Hence　we　obtain

　　　　　　e’，G’　’v一〉．6，p，，1，．，，　（e’［r2］p，，G’）aS

　　　　　　　　　　　　“”a｛，pi，ti－r，　（（e’［r2］p，）［rl］p，，G’）asu｛

Clearly（（・’［・・］P・σ・）［r・］・・，G’σ・）σ・＝（（・’［T・］，、）［r・］，、，のσるσ1．　R・pla・ing　th・tw・・t，p、　that

produceσユσ2　in　II　by　the　a　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bove　two　steps　yields　the　desired　refutation　”’．　We　clearty　have

eiaia2e2　＝．eiasaie2．　Because　the　number　of　narrowing　steps　at　non－root　positions　is　th6　same

in　ll　and　ll’，　it　follows　that　they　have　the　same　complexity．　lt　is　also　easy　t’ 潤@see　that　n’　inherits

normality　from　ll．　U

A．4． Proof　of　Lemma　5．8

LEMMA　5．8．　For　every　N　c－refutation

H：σユ，ε1，σ2，e2，（］3 M一＋　lj1

’N一＞

垂堰Cai，li－ri，el

’“一＋

垂Q，a2，12－r2，esai

－v… F2

Gl，el，θう，eう，G5

（G’i，e’i［ri］，，，G’2）ai，e’2ai，G5ai

（（Gl，・1［・・］，、，σS）σ・，（・皇σ・）回，、，G5σ、）σ、

T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

thaゆr・duce5　a皿・rmalfzed　8ubs伽tf・n孟here　exf8ts　a　NC．re血孟a伽

1

11t：　Gi，ei，G2，e2，G3 AV’÷　ljl

V“＋垂Q，a5，12－r2，e6

“”’＋

垂堰Ca｛，li－ri，e｛a5

略、

G’，，el，G’，，e’，，G5

（Gl，・1，GS，・室團，、，G6）σう

（Gl，el［ri］p，，G’2，eS［T2］p，，G5）aSai

T

with　the　same　complexity　such　that　eiaia2e2　＝　eiaSale2・

PRooF：，　First　we　sbow　that　p2　E一　Posgrge’2）．　Suppose　to　the　contrary　that　p2　¢　IPosr（e’2）．　That

lin99nS．tha．t　p2　〉一一gf」or　some　g　E　Posv（e’2）・　Without　loss　of　generalitY　we　as’suihe　thaVt　Nq　一〉．’　1．　L6t

rO№煤DFedUC．tiOn　StAepS・　Hence　F　E　）2aT（（e’2）p）　g　）2aT（（e2ei）p）．　Because　］1　pro“duces　a　noVrmalized

solgtion，　eiaia2e2rv．．（（，，）i，）　is　normalized．　This　yieids　a’66ntradiction　wl’th　Lemma　2．3．　H7eM 氏fモ?h

we　have　p2　E　7）osF（e2）．　This　implies　that

　　　　　（（Gl，・掴・・，GS）σ・，（・室σ・）團，、，G5σ・）σ・＝（GS，・掴，、，GS，・う［・、］，、，σ§）σ、σ、．

翻羅膿囎翻識膿、搬溜瓢旧離密：。置惣σke・＝
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