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ABSTRACT
Using　higher－order　functions　is　standard　practice　i曲nctional　programming，　but　most血nc．

tional　logic　programming　languages　that　have　been　describ　ed　in　the　literature　lack　this

feature．　The　natural　way　to　deal　with　higher－order　functions　in　the　framework　of　（first－

order）　term　rewriting　is　through　so－called　applicative　term　rewriting　systems．　ln　this　paper

we　argue　that　existing　calculi　for　lazy　narrowing　either　do　not　apply　to　applicative　systems

or　handle　applicative　terms　very　ineMciently．　We　propose　a　new　lazy　narrowing　calculus　for

applicative　term　rewriting　systems　and　prove　its　completeness．

1． Introduction

There　is　a　growing　interest　in　combining　the　functional　and　logic　programming　paradigms　in

a　single　language，　see　Hanus　［6］　for　a　recent　overview　of　the　field．　The　underlying　computa－

tional　mechanism　of　most　of　these　integrated　languages　is　（conditional）　narrowing．　Examples

of　such　languages　include　BABEL　［9］　and　K－LEAF　［4］．　Both　BABEL　and　K－LEAF　lack　higher－order

fea加res．　Bosco　and　Giovannetti［2】extended　K－LEAF　to　the　higher－order　language　IDEAL．　The

semantics　of　IDEAL　is　given　by　means　a　translation　from　IDEAL　programs　into　K－LEAF　pro－

grams．　Gonzalez－Moreno　et　al．　proposed　in　［5］　the　language　sFL，　a　higher－order　extension　of

BAB肌．　The　higher－order　aspects　of　these　two　languages　are　modeled　by　means　of　first－order

applicative　（conditional）　constructor－based　term　rewriting　systems．　This　means　in　particular

that　higher－order　unification－like　in　the　higher－order　logic　programming　language　A－pRoLoG

［11］一is　avoided　because　there　are　no　A－abstractions　around．　The　following　example　program　is

taken　from　［5］：

plus　O　y　＝
plus（S　x）y　＝

doublex　＝

y
S　（plus　x　y）

plus　x　x

map　f［］　＝
mapf［xly］　：

composefgx　＝

［］

［fxlmap　fy］
f　（9　x）

The　functions　map　and　compose　are　higher－order．　Solving　the　goal

map　f　［s　o，　o，　s　o］ ＝　［s（s（so）），so，s（s（so））］

means　finding　a　substitution　for　the　higher－order　variable　f　such　that　the　value　of　the　left－hand

side　of　the　goal　equals　the　right－hand　side．　One　easily　verifies　that

f　H　compose　S　double
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is　a　solution　to　the　goal，　but　actually　computing　such　solutions　is　a　different　matter．　The

operational　semantics　of　s　F　L　is　a　particular　kind　of　conditional　narrowing　and　Gonz61ez－Moreno

et　al．　［5］　prove　its　soundness　and　completeness　with　respect　to　a　declarative　semantics　that　is

based　on　applicative　algebras　over　Scott　domains．

　　　In　this　paper　we　are　concerned　with　lazy　narrowing　strategies　for　applicative　term　rewriting

systems．　Most　lazy　narrowing　strategies　that　have　been　proposed　in　the　literature　are　defined　for

constructor－based　term　rewriting　systems，　e．g．　［1，　10，　13］．　An　easy　but　important　observation

is　that　while　every　applicative　term　rewriting　system　is　a　particular　kind　of　term　rewriting　sys－

tem，　not　every　applicative　constructor－based　term　rewriting　system　is　a　constructor－based　term

rewriting　system．　Nevertheless，　an　applicative　orthogonal　（constructor－based）　term　rewriting

system　is　an　orthogonal　term　rewriting　system，　so　lazy　narrowing　strategies　that　are　defined

and　proved　complete　for　the　latter　class　can　be　used　as　a　computation　model　for　higher－order

fi皿ctional　logic　I）rogramming．

　　　We　analyze　the　behaviour　of　oiNc－a　simple　calculus　proposed　in　［7］　which　realizes　lazy

narrowing－for　applicative　orthogonal　term　rewriting　systems．　lt　turns　out　that　olNc　handles

applicative　terms　very　inefficiently．　We　transform　olNc　into　a　calculus　N　cA　that　deals　with

applicative　terms　in　an　efficient　way　and　we　prove　the　completeness　of　N　cA．　We　would　like

to　stress　that　the　ideas　developed　in　this　paper　do　not　depend　on　oiNc．　The　only　reason　for

choosing　olNc　is　the　simplicity　of　its　inference　rules．

　　　This　paper　is　organized　as　follows．　ln　the　next　section　we　introduce　applicative　term　rewrit－

ing．　ln　Section　3　we　recall　the　calculus　oiNc．　ln　Section　4　we　observe　that　oiNc　doesn’t

manipulate　apPlicative　term　rewriting　systems　in　a　very　e伍cient　way．　The　llew　calculus　NcA　is

defined　to　overcome　this　inefliciency．　The　completeness　of　N　cA　is　proved　in　Section　5．　Section　6

is　concerned　with　a　further　optimization　of　our　calculus，　namely　we　extend　N　cA　with　special

inference　rules　for　dealing　with　strict　equality　in　an　eMcient　way．　ln　Section　7　we　compare

the　relative　efficiency　of　N　cA　and　oiNc　on　a　small　example．　We　conclude　in　Section　8　with

suggestions　for　future　research．

2． Preliminaries

We　assume　the　reader　is　familiar　with　the　basics　of　term　rewriting．　（See　［3］　and　［8］　for　exten－

sive　surveys．）　ln　this　preliminary　section　we　recall　only　some　less　common　definitions　and　we

introduce　the　notion　of　applicative　term　rewriting．

　　　The　set　of　function　symbols　．1’　of　a　term　rewriting　system　（TRS　for　short）　（．1’，7e）　is　parti－

tioned　into　disjoint　sets乃）and　Fc　as　fbllows：afunction　symbol／belongs　toフ：z）if　there　is　a

rewrite　rule　1　．　r　in　7？）　such　that　1　＝　f（ti，．．．，tn）　for　some　terms　ti，．．．，tn，　otherwise　f　E　．TTc．

Function　symb　ols　in　．1　c　are　called　constructors，　those　in　．1　D　defined　symbols．　A　term　built　from

constructors　and　variables　is　ca皿ed　a　eonstructor　term．　A　constructor　system（CS　fbr　short）is

a　TRS　with　the　property　that　the　arguments　ti，．．．，t．　of　every　left－hand　side　f（ti，．．．，t．）　of　a

rewrite　rule　are　constructor　terms．　A　left－linear　TRS　without　critical　pairs　is　called　orthogonal．

　　　We　distinguish　a　binary　function　symbol　fu，　written　in　infix　notation．　A　term　of　the　form

s　fu　t，　where　neither　s　nor　t　contains　any　occurrences　of　fv，　is　called　an　eguation．　Observe　that

we　do　not　identify　the　equations　s　fu　t　and　t　As　s．　A　goal　is　a　sequence　of　equations．　The　empty

goal　is　the　empty　sequence　and　denoted　by　O．

　　　In　applicative　term　rewriting　we　deal　with　applicative　terms．　Such　terms　are　built　from
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variables，　constants，　and　a　special　binary　function　symbol　application，　which　is　denoted　l）y

juxtaposition　of　its　two　arguments．　Examples　of　applicative　terms　are（＋（S　O））Oand　S＠O）．

To　distinguish　constants　from　variables　in　applicative　terms　we　denote　the　fbrmer　aユways　in

typewriter　style．　Parentheses　are　omitted　u．nder　the　convention　ofαssociation　to　the　left，

which　means　that　missing　parentheses　are　restored　by　always　taking　the　leftmost　possibility，　so

（十（SO））Oan．d十（S　O）Odenote　the　same　term，　which　is　dif「erent　from十SOO．　The　head－symbol

of　an　apphcative　term　is　the　symbol　that　occurs　at　the　leftmost－innermost　position。　This　symbol

is　either　a　constant　or　a　variable．：For　instance，　the　head－symbol　of十（S　O）Ois十and　the　head．

symbol　of　x　O　is　x・We　assume　that　every　constant／is　equipPed　with　a　natural　number　arity（∫）．

Intuitively　this　number　indicates　the　number　of　arguments　we　have　to　supply　in．　order　to　evaluate

the　f皿nction　or　build　the　data　structure．　In　the　fbllowing　definition　we　identif：y　a　subclass　of

applicative　terms　that　is　used　to　de五ne　app］icative　term　rewriting　systems．

DEFINITIoN　2・1・A　pattern　is　an　apP］icative　term　t　with　the　property　that　the　head－symbol　of

every　non－varia’ble　subterm　of　t　is　a　con．stan．t．

　　　So　a　pattern　is　either　a　variable　or　a　term　of　the　form　f　t1…tn　where　ti，．．．，tn　are　patterns．

The　term十（S　O）（十のis　a　pattern，　but　S＠O）isn，t．　Now　we　are　ready　to　de伽e　applicative

　　　　　　　　　　　　　　term　reWrltlng　SyStemS．

DEFINITIoN　2．2．　An　applicative　reωrite　rule　is　a　pair　1→rof　apphcative　terms　such　that　the

left－hand　side　l　is　a　pattern　of　the　fbrm／11…tn　with　n・＝ar吻（∫），　andソαr（r）⊆ソαr（り．　An

αpplicative　term　reωriting　system（ATRS　fbr　short）consists　of　applicative　rewrite　rules．

　　　Everyゾ4TRS　is　a　TR，S．　Hence　n．otions　defined　fbr　TRSs　like　orthogonality　apply　to．4TRSs．

We　would　like　to　point　out　however　that　the　definition　of　CS　doesn，t　make　much　sense　in　the

context　of．4T：R，Ss．　The　well－known　map　function　from　function．al　programming　can　be　specified

as　the　fbllowing／4TRS：

｛map／nilmap　f　（：xy）＝肌）（map∫の

We　haveαr吻（map）＝2．　This　v4TRS　is　not　a　CS　because　the　arguments　of　the　two　left－hand

sides　contain（hidden）al）phcation　symbols，　which　are　in．乃）．　For　example，　the　arguments　of

the　left－hand　side　map／nil　are　map∫an．d　ni1，　not／and　ni1．　Nevertheless，　there　is　a　clear

separation　between　con．stants　that　deflne　functions（map）and　those　that　build　data　structures

（nil　and：）．　This　suggests　the　fbllowing　definition。

DEFINITIoN　2．3．：Let　7Z，　be　an／IT　RS．　A　constant∫is　said　to　be　applicαtively　defined　if　it　is

the　head－symbol　of　the　left－hand　side　of　some　rewrite　rule　in　n．　An　applicαtive　construetor　is

a　constant　that　is　not　defined．　We　call　7it　an　applicative　constructor　system（凶CS　fbr　short）if

the　terms　tl，＿，tn　in　the　left－hand　side／tl…tn　of　every　rewrite　rule　do　not　contain　defined

symbolS．

　　　The．4TRS　de五ning　the　map　f皿nction　is　an．ACS．　We　would　like　to　stress　that．4CSs　are　not

CSs，　except　in　trivial　cases．　So　narrowing　strategies　that　are　defined　fbr　CSs　do　not　apply　to

．4CSs．

　　　When　writing　applicative　terms　we丘nd　it　convenient　to　abbreviate角…tn　to　f　tn。　Observe

that　tn　is　not　a　term．　If　n＝Othen／tn　denotes　the　constant　f．　By　the　same　conve：ntion　x　sn　tm

stands　fbr　the　term　x　s1…sn　tl…tm．　A　term　of　the　fbrm　x　tn　is　caユ1ed　aゐeαd－variable　term。

In　the　sequel，　when．　dealing　with．4T：R，Ss，　we　usually　omit　the　adjective　apphcative．
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3． The　Outside－ln　Narrowing　Calculus

In　this　section　we　recall　the　outside－in　narrowing　calculus　of　［7］　and　state　its　completeness．

DEFiNiTioN　3．1．　Let　7e　be　an　orthogonal　TRS．　The　outside－in　narrowing　calculus，　oiNc　for

short，　consists　of　the　following　inference　rules　（E　denotes　an　arbitraty　sequence　of　equations）：

e　outermost　narrowing［on］

f（s・，＿，8。）側ちE

o

Sl　fS　ll，ee・，Sn　f　S　ln，r　fY　t，　E

if　t¢ソand　there　exists　a　fresh　variantノ（11，．．．，ln）→rof　a　rewrite　rule　inπ，

decomposition　［di

f（Sl，…，Sn）　fU　f（tl，…，tn），E

Sl　fU　t17．・・，Sn　fU　tnvE

e　variable　elimination［v］

tss　x，　E

Ee

and

x　ut，E

Ee

withθ＝｛xト＞t｝・In　the　second　variable　elimination　rule　we　require　that　t¢ソ．

　　　We　introduce　some　usefu1　notations　relating　to　the　caiculus　oiNc．　If　G　and　G’　are　the

upper　and　lower　goal　in　the　inference　rule　［or］　（or　E　｛on，　d，　v｝），　we　write　G　＝〉［．］　G’．　This　is

called　an　olNc－step．　The　applied　rewrite　rule　or　substitution　may　be　supplied　as　a　subscript，

that　is，　we　will　write　things　h：keσ⇒［。n】，t→T（］’andσ⇒回，θσ’．　A　finite　oINc－derivation

Gi　＝＞e，　…　＝＞e．一，　Gn　may　be　abbreviated　to　Gi　＝＞lj　Gn　with　e　：ei…en－i．　A　successful　oiNc－

derivation　ends　in　the　empty　goal　M．　The　number　of　steps　in　an　oiNc－derivation　A：G　〉’　G’

is　denoted　by　I　AI．　lf　IAI　〉．　1　then　A＞i　denotes　the　derivation　obtained　from　A　by　omitting　the

first　step．

　　　The　calculus　oiNc　has　been　designed　with　the　restriction　in　mind　that　initial　goals　are

right－normal．

DEFiNiTioN　3．2．　A　goal　G　is　called　right－normal　if　the　right－hand　side　t　of　every　equation　s　u　t

in　G　is　a　ground　normal　form．　A　goal　G’　is　called　proper　if　there　exists　an　oiNc－derivation

G　＝〉’　G’　starting　from　a　right－normal　goal　G．
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　　　The　restriction　to　proper　goals　is　motivated　from　the　understanding　that　functional　logic

programming　languages　deal　with　so－ca皿ed　strict　equality　in　order　to　model　non－termination

correctly．　Every　goal　consisting　of　strict　equations　is　right－normal，　see　Section　6．

　　　It　is　not　difficult　to　show　that　the　term　t　in　a　proper　goal　Ei，s　sv　t，E2　has　no　variables

in　common　with　s　and　Ei．　This　explains　why　we　don’t　need　the　occur－check　in　the　variable

elimillation　rules．　It　also　explains　why　there　is　no　imitation　rule　in　oINc．　Fina皿y，　the　absence

of　the　symmetric　outermost　narrowing　rule

　　　　　　　　オNノ（51，．．．，8n），五l

　　　　　Sl　SS　ll，…　，Sn　S　ln，t　5V　T，　E

is　easily　explained　by　the　restriction　to　orthogonal　TRSs　and　proper　goals．

DEFiNiTioN　3．3．　Let　7？）　be　a　TRS　and　G　a　goal．　A　substitution　e　is　called　a　solution　of　G　if

se　＝R　te　for　every　equation　s　fu　t　in　G．

　　　Ida　and　Nakahara　［7］　obtained　the　following　soundness　and　completeness　result．

THEoREM　3．4．　Let　7it　b　e　an　orthogonal　TRS　an　d　G　a　right－normal　goal．

（1）ff　there　e）cists・a・success血101Nc－de加a伽σ⇒渉□孟he皿e・is・a　s・1u孟f・η・fσ・

（2）　For　every　normalizable　solution　e　of　G　there　exists　a　successfu1　olNc－derivation　G　＝＞lj，　a

　　　　such孟ha孟θ’≦πe［ソαr（σ）］．

o

　　　If　the　substitution　e　in　part　（2）　is　normalized，　the　subscript　7e　can　be　dropped．

ExAMpLE　3．5．　Consider　the　orthogonal　’TRS

　　　　　π一｛　　O十y　一一〉　yS（x）十y　．　S（x十y）

and　the　right－normal　goal　x十3／N3（0）・The　solutions｛x←→0，yト＞S（0）｝and｛xト＞S（0），　yト＞0｝

are　generated　by　the　olNc－derivations

x十y　fu　S（O） ＝〉［on］，O十yl．yl

⇒回，｛XI→0｝

⇒回，｛Yll→y｝

⇒回，｛y｝→S（0）｝

x　RS　O，y　SY　yl，yl　AS　S（O）

Y　fU　YI，Yi　N　S（O）

y　fu　S（O）

o

and

x十y　As　S（O） ｝［on］，S（xi）十yi．S（xi十yi）

⇒回，｛XF→S（x1）｝

＝　〉　［V］，　｛Yi　HY｝

＝〉　［dl

　〉［on］，O十y2　一・y2

＝〉［V］，｛Xl　HO｝

＝〉［V］，｛Y2HY｝

⇒回，｛y＋→0｝

X　fU　S（Xi），Y　f　S　Yi，S（Xi　十　Yi）　fU　S（O）

Y　fU　Yi，S（Xi　十　Yi）　fU　S（O）

S（xi　十　y）　fv　S（O）

Xl　十Y　AS　O

XI　fU　O，Y　fU　Y2，0　fU　Y2

YN　Y2，0　fU　Y2

0Nツ
。．

Note　that　in　each　outermost　narrowing　step　a　fresh　variant　of　a　rewrite　rule　is　used．
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4．　ANarrowing　Calculus　for　Applicative　Systems

Every　ATRS　is　a　TRS，　hence　olNc　is　complete　（in　the　sense　of　Theorem　3．4（2））　for　orthogonal

，／4TRSs．　However，　oiNc　doesn’t　handle　applicative　terms　very　efficiently．　The　problem　is　that

the　applicable　inference　rules　and　（in　the　case　of　［on］）　rewrite　rules　are　determined　by　the

outermost　symbol　of　the　left－hand　side　of　the　leftmost　equation　of　the　current　goal．　ln　the

context　of　ATRSs　this　outermost　symbol　is　almost　always　the　binary　application　symbol，　which

doesn’t　carry　any　usefu1　information　for　restricting　the　choice　of　inference　and　rewrite　rules．　Let

us　consider　two　examples．

ExAMpLE　4．1．　The　（right－normal）　goal　c　x　y　ks　c　a　b　is　solved　by　the　following　olNc－derivation：

cxy　fu　cab ⇒同

⇒同

⇒団

⇒回，｛x”・｝

　〉［v］，｛yNb｝

cx　fs　ca，y　As　b

c　ks　c，x　s　a，y　fu　b

x　sa，y　fu　b

y　fu　b

口．

We　need　three　decomposition　steps　before　we　can　bind　the　variables．

ExAMpLE　4．2．　Consider　the　orthogonal　ATRS

π一 ｨ、に龍d1

The　following　oiNc－derivation　computes　the　solu．tion｛xト＞O｝of　the　goal　inc　x　ts　S　O：

inc　x　fu　S　O ＝〉　［on］，　addl　xi　一S　xi

＝〉［on］，inc一÷add　1

⇒岡

⇒回，｛Xl←÷の｝

⇒同

⇒圖

⇒回，｛鮒0｝

inc　saddl，x　uxi，Sxi　sSO

addl　fu　addl，x　N　xl，Sxl　S　SO

x　fu　xl，Sxl　rv　S　O

sx　uso
S　AS　S，X　UO

x　fu　O

o．

It　is　essential　that　we　choose　the　（renamed）　rewrite　rule　addl　xi　．　S　xi　for　the　equation　inc　x　f　s

SO　in　the　first　outermost　narrowing　step．　However，　we　have　no　way　to　implement　this　choice．

In　order　to　e：nsure　completeness　a皿rewrite　rules　whose　left－hand　side　is　not　a　single　constant

must　be　used　in　combination　with　the　outermost　narrowing　rule．

　　　We　overcome　the　problems　mentioned　above　by　looking　at　the　head－symbol　rather　than

the　outermost　symbol　of　the　left－hand　side　of　the　equation　under　consideration．　This　is　natural

since　the　head－symbol　of　an　applicative　term　corresponds　to　the　outermost　symbol　of　a　functional

term．　The　narrowing　calculus　defined　below　implements　this　idea．

DEFINITIoN　4．3．　Let　7？b　be　an　orthogonal　ATRS．　［1］he　calculus　N　cA－Narrowing　Calculus　for

Applicative　TRSs－consists　of　the　following　five　inference　rules：

6



e

e

e

o

e

［dv］　of　NcA．　ln　or

＝〉　for　the　former．

ExAMpLE　4．4．　The　goal　c　x　y　f　s　c　a　b　is　solved　by　the　following　NcA－derivation：

　　　　　cxyucab　9［d．］　xfua，yfub
　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒囮，｛・”・｝騨b

　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒圃，｛yHb｝ロ・

With　respect　to　the　ATRS　7？L　of　Example　4．2，　the　goal　inc　x　fv　S　O　is　solved　by　the　following

NcA－derivation：

　　　　　inC　X　U　S　O　　）［ona］，inc．addl　addl　X　fU　S　O

　　　　　　　　　　　　　　　　E＞［ona］，addlxi．Sxi　X　fSXI，SXI　2S　SO

　　　　　　　　　　　　　　　　i＞［v］，｛xiHx｝　SXAS　SO

　　　　　　　　　　　　　　　　⇒囮　　　　x　fU　o

　　　　　　　　　　　　　　　　⇒圃，｛XHO｝　　□・

outermost　narrowing　of　applicative　terms　［ona］

　　　　　　　　　　　　　fSn　tm　fU　t，E

　　　　　SI　fS　Ub．・．，Sn　fU　Un，rtm　fU　t，E

if　t≠ソand　there　exists　a　fresh　variant／un→rof　a　rewrite　rule　inフこ，

・uterm・st・narr・ω吻（ザhead・variable・terms［・nv］

　　　　　　　　　　　　　　xsntm　fs　t，E

　　　　　（8・uv・，…，5。剛。，rtm　kSちE）θ

if　t≠ソ，　there　exists　a　fresh　variant　f　uk　vn→rof　a　rewrite　rule　inフこ，　n＞0，　and

θ＝｛Xト・／叫｝，

decomposition　of　applicative　terms　［da］

　　　　　　　　fSn　fU　f　tn，E

　　　　　SI　fU　tl，…，Sn　2S　tn，E

dec・mp・sition　of　head－variαble　terms圃

　　　　　　　　XSn　fU　f　tm　Un，E

　　　　　（Sl　f　S　UI，・．．）Sn　fU　2Ln　7　E）θ

if　e　＝　｛x　”　f　tm｝，

”碗α61εe伽伽ti・n［”】

　　　　　tfts　x，E

　　　　　　　Ee

ifθ＝＝｛xト→t｝．

Observe　that　the　second　variable　elimination　rule　of　oiNc　is　subsumed　by　the　inference　rule

　　　　　　　　　　　der　to　distinguish　N　cA－derivations　from　oiNc－derivations，　we　use　＝〉　instead　of
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　　　The　inference　rule　［onv］　of　N　cA　is　used　to　bind　higher－order　logical　variables．

trated　in　the　next　example．

This　is　illus一

ExAMpLE　4．5．　Consider　the　orthogonal　ATRS

　　　　　　　　　　　plus　O　x　．　x　（1）
　　　　R，．1PiUs．（S．x一）y．・S．（p一．　iusxy）　9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　　　　　　　　　map　f　nil　一÷　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：niユ．

　　　　　　　　　　　map　f（x：y）　．　（f　x）：（rnap　f　y）　（4）

Here　：　is　a　binary　constructor，　written　in　infix　notation，　and　nil　is　a　constant　denoting　the　empty

list．　We　adopt　the　usual　convention　of　writing　［ti，．．．，t．］　to　denote　the　list　（ti：（…（tn：nil）…））．

The　goaJ　map　x　［S　O］　u　［S　O］　is　solved　by　the　following　N　cA－derivation：

　　　　　MaP　X［S　O］　fU　［S　O］　9［．．．］，（4）　X　fU　fi，［S　O］　SU　（Xi：Yi），（fi　X　i）：（MaP　fi　Yi）　kS　［S　O］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒回，｛f、H。｝　　［SO】N（x・・y・），瞬・）・（map鋤）廻［SO］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E1〉［d．］　S　O　fu　xl，nil　fu　yl，（x　xl）：（map　x　yl）　fe　［S　O］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒回，｛x1。→so｝　　　　　　nilNY1，（x（SO））：（map　xYl）N［SO］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒回，｛y、Hnil｝　　＠（S　O））：（map・x・nil）弼［S　O］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒囮　　　　x（SO）R・・S　O，map・x　nil・R・　ni1

1＞［onv］，（1），｛x－plus　O｝

⇒回，｛y、HSO｝

⇒壱。］

1＞　［ona］，　（3）

⇒回，｛f，・一Plu・O｝

⇒壱。】

SO　fu　y2，y2　u　S　O，map　（plus　O）nil　ss　nil

SO　2s　S　O，map　（plus　O）nil　s　nil

map　（plus　O）nil　fs　nil

plus　O　v　f3，nil　Rs　nil，nil　s　nil

nil　su　nil，nil　fu　nil

o．

Note　that　i：n　the⇒【。呵一step　the　variable　x　is　l）ound　to　the　higher－order　term（plus　O）．

　　　Soundness　of　N　cA　is　expressed　in　the　following　theorem．

THEoREM　4．6．　Let　7e　b　e　an　orth　ogon　al　TRS　an　d　G　a　righ　t－normal　goal．　ff　there　exists　a

succe85血1　NcA－de加a孟f・皿σ⇒5　M　then　e　is　a　s・1u孟f・皿・fα

PRooF．　Straightforward　induction　on　the　length　of　the　successfu1　N　cA－derivation　G　i＞lj　U．　a

5． Completeness

In　this　section　we　establish　the　completeness　of　NcA．　The　idea　behind　the　proof　is　straightfor－

ward．　We　show　that　for　every　non－empty　oiNc－derivation　A：G　＝〉；　U　there　exist　an　N　cA－step

G　i＞．　G’　and　an　oiNc－derivation　A’：G’　＝＞lj，　a　such　that　e　＝　ae’　and　I　A’1　〈　I　AI．　Completeness

of　NcA　is　then　reduced　to　the　completeness　of　oiNc　by　a　routine　induction　argument．　First　we

define　an　appropriate　notion　of　descendant　for　oiNc－derivations．

DEFiNITioN　5．1．　Let　7？L　be　an　ATRS．　ln　the　olNc－derivation

　　　　E　＝〉’　sl　s2　fu　tl　t2，El　＝〉［op　sl　s　tl，s2　fts　t2，El　〉＊　E2
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the　equation　si　fU　ti

olN　c－derivation

is　called　an　immediate　descendant　of　the　equation　si　s2　fu　ti　t2．　ln　the

E　＝〉＊　sl　s2　ks　t，El　＝〉［．．］　sl　fu　ll，s2　fu　12，rfs　t，　El　＝〉＊　E2

where　li　12→r　is　a　fresh　variant　of　a　rewrite　rule　in　R，　the　equation　81　N　ll　is　ca皿ed　an　immediate

descendant　of　the　equation　si　s2　s　s　t．　The　notion　of　immediate　descendants　generalizes　to　a

notion　of　descendant　by　reflexivity　and　transitivity．

In　Lemmata　5．2－5．7　we　observe　basic　properties　of　successfu1　olNc－derivations．

LEMMA　5．2．　Let　G　＝　f　s．　fu　g　t．，E　be　a　goal　such　that　f　71　g　or　n　7！　m．　ln　all　successful

oINc－derfva孟f・n8　s孟ar孟fng丘・mσ孟he　rule［・n］fs昂PPlfed孟・ade8ce皿dan孟・f∫s。吻t鵬．

PRooF．　Obvious．　U

LEMMA　5．3．　Let　G　＝　x　s．　fu　g　t．，E　be　a　goal　such　that　m　〈　n．　ln　all　successfu1　oiNc－

derfva孟f・皿s　8舌ar伽g倉・mσ孟he　rule國fs昂PPlfed孟・ade5cendan孟・f　x　sn　s　g　tm．

PRooF．　Obvious．　O

LEMMA　5．4．　Let　G　＝　f　sn　f　s　t，E　be　a　goal　such　that　n　〈　arity（f）．　There　exist　no　successful

olNc－derfva孟f・皿s　s孟ar孟fη9倉・mσfn　whfch孟he　rule［・n］f8　apPlfed孟・a・desce皿dan孟・f∫s。短．

PRooF．　We　use　induction　on　n．　If　n　＝　O　then　there　are　no　rewrite　rules　of　the　form　f　．　r

because　arity（f）　〉　0　and　hence　［on］　is　not　applicable．　Suppose　n　〉　O．　Let　A　be　an　arbitrary

successful　olNc－derivation　starting　from　G．　We　distinguish　the　following　three　cases：

（1）Suppose　the　inference　rule同is　applied　in　the　first　step　of、4，　so．4　can．　be　written　as

　　　　　　　　！Sn　・UちE⇒団ノ・・一・～オ・，Sn　・U・t2，E⇒＊ロ

　　　　with　t　＝　ti　t2．　According　to　the　induction　hypothesis　the　inference　rule　［on］　is　not　applied

　　　　to　a　descendant　of　f　s．一．　i　Rs　ti　in　the　subderivation　A＞i．　Therefore　［on］　is　not　applied　to　a

　　　　descendant　of　f　s．　As　t　in　A．

（2）　Suppose　the　inference　rule［on］is　applied　in　the　first　step　of、4，　so、4　ca皿be　written　as

　　　　　　　　fs・　・UちE⇒岡，1、1、→。∫S・一・f￥　1・，S・　fU・12，r・・UちE⇒＊ロ

　　　　for　some　rewrite　rule　li　12　一一〉　r．　We　have　to　show　that　this　is　impossible．　According　to　the

　　　　induction　hypothesis　the　inference　rule　［on］　is　not　applied　to　a　descendant　of　f　sn－i　fts　li

　　　　in　the　subderivation　A＞i．　Because　li　12　is　a　pattern，　li　is　not　a　head－variable　term，　so　we

　　　　may　write　li＝g　um　with｛m　＝α吻（g）一1．　We　have　either∫≠g　or　n－1≠m．　Now

　　　　Lemma　5．2　yields　the　desired　contradiction．

（3）　lf　the　inference　rule　［v］　is　applied　in　the　first　step　of　A　then　by　definition　there　are　no

　　　　descendants　of　f　s．　fu　t　left　in　A＞i　to　which　［on］　can　be　applied．　Therefore　［on］　is　not

　　　　applied　to　a　descendant　of　f　s．　fu　t　in　A．

o

LEMMA　5・5・Let　G＝ノs。～ノtn，Ebe　a　g・a1　such孟ha厩くα吻（∫）。血eve・y　8uccess血1
0iNc－derivation　starting　from　G　the　rule　［d］　is　applied　to　all　descendants　of　f　sn　s　f　t．．

PRooF．　Easy　consequence　of　Lemma　5．4．　M
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■EMMA　5・6・・Le孟σ＝ノs冗Nオ，E　be　a　goa15uch孟ha孟nニarity（ノ）．1f孟here　exf8孟s　a　succe88血1

01Nc－d・・f幅f・皿s孟a・孟fη9倉・mσfn　whf・h孟he鮒・孟・・P・i・an　apPlfca伽・f孟he　r・1e［・n］，　the皿

伽re而孟e　rule　u8ed　f皿孟hfs　8卸fs・f・the・form／un→r．

PRooF．　Easy　co：nsequence　of　Lemmata　5．2　and　5．4。□

LEMMA　5・7・五e孟σ＝ノsn　tm　NちEbe　a　goa1βuch孟ha孟n＝arity（∫）a皿d　m＞0．1f孟here　exfβ孟8

asucce8s血101Nc－derfva孟f・一s孟ar伽g加mσfn　whfch孟he　rule圃is　apPlied　t・adeεce皿da皿孟
fsn　tk　fu　t’　（1　．〈　k　〈．　m）　then　［on］　is　applied　to　the　descendant　f　s．　s　t”　of　f　s．　t．　fy　t．

PRooF．　Without　loss　of　generality　we　may　write　A　as

G　＝〉＊

　　　＝〉　［on］，g　Ue．r

　　　＝〉　rd］

　　　⇒渉

fSn　tk　fU　t’，　E’

fSn　tk－1　fV　g　Ue－1，tk　U　ue，　r　fu　tt，Et

fSn　fU　g　ue－k，　Et’

m
where　g　ue　一〉　T　is　a　fresh　variant　of　a　rewrite　rule　in　7？．　Note　that　e　＝　n　if　f　＝　g，　So　we　have

f　f　g　or　n　1　e　一　k．　According　to　Lemmata　5．2　and　5．4　the　inference　rule　［on］　is　applied　to　the

equation／Sn　l9　Ue＿k．ロ

　　In　Lemmata　5．8－5．12　we　prove　that　for　certain　successfu1　oiNc－derivation　A：G　＝〉；　O　there

exists　an　oiNc－derivation　A’：G’　＝＞ljt　U　such　that　G　i＞．　G’，　e　＝　ae’，　and　IA’1　〈　I　AI．　ln

Lemma　5．13　we　show　that　there　are　no　other　cases　to　consider．

LEMMA　5・8．　L・t　A…　x，E⇒す□b・an・INc－d・曲伽．　There　exf・孟・a皿・INc－d・rivati・皿

　　　　且’』σ⇒渉’□

with　a　＝　｛x　F一一〉　s｝　such　that　e　＝　ae’　and　IA’1　〈　IAI．

PR，ooF．　The且rst　step　of、4　mllst　be　an　application　of　the　inference　rule回：

　　　　A：5剛，E⇒回，σ　Eσ⇒渉’□

with　e　＝　oe’ Dand　a　＝　｛x　H　s｝．　Define　A’　＝　A＞i．　We　clearly　have　I　A’1　＝　I　A　I　一一　1　〈　I　A　I．　M

　　　Th・initial　g・al・・f　A　and　A’in・L・mma　5・8　are　c・nnect・d　by　a⇒回，σ一・t・p・

LEMMA　5・9・Let　A・ノ・。　・u　ft。，E⇒す□b・a皿・INc－d・曲孟f・n．∬國f・皿・ve岬Plf・d孟・a

deβcenda皿孟of！sn　fu／tn孟heη孟here　exf5孟s　an　OINC－derfva孟fo皿

　　　　且’：5・fU・t・，＿，5η剛。，E⇒渉□

8uch孟ha孟μ’1〈1且1．

PRooF．　By　induction　on　n．　lf　n　＝　O　then　we　take　A’　＝　A＞i．　ln　this　case　we　clearly　have

レ4，1＜IAI．　Suppose　n＞0．　The五rst　step　of、4　must　be　an　application　of同，　so　we　may　write且

as

　　　　ノ・n　・・　ftn，・E⇒圖！・n一・N／t。一・，・η剛η，E⇒す□．

An　application　of　the　induction　hypothesis　to　the　oiNc－derivation　A＞i　yields　an　olNc－derivation

　　　　At：Sl　RS　tl，…，Sn－1　fV　tn－1，Sn　tS　tn，E　＝＞lj　M

with　IA’1＜IA＞・1＝凶一1＜IAI．ロ
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　　　Note　that　the　initial　goals　of　A　and　A’　in　Lemma　5．9　are　connected　by　a　i＞［d．］一step．

LEMMA　5・10・五・孟肋・n　・u・f　tm・un⇒す□b・an・INc－d・ガva孟f・n．∬圓f・皿・ve即Plf・d孟・a

descendant　of　x　s．　f　s　f　t．　u．　then　there　exists　an　olNc－derivation

　　　　　At：（si　y　ui，．．．，sn　fu　un，E）a　＞lj，　a

w勧σ＝｛x　一〉ノtm｝such孟ha孟θ＝σθ’and　IA’1〈1且1．

PRooF．　Similar　to　the　proof　of：Lemma　5．9．ロ

　　　The　initial　goals　of、4　and　A’in：Lemma　5．10　are　colln．ected　by　a⇒圓，σ一step．

LEMMA　5・11・Let　A・ノ・n　tm　・・t⇒す□b・an・INc－d・曲孟f・n槻’th　n＝α吻（ノ）。　ff圃f・

apPlied　t・　the　desce皿danげs。短’・f／sηt鵬剛using　the　rewrite　rule　f　un→r　then　there

exists　an　o　I　N　c－derivation

　　　　　A’…蜘・，＿，・。蜘バt観側ちE⇒渉□

such　that　IA’1〈凶．

PRo　o　F．　We　use　induction　on　m．　If　m　＝　O　then　the　inference　rule　［on］　with　rewrite　rule　f　u．　一一〉　r

is　used　in　the　first　step　of　A．　lf　n　＝　O　then　we　take　A’　＝　A＞i．　lf　n　〉　O　then　we　may　write　A　as

　　　　　∫・n　・UちE⇒［。n】∫・。一・uf・Un一・，・。蜘η，r・・VちE⇒す□．

According　to　Lemma　5．5　the　inference　rule　［on］　is　not　applied　to　descendants　of　f　sn－i　f　s　f　un一一i

in　the　subderivation　A＞i．　Hence　we　can　apply　Lemma　5．9　to　A＞i．　This　yields　an　oiN　c－derivation

　　　　　A’：5・蜘・，＿，8。一、fU・Un一、，5。蜘。，閑ちE⇒渉□

such　thatレ1’1＜レ1＞11＝レll－1＜レ11．　For　the　induction　step，　supPose　m＞o．1、et　us　abl）reviate

si　i　s　tti，・…，sn　fu　zLn　to　Et．　We　distinguish　the　following　cases：

（1）　Suppose　the　inference　rule　［d］　is　used　in　the　first　step　of　A．　This　means　that　we　may　write

　　　　A　as

　　　　　　　　S・ちE⇒［司∫・。t飼…V・7tm　・V・，E⇒すロ

　　　with　t　＝　vi　v2．　An　application　of　the　induction　hypothesis　to　the　subderivation　A＞i　yields

　　　　an　olNc－derivation

　　　　　　　　B・E’，rtm一・　UV・，砺蜘2，E⇒渉□

　　　such　that　I　B　I　〈　I　A＞il　〈　I　AI．　The　oiNc－derivation　B　can　b　e　split　into

　　　　　　　　jlヲ1：五フ，，Ttm，一1二と”1，オm象5V2，1Eフ⇒渉1　（rtm－1　sv　vi，tm　f　s　v2，E）θ1

　　　and

　　　　　　　　B2：（7篭tm－1　ニミゴ”1，舌m　ニミ：ゴ102，1ヲ）θ・⇒渉、□

　　　with　e　＝　ei　e2．　The　oiNc－derivation　Bi　can　easily　be　transformed　into　the　oiNc－derivation

　　　　　　　　O・E’，塩剛・”・，E⇒渉、（rtm　fu　vi　v2，E）θ・．

　　　Because　m　〉　O　we　can　apply　the　inference　rule　［d］　to　the　final　goal　（r　tm　fu　vi　v2，E）ei　of

　　　C，　yielding　the　oiNc－step

　　　　　　　　D：（rt．　fU　vl　v2，E）el　＝〉［d］　（Tt．一1　fV　vl，t．　fU　v2，E）el．
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　　　　Concatenating　the　three　oiNc－derivations　C，　D，　and　B2　yields　the　desired　olNc－derivation

　　　　　　　　　／4’：五1，，rtmNちE⇒渉□．

　　　　Note　tha、tレ4’1＝101十1、ol十IB21＝1、引十1〈レ41．

（2）　Suppose　the　inference　rule　［on］　is　used　in　the　first　step　of　A．　This　means　that　there　exists

　　　　afresh　variant　vl　v2→〆of　a　rewrite　rule　inフこsuch　that、4　can　be　written　as

　　　　　　　　　S・・yちE⇒［。司ノ・。t糀一・R・・V・，砺蜘・，心向ちE⇒す□

　　　　An　application　of　the　induction　hypothesis　to　A＞i　yields　an　oiNc－derivation

　　　　　　　　　B』’，Tt洞剛・，tm　SV2，r’舘ちE⇒渉□

　　　　such　that　IBI　〈　IA＞i　l　〈　IAI．　The　oiNc－derivation　B　can　be　split　into

　　　　　　　　　B・・E’，rtm一・fU・V・，砺物・，〆NちE⇒渉、（rtm一・SU・V・，tm・・SV・，〆NちE）θ、

　　　　and

　　　　　　　　　B・・（rtm一、　RS・V、，オ糀脚2，r’　fUち、E）θ・⇒渉、ロ

　　　　with　e　＝　ei　e2．　We　transform　Bi　into　the　oiNc－derivation

　　　　　　　　C：　E’，Tt．　fs　t，E　＝＞lj，　（rt．　fu　t，　E）el．

　　　　Next　we　apply　the　inference　rule　［on］　to　the　final　goal　（rt．　fv　t，E）ei　of　C，　using　exactly

　　　　the　same　variant　vi　v2　．　r’．　This　yields　the　olNc－step

　　　　　　　　1）：（rtm　NちE）θ1⇒［on］（rtm－1～”1，tmニピ”2，T’～オ，Eフ）θ1．

　　　　Also　in　this　case　the　desired　oiNc－derivation　A’　is　obtained　by　concatenating　C，　D，　and　B2．

（3）　lt　is　not　p　ossible　that　the　first　step　of　A　is　an　application　of　the　variable　elimination　rule

　　　　回because　then　there　is　no　descen．dant　left　to　which［on］can　be　applied．

m

Observe　that　the　initial　goals　of　A　and　A’　in　Lemma　5．11　are　connected　by　a　i＞［．．．］一step．

■EMMA　5・12・L・t・A・x・。　tm　・uちE⇒すロb・an・INc－d・曲孟f・皿with　n＞0．∬［・n］f・apPli・d

孟・オhe　de8Cen伽勧Sπ剛’・fωSπt糀剛U8f皿9孟he　reWが孟e　rUleノ叫Vn→r　and　X　S．　SV　t’f8孟he

last・descenda皿孟孟・whfch［・n］fs昂PPlfed孟hen伽re　e）cists・an・olNc－de抑a孟f・皿

At：（sl　fv　vl，．．．，sn　ks　vn，rtm　u　t，E）a　＝＞lj，　U

四〇狽?ﾐ＝｛謬→ノ叫｝such孟ha孟θ＝σθ’and　l且’1＜μ1．

PRooF．　Similar　to　the　proof　of　Lemma　5．11．　a

In　Lemma　5．12　the　initial　goals　of　A　and　A’　are　connected　by　a　i＞［．．．］，．一step．

LEMMA　5・13・五・孟σb・ap・・）per・9・a1・恥r　ev・・y・INc－d・抑a伽五・σ⇒す□孟here　exf・孟an

NcA－step　G　E＞a　G’　and　an　oiNc－derivation　A’：G’　＝＞ljt　O　such　that　e　＝　ae’　and　lA’1　〈　IAI．

PRooF．　We　have　to　show　that　Lemmata　5．8－5．12　cover　all　possible　cases．　Let　G　be　the　goal

s　fu　t，　E．　The　case　that　t　is　a　variable　is　covered　by　Lemma　5．8，　so　we　may　assume　that　t　is　not

a　variable．　Because　G　is　proper　the　right－hand　side　t　is　a　pattern．　Hence　t　is　not　a　head－variable

term．　We　distinguish　two　cases．

（1）　Suppose　［on］　is　not　applied　to　a　descendant　of　s　fu　t．
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（a）

（b）

（2）　Suppose　［on

（a）

（b）

If　the　head－symbol　of　s　is　a　constant　f　then，　according　to　Lemma　5．2，　we　must　have

s　＝　fsn　and　t＝　f　t．．　This　case　is　covered　by　Lemma　5．9．

If　the　head－symbol　of　s　is　a　variable　x　then，　according　to　Lemma　5．3，　s　：　x　s．　and

t　＝　ftm　un．　This　case　is　covered　by　Lemma　5．10．

　　　　　　］　is　applied　to　a　descendant　of　s　fu　t．

If　the　head－symbol　of　s　is　a　constant　f　then，　according　to　Lemma　5．4，　we　have　s　＝

ノsn　tm　with　n＝αr吻（ノ）．　From：Lemma　5．4　we　also　infer　that［on］is　never　applied　to

descendants　of　the　form　f　sk　su　t’　with　k　〈　arity（f）．　Hence　the　application　of　［on］　is　to

a　descendant　of　the　form　f　s．　tk　fu　t”　with　O　．〈　k　〈．　m．　According　to　Lemma　5．7　［on］　is

applied　to　the　descendant　f　s．　v　tM．　Lemma　5．6　states　that　the　employed　rewrite　rule

is　of　the　form　f　u．　．　T．　Hence　this　case　is　covered　by　Lemma　5．11．

The　case　that　the　head－symbol　of　s　is　a　variable　x　is　covered　by　Lemma　5．12，　using

similar　reasoning　as　in　the　previous　case．

u

　　　The　coMpleteness　of　N　cA　is　an　easy　consequence　of　the　previous　lemma　and　the　completeness

of　olNc　（Theorem　3．4（2））．

THEoREM　5．14．　Let　7？　be　an　orthogonal　v4　TRS　an　d　G　a　right－normal　goal．　For　every　normaliz－

able　solution　e　ofG　there　exists　a　successfu1　NcA－derivation　G　ii＞lj，　U　such　that　e’　〈．7z　e　［）2aT（G）］．

PRooF．　According　to　Theorem　3．4（2）　there　exists　a　successfu1　olNc－derivation　A：G　＝＞ljt　a　such

that　e’　〈．7z　e　［）2aT（G）］．　By　induction　on　IAI　we　show　the　existence　of　a　successfu1　NcA－derivation

G　i＞St　一．　The　case　IAI　＝　O　is　trivial．　Suppose　IAI　〉　O．　According　to　Lemma　5．13　there　exist　an

NcA－stepσ⇒σσ’and　an　oINc－derivation／1’：（7’⇒渉〃□such　thatθ’＝σθ”andレ1’i＜レII．　The

induction　hypothesis　yields　an　successful　N　cA－derivation　G’　91」”　D．　Combining　this　derivation

with　the　NcA－step（7⇒σ（］’yields　the　desired　NcA－derivationσ⇒ll，ロ．□

6． Incorporating　Strict　Equality　into　NCA

In　functional　logic　programming　languages　like　K－LEAF　［4］　and　BABEL　［9］　two　expressions　are

considered　to　be　equal　if　and　only　if　they　reduce　to　the　same　ground　constructor　normal　form．

This　so－called　strict　equality　is　adopted　to　model　non－termination　correctly．　ln　the　framework

of　applicative　term　rewriting，　strict　equality　is　realized　by　adding　the　rewrite　rules

CEC
CXn　E　CYn
true　A　x

一一　true

一’　Xl　iE　YI　A’”AXn　IE　Yn

－　　x

if　c　is　a　nullary　constructor，

if　c　is　an　n－ary　constructor　with　n　〉　O，

to　a　givenゾ4TRSフこ，　resulting　in　the　ATRS　R、．　Here≡denotes　strict　equality　and〈is　a

binary　right－associative　symbol，　written　in　infix　notation，　denoting　logical　conjunction．　ln　our

framework　a　strict　equation　is　an　equation　of　the　form　（s　iii　t）　f　s　true，　which　we　abbreviate　to

s　fts，　t．　A　goal　consisting　of　strict　equations　is　trivially　right－normal．

　　　Since　7e，　inherits　orthogonality　from　R，　we　can　solve　（strict）　equations　with　respect　to　the

calculus　NcA　and　the・4TRSフこ，・However，　as　observed　by　Ida　and　Na，k：ahara［7］in．　the　context

of　o　lNc，　it　is　much　more　efficient　to　add　special　inference　rules　for　the　rewrite　rules　in　7Z．　XR．

Based　on　their　ideas，　we　extend　NcA　in　the　following　definition．
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DEFiNmoN　6．1．　Let　lril　be　an　orthogonal　ATRS．　The　calculus　N　cA．

following　inference　rules　to　N　cA：

e

o

e

e

is　obtained　by　adding　the

e

・uterm・st・narr・ω吻・f　applicative　terms／br　strict　equations［・nαS】

　　　　　　　　　　　　　ノSn　tm　f　t。ちE

　　　　　SI　fU・tt1，＿，Sn　fU・Un，rt．　fV。ちE

if　there　exists　a　fresh　variant　f　u．　．　r　of　a　rewrite　rule　in　R，

・uterm・st・narr・ω吻｛ザんead－variable・terms／br謝C診eg脇疹0η8［・nVS］

　　　　　　　　　　　　　　XSntm　crs　t，E

　　　　　（s・uv・，＿，8。剛。，rtm　fS。ちE）θ

if　there　exists　a　fresh　variant　f　uk　v．　一一〉　r　of　a　rewrite　rule　in　R，　n　〉　O，　and　e　＝　｛x　H＞　f　uk｝，

dec・7ηP・8伽ηqプ卿12Cα伽e伽m8プbr謝Cオeg認伽8［伽］

　　　　　　　　　CSn　fSs　Ctn，E

　　　　　SI　Ss　tl，・．・，Sn　fSs　tn，E

if　e　is　an　n－ary　constructor　symbol，

伽傭・nプbr鋼。‘eguαオ伽8［伽α5】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　Sn　rvs　Ctm　UnvE

　　　　　（Xl　fUs　tle．．．）Xm　fUs　tmeSl　fSs　Ul）．．．vSn　fVs　Un7E）θ

if　c　is　an（m十n）一ary　constructor　symbol　alldθ＝｛xト＞cxm｝with　x㎜fresh　varial）les，

dec・即・8髭伽qプんead－variαble・termsプbr謝C‘e9鶴伽5［伽】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　Sn　crs　Y　tm　Un，E

　　　　　　　　（xl　us　tl）．．．7xm　fUs　tmesl　fss　u17．．．esn　fss　un）E）e

　　　if　either　x＝y，　m＝0，　andθis　the　empty　substitution，　or　x≠〃andθ＝｛xト＞yxm｝with

　　　xm　fresh　variables．

Here　s　2t，　t　stands　for　s　ss　t　or　t　f　s，　s．

　　　Observe　that　th．e　rewrite　rules　inフヒ8＼R　for　strict　equ．ality　are　no　longer　needed　in　NcAs．

ExAMpLE　6．2．　Let　7？　＝　｛a　一一〉　b｝．　The　following　N　cA，一derivation，　starting　from　the　goal　G　＝

x　aa　fu，　y　a，　produces　the　substitution　u　＝　｛y　H　x　b｝：

　　　　　G　i＞［d．．］，｛y．．．．1｝　afU．　xl，afv，　a

　　　　　　　　　9［onas］，a．b　bfssXbafUsa

　　　　　　　　　11〉［imas］，｛xl”b｝　a　fUs　a

　　　　　　　　　i＞［onas］，a．b　b　fUs　a

　　　　　　　　　E＞［onas］，a．b　b　fVs　b

　　　　　　　　　⇒【dαs］　　　　　ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14



Note　that　a　is　not　a　solution　of　G　since　the　terms　x　a　a　and　x　b　a　do　not　reduce　to　the　same　ground

constructor　normal　form．　However，　we　would　like　to　stress　that　a　represents　（all）　solutions　of

σin　the　sense　thatσθis　a　solution　ofσfbr　a皿θ：＝｛xト＞etn　I　c　is　an（n十2）一ary　constructor

and　ti，．．．，tn　are　ground　constructor　terms｝．

　　　Below　we　state　the　completeness　of　N　cA，．　The　proof，　which　is　essentially　the　same　as　the

completeness　proof　of　the　calculus　s－olNc　studied　in　［7］，　is　omitted．

THEoREM　6．3．　Let　R　be　an　orthogonal　A　TRS　and　G　a　right－normal　goal．　For　every　nor－

malizable　solution　e　of　G　there　exists　a　successfu1　NcAs－derivation　G　E＞St　O　such　that　e’　〈．R

θ［ソαr（σ）］．ロ

7． Experimental　Results

In　this　section　we　compare　the　performance　of　N　cA　and　oiNc　on　a　small　example．

implemented　both　calculi　in　Sicstus　Prolog　2．1．　We　solved　goals　of　the　form

We　h　ave

G．　＝　map　f　［sn　o，　s”一i　o，　．．．，　o］　fu　［s2n＋i　o，　s2n－i　o，　．．．，　o］

with　resp　ect　to　the　example　program　in　Section　1．　Here　Sn　O　denotes　the　term

s　（s　（・　・・　（s　o）　・・　・））．

Since　for　each　n　there　are　infinitely　many　normalized　solutions　of　G．，　we　measured　the　runtime

of　the　two　programs　to　compute　the　first　solution　｛f　H　compose　S　double｝．　Table　1　shows，　for

several　values　of　n，　these　times　in　milliseconds　as　well　as　the　length　of　the　resulting　successful

derivation．　lt　is　apparent　that　NcA　has　a　much　better　performance　than　oiNc．

1 3800msec．　（73　steps） 120msec．　（42　steps）

2 5448msec．（136　steps） 179msec．　（77　steps）

3 7401msec．（210　steps） 250msec．（118　steps）

4 8799msec．（295　steps） 305msec．　（165　steps）

5 10769msec．（391　steps） 380msec．　（218　steps）

TABLE　1．

8． Concluding　Remarks

We　have　presented　complete　narrowing　calculi　for　applicative　term　rewriting．　Applicative　term

rewriting　is　a　natural　first－order　framework　for　dealing　with　higher－order　functions　in　the　frame－

work　of　functional　（logic）　programming　with　lazy　semantics．

　　　Although　NcA　and．NcA，　have　been　designed　to　deal　efficiently　with　applicative　terms，　there

remains　some　room　for　improvement．　ln　order　to　ensure　completeness　of　the　calculi，　the　various
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inference　rules　have　to　be　applied　don’t　know　non－deterministically．　ln　general　more　than

one　inference　rule　is　applicable　to　a　given　goal．　For　instance，　both　［ona］　and　［da］　apply　to

certain　goals．　One　way　to　remove　this　particular　non－determinism　is　by　restricting　ourselves

to　ACSs．　The　restriction　to　．4CSs　also　enables　us　to　add　failure　rules　which　can　be　used　to

prune　unsuccessfu1　derivations　at　an　early　stage．　Another　source　of　inefliciency　in　our　calculi

is　in　the　inference　rules　［onv］　and　［onvs］　themselves．　ln　the　worst　case　there　are　arity（f）　一　1

different　ways　to　apply　the　two　inference　rules　with　resp　ect　to　a　given　rewrite　rule　f　uk　vn　一一・　r．

A　practical　restriction　to　remove　this　non－determinism　is　by　adding　types　to　applicative　term

rewriting　systems．　ln　’typed　systems　we　can　associate　a　type　with　every　（head一）variable．　This

implies　that　we　can　uniquely　determine　the　number　k　for　the　rewrite　rule　f　uk　vn　一一〉　r　such　that

the　type　of　the　head－variable　x　is　（an　instance　of）　the　type　of　the　term　f　uk．

　　　As　a　final　remark，　we　emphasize　that　the　basic　ideas　in　this　paper　do　not　depend　on　the

calculus　olNc．　For　example，　it　is　only　a　matter　of　diligence　to　extend　N　cA　to　a　calculus　based

on　the　calculus　L　N　c　studied　in　［12］．　Because　the　inference　rules　of　L　N　c　are　more　complex　than

those　of　oiNc，　the　former　calculus　is　complete　for　arbitrary　confluent　term　rewriting　systems

and　arbitrary　initial　goals．
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