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Abstract

　　　We　consider　an　infinite　complex　syinmetric　（not　necessa・rily　Hermitia・n）　tridiagonal　niatrix　T

whose　diagonal　element，s　diverge　t・o　Oo　ill　lllodulus　and　whos6　o丑Ldiagonal　elemellts　are　boullded．

We　regard　T　as　a　linear　operator　mapping　a　maximal　domain　in　the　Hilbert　space　e2　into

e2．　Assuming　t，he　existence　of　T－i　we　consider　the　problem　of　approximat・ing　a　given　sim－

ple　eigenvalue　A　of　T　by　an　eigenvalue　A，，　of　T．，　the　n－th　order　principal　submatrix　of　T．

Let，　x　＝　［v（i），　x（2），　．．．］T　be　an　eigenvector　corresponding　to　A．　，4yssuming　xTx　iiE　O　a，nd

f．＋ix（”＋i）／c（n）　一一〉　O　as　n　．　oo，　we　will　show　that　t，here　exists　a　sequence　｛A．｝　of　Tn　such

that　A　一　A．　＝　f．＋i．z’（”）v（”＋i）［1　＋　o（1）］／（xTx）　．　O，　where　f．＋i　represents　the　（n，　n　＋　1）　ele－

ment　of　T．　Application　to　tlle　follovsring　problems　is　include（1：（a）solveゐ（の＝Oforレ，　given

．’D“E　7E　O，　（b）　compute　the　eigenvalues　of　t，he　ACa，t・hieu　equation，　and　（c）　compute　the　eigenvalues　of

the　spheroidal　wave　equation．　Forttmat，ely，　the　existence　of　T－i　need　not，　be　verified　for　t，hese

examples　since　we　may　show　tha，t　T十　a・1　wit・h　a・　ta，ken　appropriat，ely　has　an　inverse．

；
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1 Introduction

　　　　In　this　paper　we　consider　the　eigenvalue　problem

（1）　Tx　＝＝　Ax，
where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d，f，　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f2　d2　f3

（2）　T＝1　f，　d，　’・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　’・，　’・

with

’

（3）　O〈ld．1．　oo，　and　O〈lf．1　S　a（say，　a　constant），

and　the　eigenvector

（4）　x＝　［x（i），　a：（2），　．．．］T　7Eo

is　sought　in　the　Hilbert　space　e2，　the　well－known　Hilbert　space　of　all　square－summable　complex

sequences　（written　as　a　column　vector）．　The　domain　of　T　is　defined　to　be　the　maximal　domain

（s）　D（　r）　＝　｛y＝　［y（i），　y（2），　．．1］Ti：　［diy（i），　d2y（2），　．．．］T　E　e2｝．

　　　In　our　earlier　paper　［10］，　we　studY　the　eigenvalue　problem　for　a　compact，　complex　symmetric

matrix，　especially　for　a　t，ridiagonal　mat，rix　（i．e．，　the　case　d．　．　O　and　f．　．　O　as　n　一一〉　oo，　to　use

t，he　same　notation　as　in　（2））．　The　presentt　paper　is　complementary　to　this　earlier　paper　of　ours．

Also　related　to　the　present　paper　is　［16］，　whieh　is　concerned　with　tlie　localization　of　eigenvalues

of　a　matrix　act・ing　in　the　ei　or　e．　space．

　　　Our　particular　concern　in　t，his　paper　is　the　probleni　of　a，pproximating　a　given　nonzero　sz’mple

eigenvalue　A　of　T　（see　below　for　definit，ion）　by　an　eigenvalue　A．　of　T．，　the　n－th　order　principal

submatrix　of　T（n　＝　1，　2，　．．．）．　We　vgrill　assume　the　existence　of　T－i，　namely，　that　Tu　＝　O

has　only　the　trivial　solution　u　＝　O．　The　operator　T－i　will　then　be　compact　（see　the　proof

of　Theorem　1　in　Section　2）．　The　eigenva，lue　A　of　T，　or　equivalently　A－i　of　T－i，　is　simple

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3



で

if　t・he　corresponding　eigenvector　is　unique　（up　to　t，he　scalar　multiplicat，ion，　of　course）　and　if

no　corresponding　generalized　eigenvectors　of　rank　2　exist，　namely，　if　no　vectors　y　7E　O　satisfy

（T　一　Ab2，y　＝　o．

　　　Let　x　＝　［；x（i），　x（2），　．．．］T　be　an　eigenvector　corresponding　t，o　A，　t・he　simple　eigenvalue　of　T

under　study．　Assuming　xTx　7！　O　and　f．＋iar（”＋i）／x（”）　一一÷　O　as　n　．　oo，　we　will　be　able　to　show

that　there　exists　a　sequence　｛A．｝　of　T，，　such　that　A　一　A．　＝　f．＋ix（”）x（”＋i）［1　十　o（1）］／（xTx）　．　O．

This　is　the　essential　theoretical　result　of　this　paper．　See　Theorem　1　in　Section　2．　lt　should　be

remarked　that　this　e：　pression　for　the　error　A　一　A．　is　ident・ical　ii｝　appearance　wit・h　t・he　expression

for　the　same　error　A　一一　A．　for　the　case　of　d．　一一÷　O　and　f．　一一〉　O　［10，　Theorem　1．4］．

　　　Our　study　in　t，his　paper　is　motivat・ed　aga，in　by　our　wish　to　apply　operator－theoretic　techniques

to　probleins　in　special　function　computation．　ln　fact，　we　include　in　Sect，ions　3　一　5　exa．mples

of　application　of　Theorem　1．　They　are　（a）　the　solution　of　」．（2）　＝　O　for　y，　given　a　generally

complex　z　7E　O，　where　1．（z）　denotes　the　Bessel　function　of　the　first　kind　of　order　u；　（b）　the

computation　of　the　eigenvalues　of　the　Mathieu　equation

（6） w”　十　（A　一　2q　cos　2z）w　＝＝　O，

givell　q≠0，　generally　complex；all（1（c）the　computation　of　the　eigellvalues　of　the　wave　equatioll

in　prolate　or　oblate　spheroidal　coordinates　　～

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（7）　　　｛（1一β2）u／｝’＋（λ平。2β2－kt　”z2）z・一・，

given　m（ニ＝0，1，2，．．．）and　c（a　real　nuniber）where　the　double　sign＝F　correspond，　respectively，

to　the　prolate　or　oblate　ca8e．

　　　Fortunately，　the　assllmption　of　the　existence　of　T’一1　will　not　presellt　an　adverse　effect　on　the

application　of　Theorem　1，　to　these　examples，　fbr　we　may　consider，　if　necessary，　tlle　eigenvalue

problem　fbr　T十αI　withαtaken　appropriately　so　that（T十α1）一1　may　exist．
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2　Theoretical　Analysis

　　　　Throughout　t・his　section　we　assume　as　given　the　situation　described　by　（1）　t・hrough　（5）　in

Section　1，　where　T－i　z’s　assumed　to　exist　and　A　gz：ven　and　simple．

　　　Lemma　1．　For　all　suf77eien　t！y　large　n　（for　all　n　）　no，　sa・wi，　．r（’i）　1　O．

　　　Proof　Suppose　the　contrary　and　let　x（”’）　＝　O　for　n　＝　7？，i　〈　n2　〈　…　一〉　oo．　Let・　n　denot・e

any　one　of　ni，　n2，　．．．．　Then　．z’（”＋i）　71　O，　for　otherwise　all　components　of　x　would　be　zero　due　to

the　fact　that　none　of　the　f’s　vanish，　contradicting　x　i71　O．　Substitition　of　a：（’i）　＝　O　into　Tx　＝　Ax

gives，　in　particular，

　　　　　　　　　　　　　　　　　dn＋i　fn＋2　01rx（n＋i）1　rx（n＋i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　fn＋2　dn＋2　fn＋3　11x（”＋2）1　l　x（n＋2）

（i）　1　f．＋3d．＋3’・．Ilx（”＋3）1＝Alv（”＋3）1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　・＝　’・．IL　：　J　　L　：

from　which　follows　lλ1≧1‘1，？，＋pl一げη＋pl－1！，，＋p＋11≧i（i7、＋pト2iα1，where　p　is　some　natural皿1mber

such　that　x（”＋P）　is　largest　in　n｝odulus　aniong　ar（’i＋i），　．rr（”＋2），　．．．．　By　letting　n　＝＝　ni，　n2，　．．．　in

turn　one　concludes　that　I　AI　would　have　t，o　be　greater　than　any　positive　number　since　l　dK，1　．　oo

as　k　一一一〉　oo．　This　is　absurd　since　A　is　a　fixed　eigenvalue　of　T．　一

　　　Theorem　1．　For　the　given　simple　eigenvalue　A　of　T，　where　the　existence　of　T’i　is　assumed，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

there　exists　a　sequence　｛A．｝　of　an　appropriate　eigenvalue　of　T．　such　that　A．　一一〉　A　and　for　any

SUCh　SequenCe　the　erroiゴS　given　by

（2）　A一　，＞t．＝　G’L±！ililllillEI　t2i＋itT；i）iT．（”＋i）［1＋oa）］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一　x

provided　xTx　＃　O　and　f．＋ix（’i＋i）／．i：（”）　．　O　ag　n　一〉　oo．

5



心

　　　Proof　We　factor　T　into

（3）　T：D－i（DSD十1）D－i，

where

　　　　　　　　　　　　　　　1／VZii’　Ol　fOf2　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／〉！砺　　　　　　　　　　ん　oん

（4）　D＝　　　1／〉馬　，S＝　ゐ…．・
　　　　　　　　　　　　　　　　　o　’・・］　lo　’・．’・・

　　　The　matrix　DSD　is　in　B（e2），　the　space　of　all　bounded　linear　operators　mapping　e2　into

it・self，　and　is　compactr　since　S　E　B（e2）　and　D　compact　by　［2，　p．　59］．　Hence　T’一i　exists　and

is　in　B（e2）　if　and　only　if　DSD　十Ihas　an　inverse，　which　is　true　if　and　only　if　一1　is　not　an

eigenvalue　of　the　compact　operat，or　DSD．　Hence　the　existence　of　T－i　guarantees　the　existence

of（DSD　十　b－i．　Thus

（5）　T－i＝　D（DSD十b－iD，

which　is　also　compact，　again　by　the　compactness　of　D．　Therefore　the　eigenvalue　problem　（1）　in

Section　1，　namely，　Tx　＝　Ax，　is　equivalent　to

（6）　Ax＝＝（1／A）x，　AETi．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

　　We　take　the　n－th　approximation　to　A　t，o　be

（7）　An　EE　Pn　D（PnDSDPn十D－iDPn，　n　2　no　（say），

where

（s）　p．一pg．一［i，n　g］．

　　We　will　show　that・　A．　is　a　well－defined　compact　operator　for　all　sufficiently　large　7i，．　To　see

tliis　we　note　tha＋t　for　a，ny　compact，　operat，or　K　E　B（e2）

（9）　llPnK一　Kll　一”O
by　［11，　p．　151，　Lemma　3．7］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



　　　We　also　h　ave

（10）　II（P．K一　K）＊ll　．　O，　（by　［19，　p．242］）

where　‘＊’　denotes　the　adjoint．

　　　The　‘＊’　represents，　in　the　present　sit，uation，　the　conjugate　transpose．　Hence

（11）　K＊＝（DSD）＊＝（DSD）T＝＝DSD　aiid（Pn　K）＊＝K＊Pn＝一lbS；］tD7Pn，

since　D　and　S　are　symmetric　（it　is　here　tliat　we　need　the　symmetry　of　T）．

　　　Substituting　these　into　（10），　we　find

（12）　　　　　　　　　　　　　　　　　ll」KP，、一K’1ト→0．

It　follows　from　（9），　（12）　and　t，he　fact　t・hat，　llP．　ll　＝　1（n　＝　1，2，．．．）　that

（13）　llPnKPn－Kll’0，　Or　IIPnDSDPn－DSDII’O・

　　　Since　the　existence　of　（DSD　十　b－i　has一　been　assumed，　（13）　guarantees　the　existence　of

（PnDSDP．　十　b－i，　and　hence，　of　A．，　for　all　sufficiently　large　n．

　　　Again，　by　a　similar　line　of　argument，　we　can　prove

　　　Lemma　2．

（14）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蒔A7，一ノUl→0．

　　　We　will　next　sliow　the　existence　of　T，一，　i　for　all　large　n．　To　see　this，　compute　first

（15）　PnDSDPn＋1＝　［一121LI　L11211一？］，

where　D．　denotes　the　n　×　n　principal　submatrix　of　D．　Hence，　t・he　existence　of（P．DSDP．　十D－i

is　equivalent　to　the　existence　of　T．’i　（sinc，e　D．一i　exists　for　all　n）．　Thus，　using　（15）　in　the　definition

（7）　of　A．，　we　find

　　Lemma　3．

（i6）　A．＝［　［i3i　oO］　n；｝i　no　（say）．

This　mean　s　th　at　the　eigen　val　ues　of　the　appi’oxim　ate　op　era　tor　A．　are　preeisely　the　reciprocals

of　the　n　eigenvalues　of　T．　and　zero．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
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　　　Lemma　4．　There　exists　a，　secl　uen　ce　｛1／A．｝　of　eigen　values　of　A．，　name！y，　of　T，：：一，　i，　simple

for　a，11　la，rge　n，　and　a　corresponding　sequence　｛x．｝　of　eigenvectors　such　that

（17）　An　一一＞A　and　xn　一〉　x，　where　AnXn＝（1／An）Xn・

　　　This　is　t・rue　from　t，he　known　fact，　in　［12，　pp．　272－274，　Theorem　18．1－3］．

　　　By　（16）　x．　has　the　form

（18）　x．　．．［Soln］　’‘

and　the　relation　A．x．　＝　（1／A．）x．　translates　to

（19）　　　　　　　　　　　　丁霧1」髪π＝（1／λη）髪，、，　or　Tη歯η＝・：λπ髪η．

The　argument　up　to　this　point，　thus　proves　t，he　first　half　of　Theorem　1．

　　　We　will　now　proceed　t，o　t，he　proof　of　the　last　half，　namely，　t，he　error　expression　（2）．　To　this

end　we　begin　by　decomposing　A　一　A．　int・o

（20）　・＞t一／Nn　＝（A－tLn）十（Len　”一一　An），

where　pa．　denotes　the　Generalized　Rayleigh　（［？uotient

（21）　Lt・n＝V［，1’
C　Tn　Vn／（V［，ei　Vn），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

with　v．　denoting　the　n－vector　consisting　of　t，he　first　n　component，s　of　x，　the　exact・　eigenvector

of　T　corresponding　to　t・he　eigenvalue　A　（see　（1）　in　Section　1）．　Note　that　v：v．　一一÷　xTx　7E　O　（by

assuinption），　hence　vT，　v．　7E　O　for　all　large　n．

　　We　will　show

（22）　，＞t　一一　Le．＝　f．＋i．r（”’）x（”＋i）／（v［，1’，　v．）

and

（23）　ILttn　’一’　i＞tnl　“〈一　const・lf．＋i．T（”＋i）12．

　　Using　in　（20）　these　two　relat，ions　and　the　stJated　assumption　f．＋i；r（”＋i）／；ir（”）　一〉　O，　we　would

obtain　the　error　expression　（2），　complet・ing　tlie　proof　of　Theorem　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



　　The　derivation　of　t，he　expression　（22）　for　A　一　LL．　is　straightforward．　lndeed，　the　substitution

of　the　definition　（21）　of　LL．　into　A　一一一　LLn　gives

（24）　A’　Lt・n　＝　V［，1’C　（A　ln　一　Tn）V’n　／（　V’：　Vn　）・

Expanding　Tx　＝　Ax，　or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　も

（2Jr）

Tη 0
！。＋1

ノ。＋1 ●●

@●

●●

@●

0 ●●

@●
o●

@●

V？1．

Wn

＝A

Vn

Wn

，　where

V71

Wn

＝　xo

one　finds

（26）　（Tn　一Aln）vn　＝　［O，　．．．，　O，一一　f．＋lar（”＋1）］T．

Substitution　of　this　int，o　（24）　gives　（22）．

　　　It　remains　t，o　prove　（23），　which　requires　more　steps　as　we　will　show．　First，

（27）　pa　n　一　A　n　＝　vTn（Tn　’　An　ln）“vn　／（vT，．　vn）・

For　brevity，　let

（28）　Zn　＝’　（Tn　一r　Anln）Vn・

Then　（26）　reads

（29）　ILLn　’一　An　：VZ．”Zn／（VI，1’，　Vn）　With　pt．　Zn　＝＝　O，

t，he　latter　being　true　since　T．X．　＝　A．X．　by　（19）　and　T．　is　stymmetric．

　　Let　X．　denote　t，he　subspace　of　Cn　（　＝　the　space　of　all　complex　column　vectors　of　order　n），

consist，ing　of　all　those　y　wliich　satisfy　jZT．　y　＝　O，　or

（30）　．lg”．　＝｛yE　cn：gX，y＝　o｝．

BY　（29）　Zn　E　Xn・
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蔚

　　：Lemma　5．　Tn一λ，i　ln　maps　C’i　in　to　．X：71．　and　is　non－8吻’ular　when　restrictedωXηfbi・　a，11

1arge　n．

　　The　first　half　follows　again　from　T．　fi，，．　＝　A．fi．　and　the　synimetry　of　T．．　To　verify　the　last

half，　one　observes　that　（T．　一一一　，＞t．1．）y　＝　O　wit・h　Sii；y　＝　O　（y　E　C”）　implies　y　＝　O，　due　to　the

fact　that　A．一i　is　a　simple　eigenvalue　of　A．，　or　equivalently　／X．　is　a　simple　eigenvalue　of　T．　by

Lemma　3，　and　xr7，　Se．　＝　xZx．　（by　（18））　．　xTx　7E　O　（by　assumption）．

　　We　denote　by　（T．　一　A．1．）i－k　the　ii｝verse　of　T．　一　A．1．　wit・h　its　domain　restricted　to　X’．．　We

now　return　to　（29）　and　comput，e

（31）　Ltn一，〉｛n　＝＝　vTn　zn／（vTn　vn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝vTn［（T・一λ・i．・ln）｛（Tバλ・ln）憂ン・｝】／（《v・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　z7，（T，i，　’一　Anln）i：Zn／（V［nTV7i）’

Hence

（32）IJ［in　’一一　Anl　S｛　Ilznll　II（Tn　一　Anln）Fy’i．znll／lv［．nyvnl　（by　the　Cauchy　一’一　Schwarz　inequality）

　　　　　　　　　　　≦（T・一時一1淫。Ilz・II2／vT・　v・・

　　Lemma　6・　11（Tn　一　A．1．）”ill．g．　一〈　！3　（say，　a　constanO　for　all　large　n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　　To　prove　this，　we　compute

（33）　　　（T・一λ・ln）威一一λ汀1町1（T．1一λ汀1η）鑑

　　We　know　that　A．　・一一一〉　A　and　ll　T．一’ll　＝　llA．　Il　（by　Lemma　3）　一〉　11All　（by　Lemma　2）．　Hence，　it

suflices　now　to　show　that　ll（T．：i　一　A．一iT．）一一ill．g．　is　bounded　．for　all　large　n．

　　To　show　this，　we　need　subspaces　X　and　X．　defined　by

（34）　X　　＝　｛yEe2：xTy＝O｝and

（35）　X．＝｛yEe2：xXy＝O｝＝｛［：］Ee2：uE．Sl’．，vEe2｝（by（18））

　　Using　Lemma　3，　we　find

（36）　（嬉1州（丁汀1－1調一気、］，
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　　　where　the　meaning，　and　the　argument　for　shoyNring　the　existence，　of（A．　一　A．“一一il）ll　is　similar　for

　　　（Tn　一一　Anl．）．g．　（see　the　proof　for　Lemma　5）．　It，　easily　follows　from　（36）　that

　　　（37）　ll（T，一，i－Ankiln）一’ll．g．　一〈　ll（An－A7－i’1）一’llx．

　　　But　by　［10，　Theorem　1．2］，

V　（38）　il（An　一一　A7一，’1）一illx．　’　ll（A　一一一’A一’1）一’llx　（’i’　一’　oo）

　　　　　This　completes　the　proof　of　Lemma　6．

　　　　　Lemma　7．　llz．ll　＝　lf．＋iar（”＋i）1・［1　＋　o（1）］．

　　　　　To　prove　this，　we　rewrite　z．　int，o　the　form

　　（39）　Zn　＝　　（Tn一一Anl，t）Vn（bY　defiiiit・iOn（28））＝（Tn一一AI，i．）Vn十（A－An）Vn

　　　　　　　　　　　　　＝　［0，　．．．，　O，　’fn＋ix（”＋’）］T　十（）t　一一　A　n）Vn　（by　（26）），

　　whence

　　（40）　　　　llz。ll≦！。＋11v（n＋1）＋1λ一λ，、目lxll（by（25））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ

　　（4i）　llz．ll　一一一〉　O・

　　　　　We　now　decompose　z．　further　into　the　form

　　（42）　Zn　＝　（Tn　一一　A　ln）Vn　十（，〉｛　一　LLn）Vn　十（LLn　b　An）Vn

　　We　evaluate　each　term　on　the　right　hand　side　of　（42）．　For　the　first　term

　　（43）　ll（Tn一一AIn）vn　ll　＝lfn＋ix（”’i）1　（by（26））．

　　　　For　the　second　term　we　have　from　（22）

　　（44）　’　ll（A一一’ttn）vnll＝lfn＋itl’（’｝）‘r（”＋1）l　llvnll／lvZvn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　ltz’（’i）l　ll（Tn－Aln）vnll　llvnll／lvZ，v，？．1　（by（43’））’
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　　For　the　third　term

（45）　ll（Ltn　一一　An）vn　ll　f｛　const．　Ilz．　l12　（by（32），　Lemma　6　and　the　fact　v：，　v．　．　xTx）．

　　Using（43），（44）and（45）t・geth6r　with　tlie　fact　x（P）→0，　ll　v。II→1国1，　vXv。→xTx　and

llzn　ll　．　O　in　（42）　we　obtain

（46）　　　　　　　　　Il　Zn　ll＝ll（T，、一λ】r．）Vn　ll【1十〇（1刀＝　！n＋1．T（71＋1）［1十〇（1）1．

　　This　proves　Lemma　7．

　　Using　Lemmas　6　and　7　in　（32）　we　finally　have　（23），　i．e．，

（47）　，　ILt・n・一A．l　s｛const．　lf．＋ic（”＋i）12．1

；

12



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎

3　Application　to　Jレ（z）＝O

　　　　We　consider　solvin9

（1）　　　　　　　　　　ゐ（の＝O

for〃，　where　O≠βis　given　and　generally　complex．　For　the　solution　of（1）for　3　with　a　given〃

see［10j．

　　　The　fact　that　the；x（k）＝ゐ＋k（2）are　the　minimal　solutioll　of　the　secolld　order　difference

equatlon

（2）　　　　　　　　（z／2）x（k）一（zノ十k十1）コ：，（k’＋1）十（z／2）．T（k’＋2）＝0，　ん＝・0，　1，　2，　．．．，

（see［9，　Theorem　2．3】）implies　tllatゐ（の＝Oif　and　only　if　fbr　some　nollzero　x∈ご2

（3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tx＝レx，

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－12／2　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z／2　　－2　　2／2

（4）　　　　T＝　z／2－3・・．・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　●・．　’・．

　　　In　fact，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～

（5）　　　x＝［x（1），．T（2），＿】T＝［」レ＋1（β），」レ＋2（の，．．．】T≠0．

The　matrix　T　in（4）satis丘es　the　condition　ill　Theorem　l　in　Sectio112，　except　possibly　that　Tl

may　not　always　exist　depending　on　t，he　value　of　z．　In　fact，　T－1　exists　if　and　ollly　if　Jb（の≠0．

　　However，　T十αI　withα＝一同has　an　inverse，　since　llone　of　the　Gerschgorin　disks　fbr

T十α1　contains　zero．　By　applying　Tlleorem　l　to　T十α1，　we　see　immediately　that　for　any

simple　eigellvalueレ・f　T，　t，here’　exist，s　a　sequel・ce｛un｝・f　an　appr・1）riate．eigenvalue・f　T・such

t，　h　at　Yn→〃a1ユd

（6）　　　　　　　　　　　　zノーz／n　　＝　　fn＋lx（n）．T（71＋1）【1十〇（1）］／xTxラ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（β／2）」。＋。（のみ＋n＋1（z）［1＋・（1）1／Σ」3＋k（の．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝：1
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Hence

（7） （ZノーYn十1）／（μ一μ。）＝ゐ＋。＋2（の［1＋・（1）｝／ゐ＋。（の＝22［1＋・（1刀／4（〃＋7の2，

which　shows　that　the　relative　error　is　diminished　approximately　by　the　fact，or　of　：・　2／｛4（u　十　n）2｝

with　the　unit　increase　of　the　value　of　n．

　　　Dougall　［6］　appea，rs　t・o　be　among　the　firsts　to　be　concerned　wit，h　the　localization　of　t，he　zeros

y　in　the　cage　z　is　given　and　pure　imaginary．　Coulomb　［5］　gives　a　more　systematic　study　on　t，he

zeros　y　apparent・ly　wit，hout，　the　knowledge　of　Dougall’s　work　More　recently，　Flajolet，　and　Schott

［8］　encounter　the　need　of　solving　」．（2）　＝　O　in　studying　a　class　of　combinat，oria，1　problems　called

non－overlapping　partitz’ons．　They　numerically　compute　t・he　zeros　of　t，he　Lominel　polynomial

R．，　．（2）　（n　＝＝　1，　2，　．．．）　［20，　p．294］　as　an　approximation　to　the　zeros　of　・J．（2）．　lt　tJurns　out，　this

is　precisely　equivalellt　to　solvillg　the　eige11、・alue　problem　for　Tn，　tlleη×7り）rillcipal　subma，trix

of　T・Feinsilver　and　Schott【7】give　all　estimate　for　a　quantityレールnl，（〃，　L1n　ill　our　llotatioll），

which　appears　weaker　than　our　estimate　（6）．

　　　For　an　important　special　case　where　z　is　real　and　nonzero，　every　eigenvalue　of　T　may　be

shown　to　be　real　and　simple．　Figure　1　gives　t，he　complete　family　of　curves　represent・ing　the　tt　一一一一　y

relation　satisfying　」．（z）　＝　O　with　．t　restricted　to　reals　（in　［20，　p．510，　Figure　33］　a　similar　and　less

complete　plot　is　given）．　The　approximate　values　of　u　corresponding　to　a　given　．ny．・　a，re　computed

as　the　eigenvalues　of　T．　for　a　sufficiently　large　n　through　the　use　of　tshe　standard　subroutines

such　as　those　in　the　EISPACK　package［171　or　in　the　LAPACK　package［3］．

レ10

一

＼ ／
Figure　1．　The　rcal　z　一　real　v　reh，　tion
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　　　We　consider　t，he　cage　where　．’“：　is　pure　imaginary．　Dougall　［6］　proves　no　zeros　y　exists　for

which　Re（y）　2　O．　ln　Figure　2　a　plot　of　zeros　of　」．（i6）　are　given，　where　u（k）　denotes　t，he　zero　of

・J．（i6）　whose　real　part，　is　K”一th　largest．　The　first　8　zeros　are　complex　（i．e．，　non－rea，1）　and　t，he　rest，

are　negative　reals　close　to　negat・ive　int・egers．

Im（レ
×レ（1）

4
×レ（3）

×ソ（5） 2

レ（13）

レ（11）り（10）ソ（9）×レ（7）

ソ（14） レ（12）一10
×レ（8）

一5 0 Re（り

×レ（6）

一2

×レ（4）

×レ（2） 一4

り）

Figure　2．　．4SL　plot　of　the　first　14　zeros　of　J．（i6）

　　　Their　values　c，orrect’to　20　decimals　are　given　in　Table　1　computed　through　the　procedure

indicated　in　Theorem　1　vsrhere　the　valueg．　of　n　large　enough　t，o　give　the　preseribed　atccuracy　are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

numerically　found．

i
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Table　1．　The　first，　14　zeros　of　」．（i，6）　correct　to　20　decimals

k
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

　一2．86497　19531　79587　81162

　－2．86497　19531　790r87　81162

　－4．93981　14391　13353　78403

　－4．93981　14391　13353　78403

　－6．59799　73051　78632　80040

　－6．59799　73051　78632　80040

　－8．03737　27373　31138　76955

　－8．03737　27373　31138　76955

　－9．13439　42110　61678　85098

　一一9．98430　00231　78234　52853

－11．00105　96223　84819　62060

一一一 P1．99993　61086　80997　29165

－13．00000　33084　24652　83023

一一一 P3．99999　98509　76760　64235

一一一　十

一　　一　　一　一一一

一一一　1十

一　　一　　一　一一一

一“一　十

一一一　十

一　　一　　一　一

一　　一　　一

一　　一　　b

一　　一　　一

“　　一　　一

一　　一　　一

一　　一　　一

i　4．28177　75584　62667　05260

i　4．28177　75584　62667　05260

i　2．94065　36043　64872　32355

i　2．94065　36043　64872　32355

i，　1．80238　99225　15421　84748

i，　1．80238　99225　15421　84748

i　O．76530　46391　84327　65676

z’　O．76530　46391　84327　65676

一　　一　　一

一　　t　　一

一　　一　　一

一　　一　　一

一　　一　　一

一　　一　　一

一　　一　　一

一　　一　　一

　　　In　Table　2　the　actual　relative　errors（レー1／n）／〃are　checked　agaillst　the　theoretical　estimates

（see（6））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（8）　　　E。（レ）≡（z／2）」。＋。（・）」。＋。＋1（の／（〃Σ」3＋た（β））（z＝i6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝1

for　a　selected　set　of　values　of　n．　III　the　tal）le，　z！£k）dellotes　the　apProxilnatioll　to〃（た）colnputed

from　the　n×ηmatrix　Tη．　The　corresponding　values，　namely，（〃（k）一〃h（k））／〃（た）and　En（〃（た）），

may　be　seen　to　be　ill　agreement，　approximateiy　l　digit　except　for　a　few　low　va，lues　of　n．

Table　2． Actual　relative　errors alld　theoretical　esti111ates

η
（y（1）一 レ，、）／レ（1） E。（u（1）） （レ（3L 〃η））／レ（3） E。（レ（3））

rea1 ■　　　　　　　　　　　　　0

Pmagma「y real ■　　　　　　　　　　　　　■

Pmagllla「y real ●　　　　　　　　　　　　　●

Pmagllla「y real O　　　　　　　　　　　　　o

撃撃撃撃≠№P11a「y

4 4．25e－01 一1．99e－01 一9．83e－02 1．32e－01 7．95e－01 一5．05e－01 6．06e－01 一2．31e－00

6 1．52e－02 一9．21e－03 1．27e。02 一7．29e－03 3．53e－01 一1．03e－01 。1．28e－00 6．02e－01

8 一4．75e。04 一1．40e－04 一4．14e－04 一1．82e－04 5．50e－02 5．72e－02 1．29e－01 1．31e－01

10 一5．40e－07 6．33e－06 一9．31e－07 5．86e－06 6．63e－03 一5．78e－03 5．49e－03 一5．26e－03

12 3．93e－08 5．31e－09 3．70e－08 6．75e－09 一7．01e－05 一1．16e－04 一5．75e－05 一1．10e－04

14 4．97e－11 一1．23e－10 5．12e－11 一1．16e－10 一9．89e－07 3．73e－08 一9．26e－07 ・1．55e－09

16 一1．79e－13 一1．82e－13 一1．69e－13 一1』．79e－13 一2．15e－09 3．07e－09 一2．11e－09 2．87e－09

18 一2．91e－16 7．11e－17 一2．84e－16 6．48e－17 1．59e。12 7．81e－12 1．41e－12 7．54e－12

20 一8．85e－20 2．08e－19 一8．88e－20 2．03e－19 8．11e－15 6．17e。15 7．80e。15 6．07e－15

22 4．89e－23 1．03e－22 4．71e－23 1．02e－22 8．26e－18 3．74e－20 8．05e－18 1．02e－19

24 3．70e－21 一2．43e－21 3．64e－21 一2．36e－21

26 7．17e－25 。1．47e－24 7．12e－25 。1．44e－24

If　z　is　not　real　T　may　have　mult，iple　eigenvalues，　In　fact，，　eonsider　in　part・icular　tthe　case
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A

where　z　is　pure　ima，gilla，ry．、4　theo7’em　oゾ」研‘γ漉舵asserts　tlla，t　if〃〉一1　the　zerosβof　Jレ（の

are　a11　real　and　if　v　E　（一一一p　一一　1，　一p）　for　a　natural　number　p，　」．（’z）　hag　exactly　2p　complex　zeros

x，　of　which　t，wo　are　pure　imaginary　if　p　is一　odd，　and　the　rest　real［20，　p．483］．　Hence，　for　y　E

（一2，　一一1）　U　（一4，　一一3）　U　（一6，　一一5）　U　…　　there　exists　exact・ly　a　pair　of　pure　imaginary　zeros　：・　of

Jレ（の・In　Figure　3　sucll；一〃relatioll　is　1）lotte（1．　To　obtaill　tllis　relatioll　we　compute　the　real

values　of　y　for　a　given　set，　of　pure　imaginary　．”　instead　of　solving　，J．（2・r）　＝　O　for　z　for　a　given　set

of　values　of　y．　The　reagon　is　that・　the　forn｝er　is　a　well－con（litione（1　problem　while　the　latter　is

ill－conditioned，　as　can　be　seen　from　Figure　3．

レ

一10●z
P1 C1

1α Z

P2 ρ2

P3 C3「

P4 C4

P5 95
一

1）6 96

P7 τ 97

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　3．　Thc　purc　imaginary　z　一　rcal　v　rclation

　　　Figure　3　also　indicates　the　presence　of　double　eigbnvalues　of　T，　which　are　represented　by　the

leftmost　and　rightmost，　extreme　points　（such　as　Pi，　qi，　P2，　q2，　．．．）　of　each　closed　curve．　The

first　several　double　eigenvalues　correct　to　10　decimals　are　given　in　Table　3．

17



Table　3．　Examples　of　pure　imaginary　tt　giving　double　eigenvalues　y

β　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

91，君 士乞1．2678689031　。・・　　　一1．6975236772　。・・

92，・ら 士ゼ2．5894793891　・。・　　　一3．7024524295　…

93，」ら 土盛3．9135750289　…　　　　　一5．7041630259　…

94，la ±ゼ5．2383503301　…　　　　　一7．7050250615　・・。

95，・ら ：」＝26．5634057743　…　　　　　一9．7055433265　…

96，Pb 士27．8886033324　…　　　　一11．7058889803　…

97，丹 ±29．2138827795　…　　　　一13．7061358495　…

98，1も 土¢10．53921　36827　…　　　　一15．7063209487　…

99，・偽 土211．8645790177　…　　　　一17．7064648665　…

　　Remark．　From　the　numerical　evidence　（see　Figure　2　and　Table　1，　for　example），　one　might，

conjecture　that　if　z　js　pure　imaginary　t，he　zeros　y　consist　of　a　finite　number　of　non－reals　and　an

infinity　of　reals，　a　sit，uation　somewhat　similar　t，o　the　theorem　of　Hurwitz　st・atied　above．

f
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1

4　Application　to　the　Mathieu　equation

　　　　NVe　consider　tilie　eigenvalue　prol）leni　of　the　A，lat，hieu　equation

（1）　iv”　十（A－2q　cos　2：）zv　＝O

where　the　pa7’a77｝c　te7’　q　is一　given，　coinplex　and　nonzero．　XNre　“’ill　con（・ern　ourselves　wit，h　t，he

problein　of　finding　the　et；gen・t，a，lttLes　A　so　that・　（1）　adinit，s　eigenfttnctt；ons　that　are　7r一　or　27r一　periodic

and　even　or　odd．　Thus　“rrit，ten　in　Fourier　series，　t・1｝ey　ina．x；　1）e　represented　by　an　ex’en－cosine，　or

odd－cosine，　or　odd一一sine，　or　even－sine　Fourier　series．　They　are　commonly　referred　t・o　simply　as

Mathieu　functz’ons．　For　the　stdanda，rd　reference　on　the　NIathieu　equation　see，　for　example，　［141

0r　［15］．

　　　The　1nethod　of　t・his．　paper　is．　1）est　illus．　trated　by　an　exainple．　Thus　Nve　consider　con｝put・iiig

the　eigenvalues　eorresponding　t，o　t，he　！，；N／lathieu　funct，ions　that　are　reprc）sented　bsr　an　even－sine

series，　namely，　se2k．（：，（1），ん＝1，2，3，．．．，

（2）　se・．）．k・（：，　q）＝　B2　sin　2：十B4　sin　4．”’　十B6　sin　6．’．”　十…　　，

　　　The　following　fact，　is　well一一known：　the　，r（k）　＝＝　B2k　represent，　tthe　ininin｝al　solut，ion　of　t，he　linear

second　order　difference　equation

（3）　（4　一一　A）．i：〈i）十tl‘r（2）　＝　　O

（4）　qa：（k－i）十（4k2一一一　iN）ar（k）十qar（k＋i）　＝　O，　k＝2，　3，　4，　．．．，

g．o　t，hat

（5）　x（le）／x（k一’）＝B‘2k一／BL）k．一2＝q［1＋o（1）］／（A－4k，2）　（by［9，Theorem　2．31）．

It，　follows　that　A　is　an　eigenNralue　of　the　indicatted　type　if　and　only　if　for　sonie　nonzero　x　E　e2

（6）　Tx　一”一　Ax，
where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22　q　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　42　q

P”　q62　’・．1’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　’・．　’・．
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Indeed，

（8） x　＝＝　［x（1），　．x（2），　．．．］T　＝　［B2，　B4，　．．」7’　7E　O．

Theorem　1　again　applies　（we　may　consider　T十　21ql　1，　if　necessary，　whose　inverse　exist，s　for　any

q）．　Hence，　for　a，ny　simple　eigenvalue　A，　t，here　is　a　sequence　｛A．｝　of　appropriat＋e　eigenvalues　of

Tn　such　t・hat　A．　一一÷　A　and

（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

λ一λ。＝αβ2。β2。＋2［1＋・（1）】／Σβ婁た．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝1

Again，

（10） （A　”’一　An）／（A　一一　An－1）　＝　B2，i＋’2［1　十　o（1）1／B2．一2　一一一一　q2［1　十　o（1）］／（A　一一　4n2）2．

　　　As　an　example　we　take　the　case　q　＝　i50．　The　first，　12　eigenvalues　（’orrect・　to　20　（lecima，ls　are

tabulated　in　Table　1　where　A（k）　denot，es　t，he　eigenvalue　vvrhose　real　part　is　Kr－th　smallest．　A　plot

of　these　eigenvalues　is　given　in　Figure　1．

　　　　　　　　　　　T．一a．b…g－e”．　1・　The　firsti　12　eigenvalues　correct　to　20　decimals　for　the　case　q　＝　lo”O

k

　1

　2

　3

　4

　Jr

　6

　7

　8

　9

10

11

12

A

　28，72229　11370　32355　49601　…　　十

　28．72229　11370　32355　49601　…　　一

　63．39929　14509　62812　29031　…　　十

　63，39929145096281229031i…　　一
　92．06491　93049　30234　38145　…

135．51494　61243　03635　01229　…

189．71757　07735　82690　73268　…

251．15610　66985　33519　76394　…

320．1588567485　25160　00697　…

396．88252　79468　21650　31833　…

481．42068　67817　00903　23046　…

573．83123　64944　14797　70809　…

i　69．96801　99265　72528　65758

i　69．96801　99265　72528　65758

i　29．60852　31269　66005　20473

i，　29．60852　31269　66005　20473

一　　一　　一

一　　一　　一

i　　一　　一
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Im（　．A（λ10

×λ（1）

×λ（3）

λ（5）λ（6）λ（7） λ（8） λ（9） λ（10） λ（11） λ（12）

0 　　　　　2×λ（4）

0 Re（λ

100 ×λ（2）

）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　1．　A　plot　of　tlle　fi　rst　12　cigcnvalues　fbr　the　casc　g＝歪50

　　　111Table　2　the　actual　relative　errors　are　compared　with　the　correspo11（1illg　theoretical　esti．

maltes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（11）　　　　　E。（λ）≡qB2。B2。＋2／（λΣ砥）（q＝乞50）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く

for　a　selected　set　of　values　ofπ．111　this　table，λSk）denotes　the　aPproxi111atioll　toλ（た）colllputed

froln　theη×7？，　matrix　Tη，　They　nlatch　up　af　least　to　a　few　digits　except　for　low　values　ofη．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Table　2．　Actual　relative　errors　alld　theoretical　esti111ates

η，
（λ（1）一 λη）／λ（1》 E。（λ（1）） （λ（3L λ。）／λ（3） E。（λ〔3））

rea1 ●　　　　　　　　　　　　　　■

Pmagllla「y real ●　　　　　　　　　　　　●

Pmagllla1．y real ●　　　　　　　　　　　　●

P111ag111a1’y reaI ・　　　　　　　　　　　　　　●

Pnlagllla’「y

4 一4，19e－02 。4．10e－02 一6．53e－02 一1．94e－02 3．82e－01 一2．10e－01 1．51e十〇〇 一5．64e－01

6 6．99e－04 一8．32e－04 6．18e－04 一8．19e－04 8．75e－02 2．47e－02 7．75e－02 6．89e－02

8 1．82e－06 4．48e－07 1．78e－06 4．09e－07 1．04e－04 3．97e－04 1．03e－04 3．79e－04

10 3．11e。10 4．51e－10 3．09e－10 4．44e－10 一1．57e－08 1．83e－07 一1．49e－08 1．80e－07

12 3．56e。15 3．61e－14 3．59e。15 3．58e－14 一5．00e－12 1．54e－11 一4．94e－12 1．53e－11

14 一1．82e－19 6．55e－19 一1．81e－19 6．53e－19 一1．71e－16 3．29e－16 一1．70e－16 3．28e－16

16 一2．24e・24 3．64e－24 一2．24e。24 3．64e－24 一1．53e－21 2．24e。21 一1．53e－21 2．23e－21

　　　In　Figure　2　is　shown　tihe　pure　imaginary　q　一　real　A　rela，t・ion，　where　the　presence　of　double

eigenvalues　such　as　Pi，　q　i，　P2，　92，　．．．　are　evident・　whose　values　correct・　to　10　decima，ls　a，re

tabulated　in　Table　3　together　with　t・he　corresponding　values　of　q．　The　reader　might　recall　a

similar　situation　in　Figure　3　in　Section　3．
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1e 3・Exalllples　of　Pllre　i111agillary（1　givillg（louble　eigellvah

9　　　　　　　　　　　λ
91，・P1 ±ぽ6．9289547587　…　　　　　11．1904735991　…

92，・ら 土230．0967728375　…　　　　　50．4750161557　…

93，1為 士ぎ69．5987932768　…　　　　117．8689241608　…

94，恥 ±2125．43541　13143　…　　　　213．3725686374　…

95，瑠 土¢197．6066786924　…　　　　336．9860439502　…

96，・島 士ゴ286．1126087616　・。・　　488．7093844758　…

97，P1 ±乞390．9532062955　…　　　　668．5426056541　…

100

P7

P6

Ps

P4

P3

P2

e一一T00i
　

0

A
”NmN一黶D

C7

es

26

e2
23

C4

1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，oi　500i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　2．　Thc　purc　imaginary　q　一　real　A　relation

　　Remark．　One　suspec．ts　that，　if　q　is　pure　imaginary，　only　a　finite　number　of　eigenvalues　are

non｝real　a皿d　the　rest　real，　a　similar　situatioll　noted　iIl　the　Remark　ill　Section　3．
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5　Application　to　the　spheroidal　wave　equation

　　　We　will　be　brief　in　this　section．　For　the　general　background　of　the　spheroidal　wave　equation，

see，　fbr　exalllple，【1司or［18】．　For　defillitelless　we　collsider　filldillg　tlle　eigellvaluesλcorrespond－

ing　to　the　prolate　ang’ttlar　sphero・idal　f’unctions　u7（．N．）」　namely，　those　values　of　A　for　which　t，he

differential　equation

（1）　｛（1一　：・　2）zv’｝’＋｛A－c2：2　一一　m2／（1一．’．”2）｝w＝　O，

where　m　＝　O，　1，　2，　．．．　and　c　is　a　given　nonzero　real　number，　admits　solut，ions　zv（．”．・）　which　are

allalytic　on（一1，1）and　fillite　at　z＝士1．　It　is　well－known　thatλis　sllch　an　eigellvalue　if　and

only　if　for　some　nonzero　x　or　y　E　C2

（2）　Tx＝Ax　or　Uy＝Ay，
where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　／30　a・o　O　l　r6i　ai　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ty2　52　a2　1　I　ty3　／33　a3

（3）　T＝1　ty，　／3，　・・．1，　U＝：1　ty，　6，　…1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　X．’・．1　IO　’・・’・・

（4）αle一
w毎21～鮮2二二爵一二［1＋・（1）】≠・，

（5）βた一（m＋k）（m＋k＋1）＋2（ 甯y織去1峯2篇1c2一ん2【1＋・（1）1≠・，

（6）　tyle　＝　ir｛t2iii　Fii73｛1￥liilSlilF2」T：一irsm＋2k，k！k3ii（2ii2＋2k，一mi）＝Ei2L［i＋o（i）］7Eo，　（see［i，Formuia2i，7．3］）．

　　The　matriees　T　and　U　are　real　and　may　be　symnietrized　wit・h　a　diagonal　similarit・y　t，rans－

formation．　lndeed，　T　and　U　are，　respectively，　similar　to　T　and　U　defined　by

　　　　　　　　βo　　　　～／～董す〉”汚　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　β1　　　　V磧丁〉儒　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞可〉需　　β3　＞煽〉’菊　　　　　　価伍　　β2　＞砺〉！π
（e＝ @　〉屑孤β4・・．，u＝　　両而β5・・．・
　　　　　　　　O　’t　’・．1　l　O　’・・　’・・
　　Lett，ing

（8）　x＝［x（1），　x（2），　．．．］T　and　y＝［y（1），　y（2），　．．．］T，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　23



we　may　show　that

（g）　’
@i1’

奄撃撃№奄kL（．（；，）’）＝：x－2．iZh；2’｝，．［i＋o（i）］：EiitlSlie2［i＋o（i）］’O

（io）　gtl（iidii：1．“．i）　＝：　x：．2iiXli；2’｝gi，P＋o（i）］＝Eii6S／11，2P＋o（i）］一一＞o

Theorem　1　once　again　applies　to　t・he　eigenvalue　problems　（2）　after　symmetrizing　them．　The

eigenvalues　of　T　are　usually　denoted　by　”

（11）　A＝Am，，n〈Am，m＋2〈Am，m＋4〈’”，

and　those　of　U　are　by

（12）　A　　：Arn，rn＋1〈Arn，m＋3〈Am，m＋s〈’’

　　　The　eigenvalue　problem　for　the　oblate　case　may　be　studied　exactly　in　parallel　with　t，he

prOlate　case　except　t・hat　c2　in　the　prolate　case　is　to　be　replaced　by　一一。2　（i．e．，　c2　．　一。2　in　（1），

（4），　（5），　（6））．

　　　We　niay　prove　after　some　coniputation　that

（i3）　4S’iS（il」1－k．　LAkll）i）＝：llii12．n’i2ti：iil；2＃l12［i＋o（i）］＝2／〈1！一il　lS”tiii2，”．’）22［i＋o（i）］＝＝（zii，i，）4［i＋o（i）］・

where　A（”）　denotes　an　appropriate　eigenvalue？盾?@T．　or　U．，　an　n　×　n　principal　submatrix　of　T

or　U（of　course，　A　means　one　of　Am，m，　Am，rn＋i，　…　　）・

　　　In　Figure　1，　we　give　a　plot　of　A，．，．　as　a　function　of　e2　（the　prolate　case）　or　一一。2　（the　oblate

case）　where　m　＝Q　and　n　＝　O，　1，　2，　．．．，　7．
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　　　　　　　　　　　Figure　1．　A　plot・　of　A．，．　as　a　function　of　c2　（tl｝e　prolat．e　case）　or　一一。2　（the　oblate　case）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　svhere　m　＝　O　and　n　＝　O，　1，　2，　．．．，7

　　　We　might　add　that　the　act・ual　relative　errors　（A　一　iN．）／A　and　their　theoret・ical　estimates　given

in　Theorem　1　are　in　good　agreement，　mainly　because　T　and　U　are　real　and　similar　to　a　real

symmetric　matrix．　We　omit　t，he　dettails．
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