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ABSTRACT
Level－confluence　is　an　important　property　of　conditional　term　rewriting　systems　that　allow

extra　variables　in　the　rewrite　rule　because　it　guarantees　the　completeness　of　narrowing　for

such　systems．　ln　this　paper　we　present　a　syntactic　condition　ensuring　level－confluence　for

orthogonal，　not　necessarily　terminating，　conditional　term　rewriting　systems　that　have　extra

variables　in　the　right－hand　sides　of　the　rewrite　rules．　To　this　end　we　generalize　the　parallel

moves　lemma．　Our　result　bears　practical　significance　since　the　class　of　systems　that　fall

within　its　scope　can　be　viewed　as　a　computational　model　for　functional　logic　programming

languages　with　local　definitions，　such　as　let－expressions　and　where－constructs．

1． Introduction

　　There　is　a　growing　interest　in　combining　the　functional　and　logic　programming　paradigms　in　a

　　single　language，　see　Hanus　［13］　for　a　recent　overview　of　the　field．．The　underlying　computational

　　mechanism　of　most　of　these　integrated　languages　is　（conditional）　narrowing．　Examples　of　such

　　languages　include　BAB肌［19］and　K－LEAF［9】．　In　order　to　ensure　the　desirable　completeness　of

．　narrowing　strategies，　restrictions　have　to　be　imposed　on　the　programs，　which　for　the　purpose

　　of　this　paper　are　viewed　as　conditional　term　rewriting　systems，　written　in　these　languages．　ln

　　this　paper　we　are　concerned　with　the　level－confluence　restriction，　a　key　property　（Giovannetti

　　and　Moiso　［10］，　Middeldorp　and　Hamoen　［18］）．for　ensuring　the　completeness　of　narrowing　in

　　the　presence　of　so－called　extra　variables．　Very　few　techniques　are　available　for　establishing

　　leve1－con舳ence　of　conditional　systems，　this　in　contrast　to　the　confluence　property　fbr　which

　　several　suMcient　criteria　are　known，　e．g．　［2，　3，　7，　8，　12，　17，　20，　21，　23］．　We　only　know　of　dn

　　early　paper　by　Bergstra　and　Klop．　ln　［3］　they　show　that　orthogonal　normal　conditional　systems

　　are　level－confiuent．　（Actually　they　show　confiuence－Giovannetti　and　Moiso　［10］　remark　that

　　the　proof　yields　level－confluence．）　Bergstra　and　Klop　restrict　the　use　of　extra　variables　to　the

　　conditional　part　of　the　rewrite　rules．　Several　authors　remarked　that　it　makes　good　sense　to

　　lift　this　restriction，　since　it　enables　a　more　natural　and　efficient　way　of　writing　programs　in　a

　　functional　logic　language．　For　example，　the　Haskell　program
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divide　Zero
divide　（S　x）

where　（9，

（S　y）　＝　（Zero，　Zero）
（Sy）　l　x　〈　y　　＝　（Zeroi　S　x）

　　　　　　l　x　〉＝　y＝　（S　q，　r）

r）　＝　divide　（x　一　y）　（S　y）

corresponds　to　the　conditional　term　rewriting　system

　　　div（O，S（x））　一一〉　（O，　O）

div（S（x），S（y））　一一〉　（O，S（x））　〈＝　x〈y＝true

div（S（x），S（y））　一　（S（q），r）　e　x＞．　y＝true，　div（x－y，　S（y））＝（q，　r）

which　has　extra　variables　g　and　T　in　the　right－hand　side　of　the　last　rewrite　rule．

　　　The　criterion一一〇rthogonality　together　with　normality一一〇f　Bergstra　and　Klop　［3］　is　no　longer

sufficient　when　extra　variables　are　permitted　in　right－hand　sides．　For　instance，　the　orthogonal

normal　system

　　α→∫（x）　e　g（x）＝true

g（b）　．　true

9（c）→伽e

from　［15］　is　not　confluent，　let　alone　level－confluent，　since　the　term　a　can　be　rewritten　to　the

different　normal　forms　f（b）　and　f（c）．　ln　this　paper　we　present　a　useful　syntactic　condition　for

level－confluence　in　the　presence　of　extra　variables　in　right－hand　sides　of　rewrite　rules．

　　　The　remainder　of　the　paper　is　organized　as　follows．　ln　the　next　section　we　recapitulate

the　basics　of　conditional　term　rewriting．　ln　Section　3　we　introduce　and　motivate　our　syntactic

criterion．　ln　Section　4　we　prove　that　our　criterion　indeed　implies　level－confiuence．　ln　the　next

section　we　extend　our　result　to　the　larger　class　of　join　conditional　systems．　in　Section　6　we

relate　our　result　to　the　recent　work　of　Avenhaus　and　Loria－S6enz　［2］　and　Hanus　［14］．　in　the　final

section　we　discuss　further　extensions　of　our　result．

2． Preliminaries
．

We　assume　the　reader　is　familiar　with　term　rewriting．　（See　［6］　and　［16］　for　extensive　surveys．）

In　this　preliminary　section　we　recall　only　some　less　common　definitions　and　introduce　the　basic

facts　concerning　conditional　term　rewriting．

　　　The　set　of　function　symbols　．1’　of　a　term　rewriting　system　（TRS　for　short）　（．Ji’，　7Z）　is　parti－

tioned　into　disjoint　sets　．77p　and　．Jr7c　as　follows：　a　function　symbol　f　belongs　to　．7　D　if　there　is　a

rewrite　rule　1　．　r　in　7？1　such　that　1　＝　f（ti，．．．，t．）　for　some　terms　ti，．．．，t．，　otherwise　f　E　Jrlc．

Function　symbols　inんare　called　constructors，　those　inフうd〔3fined　symbols．　A　term　built　f士om

constructors　and　variables　is　called　a　data　term．

　　　The　rules　of　a　conditional　TRS　（CTRS　for　short）　have　the　form　1　．　T　e　c．　Here　the

conditional　part　c　is　a　（possibly　empty）　sequence　si　＝　ti，．．．，sn　＝　tn　of　equations．　At　present

we　only　require　that　1　is　not　a　variable．　A　rewrite　rule　without　conditions　will　be　written　as
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1　一　T．　Depending　on　the　interpretation　of　the　equality　sign　in　the　conditions　of　the　rewrite

rules，　different　rewrite　relations　can　be　associat’ed　with　a　given　CTRS．　ln　this　paper　we　are

mainly　concerned　with　what　we　will　call　oriented　CTRSs．　The　rewrite　relation　．R　associated

with　an　oriented　CTRS　7Z　is　obtained　by　interpreting　the　equality　signs　in　the　conditional　part

of　a　rewrite　rule　as　reachability（→＊）．　Formaユ1y，→πis　the　smaユ1est（w．r．t．　inclusion）rewrite

relation　．　with　the　property　that　lu　．　ra　whenever　there　exist　a　rewrite　rule　1　一〉　T　〈＝　c　in　R

and　a　substitution　a　such　that　sa　．＊　ta　for　every　equation　s　＝　t　in　c．　The　existence　of　一＞R　is

easily　proved．：For　every　oriented　CTRSπwe　inductively　define　TRSs1フZn（n；≧0）as　fbllows：

Ro　＝　／’

フZn＋1　＝　　｛1σ→rσ11→rぐ＝c∈フこand　sσ→灸n　tσfbr　every　8＝・tin　c｝．

In　the　sequel　we　write　IR．　F　ca　instead　of　sa　．h．　ta　for　every　s　＝　t　in　c．　Observe　that

7e．　S　7？t．＋i　for　all　n　〉．　O．　We　have　s．R　t　if　and　only　if　s．n．　t　for　some　n　〉．　O．　The　minimum

such　n　is　called　the　depth　of　s　．　t．　The　depth　of　a　reduction　s　一一＞X　t　is　the　minimum　n　such

that　s　一一一＞h．　t．　The　depth　of　a　‘valley’　s　i2　t　is　similarly　defined．　We　abbreviate　一＞R．　to　．．．

The　same　applies　to　the　derived　relations　of　一＞R．．

　　　The　TRS　obtained　from　a　CTRS　R　by　dropping　the　conditions　in　rewrite　rules　is　called

the　underlying　TRS　of　7？t　and　denoted　by　R．．　Concepts　like　orthogonality　and　data　term　are

defined　for　CTRSs　via　the　underlying　TRS．　Following　［18］，　we　classify　rewrite　rules　1　．　r　〈＝　c

of　CTRSs　according　to　the　distribution　of　variables　among　1，　r，　and　c，　as　follows：

type

1

2

3

4

requirement

VαT（T）uソar（c）⊆ソαr（1）

ソαr（r）⊆Yαr（1）

Vαr（r）⊆ソar（t）uYar（c）

　　　　　　　　　　　　　　　　

ηO　re5triCtion8

An　n－CTRS　contains　only　rules　of　type　n．　An　extra　variable　x　in　a　rewrite　rule　1　．　T　〈＝　c

satisfies　x∈（ソαr（T）UVαr（c））一Vαr（1）．　So　a　1。CTRS　contains　no　extra　variables，　a　2－CTRS

may　only　contain　extra　variables　in　the　conditions，　and　a　3－CTRS　may　also　have　extra　variables

in　the　right－hand　sides　provided　these　occur　in　the　corresponding　conditional　part．　Most　of　the

literature　on　conditional　term　rewriting　is　concerned　with　1　and　2－CTRSs．　We　are　concerned

with　level－confluence　of　3－CTRSs　in　this　paper．　An　（oriented）　CTRS　7？t　is　called　level－confluent

if　every　TRS　7？t．　（n　〉．　O）　is　confluent．

　　　A　normal　CTRS　7e　is　an　oriented　CTRS　satisfying　the　additional　restriction　that　every

right－hand　side　of　an　equation　in　the　conditions　of　the　rewrite　rules　is　a　ground　7Z．一normal

form．

iIf　ll　con“ains　rewrite　rules　that　have　extra　variables　in　their　right－hand　sides，　the　TRSs　71n　may　violate

the　usual　restriction　Var（r）⊆ソar（りimposed　on（unconditiona1）rewrite　rules．　This　doesn’t　cause　us　any

　concern．
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3． Syntactic　Restrictions

In　the　introduction　we　saw　that　3－CTRSs　are　not　confluent　in　general，　even　if　they　are　orthogonal

and　normal．　ln　this　section　we　present　syntactic　conditions　that　ensure　（level一）confluence．　The

first　consideration　is　that　we　have　to　severely　restrict　the　many　possible　terms　substituted　for

extra　variables　in　right－hand　sides　of　the　rules．

DEFiNITioN　3．1．　An　oriented　CTRS　7Z　is　called　properly　oriented　if　every　rewrite　rule　1　一一〉　r　〈＝

si　＝　ti，…　，sn　＝　tn　with　Var（r）　Z　Yar（1）　in　R　satisfies　the　following　property：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i－1

　　　　ソar（5の⊆ソαr（1）uuソαr（sゴ・＝ち）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

for　all　i　E　｛1，．．．，n｝．

　　　A　properly　oriented　oriented　CTRS　is　simply　called　a　properly　oriented　CTRS．　Clearly　every

2－CTRS　is　properly　oriented．　Proper　orientedness　guarantees　that　the　value　of　extra　variables　in

the　right－hand　side　is　completely　determined　by　the　values　of　the　variables　in　the　left－hand　side．

So　extra　variables　in　a　properly　oriented　CTRS　are　not　rea皿y‘extra，．　The　fbUowing　example

illustrates　this　point．

ExAMpLE　3．2．　Consider　the　properly　oriented　3－CTRS

R＝

f（x）

ん（α，α）

ん（α，b）

ん（6，b）

．

．

．

一

g（x，y，z）　e　h（a，x）＝i（y），　h（a，y）＝i（z）

i（b）

i（c）

i（d）

SupPose　we　rewrite　the　term　f（a）　by　the　first　rewrite　’rule．　ln　this　rule　y　and　z　are　extra

variables．　The　value　of　y　is　determined　by　the　conditionん（α，　x）＝i（のsinceαis　substituted　fbr

x　and　h（a，a）　reduces　to　i（b）．　So　y　is　bound　to　b．　This　determines　the　value　of　the　extra　variable

i　as　h（a，b）　reduces　to　i（c）．　Hence　the　term　f（a）　rewrites　only　to　g（a，b，　c）．

　　　Since　we　didn’t　impose　any　restrictions　on　the　right－hand　side　of　the　conditions　so－far，

properly　orie．nted　orthogonal　CTRSs　are　in　general　not　normal．　Bergstra　and　Klop　［3］　showed

that　orthogonal　oriented　2－CTRSs　are　in　general　not　confluent．　Hence　it　is　necessary　to　further

restrict　the　class　of　properly　oriented　3－CTRSs，　before　we　can　conclude　level－confluence．　ln　order

to　get　a　better　understanding　of　such　a　restriction，　we　first　present　a　number　of　counterexamples

against　the　level－confluence　of　properly　oriented　3－CTRSs．

CouNTERExAMpLE　3．3．　Consider　the　properly　oriented　orthogonal　3－CTRS

R＝

f（x）　一．

ん（x，の→

a　　一

9（の　　eん（x，α）＝i（y，の

i（x，ノ（y））

f（a）
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and　the　term　f（f（a））．　Because　h（a，　a）　．　i（a，　f（a））　．　i（f（a），f（a）），　f（a）　rewrites　to　g（f（a）），

and　hence　f（f（a））　一〉　f（g（f（a）））．　We　can　also　rewrite　f（f（a））　to　g（f（a））　because　h（f（a），a）　．

i（f（a），f（a））．　Both　steps　have　depth　2．　We　claim　that　f（g（f（a）））　and　g（f（a））　don’t　have　a

common　reduct　in　7Z2．　Suppose　to　the　contrary　that　f（g（f（a）））　！2　g（f（a））．　This　is　only　possible

if　there　exist　terms　ti，　t2，　and　t3　such　that　f（a）　．2“　ti，　h（g（ti），a）　一1　i（t2，t2），　f（a）　・一一＞5　t3　and

t2　．i　t3．　The　sequence　h（g（ti），a）　一＞1　i（t2，t2）　must　have　the　following　form：　h（g（ti），a）　．l

h（g（t4），fn（a））　一一＞i　i（g（t4），fn＋i（a））　一1　i（t2，t2）　for　some　term　t4　and　n　〉．　O．　However，　since

f”＋i（a）　is　an　7ei－normal　form，　the　common　reduct　t2　of　g（t4）　and　f”＋i（a）　doesn’t　exist．　We

conclude　thatフヒ2　is　not　con：H．uent．

CouNTERExAMpLE　3．4．　Consider　the　properly　oriented　orthogonal　3－CTRS

n＝

f（x）

i（x）

　　a

．

一・一
j一

一一一r

c　一÷

g（y）’　e　x＝h（y），　i（x）＝y

a

b　　く・＝　c＝d

d

and　the　term　f（h（a））　with　the　two　7Z2　reducts　f（h（b））　and　g（a）．　These　two　terms　have　a　common

reduct　g（b），　but　the　only　sequence　from　f（h（b））　to　g（b）　has　depth　3　because　the　instantiated

second　condition　of　the　first　rule　is　i（h（b））　＝　b　which　requires　depth　2：　i（h（b））　．i　a　．2　b．

CouNTERExAMpLE　3．5．　Finally，　consider　the　following　properly　oriented　orthogonal　3－CTRS：

　　　　R一｛f（x）　．　y9（α）→ん（6）ex＝9ω

We　can　rewrite　the　term　f（g（a））　both　to　f（h（b））　and　a．　These　two　reducts　are　not　joinable　since

they　are　（different）　normal　forms．

Based　on　the　above　findings，　we　introduce　the　following　restriction．

DEFINITIoN　3．6．　A　CTRSフZ　is　called　right－stable　if　every　rewrite　rule　1→r〈＝s1＝tl，．．．，5n＝tn

inフ？satisfies　the　fbllowing　conditions：

　　　　　　　　　　　　　i－1

　　　　（ソαr（1）uUソαr（・ゴ＝tゴ）uソαr（・の）∩ソar（ti）＝の

　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

and　ti　is　either　a　linear　data　term　or　a　ground　R．一normal　form，　for　all　i　E　｛1，．．．，n｝．

4． Level－Confluence

In　this　section　we　show　that　orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRSs’are　level－

confiuent．　lt　is　not　difficult　to　see　that　every　normal　2－CTRS　is　right－stable．　Hence　our　class

of　CTRSs　properly　extends　the　class　of　orthogonal　normal　2－CTRSs　（III．　systems　in　the　ter－

minology　of　［3］）　of　Bergstra　and　Klop．　They　showed　that　orthogonal　normal　2－CTRSs　satisfy
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the　so－called　parallel　moves　lemma．　Hence　these　systems　are　confluent．　Giovannetti　and　Moiso

［10］　observed　that　the　confiuence　proof　in　［3］　actually　reveals　level－confluence．　Let　us　briefly

recapitulate　the　result　of　Bergstra　and　Klop．

DEFINITIoN　4．1．：Let　A：5→［p，，→re　c】オbe　a　rewrite　step　in　a　CTRSフこ　and　let　q∈1）05（s）．　The

set　qNA　of　descendants　of　q　in　t　is　defined　as　follows：

qXA　＝

｛g｝　if　q〈p　orqll　p，
｛P・P・・P・h，、＝ll，、｝if・q＝P・P・・P・with・P・∈ア・・ソ（Z），

o　otherwise．
If　（？　｛；　OPos（s）　then　（？NA　denotes　the　set　UqEQ　qXA．　The　notion　of　descendant　is　extended　to

rewrite　sequences　in　the　obvious　way．

DEFINiTioN　4．2．　Let　R　be　a　CTRS．　We　write　s　一H＞．　t　if　t　can　be　obtained　from　s　by　contracting

a　set　of　pairwise　disjoint　redexes　in　s　by　7Z．．　We　write　s　一H÷t　if　s　一H＞n　t　for　some　n　〉．　O．　The

minimum　such　n　is　called　the　depth　of　s　一1十〉　t．　The　relation　一H÷　is　called　parallel　rewriting．

The　parallel　moves　lemma　for　orthogonal　normal　2－CTRSs　can　now　be　stated　as　follows．

LEMMA　4．3．五eポ尼be　an　orむhogonal　norma12一σTR5．　If孟十＞mオ1　andオ十πオ2孟hell　there　exfsts

a孟ermオ3・・ch孟h副、十。オ3　andオ2骸オ3．　M・re・ver，孟he　red・x・・c・n孟・a・孟ed　fnオ・価オ3

（オ2十肌オ3）are孟h・d・・cendant・f碕（t2）・f　the　red・x・・c・皿右・a・孟・d　fn堆・オ2（オ骸オ・）・ロ

　　　Unfortunately，　the　parallel　moves　lemma　does　not　hold　for　our　class　of　3－CTRSs，　as　shown

in　the　following　example．

ExAMpLE　4．4．　Consider　the　properly　oriented　right－stable　3－CTRS

R＝

f（x）

ん（⑳

ん＠）

　　a

　　　b

．

．
一・一一r

．

．

g（x，　y）

i（y）

ゴ（の

b

c

e　x＝　i（y）

e¢＝ゴ（の

and　the　term　t　＝　f（h（k（a）））．　Because　k（a）　一＞i　］’（a）　一＞i　7’（b）　一．i　7’（c）　we　have　h（k（a））　一一÷2　i（c）

and　hence　t→2∫（i（c））＝t1．　We　also　haveオ→3　g（碓（α）），α）＝t2　since　k（α）→1ゴ（α）and　thus

h（k（a））　一一＞2　i（a）．　From　ti　we　can　only　perform　a　single　rewrite　step：　ti　一＞2　g（i（c），c）．　However，

we　can　never　reach　the　normal　form　g（i（c），c）　from　t2　in　a　parallel　step　because　we　clearly　need

two　steps　（a　．　i　b　．i　c）　in　the　second　argument　of　t2．　The　first　argument　of　t2　rewrites　in　a

single　7？t2－step　to　i（c），　so　ti　and　t2　do　have　a　common　reduct．

　　　ln　the　above　example　the　depth　of　the　non－parallel　sequence　from　a　to　c　in　the　sequence　from

t2　to　g（i（c），　c）　is　lower　than　the　depth　of　the　step　from　t　to　ti．　This　is　the　key　to　level－confiuence

for　orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRSs．　First　we　introduce　a　new　relation　on

terms．
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DEFINITIoN　4．5．1etπbe　a　CTRS．　We　write　8十ηオifthere　exists　a　set　P⊆Pos（s）ofpairwise

disjoint　Positions　such　that　fbr　all　P∈Peither

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ（1）slp　rewrites　in　a　single　root　reduction　step　to　tlp　whose　depth　does　not　exceed　n70r

（2）there　exists　a　rewrite　sequence　from　slp　to　tlp　whose　depth　is　less　than　n．

Clearly・十〇is　the　identity　relation　and非1　coincides　with昔1．　We　also　have非η⊆→轟⊆・骸＋1

fbr　all　n；≧0．　The　in丘nite　union十〇f　the　relations・十トn（n；≧0）is　called　extended　parallel

reωriting．　The　depth　of　an　extended　parallel　rewrite　step　5斗トtis　the　smallest　n　such　that

s　・H・nt・

　　　The　following　result　states　that　in　case　of　orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRSs

extended　parallel　rewriting　satisfies　the　（important）　first　part　of　the　parallel　moves　lemma．

THEoREM　4．6．　Let　7Z　be　an　orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRS．　lf　t　cH÷．　ti　and

オ十。オ2孟hen亡here　eXfsオ5　a孟ermオ38uCh孟ha亡オ・十。オ3　andオ2弓ト肌オ3・

PRooF．　We　use　induction　on　m十　n．　The　case　m十n　＝　O　is　trivial．　Suppose　the　result

holds　for　all　m　and　n　such　that　m十n　〈　k　for　some　k　〉．　1　and　consider　the　case　m十n　＝　k．

Before　we　proceed，　observe　that　the　induction　hypothesis　implies　the　validity　of　the　diagrams

in　Figure　1．　lf　m　＝　O　then　t　＝　ti　and　we　can　take　t3　＝　t2．　The　case　n　＝　O　is　just　as　simple．

　　　　　　　　π’

　　　・一一H一→・
　　　　　　　　　　　　　　旨

　　　　　　　　　　　　　　ロ
m’@　　　　　　　　＝Fm’
　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　　　　ウ

　　　・一一一1十一一・

　　　　　　　　n’

m’ {n’＜k，　十卜＝・十

　　　　　　　　　π’

　　　　・一一ト→・
　　　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　8
　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　’
　m・　　　　＊　　　　　　＊　「一　m

　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　　　　　　　　　　　↓

　　　　・一一一1十一ウ・

　　　　　　　　　π’

mt

　　　　　π’

・十・　　　　　　　　　　　1
　　　　　＊
　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　ロ
　　＊　　　　＊＝F＝肌’

　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　＊　　↓

・一一一 Pトウ・
　　　　　π’

FIGuRE　1．

So　we　may　assume　that　m，n　〉　O．　Let　P　（q）　be　the　set　of　positions　justifying　（according　to

Definition　4．5）t　cH÷．　ti　（t　cH一〉．　t2）．　Define　a　set　U　of　pairwise　disjoint　positions　as　follows：

U　＝　｛p　E　Plthere　is　no　g　E　（？　with　q〈　p｝　U　｛q　E　（？　l　there　is　no　p　E　P　with　p〈　g｝．　Since　U

dominates　all　positions　in　P　U　Q，　we　have　ti　＝　t［（ti）1．］uEu　and　t2　＝　t［（t2）lu］uEu・　Hence　for　every

tt　E　U　we　have　extended　parallel　rewrite　steps　tl．　LH＞m　（ti）1．　and　tl．　‘一H÷n　（t2）lu・　lf　for　every

u∈ひwe　can　show　the　existence　of　a　termオ％such　that（tl）lu斗卜πオu　and（オ2）lu十肌オu，　then

we　can　take　t3　＝　t［tU］uEu　since　ti　c十1＞n　t3　and　t2　cH÷．　t3．　Let　u　E　U．　Without　loss　of　generality

we　assume　that　u　E　P．　Let　P．　（（［？．）　be　the　subset　of　P　（（？）　contributing　to　tl．　“H÷m　（ti）1．

（tl．　‘一H一＞n　（t2）1．）・　We　have　Pu　＝　｛e｝　and　qu　＝　｛g　l　u・g　E　Q｝　by　assumption．　Let　m．　（n．）　be　the

depth　of　the　extended　parallel　rewrite　step　tl．　cH÷　（ti）1．　（tl．　cH＞　（t2）1．）．　We　clearly　have　m．　〈．　m

and　n．　〈．　n．　lf　m．　十　n．　〈　k　then　we　obtain　a　term　tU　such　that　（ti）t．　cH÷n．　t”　and　（t2）1．　cH÷m．　t”

from　the　induction　hypothesis．　Since　m．　〈．　m　and　n．　〈．　n　this　implies　the　desired　（ti）1．　c－H＞．　tU

and　（t2）1．　c十1＞m　t”．　So　we　may　assume　that　m．十　n．　＝　k．　This　implies　that　m．　＝　m　and　n．　＝　n．

By　definition　the　extended　parallel　rewrite　step　tl．　cH÷．　（ti）1．　is　either　a　rewrite　step　of　depth　m

7



at　root　position　or　a　rewrite　sequence　tl．　一“　（ti）t．　whose　depth　is　m　一　1．　ln　the　latter　case　we

have　tl．　‘＋1．h－i　（ti）1．．　The　strengthened　induction　hypothesis　（cf．　Figure　1）　yields　a　term　tU　such

that　（ti）1．　cH”〉．　t”　and　（t2）1．　‘一H一＞h－i　t”．　Clearly　（t2）1．　‘一H一＞h－i　t”　implies　（t2）1．　c－1一＋〉．　tU．　So　we　may

assume　that　tl．　cH一＞m　（ti）1．　is　a　rewrite　step　of　depth　m　at　root　position．　There　exists　a　rewrite

rule　1→T〈＝cand　a　su1）stitutionσsuch　that　tlu＝・1σ，（ti）lu＝Tσ，　andフZm－1｝一。σ・：Let　c　be

the　sequence　of　conditions　si　＝　ti，．．．，s」・　一一　t」・．　For　every　i　E　｛O，．．．，」’｝　let　ci　be　the　subsequence

of　c　consisting　of　the　first　i　conditions．　（So　co　is　the　empty　sequence．）　We　distinguish　two　cases．

（1）　Suppose　（？．　＝　｛e｝．　By　definition　the　extended　parallel　rewrite　step　tl．　cH＞n　（t2）1．　is　either　a

　　　　rewrite　step　of　depth　n　at　root　position　or　a　rewrite　sequence　tl．　．’　（t2）1．　whose　depth　is

　　　　n　一　1．　The　latter　case　follows　from　the　strengthened　induction　hypothesis，　exactly　as　above．

　　　　So　we　may　assume　that　tl．　rewrites　in　a　single　root　R．一step　to　（t2）1．．　By　orthogonality　the

　　　　employed　rewrite　rule　of　R　must　be　1　．　r　〈＝　c．　Let　T　be　a　substitution　such　that　tl．　＝　IT，

　　　　（オ2）lu＝rT，　and　Rn＿1ト。ア．　Ifソαr（r）⊆ソαr（1）then　rσ＝rτand　we　simply　define　t”＝rσ．

　　　　If　the　right－hand　side　r　of　the　rewrite　rule　contains　extra　variables，　we　reason　as　follows．

　　　　By　induction　on　i　E　｛O，．．．，1’｝　we　show　the　existence　of　a　substitution　pi　such　that

　　　　（a）ρi＝σ＝τ［ソα・（1）］，

　　　　（b）つ（ρの⊆ソar（りuソαr（c∂，

　　　　（c）　xσ斗卜夷＿1xρi　and　x7一斗卜　；z＿1　xρi　for　every　variable　x∈ソαr（りUソαr（cの・

　　　The　substitution　po　＝　a　tv．，（t）　clearly　satisfies　the　requirements　for　i　’一一一一　O．　Suppose　i　〉　O

　　　and　consider　the　i－th　condition　si＝ti．　Becauseフこis　properly　oriented　we　haveソαr（si）⊆

　　　ソar（1）UVar（cト1）．　Using　part（c）of　the　induction　hypothesis，　we　easily　obtain　siσc十1＞夷＿1

　　　sipi－i　and　sg　‘一H＞h－i　sipi－i．　Two　applications　of　the　strengthened　induction　hypothesis

　　　　（cf．　Figure　1）　yields　a　term　s’　such　that　tiu　c十1＞：一i　s’　and　tiT　c十1＞h－i　s’，　see　Figure　2．　From

　　　the　right・stability　of　R　we　learn　ti　is　either　a　groundπガnormal　form　or　a　linear　data　term．

　　　In　the　former　case　we　have　tia　＝　s’　＝　tiT　and　hepce　the　substitution　pi　一一一　pi－i　satisfies

　　　the　three　requirements．（Note　that　Var（c壱）＝VαT（c臼）in　this　case．）In　the　latter　case

　　　there　must　be　a　substitutionρsuch　that　5，・＝tiρwith　1）（ρ）⊆ソar（の．　Right－stability

　　　yields　Var（ti）　n（Var（1）U　Var（ci－i）））　＝　z．　As　a　consequence　pi　一一一　pi－i　U　p　is　a　well－defined

　　　substitution．　lt　is　easy　to　see　that　pi　satisfies　the　requirements　（a）一（c）．　This　concludes

　　　the　induction　step．　Now　consider　the　substitution　p」・．　Since　R　is　a　3－CTRS　we　have

　　　　）2ar（r）　g　Var（1）U　Var（c」・）．　Hence，　using　property　（c），　we　obtain　（ti）1．　＝　Ta　‘ff＞n－i　rpj　and

　　　　（t2）lu　＝　rT　c”〉；，一i　rp3’・　Since　cll＞A－i　g　cH－n　and　c－H÷；，一i　g　cH÷．，　we　can　define　tu　＝　rp，・．

（2）　The　second　case　is　Qu≠｛ε｝．　Using　the　orthogonahty　ofフ≧we　obtain　a　substitution　r　such

　　　　that　（t2）1．　＝　lr，　T＞（7）　g　Var（1），　and　xu　cH÷．　xT　for　every　x　E　）2ar（1）．　ln　this　case　there　is　no

　　　　need　to　distinguish　）7aT（T）　g　VaT（1）　from　Yar（r）　！Zl　）2丁目（1）．　By　induction　on　i　E　｛O，．．．，］’｝

　　　　we　show　the　existence　of　a　substitution　pi　such　that

（a）

（b）

（c）

（d）

ρi＝γ［ソar（1）｝，

1）（ρi）⊆ソaT（1）uVαr（Ci），

フ≧m＿1トCiJOi，　and

xσc十Fn　xρi　for　every　variable　x∈Vαr（1）U｝ノαr（ci）・
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FIGuRE　2．

　　　　If　i　’一’一：　O　then　po　＝　T　rv．．（1）　satisfies　the　requirements．　Suppose　i　〉　O　and　consider　the　i－th

　　　　condition　si＝ち．　From　7Zm＿1ト。σwe　infer　that　siσ→㍍＿1　ti　a．　Hence　also　siσ十㍍＿1　ti　a．

　　　　Let　V　＝　）2aT（si）　一（）2ar（1）U　Var（ci－i））　and　define　the　substitution　p　as　the　（disjoint）　union

　　　　of　pi－i　and　a　tv．　Using　part　（d）　of　the　induction　hypothesis　we　learn　that　sia　c十1＞．　sip．　The

　　　　strengthened　induction　hypothesis　（cf．　Figure　1）　yields　a　term　t’　such　that　sip　cH＞h－i　t’　and

　　　　tia　cH÷．　t’．　From　the　right－stability　of　R　we　learn　that　ti　is　either　a　ground　7？1．一normal　form

　　　　or　a　linear　data　term．　ln　the　former　case　we　have　tia　＝　ti　＝　t’　and　hence　the　substitution

　　　pi　一一一一　p　satisfies　the　four　requirements．　ln　the　latter　case　there　must　be　a　substitution　p’　such

　　　that　t’＝tiρ’with　1）（ρ’）⊆ソαr（の．　Right－stability　yieldsソαr（の∩（ソαr（1）UソaT（cレ1））＝

　　　　z．　Hence　pi　一一一　p　U　p’　is　a　well－defined　substitution．　lt　is　not　difficult　to　check　that　pi

　　　satisfies　the　requirements　（a）一（d）．　For　instance，　we　have　sipi　＝　sip　and　tipi　’一’：”　tip’，　hence

　　　7e．一i　F　（si　’一一一　ti）p’　follows　from　sip　一h－i　tip’．　This　concludes　the　induction　step．　Now

　　　consider　the　substitutionρゴ．　We　have　1τ＝1ρゴby　property（a）andπ肌一1トcρゴby　property

　　　　（c）．　Therefore　（t2）1．　＝　IT　一〉．　rp」’　and　thus　（t2）1．　cH÷．　Tp」・．　Since　71t　is　a　3－CTRS　we　have

　　　Var（r）　g　Var（1）　u　Var（c」・）．　Hence，　using　property　（d），　we　obtain　（ti）1．　＝　ra　cH÷n　rp」’．　Thus

　　　rp2’　is　the　desired　term　t”．

So　fbr　every　u∈σwe　could　define　the　desired　term　tu．　This　concludes　the　proof．ロ

The　main　result　of　this　paper　is　an　immediate　consequence　of　the　above　theorem．

CoRo　L　LARy　4．7．　Orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRSs　are　level－confiuent．　O
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5．　Join　Systems

We　extend　the　result　of　the　previous　section　to　join　3－CTRSs．　The　（only）　difference　between　join

and　oriented　CTRSs　is　that　the　equality　signs　in　the　conditions　of　the　rewrite　rules　is　interpreted

differently：　i　in　the　case　of　join　CTRSs　and　一一一〉＊　in　the　case　of　oriented　CTRSs．　ln　the　following

we　make　the　explicit　notational　convention　of　writing　7？I」　（7？tO）　if　the　CTRS　7il　is　considered　as

a　join　（oriented）　CTRS．

　　　For　an　arbitrary　CTRS　R，　the　rewrite　relation　associated　with　the　oriented　CTRS　7ZO　is　in

general　a　proper　subset　of　the　one　associated　with　the　join　variant　R」．　Consider　for　example

the　CTRS

R＝

α　→　x　く＝　b＝x

b　．　d

c　一〉　d

We　have　a　．77v　c　because　b　t7zj　c，　but　a　一77．o　c　does　not　hold　because　b　does　not　rewrite　to　c　（in

7ZO）．　Nevertheless　we　a　」7．o　c　holds　since　a　一一＞no　d　and　c　．Ro　d．　This　relationship　（．7．」　C一　IRo）

holds　for　all　orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRSs，　as　will　be　shown　below．　First

we　prove　a　special　case．

LEMMA　5．1．　Let　711　be　an　orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRS．　if　s　．Ri．’　t　by

application　of　a　revvrite　rule　l　一・　r　〈＝　c　with　substitution　a　such　that　s’a　IR：d，　tta　for　every

equa孟fon　5’：＝オ’fll　Cむ11en　5↓フこ窺オ・

PRooF．　Let　c　be　the　sequence　of　conditions　si　＝　ti，．．．，s」・　一一　t2’．　For　every　i　E　｛1，．．．，1’｝　let　ci

be　the　subsequence　of　c　consisting　of　the　first　i　conditions．　By　induction　on　i　E　｛O，．．．，2’｝　we

show　the　existence　of　a　substitution　7i　such　that

（a）

（b）

（c）

（d）

η＝σ［ソar（1）］，

1）（Ti）⊆vαr（1）uvαr（cの，

フZ名＿＿iトeiri，　and

xσ→一．；1一、xTi　f・・ev・・y・va・iabl・x∈ソαr（1）Uソα・（・i）・

The　substitution　7　＝　a　rv．．（t）　clearly　satisfies　the　requirements　for　i　一一一一　O．　Suppose　i　〉　O　and

consider　the　i－th　condition　si　＝　ti．　By　assumption　sia　and　tia　have　a　common　7Za－i－reduct，

say　t’．　1・et　V：＝ソαr（5の一C｝ノαr（1）U「レar（ci＿1））and　de：fine　the　substitutionρasη＿1　Uσ「v．

Using　part　（d）　of　the　induction　hypothesis　we　obtain　an　711adi－rewrite　sequence　from　sia　to

sip．　According　to　Corollary　4．7　7ZO　is　level－confluent．　This　implies　that　the　7？ba－i－reducts　t’

and　sip　of　sia　have　a　common　7Z：一i－reduct，　say　t”．　From　the　right－stability　of　7Z　we　learn

that　ti　is　either　a　ground　R．一normal　form　or　a　linear　data　term．　ln　the　former　case　we　have

tia　＝　ti　＝　t’　＝　t”　and　hence　the　substitution　7i　一一　p　satisfies　the　four　requirements．　ln　the　latter

case　there　must　be　a　substitution　p’　such　that　t”　＝　tip’　with　Z）（p’）　g　YaT（ti）．　Right－stability

yields　Vαr（ti）∩（ソαr（1）Uソαr（ci＿1））＝o．　Hence　ri＝ρUρ’is　a　we11－defined　substitution

which　is　easily　seen　to　be　satisfying　the　requirements　（a）一（d）．　This　concludes　the　induction

step．　Consider　the　substitution　r」・．　We　have　an　RO．一i－rewrite　sequence　from　ra　to　r73・　as　a

10



consequence　of　property　（d）．　From　properties　（a）　and　（c）　we　learn　that　la　＝　172’　一7La一，　r72’・

Therefbre　s↓7？L＃＿1　t，ロ

LEMMA　5．2．　Let　7Z　be　an　orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRS．　if　s　一7．」．’　t　then

8↓囎オ・

PRooF．　We　use　induction　on　n．　If　n　＝　O　then　we　have　nothing　to　prove，　so　suppose　n　〉　O．　Let

l．　r　〈＝　c　be　the　rewrite　rule　and　a　the　substitution　used　in　s　一一＞R」．一　t．　We　have　7ZA－i　F　ca．

Using　Corollary　4．7，　we　obtain　Ra－i　F　ca　from　the　induction　hypothesis　by　a　routine　induction

argument．　Lemma　5．1　yields　the　desired　s　t7．a　t・　U

The　main　result　of　this　section　is　an　easy　consequence　of　Corollary　4．7　and　Lemma　5．2．

CoRoLLARy　5．3．　Orthogonal　properly　oriented　right－stablejoin　3－CTRSs　are　level－confluent．　D

6． Related　Work

Bertling　and　Ganzinger　［4］　defined　the　class　of　quasi－reductive　and　deterministic　3－CTRSs．

Deterministic　CTRSs　are　very　similar　to　properly　oriented’CTRSs，　the　difference　being　that　we

don’t　impose　the　restrictions　（i　E　｛1，．．．，n｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　i－1

ソar（Si）⊆vαr（1）uuソαr（5ゴ＝ち）

　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

when　the　right－hand　side　r　of　the　rewrite　rule　l　．　r　〈＝　si　＝　ti，．．．，sn　＝　tn　doesn’t　contain　extra

variables．　So　deterministic　CTRSs　are　a　proper　subclass　of　properly　oriented　CTRS．　Quasi－

reductivity　is　an　（undecidable）　criterion　guaranteeing　termination．　Bertling　and　Ganzinger

showed　that　every　quasi－reductive　deterministic　3－CTRS　has　a　decidable　rewrite　relation．

　　　In　a　recent　paper　Avenhaus　and　Loria－Saenz　［2］　provide　a　simple　but　powerfu1　decidable

condition　for　quasi－reductivity．　Moreover，　they　show　that　every　strongly　deterministic　and　quasi－

reductive　3－CTRS　with　joinable　critical　pairs2　is　confluent．　A　strongly　deterministic　CTRS　R　is

a　deterministic　one　with　the　additional　property　that　for　every　right－hand　side　t　of　the　equations

in　the　conditional　parts　of　the　rewrite　rules　and　every　normalized　substitution　a，　the　term　ta

is　a　normal　form．　Every　right－stable　deterministic　CTRS　is　strongly　deterministic　but　not　vice－

versa，　e．g．，　the　3－CTRS　of　Counterexample　3．3　is　strongly　deterministic　but　not　right－stable．　So

the　class　of　strongly　deterministic　quasi－reductive　3－CTRSs　is　incomparable　with　our　class　of

orthogonal　properly　oriented　right－stable　3－CTRSs．　The　essential　difference　however　is　that　we

do　not　impose　the　termination　restriction．　From　a　programming　point　of　view，　the　termination

assumption　is　quite　severe．　Strongly　deterministic　quasi－reductive　3－CTRSs　are　in　general　not

2　Overlays　obtained　from　a　rewrite　rule　and　（a　renamed　version　of）　itself　don．’t　have　to　be　considered．
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level－confluent．　For　instance，　the　3－CTRS

R＝

a　　一
b

a　　－　　c

b

d

一一一一r c　く＝　d＝e

一b　e

is　clearly　strongly　deterministic．　The　reduction　order　a　〉一　b　〉　c　〉一　d　｝　e　can　be　used　to

show　quasi－reductivity．　We　have　a　一一・i　b　and　a　．i　c，　but　the　step　from　b　to　c　has　depth　2．

Observe　that　7？1　is　properly　oriented　and　right－stable．　Hence　we　know　that　the　system　cannot

be　orthogonal，　and　indeed　there　is　a　critical　pair　between　the　first　two　rules．　Finally，　we　would

like　to　mention　that　the　termination　assumption　makes　the　task　of　proving　confluence　easier．

　　　Very　recently　（and　independently）　Hanus　［14］　presented　a　sufficient　condition　for　the　level－

confiuence　of　properly　oriented　orthogonal　3－CTRSs　with　strict　equality．　Strict　equality　means

that　a　substitution　a　satisfies　a　condition　s　＝　t　of　a　rewrite　rule　only　if　su　and　ta　reduce　to　the

same　ground　data　term．　CTRSs　with　strict　equality　can　be　viewed　as　a　special　case　of　normal

CTRSs．　The　proof　in　［14］　is　however　insuflicient　since　it　is　based　on　the　parallel　moves　lemma　for

orthogonal　normal　2－CTRSs　（Bergstra　and　Klop　［3］），　which，　as　we　have　seen　in　Section　4，　is　not

valid　for　3－CTRSs．　Our　proof　method　can　be　specialized　to　complete．Hanus’　proof．　Actually，

Hanus　considers　almost　orthogonat　（［1］）　CTRSs．　These　are　left－linear　systems　in　which　the

non－overlapping　restriction　is　relaxed　by　allowing　trivial　overlays．　Although　we　only　considered

orthogonal　CTRSs　in　this　paper，　our　result　immediately　extends　to　almost　orthogonal　systems．

7． Concluding　Remarks

In　this丘nal　section　we　discuss　some　further　extensions　of　our　su茄cient　condition．：First　of

all，　Dershowitz　et　al．　［8］　and　Gramlich　［12］，　among　others，　distinguish　feasible　from　unfeasible

critical　pairs．　A　critical　pair　is　unfeasible　if　the　instantiated　combination　of　the　two　conditional

parts　of　the　rewrite　rules　that　induce　the　critical　pair　is　unsolvable．　Unfeasibility　is　undecidable

in　general，　but　see　Gonz61ez－Moreno　et　al．　［11］　for　a　decidable　suflicient　condition．　Unfeasible

critical　pairs　are　harmless，　so　orthogonality　can　be　strengthened　by　allowing　unfeasible　critical

pairs．　This　is　important　in　practice　since　it　permits　systems　like

　　　div（o，S（x））　一．　（O，O）

div（S（x），S（y））　一一〉　（O，S（x））　e　x〈y＝true

div（S（x），S（y））　一一〉　（S（g），r）　〈＝　x＞．　y＝true，　div（x－y，　S（y））＝（q，　T）

with　disambiguating　conditions．　Because　the　condition　x　〈　y　＝　true，　x　〉．　y　＝　true　has　no

solutions，　the　critical　pair　between　the　last　two　rules　is　unfeasible．　The　proofs　in　this　paper

remain　valid　if　we　allow　unfeasible　critical　pairs．　Secondly，　satisfiability　of　the　conditional

part　of　a　rewrite　rule　is　independent　of　the　order　of　its　equations．　Hence　we　can　relax　proper

orientedness　and　right－stability　by　allowing　any　permutation　of　the　equations　in　the　conditions　to

satisfy　the　requirements　in　Definitions　3．1　and　3．6．　Finally，　and　more　in　spirit　with　the　results
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of　this　paper，　we　consider　relaxing　the　proper　orientedness　restriction．　Proper　orientedness

requires　that　extra　variables　in　the　left－hand　side　of　some　equation　in　the　conditional　part　of

some　rewrite　rule　occur　in　the　preceding　equations．　This　requirement　is　not　necessary，　however，

if　the　extra　variable　under　consideration　does　not　affect　the　values　of　extra　variables　that　occur

in　the　right－hand　side　of　the　rewrite　rule．　This　leads　us　to　the　following　definition．

DEFiNiTioN　7．1．　ln　an　extended　properly　oriented　CTRS　the　conditional　part　c　of　every　rewrite

rule　l一　r　〈＝　c　can　be　written　as　si　＝　ti，．．．，s．　＝　t．，sii　＝　tl，．．．，st．　d一一　tA　such　that　the　follow－

ing　two　conditions　are　satisfied：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i－1

　　　　　Yar（5の⊆ソαr（1）uUソar（3ゴ＝ち）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

for　all　i　E　｛1，．．．，m｝，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　ソαr（r）∩ソα・（51＝オ1）⊆ソar（1）uUソα・（・ゴ・＝tゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

for　all　i∈｛1，．．．，n｝．

　　　The　proofs　in　this　paper　can　be　adapted　to　deal　with　extended　properly　oriented　CTRSs．

Hence　all　orthogona，1　extended　properly　oriented　right－stable　3－CTRSs　are　level－confluent．　An

interesting　application　is　the　class　of　3－CTRSs　with　strict　equality　and　so－called　local　definitions．

With　respect　to　Definition　7．1　this　means　that　tl’denotes　the　constant　true　and　sl．　the　strict

equation　5壬琶≡5銚，　fbr　i∈｛1，＿，n｝．　Here≡is　a　function　that　tests　whether　its　two　arguments

denote　the　same　ground　data　term．　The　local　de飾itions　51＝t1，＿，5肌＝tm　support（poten－

tially）infinite　data　structures．　An　interesting　example　is　the　following　Miranda　like　program

（based　on　Bird　and　Wadler［5］，page　248，　with　a　correction　due　to　Takeichi［22］，　page　259）：

　　　　　delete　x　Ni：L　　　　　　　　　＝　Nil

　　　　　delete　x　（Bin　y　tl　t2）　＝　Bin　y　（delete　x　t1）　t2，　　if　x　〈　y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝jointlt2，　　　　　　ifx＝＝y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Bin　y　t1　（delete　x　t2），　　if　x　＞　y

join　Nil　t2　＝　t2

join　tl　t2　＝　Bin　x　t　t2

　　　　　　　　　　　　　　where　（x，　t）　＝　split　tl

　　　　　split　（Bin　x　tl　Nil）　＝　（x，　tl）

　　　　　split　（Bin　x　tl　t2）　＝　（y，　Bin　x　tl　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　（y，　t）　＝　split　t2

The　idea　is　that　evaluating　delete　x　t　results　in　the　deletion　of　a　node　with　label　x　from　the

binary　search　tree　t．　This　program　can　handle　（potentially）　infinite　trees．　The　function　j　oin

corresponds　to　the　following　3－CTRS　with　strict　equality　and　local　definitions：

｛
　　ブoiη（nil，オ2）　→　　オ2

　　ゴoiη（tl，t2）　　→　　bin＠，オ，オ2）　〈＝　オ1ニ bin（y，　si，s2），　split（ti）　＝（x，t）

13
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This　is　an　orthogonal　（in　the　sense　of　having　only　unfeasible　critical　pairs）　extended　（with　strict

equality）　properly　oriented　right－stable　3－CTRS．’
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