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Abstract　We　consider　a　priority－based　packet－switching　system　with　three　phases　of　the　packet

transmission　time．　Each　packet　belongs　to　one　of　several　priority　classes，　and　the　packets　of　each

class　arrive　at　a　switch　in　a　Poisson　process．　The　switch　transmits　queued　packets　on　a　priority

basis　with　three　phases　of　preemption　mechanism．　Namely，　the　transmission　time　of　each　packet

consists　of　a　preemptive－repea’ 煤@part　for　the　header，　a　preemptive－resume　part　for　the　information

field，　and　a　nonpreemptive　part　for　the　trailer．

　　　By　an　exact　analysis　of　the　associated　queueing　model，　we　obtain　the　Laplace－Stieltjes　trans－

form　of　the　distribution　function　for　the　delay，　i．e．，　the　time　from　arrival　to　transmission　comple－

tion，　of　a　packet　for　each　class．　We　derive　a　set　of　equations　that　calculates　the　mean　response

time　for　each　class　recursively．　Based　on　this　result，　we　plot　the　numerical　values　of　the　mean

response　times　for　several　parameter　settings．　The　probability　generating　function　and　the　mean

for　the　number　of　packets　of　each　class　present　in　the　system　at　an　arbitrary　time　are　also　given．

Key　words：　packet　switching，　delay　analysis，　priority　queues，　preemptive　priority　servic’e．

1 Introduction

Priority－based　transmission　can　be　used　in　packet　switching　of　mixed　trafiiic　in　order　to　handle

properly　different　characteristics　of　service　requirements　for　several　classes　of　packets，　including

controlling　commands　and　responses，　real－time　dqta，　file　transfer，　and　so　on．　ln　fact，　in　the

network　layer　of　Systems　Network　Architecture　（SNA），　messages　are　placed　on　the　appropriate

transmission　group　outbound　queue　in　a　priority　，sequence　determined　by　the　transmission　priority

field　and　network　priority　indicator　in　the　format　identifier　type　4　（FID4）　transmission　header，

where　three　levels　of　priority　can　be　specified　［1］．　ln　the　IEEE　802．5　standard　for　the　token

passing　ring　for　local　area　networks，　eight　levels　of　priority　can　be　specified　in　the　starting　control

field　of　the　frame　format，　and　a　frame　of　the　highest　priority　in　the　network　is　given　the　right　for

transmission　［10］．　The　fiber　distributed　data　interface　（FDDI）　and　the　distributed　queue　dual

bus　（DQDB）　for　metropolitan　area　networks　also　implement　similar　priority　mechanisms．　These
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are　examples　of　the　nonpreemptive　priority　service　discipline，　which　means　that　the　service　of　a

packet　is　continued　until　completion　even　if　other　packets　with　higher　priority　arrive　during　its

　　　　　
servlce．

　　　Recently，　Cho　and　Un［4］（also　Cho［3］）proposed　and　analyzed　a　queueing　system　with　a　com．

bined　preemptive／nonpreemptive　priority　discipline　as　a　model　of　message　transmission　strategies

f（）rcommunication　systems　and　job　scheduling　in　computer　systems．　Their　idea，　which　originates

in　the　discretionary　priority　qzteueing　of　Avi－Itzhak　et　a1．［2ユand　Jaiswal［7，　Chapter　VI］，　is　to

split　the　packet　transmission　time　into　two　phases　such　that　the　first　phase　is　served　according

tq　the　preemptive　resume，　repeat－identical　or　repeat－different　discipline　while　the　second　phase　is

served　in　the　nonpreemptive　manner．　Earlier，　Komatsu［9］studied　a　two－priority　queueing　sys．

tem　with　three　phases　of　preemption　mechanism．　Namely，　the　transmission　time　of　each　packet

consists　of　a　preemptive　repeat－dif【brent　part　f6r　the　header，　a　preemptive　resume　part　fbr　the

infbrmation　field，　and　a　nonpreemptive　part　f（）r　the　trailer．：Figure　l　shows　the　fbrmat　of　a　packet．

According　to　Komatsu，　the　motivation　fbr　this　phasing　is　as　fbllows．　Since　the　header　of　a　packet

includes　control　infbrmation　fbr　the　packets，　it　does　not　make　sense　to　retransmit．the　preempted

header　from　the　point　of　preemption；the　whole　header　must　be　retransmitted．　If　the　transmis．

sion　is　preempted　during　the　inibrmation．　field，　it　can　be　resumed　from　the　point　of　preemption，

because　the　control　inf（）rmation　has　already　been　received．　Finaly，　it　would　n．ot　be　e伍cient　to　al．

low　preemption　of　the　transmission　during　the　trailer，　because　the　whole　transmission　has　almost

been　completed．

　　　The　present　paper　unifies　and　extends　the　works　of　Cho　and　Un［4］and：Kbmatsu［9］by

considering　a　queueing　system　fbr　packets　of　several　priority　classes　such　that　the　transmission

time　of　each　packet　is　split　into　a　preemptive　repeat－identical　or－different　part，　a　preemptive

resume　part，　and　a　nonpreemptive　part，　where　the　joint　probability　distribution．　fbr　the　lengths

of　the　three　parts　is　generally　given．　Our　model　is　more　general　than　that　of　Cho　and　Un　who　deal

with　a　system　of　priority　packets　with　two　preemptio：n　phases　and　special　splitting　schemes，　and

that　of：Komatsu　who　considers　a　system　with　only　two　priority　levels　and　independent　lengths　l

of　the　three　phases．　All　these　studies　assume　that　the　packets　of　each　priority　class　arrive　in　a

Header Infbrmation Trailer

Packet

Figure　1：　The　format　of　a　packet．
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Poisson　process　and　that　the　transmission　time　of　each　packet　has　general　distribution．

　　　The　rest　of　this　paper　is　devoted　to　the　analysis　of　the　queueing．　model．　Section　2　describes

our　model　specifically，　and　introduces　notation　for　given　system　parameters．　We　assume　that

each　packet　belongs　to　one　of　P　priority　classes，　1　through　P，　where　class　p　has　priority　over　class

q　if　p　〈　q．　ln　Section　3，　we　investigate　the　residence　time　and　the　completion　time　for　a　packet　of

a　particular　class，　say　class　p．　The　residence　time　Rp　for　a　packet　of　class　p　is　the　interval　from

the　start　to　the　completion　of　its　service，　including　periods　during　which　the　service　is　preempted．

The　completion　time　Cp　for　a　packet　of　class　p　is　the　interval　from　the　start　of　its　service　to　the

first　moment　after　the　service　completion　at　which　no　Packets　of　class　1　through　p　一　1　are　present

in　the　system．　We　express　the　Laplace－Stieltjes　transforms　（LSTs）　of　the　distribution　function

（DF）　for　the　residence　and　completion　times　for　a　packet　of　class　p　in　terms　of　the　LST　of　the

DF　for　the　length　Op＋一i　of　a　busy　period　generated　by　packets　of　class　1　through　p一　1，　depending

on　the　case　where　the　first　phase　of　the　service　time　follpws　the　preemptive　repeat－identical　or

－different　discipline．　We　derive　recursive　sets　of　equations　that　determine　the　means　and　the

second　moments　of　Op＋一i　and　Cp　in　each　class．　We　also　obtain　the　LST　of　the　DF　for　the’ @groSs

service　time　Tp　for　a　packet　of　class　p，　which　is　the　total　amount　of　time　that　the　packet　actually

spends　on　the　server．　ln　Section　4，　we　obtain　the　LST　of　the　DF　for　the　waiting　time　Wp，i．e．，．the

time　from　the　arrival　to　the　service　start，　of　a　packet　of　class　p　in　terms　of　the　LSTs　of　the　DF

for　Op＋一i　and　Cp．　We　then　get　the　expression　for　the　mean　waiting　time　E［Wp］　in　terms　of　the

・ec・nd　m・m・nt・・f　O二一、　and　O，・ln　Secti・n　5，　w・n・t・that　th・・e・脚8e伽・T，，　i．・．，　th・tim・

from　the　arrival　to　the　entire　service　completion，　of　a　packet　of　class　p　is　the　sum　of　Wp　and　Rp，

which　are　independent　of　each　other．　Thus　we　can　calculate　the　mean　response　time　E［Tp］．　See

Figure　2　for　the　diagram　of　these　time　intervals．　We　also　show　the　expressions　for　the　marginal

probability　generating　function　and　the　mean　of　the　number　of　packets　of　class　p　present　in　the

system　at　an　arbitrary　time．　ln　Section　6，　we　plot　numerical　values　of　the　mean　response　times

for　the　several　parameter　settings．

2 Model　and　Notation

We　consider　a　multiclass　priority　queueing　system．　Let　there　be　P　classes　of　packets　indexed　as

1，2，．．．，P．　Packets　of　class　p　arrive　in　a　Poisson　process　at　rate　Ap．　We　assume　that　the　classes

of　packets　are　priority　classes　such　that　class　p　has　priority　over　class　g　if　p　〈　q．　The　service

time　of　a　packet　of　class　p　consists　of　three　phases，　namely，　the　preemptive　repeat　（RP）　phase，

the　preemptive　resume　（RS）　Phase，　and　the　nonpreemptive　（NP）　phase　in　this　order．　Packets　are

served　by　a　single　server　according　to　the　following　service　discipline．
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Figure　2：　Relationships　of　residence　time　Rp，　completion　time　Cp，

time　blp，　and　response　time　Tp　for　a　packet　of　class　p．

waiting　time　17Vp，　gross　service

o　Packets　are　preferentially　served　in　the　order　of　priority，

　　of　arrival．

and　for　each　priority　in　the　order

o　lf　a　packet　of　high　priority　arrives　when　a　packet　of　lower　priority　is　being　served　in　its　RP

　　phase，　the　server　interrupts　the　current　Service　and　immediately　starts　to　serve　the　packet

　　of　high　priority．　The　preempted　service　for　the　packet　of　lower　priority　is　commenced

　　again　from　the　beginning，　following　one　of　the　two　types　of　repeat　discipline：　if　the　service

　　time　to　be　repeated　is　the　same　amount　of　service　as　the　one　interrupted，　the　discipline　is

　　called　preemptive　repeat－identieal；　if　it　is　newly　sampled　from　the　given　distribution　for　the

　　preempted　class，　this　is　called　preemptive　repeat－different．

e　lf　a　packet　of　high　priority　arrives　when　a　packet　of　lower　priority　is　being　served　in　its　RS

　　phase，　the　server　interrupts　the　current　service　and　immediately　starts　to　serve　the　packet

　　of　high　priority．　The　preempted　service　fbr　the　packet　of　lower　priority　is　com血enced　again

　　from　the　point　where　it　was　interrupted．

e　lf　a　packet　of　high　priority　arrives　When　a　packet　of　lower　priority　is　being　served　in　its　NP

　　phase，　the　server　never　interrupts　the　current　service．　Thus　the　high　priority　packet　waits

　　in　the　queue　until　the　end　of　the　current　service．’

　　　We　focus　on　class　p．　Let　xpRP，　xpRS，　and　xpNP　be　the　random　variables　that　denote　the　lengths

of　the　RP　phase，　the　RS　phase，　and　the　NP　phase　of　the　service　time　for　a　packet　of　class　p，

respectively．　Then　the　entire　service　time　of　a　packet　of　class　p　is　given　by　xp　＝　xpRP　＋　xpRS　＋　xpNP．

We　assume　that　xpRP，　xpRS，　and　xpNP　can　be　dependent．　The　marginal　DFs　for　xpRP，　xpRS，　and

xpNP　are　denoted　by　BpRP（x），　BpRS（x），　and　BpN．P（x），　and　the　corresponding　LSTs　of　the　DF　by
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Bp＊，RP（s），　Bp＊，RS（s），　and　Bp＊，NP（s），　respectively．　Let　blp　be　the　gross　service　time　that　the　server

attends　to　a　packet　of　class　p．

　　　The　server　utilization　of　packets　of　class　p　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pp＝ApE［Z2Tpl，　（2．1）

where　E［blp］　is　the　expected　value　of　1ifp．　The　aggregate　arrival　rate　of　packets　of　class　1　through

p　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ才＝Σλん　　　　　　　　（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ktil

and　their　server　utilization　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ才＝Σρた　　　　　　　　‘（2．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

Similarly，　the　aggregate　arrival　rate　of　packets　of　class　p十　1　through　P　and　their　server　utilization

are　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ap一＝£Ak　’　．　（2・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝p十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pp一　＝2pk　（2．s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝　p十1

The　total　server　utilization　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b－2pk　（2．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

Throughout　the　paper　we　assume　that　the　system　is　not　saturated　in　the　steady　state，　i．e．，　p　〈　1．

3 Residence　and　Completion　Times

In　this　section，　we　derive　the　LSTs　of　the　DF　for　the　gross　service　time，　the　residence　time，　and

the　completion　time　for　a　packet　of　class　p．　We　define　the　residence　time　Rp　as　the　interval　from

the　moment　at　which　a　packet　of　class　p　first　receives　its　service　to　the　moment　of　its　service

completion．　The　completion　time　Cp　is　defined　as　the　interval　from　the　moment　at　which　a　packet

of　class　p　first　receives　its　service　to　the　first　moment　after　its　service　completion　at　which　there

are　no　packets　of　class　1，2，．．．，p　一　1　in　the　system．　For　the　service　discipline　defined　in　Section

2，　we　can　obtain　their　LSTs　of　the　DF　in　terms　of　the　LS［1？s　of　the　DF　for　the　length　of　busy

periods．

5



　　　Let　us　first　derive　the　relation　between　completion　times　and　busy　periods．　（See　Jaiswal

［7，　Section　IV．　7－2］　and　Takagi　［11，　Section　3．4］　for　the　same　treatment　for　systems　with　only

preemptive　repeat　priority　discipline．）　We　consider　ep＋（s），　the　LST　of　the　DF　for　the　length　ep＋

of　a　busy　period　generated　by　packets　of　class　1，2，．．．，p．　A　recursive　relation　for　ep＋　can　be

derived　as　follows．　lf　the　packet　t・hat　arrives　first　in　an　idle　period　is　of　class　p，　which　occurs　with

probability　Ap／Ap＋，the　busy　period　Op＋　i　s　equal　to　a　busy　period　for　packets　of　class　p　that　have

the　completion　time　Cp　as　the　service　time．　Let　GF　be　the　length　of　a　busy　period　generated　by

packets　of　class　p　that　have　the　”service　time”　Cp．　Then　the　LST　of　the　DF　for　GS　satisfies　the

equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（］声（s）＝（ブ夢（s十λP一λP（］夢（s））・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

If　the　first　arriving　packet　is　of　class　1，2，．．．，p　一　1，　which　occurs　with　probability　Ap＋一i／Ap＋，then

the　bu・y　peri・d　O才i・equal　t・th・d・lay・y・1・with　initial　d・lay　Oよ、9・n・・at・d　by　pa・k・t・・f

class　p．　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・才（・）一k／i　Gx（・）＋λ寿・・1一・（・＋λ一聯））・　　（3・2）

From　（3．1）　and　（3．2）　we．get　the　recursive　relations

　　　　　　　　　　　　　　　　E［o才ユー掛歪具懇。，］）＋λ諾1呉鋳邊］）　　　　　（3・3）

　　　　　　　　　　　　　　珂（o才）・］一λP（1寺鶴頭署［確］＋λ蓋・4鵠、　（鋤

Note　that　the　relations　in　（3．1）一（3．4）　hold　whether　the　first　phase　of　the　service　time　follows　the

preemptive　repeat－identical　or　一different　discipline．

3．1　Analysis　of　residence　times

The　residence　time　Rp　for　a　packet　of　class　p　consists　of　the　service　time　xpNP　of　its　NP　phase

and　the　following　two　periods：　（i）　the　period　RpRP　from　the　moment　at　which　a　packet　of　class

p　first　receives　its　service　until　the　time　when　it　completes　the　RP　phase　of　its　service，　and　（ii）

the　period　RpRS　from　the　moment　at　which　a　packet　of　class　p　first　receives　the　RS　phase　of　its

service　until　the　time　when　it　completes　the　RS　phase．

　　　W・丘・・t・・n・ider　th・p・・i・d婿3・SupP・・e　that　N　p・eempti・n・・ccu・becau・e・f　th・arriva1・

of　packets　of　class　1，2，．．．，p　一　1　during　the　RS　phase．　Let　ep＋一i（n）　be　the　duration　of　the　nth

preemption．　Note　that　Op＋一i（n）　is　the　busy　period　of　paCkets　of　class　1，2，．．．，p　一　1．　The　period

RpRS　for　a　packet　of　class　p　can　then　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　婿3一矯3＋Σ0よ、＠）　　　　　　（3．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1
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Given　xpRS　and　N，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂・一5Rタrωタ3，岡一・　β5［oよ、（s）］N　　　　　（3．6）

Given　xpRS，　the　distribution　of　the　number　of　preemptions　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　p｛Ai　＝　．1．，Rs｝　，．　S6tZI　1　E2］！Zp’一i3pRS）”，一A．’一ixpRS，　．　．，　o，i，2，．．．　（3．7）

Removing　the　condition　on　N　from　（3．6）　by　using　（3．7），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂・一・R君r矯5］一・一（・＋λ声・一λみ・◎e一・（s．））ザ　　　　　（3．8）

We　next　consld．　er　the　period　RpRP．　We　analyze　ofthe　cases　of　preemptive　repeat－identi6al　and

－different　disciplines　separately　［11，　Section　3．4］．

In　the　case　of　preemptive　repeat－identical　disciplihe，　let　xpRP（n）　be　the　service　time　futilely

ekpended　by　the　nth　preemption．　Then　the　period　RpRP　can　be　written　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ar　　　　　　　　／V

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EタP一矯P＋Σ矯P（n）＋Σ0声、（n）　　　　　（3．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1　n＝1

Given　xpRP，　the　distribution　of　the　number　of　preemptions　is　given　by

　　　　　　　　　　　　P｛N一ψタP｝一（1一・一λ声・のタP）n・一λ声・¢吾P，n一・，・，2，…　　（3r・・）

Given　that　the　phase　xpRP　is　preempted，　the　distribution　of　the　expended　service　time　xpRP（n）　is

given　by

　　　　　　　　　　聯）≦ψタpi・p・eempt・d｝一、睾1捻P，・≦x≦矯P　（3…）

which　yields

　　　　　　　　E［・一ザ（螺i・preempt・d］一1一，一1押∬吾P・…λ匹・・一鋤¢（3・・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一（λ声、（・一e一（s＋λ詠タP）s＋λよ、）（・イλ茄ザ）　　　（調

Using　（3．13）　in　（3．9），　we　get

E醐P，N］一囲P
i却（1〒三誤1網N（鯛N（3・14）

where　Op＋一i（s）　is　the　LST　of　the　DF　for　Op＋一i（n），　which　is　independent　of　n．　Removing　the

condition　on　N　by　using　（3．10），　we　get

　　　　　　　　　　　　　曜R鞭P］一、＋λゴ序言砦iii苦≒睾λ岬］　　（調
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　＋　A，＋一i　一　A，＋一，e，＋一，（s）［1　L　e一一一（s＋A．’一i）x］

where　BpRP’RS’NP（x，y，　z）　is　the　joint　D　F　for　xpRP，xpRS，　and　xpNP．

　　　Replacing　Op＋一i（s）　by　1　in　（3．16），　we　can　obtain　the　LST　＝x’＊p（s）　for　the　gross　service　time　blp

as

　　　　　　　　　蝋○Of。○Of。○．（1繰ii睾芸義；ギ・一蟹一NP（x，．　y，z）（3・1プ）

From　（3．17）　we　h　ave

　　　　　　　　E［blp］　＝　xitlT一，（E［eAp’一iXpRP］一1）＋E［x，RS＋NP］　’（3．．ls）

　　　　　　　　’E　［blB］一（Xi・ll、）・｛E［（・λ声・¢タP）2］一二・λ四一λ去・E［ωタP・儲1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋珂（矯3＋NP）2］＋λ是、（E［¢タ5＋NP・λ嫡一珂ず＋NP］）（3・・9）

where　xpRS＋NP　i　xpRS　＋　xpNP．　From　（3．16），　we　also　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E團一ρ画一、恥がP］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［Rp］　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．20）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一ρす一、

　　　In　the　case　of　．preemptive　repeat－different　discipline，　we　again　have　（3．9）　for　RpRP．　However，

since　xpRP　is　chosen　anew　after　every　preemption，　we　have　to　remove　the　conqition　on　xpRP　for

each　xpRP（n）．　Thus　we　get

E［・一婿P（耀i・p・eempt・d］Pげi・p脚・d｝一λ去1［ト e1蜘（321）

We　also　h　ave

　　　　　　珂・　βpl矯pi・n・t　p・eempt・d］Pげi・n・t　preempt・d｝一B芦，RP（s＋λ二一、）　（3．22）

Therefore，　multiplying　IV　times　（3．21）　and　e，＋一，（s）　by　（3．22）　for　（3．9），　we　get

　　　　　　　　　　　E［e－sRpRP　IN　preemptions］P｛N　preemptfons｝

　　　　　　　　　　　　　　熟＋λ去・）（λよ、［1一β押（s＋λよ、　　　　　　・＋λ匹、）］）N（・去・（・））N（3．23）

It　follows　fropa　（3．8）　and　（3．15）　that，　if　the　RP　phase　for　a　packet　of　class　p．is　served　according　to

the　preemptive　repeat－identical　discipline，　we　obtain　the　LST　RS（s）　for　the　residence　time　Rp　as

蝋○Of。Oof。○○（8＋λよ・）e一瞬u鶉））〃e覗dBターP瞬3・・6）
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Adding　（3．23）　over　AI　＝　O，1，．．．，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　E［・一欄P］一、＋λ≠輪生讐畿＋λ声、）］　．（3鋤

It　follows　from　（3．8）　and　（3．24）　that？　if　the　RP　phase　for　a　packet　of　class　p　is　served　according　to

the　preemptive　repeat－different　discipline，　we　obtain　the　LST　RF（s）　for　the　residence　time　Rp　as

　　　　　　　　　　　　　一（s＋　A，’一i）B疹・Rぞ（・＋λよ、）B声，（R5・NP）（・＋λよ、一λ声、0よ、（・），・）

　　　　　　　R夢（・）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．25）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・＋λよ、一λ去、0芸一、（・）［1－B疹，RP（・＋λ芸一、）］

where　Bp＊’（RS’NP）（si，s2）　i　foOOfooo　e－SiY－S2ZdBpRS，NP（y，　i），　and　BpRS’NP（y，　z）　is　the　joint　DF　for

矯5and婿P・
　　　Replacing　Op＋一i（s）　by　1　in　（3．25），　we　can　obtain　the　LST　ntx　‘p（s）　for　the　gross　service　t’ime　zlTp

as

　　　　　　　　　　　　　　　　　搾（・）一（s＋禦舞鎖葺NP）（5，5）　（3・26）

From　（3．26）　we　h　ave

　　　　　　　　　　　　珂bl・］一1云霧聡一ll＋瑠5＋NP1　　（327）

　　　　　　　　　　　　E［，TB］一（i’一、）・（1説島1）一鱗審騨］）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋E［げ＋NP）・］＋2E［睾｝NP］（謡λ疾、）一・）脚

From　（3．25），　we　also　get　（3．20）．

3．2　Analysis　of　completion　times

The　completion　time　Cp　for　a　packet　of　class　p　can　be　decomposed　into　two　periods：　（i）　the　period

CpRP　from　the　moment　at　which　a　packet　of　class　p　first　receives　its　service　until　the　time　when

it　completes　the　RP　phase　of　its　service，　and　（ii）　the　period　CpRS＋NP　from　the　moment　at　which

a　packet　of　class　p　first　receives　the　RS　phaSe　of　its　service　to　the　first　moment　after　its　service

completion　at　which　there　are　no　packets　of　class　1，2，．．．，p　一　1　in　the　system．

　　　We　first　consider　the　period　CpRS＋NP．　The　period　CpRS＋NP　may　be　regarded　as　a　delay　cycle

with　the　initial　delay　xpRS＋NP　i　xpRS＋xpNP，　generated　by　packets　of　class　1，2，．．．，p一　1．　Therefore

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　E［e－sC．RS’”PlxpRS＋NP］　．．　e一（s＋A．＋一i－A．＋一ie．＋一i（s））xpRS＋”P　（3．2g）
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Clearly，　the　period　CpRP　equals　RpRP．　Thus，　from　（3．15）　and　（3．29），　if　the　RP　phase　for　a　packet

of　class　p　is　served　according　to　the　preemptive　repeat－identical　discipline，　we　obtain　the　LST

Cp＊（s）　for　the　completion　time　Cp　as

偽）一ズズ讐慧縞≒≒急病礎㌦）脚）

where　BpRP，RS＋NP（x，y）　is　the　joint　DF　fo

E［Cp］　＝

珂。芦］＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p－1

　　　　　　　　　　　　　r．xpRP　and　xpRS＋NP．　From　（3．30），　we　get

（λ素＋E［・却）（E醐＋λ茄E匝酬一⇒

2（Xi．1：．i醐）2糠油

＋（（λまア＋2！EII2iii［，＋e・＋，　’］＋珂（曜］）（Er諦］一り

一2
iXitl　1一、＋珂鯛）恥少評］

＋（1＋λす一、珂0婁一、］）2

×←［（矯3＋NP）2］＋畔禁騨］一鷲判

＋λみ、珂（畦、）2］珂矯5＋NP］・

（3．31）

（3．32）

　　In　terms　of　E［Z27P］an　dE［h万多］given　by（3．18）and（3．19），　we　can　respectively　write（3．31）and

（3．32）　as　t

E［C，］一（1＋λ声、E［・」一、］）珂blp］　　　　　　　　　　　（3．33）

珂婿］一（1＋λ，一・珂・e一、］）E［鷲］＋λ，一・E［（・よ、）2臨］

　　　　　　　　　　　＋2珂0あ］（Lllll　iil　！Ei，p＋　iE［0却）躍艶μ一・畑・あ］（1＋λ函E［・函］）

　　　　　　　　　　　×（2E［x，RS＋NP（，A．’一ixpRP　一　1）］＋λ声・珂げ＋NP）2］）　　　（瑚

　　　Similarly，　from　（3．24）　and　（3．29），　if　the　RP　phase　for　a　packet　of　class　p’is　served　according

to　the　preemptive　repeat－different　discipline，　we　get　the　LST　Cp’（s）　for　Cp　as

　　　　　　　　　　　　　　（s＋λ声、）B押（・＋λ去、）B押＋NP（s＋λよrλよ、0よ、（s））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・＋λよ一λ声、0よ、（s）［1－B夢即（・＋λ去、）］

　　tWe　point　out．an　e－rratum　for　the　second　moment　of　Ci　in　Cho　and　Un　［4，　equation　（B7b）］，　where　the　term

E［S・汁2耶Bi（eA’一1sAi－1）］E［D・］・h・uld・ead・E［S。・］＋2耶Bi（eA・一・s・・　一・1）］E［Di］（1＋A・．i　E［D、］）．

傷（s）＝ （3．35）

10



where　Bp＊，RS＋NP（s）　is　the　LST　of　the　DF　for　xpRS＋NP．　From　（3．35），　we　get

　　　　　　　　　E［C・］一t’一、＋E［・去・］）・（1芸タ箒・）＋弼3＋NP］）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）2

E［o多］＝

λ士、鴫］）2（1－B押（λ声、．B押（λ声、））

（　2ﾉ匹、）・＋2Q1］＋E［（・よ・）・］）1蒜篶1）

辻、鴎］唖蝉ユ
＋（1＋λ十一、珂0汐一、］）2

×（E［げ＋NP）・］＋蒜芸是、）一2E［鶏NP］）

＋λ声、E［（0汐一、）2ユ珂矯5＋NP］・

＝2

（

2（

＋（

一2　（

（3．36）

（3．37）

In　terms　of珂7i7p］and－E［xp］given　by（3．27）and（3．28），　we　can　respectively　write（3．36）and（3．37）

as

恥］一（1＋λ汐一、珂0才一、］）E［blp］　　　　　　　　．（3．38）

珂・宕］一（1＋λ，一・珂0す一、］）E［場］＋λ，一・珂（・声、）2臨］

　　　　　　　　　　＋購］（1＋λよ、E［0去、］Ap－1）（1蒜篶・））2鴫ユ（・＋λ鰍・］）

　　　　　　　　　　×（2［1－B畿岩矯3＋NP］＋λよ・E［（矯3＋NP）・］）．（3鋤

　　Since　（3．33）　and　（3．38）　are　identical，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂Cp］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［blp］　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．40）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋λ㌫一、珂0三一、］

for　both　cases　with　preemptive　repeat－identical　and　一different　disciplines．　From　（3．3），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋λ二一、珂0才一、1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋λ汐一、珂0三一、1＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．41）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一λP一・珂Cp一・］

Thus，　from　（3．40）　and　（3．41），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　芸跨三k］　一S禺一λ・一・E［bl・一・1一ρ・一・　　（3．42）

which　is　a　recurrence　relation　with　respect　to　p．　Thus　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E團
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［Cp］　＝＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．43）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一ρす一、
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and　then

4 Waiting　Times

　　　　　　　　　　　　　ρ声、

E［o声、］＝
　　　　　　　　　λ去1（1一ρよ1）

（3．44）

In　this　section，　we　find・the　distribution　of　the　waiting　time　Wp，　which　is　defined　as　the　interval

from　the　moment　of　arrival　of　a　packet　of　class　p　to　the　moment　at　which　it　first　receives　service．

Note　thqt　the　completion　time　Cp　also　represents　the　time　from　the　start　of　service　to　a　packet　of

class　p　until　the　first　moment　when　another　packet　of　class　p　can　enter　the　server．　Therefore，　the

waiting　time　of　a　packet　of　class　p　that　arrives　during　the　delay　cycle　initiated　with　D　is　identical

to　the　waiting　time　of　a　packet　that　arrives　during　the　delay　cycle　in　a　nonpriority　M／G／1　system

with　arrival　rate　Ap　and　service　time　distribution　Cp＊（s）．　Thu．s　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一　Ap　E［Cp］）（1　一　D＊（S））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　17Vff（slD－delay　cycle）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［D］　（S　一　Ap　＋　ApC，＊（s））

where　D＊（s）　is　the　LST　of　the　DF　for　D　［5，　Section　8．4］　［8，　Section　5．10］．

　　　Let　us　assume　that　at　a　random　point　in　time，　the　system　is　in　a　D－delay　cycle　with　probability

PD，　or　in　an　idle　period　with　probability　Po　so　that　PD　and　Po　satisfy　the　following　condition：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Po　＋2　PD　＝1　（4．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D

Because　Poisson　arrivals　see　time　averages　（PASTA）　［12］，　the　unconditioned　waiting　time　is　given

by

　　　　　　　　　　　　　　　　　W，＊（s）　＝　PoW，＊（slidle）＋2PDW，＊（slD－delay　cycle）　’　（4．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D

We　will　obtain　W，＊（s）　by　using　（4．3）．

　　　In　our　priority　system，　a　packet　of　class　p　arrives　during　an　idle　period　with　probability

Po　＝　1　一　p　and　its　waiting　time　is　zero．　Therefore　the　LST　of　the　DF　for　the　waiting　time　of　this

packet　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W，＊（slidle）　＝1；　Po　＝1－p　（4．4）

A　packet　of　class　p　arrives　during　a　Bp一’RP＋RS－period，　which　is　the　RP　or　RS　phase　pf　the　service

time　for　a　packet　of　class　p　＋　1，．．．，P，　with　probability　Pi，RP＋RS　＝　p　一　pp＋　一　pp一，NP，　where

pp一，NP　＝　2　＝p＋i　Ak　fooo　xdBpNP（x）　．and　BpNP（x）　is　the　DF　for　xpNP．　Obviously，　its’waiting　time

is　again　zero．　Therefore　we　have

　　　　　　　　　　　　㎎（・IB云，RP＋RS－P・・i・d）一1；ぢ，RP＋RS＝ρ一ρ才一ρ云，NP　　　（4．5）
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　　　In　addition，　there　are　three　types　of　delay　cycles　in　the　system：　the　delay　cycle　starting　with　a

Bp＋一i－cycle，　Bp－cycle，　and　Bi’NP－cycle．　The　Bp＋一i－cycle　is　a　delay　cycle　initiated　with　the　service

time　for　a　packet　of　class　1，2，．．．，p　一　1，　the　Bp－cycle　is　a　delay　cycle　initiated　with　the　service

time　for　a　packet　of　class　p，　and　Bp一，NP－cycle　is　a　delay　cycle　initiated　with　the　NP　phase　of　the

service　time　for　a　packet　of　class　p　＋　1，．．．，P．　Let　Pp＋一i，　Pp　and　Pp一，NP　be　the　probabilities　that

a　packet　of　class　p　arrives　during　a　Bp＋一・　i－cycle，　Bp－cycle，　and　Bi’NP－cycle，　respectively．　They

should　satisfy　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琳、＋P，＋ぢ，NP＝ρ才＋ρ憂・NP　　　　　　（4．6）

　　　The　probabilities　Pp＋．i，Pp，　and　Pi’NP　can　be　found　as　follows．　First，　note　that　the　mean

number　of　times　that　the　system　enters　the　Bp一’一cycle　per　unit　time　is　A’ 粋黶 D　The　mean　length　of　a

B，一一cycle　is　E［x，一’NP］／（1　一　p，＋），　where　E［x，一，NP］　＝＝　p，一，NP／A，一．　Thus

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザーλ云×響一鍔　・　（4・7）

From　（4．6）　and　（4．7），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　堪・＋P・一ρす（1一ρ才一ρ評P　　1一ρす）　　　（4・8）

The　system　enters　the　Bp＋一i－cycle　or　the　Bp－cycle　only　from　the　state　in　which　there　are　no　packets

of　class　1，2，．．．，p　一　1　in　the　system．　Therefore，　the　ratio　of　Pp＋一i　to　Pfo　equals

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　髪・一ρ傷・　　　　（4・9）

From　（4．8）　and　（4．9），　we　determine

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琳・一ρ声・（1一ρ才一ρ憂岬1一ρ渉）　　・（4…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p，　．．　t2i，zLL：iiZllr　｝12El．：1－2（i－Pp＋一’＋Pp’NP）　（4．ii）

　　　The　LST　of　the　DF　for　the　waiting　time　of　a　packet　of　class　p　that　arrives　during　the　Bp一，NP－

cycle　is　obtained　by　substituting　D＊（s）　＝　B，＊’（一’NP）［s　＋　A，＋一i　一　Ap＋一ie，＋一i（s）］　into　（4．1），　where

B夢’（一’NP）（・）一意Σ盈，＋・λκ伊・一3脚P（の・Thu・w・、9・t

　　　　　　　　　　　　　　　聯1晦）一λ÷謂1（一，NP）（ap－1）λ，σ芦（・）］］　（4・12）
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where　a，一i　11　s　＋　A，＋一i　一　A，＋一i（E）“一i（s）・

packet　of　class　p　that　arrives　during　the

罵＊（・1卑、一cy・1・）一

Similarly，　the　LST　of　the　DF　for　the　waiting　time　of　a

Bp＋一i－cycle　and　Bp－cycle　are　respectively　given　by

＿λ芸．・（1一ρ才）（1一．0声1（s））

W，＊（slB，一cycle）　＝

Pp＋一i　［S　一　Ap　＋　ApC，＊（s）］

Ap（1　一　P，’）　（1　m　C，“　（S））

pp　［s　一　Ap　＋　ApC，＊（s）］

（4．13）

We　now　apply　（4．3）　to　obtain　Wp＊（s）　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　（1一ρ才一ρ云，NP）［・＋λ声1一λ；仁、θ；L1（・）］＋λ∬

　　　　　　W，＊　（s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　一　Ap　十　Ap　C，“　（s）

Then　we　obtain　the　mean　waiting　time　as

　　　　　　　　　　　　　　E圏一λ才（1一ρ才）2E［（0才）21＋λ詔［（ぢ’NP）2］

［1　一　Bp“’（一’”P）（ap－i）］

（4．14）

（4．15）

2（1一ρ声、） 2（1一ρ去、）（1一ρす）
（4．16）

where　we　have　used　（3．4）．

5 Response　Times　and　Queue　Sizes

The　response　time　Tp　of　a　packet　of　class　p　consists　of　two　iridependent　random　variables，　the

waiting　time　Wp　and　the　residence　time　Rp．　Thus　the　LST　of　the　DF　for　the　Tp　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T，＊（s）　＝：　ltVff（s）RX（s）　（5．1）

From　（5．1），　we　h　ave

　　　　　　　E［Tp］　＝　E［Wp］十E［IZp］

　　　　　　　　　　　　　一λ才（1一ρす）2E［（0す2（1一ρ声、））2］＋2（皇室楽舞）＋E［司厨Pユ（5・2）

where珂レ瑚and珂Rp］have　been　given　in　Sections　3　and　4　fbr　each　preemptive　repeat　discipline．

　　　Let　fip（z）　be　the　probability　generating　function　of　the　number　of　packets　of　class　p　in　the

system　at　the　departure　time　of　a　class　p．　We　then　have　the　following　relationship

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llp（z）＝1’Vff（Ap－Apz）RF（Ap－Apz）　，．　（5・3）

which　represents　the　number　of　packets　of　class　p　that　arrived　while　the　arbitrary　departing　packet

of　class　P　was　in　the　system．　Note　that　np（z）　is　also　the　probability　generating　function　of　the

number　Lp　of　packets　of　class　p　in　the　system　at　an　arbitrary　time．　This　comes　from　the　PASTA
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property　and　Burke’s　theorem　on　the　process　with　unit　jumps　．applied　to　the　number　of　packets

of　class　p　present　in　the　system　［6，　Section　5］．　We　then　obtain　the　mean　queue　size　E［Lp］　as

E［Lp］　：ApE［Tp］ （5．4）

where　E［T，］　is　given　by　（5．2）．

6 Numerical　Examples

We　give　some　numerical　examples　of　the　model．　To　investigate　numerically　the　performance　of

the　system，　we　consider　a　system　with　5　classes　of　packets．　Let　us　assume　that　all　ASs　are　identical

and　that　their　RP　and　NP　phases　of　the　service　times　for　each　class　are　O．1　seconds　（constant）

respectively．　This　corresponds　to　the　assumption　that　the　lengths　of　the　header　and　the　trailer

of　packets　are　fixed　in　the　application　example　mentioned　in　Section　1．　ln　the　first　example，　we

assume　that　the　RS　phase　of　the　service　time　（the　information　field　of　a　packet）　of　each　class　is

also　constant，　which　is　10　second．　ln　the　second　example，　we　assume　that　the　RS　phase　of　the

service　time　of　each　class　is　exponentially　distributed　with　rates　O．1／sec　（the　mean　is　10　seconds）．

The　mean　response　times　for　each　class　of　packet　have　been　computed，　and　are　shown　in　Figures

3　and　4　against　the　total　server　utilizations　p．

　　　As　evident　in　these　figures，　if　we　compare　the　response　times　for　the　two　different　DFs　of

the　RS　phase　of　service　time，　the　response　times　for　each　class　of　packets　with　exponentially

distributed　RS　phases　are　greater　and　more　discriminative　than　those　with　constant　RS　phases．
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Figure　4：

　　　　　　　　　O．5　1
　　　　Server　utilizations

RP　and　NP　phases　：　O．ls（constant）

RS　phase　：　exponential　dis．　with　rate　O．1／s
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