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Abstract．　This　paper　addresses　a　method　for　solving　two　classes　of　production－transportation

problems　with　concave　production　cost．　By　exploiting　a　special　network　s七ructure　both　the

problems　are　reduced　to　a　kind　of　resource　allocation　problem．　lt　is　shown　that　the　resulting

problem　can　be　solved　by　using　dynamic　programming　in七ilne　polynomiaユin　the　problem　input

length，　i．e．，七he　number　of　supply　and　demand　poinもs　and七he　total　demand．

Key　words：　Concave　minimiza七ion，910bal　optimization，　production－transpor七ation　prob－

lem，　resource　allocation　problem，　dynamic　programming

1．　lntroduction

In　this　paper　we　will　discuss　special　classes　of　production－transportation　problems　which

arise　in　many　practical　applications，　for　instance：

　　　There　are　one　factory　and　a　number　of　warehouses　in　each　of　several　regioBs．　Every

factory　produces　a　certain　amount　of　goods，　and　can　transport　them　to　only　warehouses

in　its　assigned　region．　Except　these　branch　factories　there　is　a　head　factory，　which

can　transport　the　products　to　every　warehouse．　The　decision　maker　has　to　decide　how

many　goods　each　factory　should　produce，　and　which　warehouses　the　head　factory　should

supply，　so　as　to　minimize　the　total　productien　and　transportation　cost．

　　　In　the　above　situation　（see　also　Figure　2．1），　we　are　concerned　with　two　cases：

（Pl）：　The　production　cost　of　the　head　factory　need　not　to　be　considered　but　the　total

　　　　　supply　from　it　is　restricted．

（P2）：　The　tota1　supply　from　the　head　factory　is　not　restricted　but　its　production　cost

　　　　　has　to　be　considered．

　　’The　author　was　partially　supported　by　Grand－in－Aid　for　Scientific　Research　of　the　Ministry　of

Education，　Science　and　Culture，　Grant　No．　（C）05650061．
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　　　The　production　cost　of　each　factory　is　in　general　a　nondecreasing　and　concave　func－

tion　of　the　output，　whence　both　the　problems　（Pl）　and　（P2）　have　multiple　locally　optimal

solutions，　many　of　which　need　not　to　be　glQbally　optimal．　lf　the　number　of　factories

are　fixed　at　k，　we　can　solve　the　problems　in　strongly　polynomial　time　by　using　the　algo－

rithms　proposed　by　Tuy，　et　al．　in　their　recent　series　of　articles　［9，　10，　11］．　ln　this　case，　the

total　cost　function　possesses　rank－k　property　［8］　and　its　global　minimum　can　be　found

in　the　course　of　solving　a　transportation　problem　parametrically．　We　will　show　in　this

paper　that　both　the　problems　can　be　solved　in　time　polynomial　in　the　problem　input

length，　i．e．，　the　number　of　factories　and　warehouses　and　the　total　demand　of　warehouses，

“rithout　assuming　the　fixed　number　of　branch　factories．

　　　The　organization　of　the　paper　is　as　follows：　ln　Section　2，　we　will　transform　the

problem　（Pl）　into　a　kind　of　resource　allocation　problem，　referred　to　as　the　master　problem

of　（Pl），　by　exploiting　the　special　network　structure　stated　above．　The　objective　function

of　the　master　problem　is　defined　by　solving　m　Hitchcock　transportation　problems，　where

mrepresents　the　nu皿ber　of　branch　factories・In　Section　3，　to　solve　the　master　problem

we　will　propose　an　algorithm　using　dynamic　programming，　and　show　that　it　requires

（mnb）　arithmetic　operations　and　O（nb）　evaluations　of　the　production　cost　function　of

each　factory，　where　n　and　b　represent　the　number　of　warehouses　and　their　total　demand

respectively．　ln　Section　4，　we　will　show　that　the　problem　（P2）　can　also　be　tra　nsformed

into　a　resource　allocation　problem　of　the　same　form　as　the　master　problem　of　（Pl）．

2．　Decomposition　of　（Pl）　into　subproblems

The　problem　we　first　consider　is　defined　below　（see　Figure　2．1）：

　つ　　　　　　　　　　　　　　

m皿1mlze

subject　to

　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

ΣΣCiゴ吻＋Σ撫）
i：＝0ゴ∈Vi　　　　　　　　i＝1

の
Σッε≦δ，

‘＝1

Σ∬・ゴ＝跳，Σ勘＝・ε，

ゴ∈聾　　　　　　　ゴ∈聾

XOゴ十∬り＝bゴ，　　」∈「し1・，

ωoゴ≧0，　Ciゴ≧0，ゴ∈Vi，

3／i≧0，　　21i≧0，

where　b，　bゴ＞0，ブ

are　real，　fi　：

i　’一’一　O，　1，　．．．，　m，　are

Rl　．　Rl，

i一一一　1，　．．．，　m，

i＝　1，　．．．，　m，

i＝　1，　．．．，　m，

i　e一一’　17　．．．）　me

E　Vi，　i＝　1，　．．．，　m，　are　integral，　ci」・　i）　O，　］’　E　Vi，．　i　一一一一一　O，　1，

　　　i　一一一　1，　．．．，　m，　are　nondecreasing　and　concave　functions，

index　sets　such　that

（2．1）

．．．
V　m）

and　Vi，

れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アれ

UVi＝1／o＝｛1，…，n｝，∩「Vi・＝の．

i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

（2．2）
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コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

i　　…・・Vm
島

1」　嚇　一一　　　　　一　一　一　一　　　．　一　一　一一　一一　・　　　　　吻鴫騨　畠1

　　　　　　　　　　　　　　　1　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Branch　factories

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　2・1・Illustra七ion　of　the　problem．

Aspecial　case　of（2．1），　where　m＝1，　involves　the　problem　studied　by　Tuy　et　al．　in［91，

and　can　be　solved　in　O（n　log　n）elementary　operations　and　n　evaluations　of　function／1

if　we　use　the　algorithm　proposed　in［9］．

　　　Any　feasible　solution　of（2．1）has　to　satisfy

　　　　Zi＝αi－3／i，　i＝1，…　　，　m，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

where　a，i＝・Σゴ∈ψゴ．　We　can　therefore　eliminate　all　zi，s　from（2．1）by　de丘ning

　　　　Aω＝fi（αi　一・yiい＝1，…，m・　　　　　　　　　　（2．4）

Obviously　fi，s　are　still　concave　but　nonincreasing．　The丘rst　problem　is七hen　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　

　　　　　　　　　　minimizeΣΣC絢＋Σ稔）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈0ゴ∈Vi　　　　　　　　i：＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　subject　to　IZ）　yi≦b，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た：1

　　　　（P1）　　　Σx・ゴ＝yi，Σ　Xiゴ＝αi・一・yi，　i＝1，＿，m，　　（2．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈鷲　　　　　　　ゴ∈鷲

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xoゴ十Xiゴ＝bゴ，　　」∈『Vi，　　　i＝1，．．．，m，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xoゴ≧0，　¢iゴ≧0，ゴ∈「Vi，　　　i＝1，．．．，m，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　跳≧0，　　　　　　　　　　　　　　　i＝1，．．．，m．
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9一．1．　DEFIN．　ITION　OF　MASTER　PROBLEiLvi

For　any　fixed　y　＝　（yi，　．．．，y．），　we　have　a

（P（y））

　　　　　　　り　　　　　　　

mlnlmlze

subject　to

Due　to　the　condition　（2．2），　probl

（Pi（yi）），　i　＝　1，　．．．，　m，　each

supply　points：

（Pi（31i））

　　　　　　　り　　　　　　　

mlnlmlze

subject　to

　　　　　　　　　　　　1inear　programming　Problem：

れ

ΣΣ　　　　　Ciゴ銑ゴ
iEOゴ∈Vi

黒露・ゴ＝yi，黒⑳εゴ＝α・一9ε一＝1，…，m，　（2．6）

Xoゴ十Xiゴ＝ゐゴ，　　ブ∈V；，　　　i＝1，…　，m，

Xoゴ≧0，　x’iゴ≧0，ブ∈V；，　　　i＝＝1，．．．，m．

　　　　　　em（P（雪））can　be　decomposed　into　m　subproblems

　　of　which　is　a　Hitchcock　transportation　problem　with　two

Σ（C・ゴX・ゴ＋C絢）

ゴ∈Vi

Σx・ゴ・＝3／i，Σ吻＝・αi－iYi，

ゴ∈Vi　　　　　　ゴ∈Vi

Xoゴ十Xiゴ＝＝bゴ，　　」∈Vi，

ωoゴ≧0，　Viゴ≧0，ブ∈Vi・

（2．7）

If　O≦3／i≦αi，　then（Pi（Z／i））has　an　optimal　solution．　We　denote　it　by　a　vector婿ω，

every　element　of　which　is　either　x6ゴ（3／i）or筍（3／i），ゴ∈Vi，　a：nd　by　gi（Zli）its　optimal　vaユue．

Obviously　x＊（〃）＝（婿（Yl），＿，鵤（Ym））is　an　optimal　solution　of（P（y））andΣ狸1　gi（Zli）

is　the　optimal　value．　The　original　problem（P1）can　be　solved　if　we　solve（P（y））for　a皿

雪satisfyingΣ狸1跳≦ゐand　O≦Z／i≦αi　for　every　i．：Let

　　　　hi（y言）＝fi（31i）十9i（Z／i），　i＝1，＿，m．　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．8）

Then（P1）is　reduced　to　a　kind　of　resource　allocation　problem　with　m　variables：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　　　　　　　minimizeΣん‘ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　（MP1）subject　t。£）　yi≦b，　　　　　　　（2・9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦yi≦αi，琶＝1，＿，m，

which　we　call　the　master　problem　of（P1）．　Without　loss　of　generality　we　may　assume

that

　　　　　　　　アアユ　　　　　　　　　　アこ

　　　　b≦Σ　ai（＝Σゐゴ）・　　　　　　　　　　　　　（2・10）
　　　　　　　仁1　　　ゴ＝1

　　The　following　lemma　summarizes　the　above　arguments：

五emma　2．1．　if　y＊isαn・ptimαZ　s・Zuti・n（）f　（MPIノ，　then＠＊（y＊），　y＊）5・lves（Plノ，

ωん・re　X＊（y＊）＝（婿（汐ま），．．9，鴫（垢））α掘婿（写銃）isαn・ptimαZ　S・ん伽・f　（Pi・（y］）ノ．

□
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2．2．　AILVALYTIC　FORM　OF　FUNCTION　hi

To　solve　（MPI）　vv’e　have　to　know　the　form　of　function　hi，　which　is　a　composition　of

two　functions　i　and　gi．　NVhile　the　former　一is　given　beforehand，　the　latter　requires　one

to　solve　the　Hitchcock　transportation　problem　（Pi（yi））　as　varying　the　value　of　y．i　in　the

interval　［O，　ai］．

　　　Note　that　the　constraint　£J・Ev，　xi）・　＝　ai　一一　yi　is　expressed　by　the　others　and　hence　can

be　deleted　from　the　de丘nition　of（Pi（31i）），　i．e．，

　　　　　　minimiZeΣ（COゴXOゴ＋Ciゴ吻）

　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈Vi

　　　　　　subject　to　」Ev，Xo」’＝Yi，　（2．n）

　　　　　　　　　　　　　　　　Xoゴ十Viゴ＝bゴ，　　ゴ∈「レ1・，

　　　　　　　　　　　　　　　　xoj　〉一　O，　x　iJ・　lil：　O，　2’　E　Vi．

We　should　also　note　that　any　feasible　solution　satisfies

　　　　　Viゴ：＝bゴーXoゴ，∀ブ∈「Vi．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）

Then，　by　substituting　（2．12）　into　（2．11），　we　have　an　equivalent　problem　with　I　Yi　l　vari－

ables：

　　　　　　　　　　　　minimiZeΣ（Cザψ・ゴ＋ΣCεゴb」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈Vi　　　　　　　　　ゴ∈Vi

　　　　　（Qi（y，’））1　subject　to　2　xo，・＝yi，　（P一．13）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈Vi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦x’oゴ≦ゐゴ，ゴ∈Vi．

The　resulting　problem　（Qi（yi））　is　a　continuous　knapsack　problem，　which　can　be　solved

very　efficiently　for　all　y，i　E　［O，　ai］．　Let

　　　　　∂ゴ＝Coゴ＿Cfゴ，ゴ∈・Vi，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．14）

and　let

　　　　　bゴ1≦～：1ゴ2　≦．．．≦5ゴ飢（‘），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．15）

where　m（i）　＝　I　Vi　l．　The　following　is　a　well－known　theorem　（see　e．g．　［1］），　which　charac－

terizes　the　form　of　gi：

Lemma　2．2．　lf　O　S　yi　〈一　ai，　then　there　exists　some　p　such　that

　　　　　　　　　　　　bj，，　k＝　1，　．．．，p一　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　p一一1

　　　　妬ゴ、＝〃i一Σbゴe）k＝P，　　　　　　　　　　　（2．16）
　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ＝1

　　　　　　　　　　　　0，　k　一一一一　p十　i，　．．．，　II／，i・1
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is　an・ptimα1　S・ん伽・）f　（qi（・yi）ノαnd

　　　　　　　　　　　　p－1　p－1
　　　　9・ω＝Σ∂ゴ，　bj，＋b，（yi一Σわゴ，）＋Σcεゴゐゴ

　　　　　　　　　　　　ゼ＝1　　　　　　　　　　　　　　ゼ＝1　　　　　　ゴ∈Vi

is　the　optimal　Vαlue．　ロ

Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k・

　　　　　αi・＝0，αik＝Σbゴ，，　k＝1，＿，岡，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ＝1

and　let

（2．17）

（2．18）

　　　　　Iik＝＝［αi，k＿1，αik］，　k：・＝1，．．．，1「レヨ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．19）

The　analy七ic　form　of　hi　is　now　identified：

Lemma　2．3．　Function　hi　is　concαve　oη、lik　for　every　k＝1，＿，岡．

Proof：　We　immediately　see　from　（2．16）　and　（2．17）　that　gi　is　a　convex　and　piecewise

linear　function　with　break　points　among　aik，　k　一一一　O，　1，　．．．，IVi　l．　Hence　hi　一一一一　f－i　十　gi　is

concave　on　each　｝inear　piece　Jik　＝　［ai，k－i，　aik］　of　gi，　because　f一．i　is　a　concave　function

defined　on　R．　Z

In　［9］　Tuy　et　al．　have　derived　the　same　resu｝t　as　Lemma　2．3．　They　straightforward　used

the　network　structure　of　（Pi（yi））　instead　of　transforming　it　into　the　continuous　knapsack

problem．

3．　Solution　Method　for　the　Master　Problem　（MPI）

Let　ms　proceed　to　the　algorithm　for　solving　the　master　problem　（MPI）．　We　w’ill　show

that　（MPI）　can　be　solved　using　dynamic　programming．　For　this　purpose　let　us　note

some　properties　of　i七s　oP七imal　solutions．

：Lemma　3．1．　ProbZem　（MPI／hαs　an　optimαZ　soZution　y＊＝（　＊　i一＊Zli，…，シm），αt　least　m－1

elements・∫翻。ん襯ηαεた，　k＝1，＿，岡，　i＝1，．．．，m．

PToof：　Since　b　and　all　ai’s　are　positive，　the　feasible　region　of　（MPI）　is　nonempty　and

bounded．　Every　hi　is　continuous　on　［O，　ai］，　and　hence　the　objective　function　of　（］NIIPI）

attains　the　minimum　at　some　y＊　in　the　feasible　region．　Supp’ 盾唐?@there　are　twro　elements

of　y＊，　say　y，’　and　y，’，　which　are　not　in　aik’s．　Let　yS　E　int　lp，　＝　（ap，s－i，　aps），　yq“　E　int　lqt　＝

（ag，t－i，　agt），　and　let

　　　　hpq（Yp）　＝：　hp（Yp）　十　hp（b　一　Yp），

6



where　b＝　y，“　十　y，＊．　Also　let

　　　　　d　＝＝　max｛ap，，一i，　b一　aqt｝，　a　＝　min｛ap，，　b一　ag，t－i｝．

Then　yp’　E　（d，　d）　and　hpq　is　concave　on　［d，　a］．　Hence　we　have

　　　　　ん，，（％）≧血｛ん，，（の，ん，，（の｝，

vvrhich　implies　that　if　we　replace　y，“，　y，’　with　either　d，　b－d　or　a，　b－a　then　another

optimal　solution　y’　of　（MPI）　is　provided．　ln　this　case，　either　yS　or　y6　coincides　with　an

extreme　point　of　i七s　interva1．　　　ロ

Consider　m　discrete　optimization　problems　（DPi（yi）），　i　一一一　1，．．．，　m，　associated　vLrith

（MPI）：

　　　　　　　　　　　　　　minimize　2　he（ye）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e7Ei

　　　　　（DPi（yi））1　subject　to　2　ye　S　b一一　yi，　（3．1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ezEi　．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ye　E　｛aeo，　…，　ae．（e）｝，　e　7E　i．

We　denot’ ?@by　Hi（yi）　the　optimal　value　of　（DPi（yi））．　lt　follows　from　Lemma　3．1　that　an

optimal　solution　y“　6f　（MPI）　will　be　found　if　vv’e　solve　every　（DPi（yi））　for　yi　E　［O，　ail．

Namely，

　　　　　min｛min｛hi（yi）＋　Hli（yi）lyi　E　［O，　ai］｝　l　i＝　1，　．．．，　m｝　（3．2）

is　the　minimum　value　of　the　obj　ective　function　of　（MPI）．

Lemma　3．2．　For　each　i抗ere　e伽オ5απ翻egεr〃1∈［0，αi］3賜。ん伽オ

　　　　　hi（yl・）＋Hi（st）　＝min｛hi（yi）＋Hi（yi）1yi　E　［O，　ai］｝．　（3．3）

Proof：　Let　yl・　E　li，　and　suppose　yl・　is　not　integral．　Since　b　and　all　aek．’s　are　integral，　it

must　hold　that

　　　　瓦（yl・）＝瓦（厩］）≧Hi（Lシ1」），

where　f・1　and　L・］　represent　the　integers　obtained　by　rounding　up　and　down・respectively．

Hence　we　have

　　　　hi（　　’跳）＋瓦ω≧min｛hi（「〃11）＋瓦硯），　hi（L〃1」）＋瓦（Lシ1」）｝

by　noting　concavity　of　hi　on［Lylj，　fy［・1］cIi．．　a

Thus（3．2）七ums　out　to　be

　　　　min｛min｛hi（yi）＋　Hi（y，・）1yi　一’一一　O，　1，　．．．，　ai｝　l　i＝　1，　．．．，　m｝．　（3．4）
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3．1．　DYNAMIC　PROGRAMMING　RECURSIOr

Let　us　define　a　partial　problem　of　（DP，・（yi））：

　　　　　　　　　　　　　minimize　2　he（ye）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ∈M（i，P）

　　　　（DPS（yi））1subject　to　2　ye　S　b一一yi，　（3．5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ∈ルf（i，P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ye　E　｛aeo，…，　ae．（e）｝，　e　E　IVI（i，p），

where　M（i，p）　＝　｛1，．．．，i一　1，　i十　1，．．．，p｝．　Denote　by　H，P・　（yi）　the　optimal　value　of

（DPヲ（z／i））and　let

晦一
o2。．1　葦制，。，＿〉。．　　（3・6）

Lemma　3．3．　The　values　H，P・　（yi）　’s　satisfy　the　following　recursive　formula：

　　　　H，P・　（yi）　＝　min｛h，（a，k）　＋　H，？一i（y，・　＋　a，k．）lk　＝＝　1，　．．．，　II／，1｝　（3．7）

Proof：　By　definition　we　have

　　　　H，P・（yi）　＝＝　min｛h，（y，）＋Hi－i（yi＋y，）ly，　E｛a，o，…，a，．（，）｝｝

　　　　　　　　　　　＝＝　min｛hp（apk．）＋H，？Mi（yi＋apk）lk＝1，．．．，IVpl｝　m

Since　Hi（yi）　＝　H，M・　（yi），　to　obtain　lli（yi）　for　alkJi　E　［O，　ai］　it　is　enough　to　compute　H，P・　（yi）

for　p　＝＝　1，　．．．，i一　1，　i十　1，　．．．，　m　and　yi　b一一　b，　b一　1，　．．．，　1，　O．

Remark．　Problem　（DPi（yi））　can　easily　be　transformed　into　a　multiple－choice　knapsack

problem　（see　also　［6］）：　Letting

wek・＝

i6　8fti，e，．＝i，“，ei”　k＝1，…71vell　eyGi，　（3．s）

then　we　have　an　equivalent　problem：

　　　　　　　　　　　m（の

mi血izeΣΣ　he＠た）Wek．
　　　　　　　　　efi　k＝1

　　　　　　　　　　　m（の

subject　to　22　aekw．ek・　：E｛　b一　yi，

　　　　　　　　　ゼ≠繭＝1

　　　　　　　　　m（の

　　　　　　　　　2）wek・＝1，　ei7Ei，

　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　wek・E｛O，1｝，　k＝1，．．．，IVel，　e　iiE　i．

　　btain　a　similar　recursive　formula　as　（3．7）　from　th

　　　　　　　口

（3．9）

We　will　obtain　a　similar　recursive　formula　as　（3．7）　from　this　O－1　integer　programming

problem　［2］．

　　We　are　now　ready　to　present　the　algorithm　for　solving　the　target　problem　（Pl）：
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Algorithm　A．

Step　1．　For　i＝　1，　．．．，　m　do　the　following：

　　　　　　1．C・mput・6ゴ，ブ∈Vi，丘・m（2・14）and…tth・m　a・弓・≦∂ゴ，≦…≦弓m（り，

　　　　　　　　　where　m（i）　＝　I　Vi　l・

　　　　　　2．L・t　ai。＝0，αik・＝Σ乞1ろゴ，，k＝1，＿，岡．

Step　2．　For　i＝　1，　．．．，　m　do　the　following：

　　　　　　10　Compute　Hi　（yi）　according　to　（3．6）　and　（3．7）　in　the　order　p　＝　1，　．．．，　z’　一　1，　i十

　　　　　　　　　1，…　　，m；2／i＝b－1，　b－2，．．．，1，0．

　　　　　　20　Let

　　　　　　　　　　　　　yl・　：argmin｛hi（yi）＋H，！　（yi）lyi　一一一　O，　1，　．．．，　ai｝　（3．10）

　　　　　　　　　and　le七Vi＝hi（yl・）十17野（亨1）．

Step　3．　Let

v，　＝　min｛vb　v27　．．．7　vm｝， （3．11）

and　let　y．“　一一一：　y；．　Also　let　y，’・，i　E　M（r，　m），　be　an　optimal　solution　of　（DP，（y；））．

Thell　an　optimal　solutio：n　x＊（y＊）of（P（y＊））is　optimal　to（P1）．　　　ロ

Theorem　3．4．　A　lgorithm　A　requires　O（mnb）　anthmetic　operations　and　O（nb）　evaZu一

醐・η5（ゾfi　f・r　eαcんぎ＝1，．．．，m．

Pro（）fl　Step　l　can　be　carried　out　in　time　O（n　log　n）for　sorting　5／s．　If　Step　l　is　over，

then　for　any　y’　we　will　have　x＊（y＊）　in　time　O（log　n）　using　binary　search．　The　total

compu七ational　time　of　the　algorithm　is　therefore　dominated　by　Step　2・1。：It　takes　21％l

additi・n・，　IV，1　一　1・・mpa・i・・n・and　IV，1・valuati・n・・f／i　t…mpute　every解（IYi）．　F・・

each　i　those　numbers　are　bounded　by

　　　　　　b

　　　　　2　］Z）　O（lv，1）一〇（nb）．

　　　　yi一一〇pEiVI（i，m）

Hence　the　total　number　of　arithmetic　operations　is　E：・＝i　O（nb）＝＝O（nmb）．　O

In　general，　Algorithm　A　does　not　run　in　time　polynomial　in　the　size　of　m，　n，　even　though

the　values　of　fi　are　provided　by　an　oracle．　However，　when　all　b」・’s　have　a　common　value，

say　one，　the　number　of　arithmetic　operations　is　a　polynomial　function　of　m　a　nd　n．　ln

this　case，　the　value　of　b　is　bounded　by　Z）1＝，　I　V・1　＝　n　under　the　assumption　（2．10），　and

hence　the　total　number　of　arithmetic　operations　becomes　O（mnb）　＝　O（mn2）．

9



4．　Application　of　the　Algorithm　to　（P2）　and　Other　Problems

The　second　problem　is　as　follows：

（P2）

　コ　　　　　　　　　　　　　　

mlnlmlze

subject　to

whereメ。　is　a　nondecreas1：n

are　the　same　as（P1）．　As　before，　we　can　de丘ne　the　master　problem　o

　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　mlnlmlze

　　　　（MP2）、ubject　t。

whereαi＝Σゴ∈v，　bゴ，　hi（Zli）

Hitchcock　transportation　problem（Pi（yi））．　If　we　o

（MP2），七hen（x＊（9＊），9＊

defined　by（2．6）．

　　　：Letαo＝：Σ恐1αi　and　let

　　　　シ。＝＝αo－Zo・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

For　any　feasible　solution　of（MP2）we　have　O≦yo≦αo，　since　O≦zo≦αo　must　be

satisfied．　Also　let

　　　　ん・ω＝メ・（α・一y・）・　　　　　　・　　　　　　（4．4）

Thenん。　is　a　concave　function　on　loi＝［0，αoL　and（MP2）is　reformulated　as

　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　minimizeΣんiω
　　　　　　　　　　　　　　　　ε拓。

　　　　　　subject　toΣ　yi＝αo，　　　　　　　　　　　　　　　（4・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　0≦31i≦αi，　i＝0，1，＿，m，

which　is　ofjust　the　same　form　as（MP1）・We　again　apPly　dynamic　progra皿皿ing　to（4．5），

then　an　optimal　solution　of（P2）will　be　generated　by　Algorithm　A　in　O（mnb）arithmetic

operations　and　O（nb）evaluations　of　fi　for　i＝0，1，．．．，m，　where　b・＝Σ7」1　bゴ．
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ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　

ΣΣCiゴ吻＋Σゐω＋ノ。（Z。）

i∈0ゴ∈Vi　　　　　　　　i＝1

れ
Σ〃ε＝・。，

i＝1

Σx・ゴ＝ッε，Σ　x’iゴ＝α言一yi，　i＝1，＿，m，　　（4．1）

ゴ∈必　　　　　　　ゴ∈瑳

x’純S十Ciゴ＝bj，　　ゴ∈「Vi，　　　i：＝1，．．．，m，

Xoゴ≧0，　：L’iゴ≧0，ゴ∈「Vi，　　　i＝1，．．．，m，

z・≧0，yi≧0，　　　　i＝1，＿，m，

●gand　concave　function　of　zo，　and　all　of　the　other　notations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（P2）：

　　の
Σhiω＋f。（z。）

　　ε蕩1

Σ　yi＝z。，　　　　　　　　（4・2）
　　i＝1

之。≧0，0≦yi≦αi，　i＝1，＿，m，

　　　　＝fi（3／i）十gi（3／i）and　gi（yi）is　the　optimal　value　of　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　btain　an　optimaユsohltion（＊　一＊y’，2d）of

，zδ）solves（P2），where　x＊（y＊）is　an　optimal　solution　of（P（y＊））
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4．1．　1！YETWORK　FLOW　PROBLEMS　ASSOCIATED　WITH　（Pl）　AND　（P2）

Mini皿um　concave－cost且ow　problems　is　one　of　the　most　important　and　most　difficult

classes　in　both　combinatorial　and　global　op’ 狽奄高奄嘯≠狽奄盾氏D　To　solve　them　many　algorithi　qs

have　been　proposed　so　far　（see　［5，　31　and　references　therein），　and　some　of　them　have

turned　out　to　be　practically　eMcient　for　special　problems．　ln　particular，　when　the　number

of　concave－cost　arcs　is　fixed，　one　can　solve　the　problem　in　po！ynomial　time　［4，　9，　12］．

　　　As　well　known，　every　Hitchcock　transportation　problem　can　be　transformed　into　a

minimum　cost且ow　problem　and　vice　versa（see　e．g．［7D．　Similarly，　we　can　generate

a　minimum　concave－cost　fiow　problem　from　either　（Pl）　oi’　（P2）　by　equipping　a　super－

source　and　m　additional　concave－cost　arcs　with　the　underlying　network．　The　converse　is

also　possible　in　a　similar　way　as　in　［9，　12］，　i．e．，　a　certain　class　of　minimum　concave－cost

network　fiow　prob｝ems　with　m　concave－cost　arcs　can　be　transformed　into　either　（Pl）　or

（P2），　the　detail　of　which　will　be　discussed　in　the　subsequent　paper．
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