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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　要旨

　近年，条件付き項書換え系（CTRS）に基づいた関数論理型言語の研究が広く行われている．また，ナロー

イングは関数論理型言語の有力な計算モデルとして注目されている．CTRSの階層合流性は，外変数のある

書換え系でナローイングが完全性をもつために重要な性質である．本論文では，CTRSが階層合流性をもっ

ことを証明する方法を提示する．そのために，次の2つの観点からの考察を行う．第一に，CTRSの性質と

それらの階層性に着目し，各性質の間に成り立つ含意関係を調べる．これにより，CTRSの各性質の中での

階層合流性の位置付けを明らかにする．第二に，階層合流性がCTRSのモジュラ性であることを証明する．

つまり，書換え規則の，関数記号を共有しない分割・統合に対して，CTRSの階層合流性が保存されること

を証明する．



1　はじめに

　項書換え系（TRS）は，記号計算に関連した計算機科学の基礎理論として・その性質が長年にわたって研究

されてきた．

　TRSの研究成果を応用して，近年，　TRSの拡張である条件付き項書換え系（CTRS）に基づいた関数論理

型言語を実現する試みがなされている［6】．関数論理型言語の有力な計算モデルとしては，ナローイングが注

目されている．プログラミング言語としての記述力を向上させるには，外変数のあるCTRSを考える必要が

ある．この場合，ナロー．一一イングの完全性に大きく影響する性質として，階層合流性が知られている［5】［12】・し

かし，与えられたCTRSが階層合流性をもつことを証明する方法はまだ確立されておらず，研究が必要とさ

れる．

　一方，（C）TRSの有用な性質としてモジュラ性が研究されている・この性質は・（C）TRSを複数のモジュー

ルからなるプログラムとして見ると理解しやすい．各モジューールが，それぞれ同じ性質．Pをもてば，それら

を全て合わせたプログラムも性質Pをもち，逆に，プログラムが性質Pをもてば，各モジュールも性質Pを

もつ．このとき，性質Pはモジュラ性であるという．本研究に関連の深い合流性のモジュラ性は，文献［13】［101

で論じられている．しかし，CTRSの階層合流性がモジュラ性であることは，まだ証明されていない・

　そこで本論文では，CTRSが階層合流性をもつかどうかを証明する方法を提示する．そのために，次の2

つの観点からの考察を行う．

（1）階層合流性とCTRSの他の性質の問に成り立つ関係を調べる．

（2）階層合流性がCTRSのモジュラ性であることを証明する．

　本論文の構成は以下の通りである．まず第2節でCTRSの議論に必要な用語や概念を導入し，基本的な性

質の解説を行う．第3節では，上で述べた（1）に従って，CTRSの基本的性質とそれらの階層性に着目し，

各性質の問に成り立つ含意関係について考察する．第4節では，（2）で述べたように，階層合流性がCTRS

のモジュラ性であることを証明する．最後に第5節では，本論文で得られた結果をまとめ，今後の研究課題に

ついて述べる．

2　準備

本節では，条件付き項書換え系の議論に必要な概念と用語の定義を行う．詳細については文献［2」［8】を参照

されたい．

2．1　抽象書換え系

　項書換え系を定義する前に，一般的な書換えを扱う抽象書換え系を定義し，その性質について述べる・

定義2．1抽象書換え系（ARS）

　抽象換え系（abstract　resvriting　system，以後ARSと略す）とは・集合Aと2項関係→⊆A×Aとの対

（A，→）である．関係α→bを，αからbへの書換えと呼ぶ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　二

次に，書換えに関連した用語と記法を導入する．

定義2．2

　（A，→）をARSとする．
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・→で表された関係の逆を←で表す．

・→の推移閉包を→＋，対称閉包を→で表す．

●→の反射推移閉包を→＊と表し，関係α→＊bをαからうへの簡約（reduction）と呼ぶ．

・α→bを満たすbがないとき，αは正規形（normal　form）であるという．また，α→＊bを満たす正規

　形bがあるとき，aは正規形をもつという．

・α1→＊わ←＊α2を満たすbがあるときα1↓α2と書き，このbをα1とα2の公約項（common　reduct）

　と呼ぶ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　次に，正規化性と合流性に関連したARSの基本的な性質を定義する．

定義2．3ARSの基本的性質

　（A，→）をARSとする．

　　・無限の長さの書換えα→α1→α2→…が存在しないとき，αは強正規化性（strongly　normalizing，

　　　以後SNと略す）をもっといい，　SN（α）と書く．

　　・αが正規形をもつとき，αは弱正規化性（weak　normalization，以後WNと略す）をもっといい，　WN（α）

　　　と書く．

　　・αが高々1つの正規形をもつとき，αは単一正規化性（unique　normal　forms，以後UNと略す）をもつ

　　　といい，UN（α）と書く．

　　・αについて∀b1，b2（bl←＊α→＊b2⇒bl↓b2）が成り立つとき，αは合流性（confluence）をもっとい

　　　う．この性質はChurch－Rosser性（Church－Rosser　property，以後CRと略す）とも呼ばれる．そこ

　　　で，αが合流性をもつことをCR（a）と書く．

　　・αについて∀b1，う2（ゐ1←α→b2⇒b1↓b2）が成り立つとき，αは局所合流性（local　con且uence）をも

　　　つという．この性質は弱Church－Rosser性（weak　Church－Rosser　prop　erty，以後WCRと略す）と

　　　も呼ばれる．そこで，αが局所合流性をもつことをWCR（α）と書く．

Aの要素に関する性質Pについて∀α∈AP（α）が成り立つとき，　ARSノ乳＝（A，→）は性質Pをもっとい

い，P（A）と書く．このとき，関係→が性質Pをもっともいう．　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　ARSの基本的性質の間に成り立つ関係がいくつか知られている．これを定理として次に示す．また，この

関係を図1にまとめて示す．図中で，矢印は2つの性質の間の含意関係を表している．

定理2．4ARSの基本的性質の間の関係

　任意のARS．4について，以下の含意関係が成立する．

（1）　SN（v4）　＝〉　WN（y4）

（2）　CR（v4）　＝〉　WCR（v4）

　（3）　CR（．4）　＝〉　UN（A）

（4）　（SNAWCR）（A）　＝〉　CR（A）

（5）　（WNAUN）（v4）　＝〉　CR（v4）
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口

定義2．5完備

ARS　Aについて，（SN〈CR）（A）が成り立つとき，・4は完備（complete）であるといい・（WN〈CR）（凶）

が成り立つとき，Aは半完備（semi－complete）であるという．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　定理2．4（4）から，ARSはSNかつWCRのとき，完備である・また・定理2・4（5）から・ARSはWNか

つUNのとき，半完備である．

2．2　項書換え系

　次に，項の書き換えに関する性質を議論するための理論的枠組である，項書換え系を定義する・

定義2．6項

　関数記号の集合をfとする．各関数記号f∈プがとる引数の数は一定で，これを項数という・項数0の関

数記号は特に定数と呼ばれる．また，加算無限個の変数の集合をソとする・ただし，・1’∩ソ＝fが満たされ

ているものとする．

　」『，ソ上の項の集合丁（∫，ソ）を，次の2つの条件を満たす最小の集合として定義する．

　（1）ソ⊆T（∫，ソ）

（2）∫∈∫の項数がnかつti，…，tn∈T（・1’，ソ）ならばf（t1，…，tn）∈T（∫，ソ）

T（．1’，ソ）は，TTと略記することがある・また，項tに現れる変数の集合をソ（t）で表す・　　　　　　　　ロ

定義2．7項書換え系（TRS）

　項書換え系（term　rewriting　system，以後TRSと略す）とは・関数記号の集合fと・書換え規則の集合R

との対（．1’，R）である・

　書換え規則（rewrite　rule）は，次の2つの条件を満たす項の対（1，　r）であり，これを1→rと書く．

（1）　lgzl　）2

　（2）ソ（r）⊆ソ（り

前後関係から関数記号の集合が明らかな場合には，，1’を省略してIZ，だけでTRSを表す．　　　　　　　ロ
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定義2．8文脈

　fやソに属さない新しい定数ロを導入する．文脈（context）とは集合丁（∫U｛ロ｝，ソ）に属する項である．

文脈の集合を，C（∫，ソ）またはCアと略記する．

　文脈0∈C（■’，ソ）にロがn個含まれているとする．これらをn個の項t1，…，tn∈T（JE’，ソ）で左から右へ

順に置き換えてできる項を0匿，＿，tn］と表す．

　t＝0［to］を満たす文脈0が存在するとき，　toをtの部分項（subterm）と呼ぶ．　　　　　　　　　　ロ

定義2．9代入

　代入（substitution）σは，ソからT（∫，ソ）への写像のうち，定義域（domain）D（σ）＝｛x∈ソ1σ（x）≠x｝

が有限集合となるものをいう．代入σを書き表す場合，集合｛XHσ（x）lx∈D（σ）｝が使える．

　代入σは，次のようにして，T（，1’，ソ）からT（ア，ソ）への写像【σ］に拡張できる．

　　　　　　　　　　　　［a］（‘）＝（　；［t［；］（t，），．．．，［a］（t．））　［t‘SVf）（ti，．．．，tn））

［σ］（t）の略記としてtaを使う．

　拡張された代入を用いて，2つの代入σ1，σ2の合成σ1σ2を，（σ1σ2）（x）　＝［σ2】（σ1（x））と定義する．

　また，代入σの定義域を変数の集合V⊆ソに制限した代入σ「vを，

a・tv・（x）一
o空）1翻

と定義する． 口

定義2．10TRSにおける書換え

　TRS（F，　R）の書換え規則に基づいて，項の上の2項関係→πを次のように定義する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ1→r∈Rヨ0∈CFヨσ：「レ→7rF
　　　　　　　　　　　　　t一一・nu　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（オ＝0囮く％＝0囮）

この定義に現れるtの部分項1σを可約項（reducible　expression，略して．redex）と呼ぶ・ 口

　（F，R）をTRSとすると，（7ナ，→π）はARSであるから，定理2．4で述べた関係は任意のTRSに関しても

成立する．

2．3　条件付き項書換え系

　条件付き項書換え系は，書換え規則に条件部を付けることにより，条件を満たすときだけ書換えを行うよう

にTRSを拡張したものである．

定義2．11条件付き項書換え系（CTRS）

　条件付き項書換え系（conditional　term　rewriting　system，以後CTRSと略す）とは，関数記号の集合∫

と，条件付き書換え規則の集合Rとの対（∫，R）である．

　条件付き書換え規則（conditional　rewrite　rule）は，」→r＜≒cの形をしている．　TRSの書換え規則との

違いは，、条件下（conditional　part）cがあることで，この部分は項の等式列Pl＝q1，＿，Pn＝qnである．等

式P＝qが条件部。に現れることをP＝q∈cと書く．～とrに現れる変数が満たすべき条件は，TRSの場
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合（定義2．7）と同じである1．ただし，条件部にはtにもrたも現れない変数が許される・これを外変数（ex－

tra　variable）と呼ぶ．なお，　n＝0のときの書換え規則は」→rと書く・つまり，条件部がない書換え規則

だけからなるCTRSは，　TRSと見なせる．

　前後関係から関数記号の集合が明らかな場合には，rを省略してRだけでCTRSを表すこともある・　ロ

定義2．12CTRSにおける書換え

　CTRS（，ir，R）の書換え規則に基づいて，項の上の2項関係→πを，次の式を満たす最小の関係として定義

する2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ～→7・ぐ＝c∈フこヨσ∈（rFヨσ：「レ→7TF
　　　　　　　　　　　　t．nu　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t＝0［～σ】〈u・＝0囮く。σ↓π）

ここで，cσ↓πは∀p＝・q∈cpσ↓πqσの略記である．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　TRSの場合と同様に，定理2．4で述べた基本的性質の間の関係は任意のCTRSについても成り立つ．また，

TRSはCTRSで書換え規則の条件部がない場合と等価であるから，任意のCTRSについて成り立つ性質は，

任意のTRSについても成り立つ．

定義2．13CTRSからTRSへの変換

　CTRSπに対して，　TRSの書換え規則Rnを，

　　　　　　　　　　　　　　Ro　＝　sZs

　　　　　　　　　　　　　　Rn十1　＝ニ　｛1σ→rσll→rく＝C∈7こCσ↓Rn｝

のように定義する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　次の命題は，この定義から直ちに導かれる．

命題2．14書換え規則Rnの包含関係

　∀n∈Nフln⊆フZn＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　次の定理は，文献同［7］による．

定理2．15書換えの等価性

　RをCTRSとするときt→πu⇔ヨn∈Nt→nnuが成立する．　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　この定理により，CTRS　Rの性質を調べるにはTRS　Un∈N　Rnについて考えればよいことがわかる．

定義2．16階層

　書換えt→πUの階層（1evel）とはt→πn　Uを満たす最小のnである．　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　以下の例では，fを明示せずに’Rだけを示してCTRS（ア，R）を定義するが，この場合，．1’はRの書換

え規則に含まれる関数記号だけを要素としてもつものとする．

　1CTRSの書換え規則に現れる変数が満たすべき条件には，いくつかの提案がある．文献【12】の分類に従えば，本論文で定義された

CTRSは，2－CTRSと呼ばれる．
　2条件部の等号を解釈する方法にも，いくつかの提案がある．文献14】の分類によれば，本論文のように等号を関係↓πによって解釈す

るCTRSは，　join　systemと呼ばれる。
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例2．17CTRSにおける項の書換え

　次のCTRSを考える．

R＝

’Ψ　畷

O＞y
s（x）　〉　o

S（x）　〉　S（y）

max（x，y）

max（x，y）

．・　F

一一D　T

一．　x＞y

．　x　〈＝　x＞y＝T

．　y　e　x＞y＝F

このCTRSでは，例えば，次の書換えが可能である．

　　　　　　　　　　　　　　o＞s（o）　一一＞n　F

　　　　　　　　　　　　　　max（O，S（O））　．n　S（O）

　　　　　　　　　　　　　　max（max（O，S（O）），O）　一．R　max（O，S（O））

書換えの階層は，上から順に1，2，3となっている．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　TRSにはないCTRSに特有な性質として，次に定義する階層性がある．

定義2．18階脂性

　RをCTRSとし，．PをCTRSの性質とする．任意の階層nについて，　P（Rn）が成立するとき，　RはP

に関して階層性（1evel　property）をもっという．また，　RがPに関して階層性をもつことをL－P（R）と表す．

　例えば，∀n∈NCR（Rn）が成り立つとき，　Rは合流性に関して階層性をもつ，あるいは，　Rは階層合流

性をもつといい，L－CR（7Z，）と表す．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

3　階層性

　CTRSの基本的性質の問に成り立つ関係を第2節で述べた．この節では，さらに，各基本性質の階層性を考

察の対象に加え，これらの性質の間に成立する関係を明らかにする．

　この節で得られる結果を図2にまとめて示す．この図は，立方体の各面にCTRSの性質を配置し，2つの

性質の間の関係を矢印によって表したものである・実線の矢印は，任意のCTRS　7eについて含意関係P（R）⇒

Q（R）が成り立つことを示している．その否定，つまり，成り立たないようなRがあることを示すのが破線の

矢印である．図2の立方体の底面は，図1と同じものである．底面の性質Pの階層性L－Pをその真上にとる

ことで，図1を上に向かって拡張している．つまり，底面以外に書かれた矢印が，この節で新たに得られる含

意関係である．

3．1　階層性の間の関係

　はじめに，図2の底面にある2つの性質の問の関係が，上面にある階層性に対してもそのまま成り立つこと

を示す．

定理3．1

　P，QをCTRSの性質とする．任意のARS／1についてP（A）⇒Q（A）が成り立てば，任意のCTRS　7？，に

ついてL－P（R）⇒L－Q（R）が成り立つ．

証明

　任意に選んだCTRS　7Zに関してL－P（π）が成立するとき，階層性の定義から，全ての階層nについてP（Rn）

が成り立つ．定理の前提により，全ての階層nでQ（Rn）も満たされる．したがって，　L・一　（？（R）が成立する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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図2：CTRSの性質の関連図

3．2　性質Pと階層性L・．Pの関係

　次に，CTRSの性質Pと，その階層性L－Pの間の関係について調べる．この関係は，図2では，底面にあ

る性質と上面にある性質とをつなぐ上下方向の矢印に相当する．

定理3．2

　任意のCTRS　Rについて，以下の関係が成立する．

　（1）　SN（R）　＝〉　L－SN（R）

　（2）　L－UN（7Z）＝＞UN（7Z）

　（3）レCR（R）⇒CR（IZ．）

（4）　L－WCR（7Z）　＝〉　WCR（71）

証明

（1）背理法により証明を行う．はじめに，SN（R）と「：L－SN（π）を仮定する・このとき・：L－SNの定義か

　　　ら，ある階層nについてrSN（Rn）が成立する．したがって，関係→nnによる無限の書換え列が存在

　　　する．定理2．15により，→nによる無限の書換え列を作ることができる．これはSN（R）に矛盾する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7



　（2）Ul←灸t→灸u2かつ，　Ul，吻が正規形となるCTRSの簡約を考える．次に示す（3）の証明と同様

　　　に，最大の階層での書換えを考え，：L－UN（R）を利用して，　Ul＝　u2を導く．

　（3）任意の項tと，Ul←灸t→灸u2を満たす任意の項Ul，u2を考える．　CR（7e）を示すためには，　Ul↓π

　　　u2を証明すればよい．→灸は，→πによる有限回の書換えであるから，各書換えの階層の中には最大

　　　値が存在する．そこで，最大の階層をnとすると，命題2．14から，u1←灸nt→灸nu2が導かれる．

　　　前提のL－CR（R）により，任意の階層での書換えはCRであるから，α1↓nn　u2が成り立つ．定理2．15か

　　　ら，u1↓πu2を導くことができる．

（4）ul←πt→π　u2となるCTRSの簡約を考える．（3）と同様に，最大の階層での書換えを考え，　L－WCR（R）

　　　を利用して，Ul↓πu2を導く．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　続いて，CTRSの性質とその階層性の間に含意関係が成立しない例を示す．

例3．3含意関係が成立しない例（1）

　次に挙げる5つの関係は，全てのCTRS　Rについて成立するとは限らない．

　　e　UN（7Z）　＝〉　L－UN（7e）

　　e　CR（R）　＝〉　L－CR（R）

　　e　WCR（R）　＝〉　L－WCR（7e）

　　e　（SNAWCR）（R）　＝〉　L一（SNAWCR）（R）

　　e　（WNAUN）（R）　＝〉　L一（WNAUN）（7Z）

　実際，次のCTRSが，その反例となっている．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝（　：’　：：e　a－b

書換えα→πb，α→ncの階層は1，書換えb→nCの階層は2である．　　　　　　　　　　　　　　　ロ

例3．4含意関係が成立しない例（2）

　次に挙げる4つの関係は，全てのCTRS　7Zについて成立するとは限らない．

　　●レSN（π）⇒SN（π）

　　e　L－WN（7Z）　＝〉　WN（R）

　　e　L一（SNAWCR）（7Z）　＝〉　（SNAWCR）（7Z）

　　e　L一（WNAUN）（R）　＝〉　（WNAUN）（7Z）

　上の4つの関係に対する反例として，次のCTRSを考える．

　　　　　　　　　　　　　　　R＝｛f（x）．f（g（x））　〈＝　f（a）＝f（x）｝

このCTRSには，次のような，無限の長さの簡約が存在する．

　　　　　　　　　　　　　　　f（a）　一R，　f（g（a））　．n，　f（g（g（a）））　．n，　・”

これは，1つ書換えが進むごとに階層が1ずつ増える簡約となっている．　　　　　　　　　　’　　　ロ
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例3．5含意関係が成立しない例（3）

　関係WN（R）⇒L－WN（R）は全てのCTRS　71について成立するとは限らない・次のCTRSが・その反例

となっている．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝｛に；＿、

　階層1は，α→πb，b→παという循環的な書換えであり，正規形が存在しない．しかし，階層2では，

この書換えに加えてb→ncが成立するので，正規形が存在する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

3．3　その他の関係

　ここでは，完備性の階層性や半完備性の階層性に関して，まだ議論の済んでいない含意関係について述べ

る．つまり，図2で左右の両側面に残る矢印に関する議論をここで行う．これらの関係は全て，第3．2節の結

果から容易に導かれる．

　以下に，含意関係が成立する場合（図2で，関係が実線の矢印で結ばれている場合）を挙げる．これらの関係

は定理3．2の（1）～（5）より導かれるが，どれを用いて証明できるかを各行の終わりに示す・

定理3．6

　任意のCTRS　71に関して，次の関係が成立する．

SN，レSN，　WCR，　L－WCRについての関係：

　　●（SN〈WCR）（R）⇒（レSN〈WCR）（R）（1）

　　●（SN〈L－WCR）（R）⇒レ（SN〈WCR）（7Z，）（1）

　　e　（SNAL－WCR）（7Z）　＝〉　（SNAWCR）（R）　（4）

　　●L一（SN〈WCR）（R）⇒（レSN〈WCR）（R）（4）

　　●（SN〈レWCR）（π）⇒（L－SN〈WCR）㈹（1），（4）

WN，レWN，　UN，　L－UNについての関係：

　　e　（WNAL－UN）（R）．（WNAUN）（7e）　（2）

　　○レ（WN〈UN）（R）⇒（レWN〈UN）（R）（2）

口

　含意の関係が成立しない例については，第3．2節で示した3つの例がそのまま利用できる．以下に，含意の

関係が成立しない場合（図2で，関係が破線の矢印で結ばれている場合）を挙げ，それぞれ，どのCTRSが反

例となるかを示す．

例3．7包含関係が成立しない例

　以下に挙げる関係は，全てのCTRS　71について成立するとは限らない．

SN，　L－SN，　WCR，　L－WCRについての関係：

　　●（L－SN〈WCR）（R）⇒（SN〈WCR）（7？．）（例3．4）

　　●L一（SN〈WCR）（R）⇒（SN〈L－WCR）（R）（例3．4）

9



　　●（SN〈WCR）（7？r）⇒（SN〈L－WCR）（IZ，）（例3．3）

　　・（L－SN〈WCR）（R）⇒L一（SN〈WCR）（7e，）（例3．3）

　　●（L－SN〈WCR）（R）⇒（SN〈L－WCR）（R）（例3．3）

WN，レWN，　UN，　L－UNについての関係：

　　●（WN〈UN）（R）⇒（L－WN〈UN）（R）（例3．5）

　　●（L－WN〈UN）（nt，）⇒（WN〈UN）（R）（例3．4）

　　．（WN〈L－UN）（R）⇒レ（WN〈UN）（IZ，）（例3．5）

　　OL一（WN〈UN）（7Z，）⇒（WN〈L－UN）（TZ．）（例3．4）

　　○（WN〈UN）（R）⇒（WN〈L－UN）（R，）（例3．3）

　　●（L－WN〈UN）（R）⇒L一（WN〈UN）（n）（例3．3）

　　●（L－WN〈UN）（R）⇒（WN〈レUN）（7il）（例3．4）

　　●（WN〈L－UN）（R）⇒（L－WN〈UN）（R）（例3．5）

口

3．4　階層合流性の位置付け

　この節の議論により，CTRSの性質の中での階層合流性の位置づけが明らかになった．図2からわかるよう

に，階層合流性L－CRは，それよりも強い3つの性質L。（SN〈WCR），　SN〈L－WCR，　L一（WN〈UN）から，そ

れぞれ導ける．

4　階層合流性のモジュラ性

　（C）TRSで，ある性質がモジュラ性であるとは，関数記号を共有しないように書換え規則を分割・統合し

てもこの性質が保存されることをいう．この節では，階層合流性がCTRSのモジュラ性であることを証明す

る．

4．1　直和とモジュラ性

　はじめに，（C）TRSの直和とモジュラ性を定義し，合流性に関してすでに知られているモジュラ性につい

て述べる．

定義4．1直和

　（・1’，7Z，），（9，5）を（C）TRSとする．．1’と9が互いに素な集合のとき（共通の関数記号がないとき），2つの

（C）TRS（F，π），（9，5）は互いに素（disjoint）であるという．このとき，　Rと5も互いに素な集合となる．

　（f，　R），（9，5）を互いに素な（C）TRSとする・このとき，2つの（C）TRS（∫，π），（9，5）の直和（disjoint　union）

を（．1’㊥9，7Z．㊥5）により定義する．ただし，記号㊥は集合の直和（互いに素な集合の和）を表す．　　　　ロ

定義4．2モジュラ性

　Pを（C）TRSの性質とし，（，1’，　R），（9，5）を互いに素な（C）TRSとする．この2つの（C）TRSとその直和

との間に，

　　　　　　　　（．lr，R）と（9，5）が共に性質Pをもつ⇔（∫㊥9，π㊥5）が性質Pをもつ
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の関係が成り立つとき，性質Pは（C）TRSのモジュラ性（modular　property）であるという・　　　　　　ロ

　合流性のモジュラ性は，この節で与える証明との関連が深い．そこで，合流性のモジュラ性に関してすでに

知られている結果を，定理として次に示す．なお，合流性以外の性質に関するモジュラ性については・文献

［10】を参照されたい．

定理4．3合流性のモジュラ性

（1）合流性はTRSのモジュラ性である．

（2）合流性はCTRSのモジュラ性である．

口

　（1）の証明は文献［13］で，（2）の証明は文献［10】で与えられている・この節では・これらの結果に加えて・

階層合流性がCTRSのモジュラ性であることを証明する．

4．2　証明のための準備

　モジュラ性を証明するための準備として，（C）TRSの直和に関する基礎的概念と，証明で使われる事実に

ついて述べる．なお，この節で定義される概念や記法は，文献［9】［10】に基づく．

定義4．4

　　・項の集合Ts㊥gをTe，文脈の集合eSegをC㊥と表す．

　　・項t∈Teに対してroot（t）を次のように定義する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　rOOt（t）＝（　tf　（（1．SVf）（t，，．．．，t．））

　　．項の集合Tsの要素を．1’項（プーterm）と呼ぶ．また，　root（t）∈∫を満たす項tを上部・1’項（tOP∫一

　　　term）と呼ぶ．9項と上部9項も，．1’と9を入れ替えて同様に定義する．

　　・x∈1）（σ）を満たす全ての変数xに対して，σ（x）がF項となるσを∫代入（F－substitution）と呼び・

　　　σ（x）が上部∫項となるσを上部f代入（toP■’。substitution）と呼ぶ・9代入と上部9代入も同様に

　　　定義する．

　　・t＝0匿，．．．，tn】（0≠ロ）を満たす項t∈Teを考える．文脈0と項tl，＿，tnが，次の2つのうちの

　　　どちらかを満たすときt　＝　C［ti，＿，tn］と書く．

　　　　（1）0∈efかつt1，．．．，tnが上部9項

　　　　（2）0∈Cgかつtl，＿，tnが上部∫項

　　　このときt1，．．．，tnをそれぞれtの主部分項（principal　subterm）と呼ぶ・さらにこの概念を拡張して・

　　　t＝C　［t1，＿，tn］，あるいは，0＝ロかつt＝tlのときにt＝　C＜＜t1，…，tn＞＞と書く・

　　・項t∈Teに対してrank（t）を次のように定義する．

　　　　　　　　　’ank（t）＝（　ii＋．．｛，．．k（t，）1isi〈一n｝　［ttE＝T3ii？19．）．，t．］，n2i）
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　　・項t∈Teの特殊部分項（special　subterm）の集合S（t）を次のように定義する．

　　　　　　　　　　　　　，，，，　．　（　：1．，．：，　，，，，，　・［，ra．”ktgtl，　，”，　．？，，．，，　．，　，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　為に属する項は，関数記号が．1’，9のどちらの集合の要素であるかに着目すると，2つの部分に分けること

ができる．

例4．5Teの項

　関数記号の集合を∫＝｛F，G，A｝，9＝｛∫，9，α｝とし，　t＝F（F（9（9（A）），ノ（α，G（x））），G（x））とおく．こ

れを木で表現したものを図3に示す．このとき，root（t）　＝．F，　rank（t）＝3であり，

　　　　　　　　　　　　　t＝F（F（ロ，ロ））），G（X））［9（9（A）），∫（α，G（X））1，

　　　　　　　　　　　　　　　S（t）　＝　｛A，　g（g（A）），　G（x），　f（a，　G（x）），　t｝

が成り立つ．　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　F

F　　　G

繊！分
Ii　ilgi　Ilii・tfli．，，」，，．．．

l

G
1

図3：T＄の項の木による表現

　関数記号がどちらの集合の要素であるかに着目したとき，Teに属する項は層構造をなしていることがわか

る．定義4．4では，この層構造を扱うための概念を定義している．

　次に，（C）TRSの直和での書換えに関わる基本的な概念を定義する．直和での書換えは，可約項の位置に

より2つに分類できる．

定義4．6内簡約，外簡約

　0［1σ】→㊥0【rσ］を直和での書換えとする・可約項の書換え1σ→erσが主部分項の中で行われている（1σ

が0［1σ｝の主部分項の部分項）ならば・この書換えを内簡約（inner　reduction）と呼び，0［1σ］→60［rσ】と表

す・また，内簡約でない書換えを外簡約（outer　reduction）と呼び，0［1σ】→60［rσ］と表す．　　　　　ロ

　直和における書換えは，項の層構造が保たれる場合と壊される場合に分けられる．

定義4．7破壊的書換え

　直和における書換えt→euが第1層で破壊的（destructive　at　level　1）であるとは，　root（t）とroot（u）が

属する関数記号の集合が異なるか，uが変数であることをいう．また，書換えt→euが第n＋1層で破壊的
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（destructive　at　level　n十1）であるとは・t＝（フ［ti，…，ち，…，tm］→㊥C［t1，…uj，…，tm】＝u・かつ・

ち→e吻が第n層で破壊的であることをいう．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

定義4．8保存

　　・項tから始まる全ての書換え列に破壊的書換が含まれないとき，tは保存項（preserved　term）であると

　　　いう．また，tの主部分項が全て保存項のとき，　tは内保存項（inner　preserved　term）であるという．

　　．x∈つ（σ）を満たす全ての変数xに対して，σ（x）が保存項となるσを保存代入（preserved　substitu－

　　　tion）と呼び，σ（x）が内野存置となるσを内保存代入（inner　preserved　substitution）と呼ぶ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　（内）保存項を書換えて得られる項は，（内）保存項である・また・内保存項の破壊的書換えは第1層で1回

に限っておこり得る．

　次に，直和での書換えの性質を述べる．

命題4．9内簡約と外簡約の性質

　→eを直和での書換えとする．

（1）次の関係が成立する．

　　　　　　　　　　　　　ヨ0∈C㊥ヨt、，＿，隔uゴ∈Teヨゴ∈｛1，…，n｝
　　　　　　　t．ie’　u＝〉
　　　　　　　　　　　　　（t　＝　C［tl，…　，tj’，…，tn］　A　U　＝　C［tl，…，U」’，…　，tn］　A　t」’　”’e　U」’）

　　　もし，書換えt→もuが破壊的でないならば・u　＝　C［tl，…，uゴ，…，tn］と書ける・

　（2）次の関係が成立する．

　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ0，0’∈C㊥ヨt1，．．．，tn∈Teヨi1，．．．，im∈｛1，．．．，n｝

　　　　　　　　　　t→るu⇒
　　　　　　　　　　　　　　　　（t　＝　C［tl，…　，tn］　A　U　＝　C’＜＜tii，…　，ti．＞＞）

　　　もし，書換えt→るuが破壊的でないならば，u＝C’［ti、，＿，tim］と書ける．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

命題4．10

　t→㊥u　⇒　rank（t）≧rank（u）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　次の定義と命題は，主部分項を他の項で置き換えるために使われる．

定義4．11

　項tl，＿，tn∈T＄，　u1，＿，Un∈Teについて，関係∀歪ゴ∈｛1，＿tn｝（ti＝ち⇒Ui＝駕ゴ）が成立するこ

とを，〈tl，．．．，tn＞0（〈U1，＿，Un＞と表す．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

命題4．12主部分項の置換え

　TRSの直和での外簡約は次の性質を持つ．

　　　　　　　　　　Cltl，…，tn］　一＆　Ct＜＜til，…，ti，．＞＞　A　〈tl，…，tn＞　O（　〈Ul，…，Un＞

　　　　　　　　　　　　＝〉　Vui，．．．，un　E　7re　C［ui，…，un］　．6　C’［ui，，…，ui．］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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　次に定義する代入は，直和で書換えを行う場合に適用する規則を片方の書換え系に制限するために使われ

る．

定義4．13代表代入

　直和での書換え→eに関して，代入τが代入σの代表代入（representative　substitution）であるとは，次

の2つの関係が成り立つことをいう．

　（1）　Vx，y　E　1）（a）　（a（x）　Je　cr（y）　＝〉　T（x）　＝　r（y））

　（2）　Vx　E　）2　a（x）　一一一＞b　T（x）

σの代表代入を3と表す．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

命題4．14代表代入の存在

　直和での書換え→㊥が合流性をもつとき，任意の代入σには，その代表代入aが存在する．

証明

　集合｛xσlx∈つ（σ）｝を同値関係。るによって分割した商集合を｛Cl，＿，C．｝とする．→㊥は合流性を

持つから，←・6⊆↓㊥が成立する・したがって，同値類Ci（1≦i≦n）に属する項を任意に2つ選ぶと，そ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バれらには公約項が存在する・この事実を繰り返し使うと，ヨti∀t∈Ci　t→6　tiが示せる．ただし，このと

き，αが有限集合であるという事実を使っている．これは，つ（σ）が有限であることから導かれる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　σの定義域の任意の変数xがx∈Ci⇒a（x）．＝　tiを満たすよっにaを定めれば，代入aはσの代表代入と

なる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　次に，項の層構造が変化する簡約を定義する．破壊的書換えとの違いは，複数回の書換えによって層構造が

変わる場合も許されることである．

定義4．15縮退簡約

　簡約t→さuが直和での書換え→㊥に関する縮退簡約（coUapsing　reduction）であるとは，次の2つの条件

を満たす文脈C，項Uo，　to∈S（t），簡約to→ll　Uoが存在することをいう．

　（1）t＝0［to］かつu＝0［Uo】

（2）root（to）とroot（uo）が異なる関数記号の集合に属すかuo∈ソ

t→まuが縮退簡約であることを，t→るuと表す・また，上の定義のtoを縮退可約項（collapsing　redex）と

呼ぶ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

命題4．16縮退簡約の性質

　（i）　一一＞6g．ts

（2）t∈Teは保存項である⇔tには縮退可約項がない

（3）縮退簡約は強正規化性をもつ

（4）破壊的書換えは縮退簡約である

口

これらの性質を利用すると次の命題が証明できる．
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命題4．17保存代入の存在

　→㊥を直和での書換えとする．代入σ：ソ→Teに対して・∀x∈ソσ（x）→る6（x）を満たすような→㊥に

関する保存代入∂：ソ→Teが存在する．

証明

　σ＝｛Xl”　tl，．．．｝xn。→tn｝と表せる．命題4．16（3）から，　ti（1≦i≦n）は縮退簡約→るに関する正規

形iiをもつ．そこで，　fr　＝｛Xl，→tl，＿，xn　H　tn｝と定義すれば，命題4．16（1）により∀x∈ソσ（x）→6

∂（x）が得られる．また，命題4・16（2）より・ケは→㊥に関する保存代入となる・　　　　　　　　　　　ロ

　次の命題とその証明は，文献［10】による．

’命題4．18代入の分解

　任意の代入σ：ソ→Toに対して，σ＝（σ1σ2）IP（σ、）を満たすような∫（9）代入σ1と・単射かつ上部

9（f）代入のσ2が存在する．

証明

　この証明では，σ1が∫代入，σ2が上部9代入となる場合だけ示す．関数記号の集合を入れ替えた，σ1が

9代入，σ2が上部．1’代入の場合も同様に証明できる．

　はじめに，全てのx∈D（σ）にわたって，σ（x）の部分項のうち極大な上部9項であるものを集め・集合

｛tl，＿，tn｝とする．次に，新変数Y1，＿，Ynを導入し，σ2＝｛yi　H　td　1≦i≦n｝と定義する．さら

に，x∈の（σ）に対してσ1（x）を以下のように定義する．

　（1）σ（x）が上部9項のとき，σ（x）＝tiを満たす添字i∈｛1，…，n｝が存在する・そこで・σ1（x）＝yiと

　　　定義する．

　（2）σ（x）が∫項のとき，σ1（x）＝σ（x）と定める・

　（3）その他の場合，σ（x）＝0　［tii，…，tik］，となるような添字il，…，ik∈｛1，…，n｝が存在する・そこ

　　　で，σ1（x）＝0［yi、，＿，Yik］と定める．

以上のようにσ1とσ2を定めると，σ1は∫代入，σ2は単射かつ上部9代入となる．σ2で新変数が導入され

ることもあるので，一般にはσ≠σ1σ2であり，等号を成立させるためには，合成代入σ1σ2の定義域をつ（σ1）

へ制限する必要がある．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　この命題では，関数記号の集合の種類が違う場合を括弧内に示したが，以後はこれを省略する．

4．3　書換え系に関する記法

　CTRSの階層性とモジュラ性を論じる場合，（1）CTRSからTRSへの変換，（2）2つのCTRSからの直

和の合成，の2つの操作により得られる様々な（C）TRSを扱う必要がある．以下に，それらを整理し，記法

を定める．

　階層合流性のモジュラ性を議論するための基礎になる2つのCTRSは，　Rと5である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CTRS　71　…　（．1’，7e）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CTRS　S　…　（g，S）

Rと5の直和がCTRS　R㊥5であり，さらに，それと等価なTRS（R㊥5）nへの変換が可能である．

　　　　　　　　　　　　　　cTRs　Ros　…　（feg，710s）

　　　　　　　　　　　　　　TRS　（RoS）．　…　（一eg，（ReS）．）
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一方，7？．，5をそれぞれ等価なTRS　7e．，Snに変換した後にそれらの直和をとると，　Rn㊥　Snになる．

　　　　　　　　　　　　　　　TRS　7こn　　　　…　，　　（F，　Rn）

　　　　　　　　　　　　　　　TRS　Sn　　　　…　　　　（9，8n）

　　　　　　　　　　　　　　　TRS　Rn㊥8π　…　（∫㊥9，Rn㊥　Sn）

4．4　階層合流性のモジュラ性

　この節では，階層合流性がCTRSのモジュラ性であることを証明する．ここで与える証明の構造は，合流

性がCTRSのモジュラ性であることを示した，文献［101の証明に基づいている．

命題4．19

　R，5が互いに素なCTRSであるとき，次の関係が成立する．

　　　　　　　　　　　　　　L。CR（7Z，）〈L・一CR（5）⇔∀n∈NCR（Rn㊥8π）

証明

　階層合流性の定義と，TRSに関する合流性のモジュラ性（定理4．3（1））による．　　　　　　　　　　ロ

　次の命題で用いる記号→π曾は・TRS（f㊥　9，　R・）での書換えを表す・ここで・（∫㊥9，　Rn）とは・TRS

（，1’㊥9，Rn㊥5π）における書換えのうち，適用する書換え規則をRnだけに制限したものである．記号→5曾

も同様に定義する．

命題4．20

　（．1’，R），（9，5）は，互いに素で共に階層合流性をもつCTRSであるとする．　t，t’がf項，σ，σ’が上部9代

入かつ→nn㊥snに関する保存代入のとき，次の関係が成立する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オσ→hn㊥Sn〆σ’⇒オa→ll、9　t’σ’

証明

　簡約ta→灸．㊥5nt’σ’の長さ～に関する帰納法で証明する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　・1＝0のとき・t＝t’かつσ＝σ’であるから・∂＝σ’が成り立つ・したがって・癒→鞭t’σ’が得ら

　　　れる．

　　・」≧1のとき，ソ（t）∩つ（σ）＝｛Xl，＿，Xn｝とおくと，　tはF項，σは上部9代入であるから，　ta　＝

　　　0＜＜XIσ，＿，¢ησ＞＞と書ける．簡約tσ→灸n㊥sn　t’σ’の最初の書換えにより，（1）Xl、a，＿，Znσのどれ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　かが書き換わる場合，（2）そうでない場合，の2つに分けて癒→穀t’♂を示す．

　　　　（1）最初の書換えでは，ある添字ゴ∈｛1，＿sn｝に対して，¢ゴσ→π。eSn　sを満たす項sが存在し

　　　　　　て，

　　　　　　　　　　　　　　　0＜＜x・σ，＿，xゴσ，＿tX。σ＞＞→0（〈Xlσ，＿，8，＿，x。σ＞＞

　　　　　　が成り立つ．ただし，→は→hg，→論，→細のいずれかの書換えである．新しい変数yを導入

　　　　　　して，代入σ1をσ1＝σ｛Yi→S｝と定義すると，吻σ＝陶σ1→n。esnyσ1＝Sが成り立つ．

　　　　　　示すべき命題の前提と命題4．19よりTRS　7en㊥5：nは合流性をもつから，命題4．14よりσ，σ1の

　　　　　　代表代入a，貧が存在して吻a＝周回＝〃盆が成立する．ここで，tl＝0［Xi，＿，y，＿，Xn］

　　　　　　とおけば，

　　　　　　　　　　　オa＝0＜＜zla，＿，zゴa，＿，¢πa＞＞＝σ＜＜x16T，…，y6T，．・．，灘π禽》＝　tlf1

16



　　が得られる・したがって・オσ一廻・eiが成り立つ・次に・帰納法の仮定力f残りの簡縞σ・一鳩5。

　　t’σ’に適用できることを確かめる．．Jt’項tの中の1つの変数を別の変数に置き替えたものがt1

　　であるから，これもf項である．σは上部’9代入かつ→π。eSnに関する保存代入であるから，

　　窃σの書換えで得られたyσ1は上部9項の保存項となる・よって・σ1も上部9代入かつ→nn㊥sn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　に関する保存代入である・残りの簡約に対して帰納法の仮定を適用するとオ1貧→麺t’σ’が得ら

　　　　　　　　　　　　バ　　れるから，癒→鞭オ’σ’が成り立つ．

（2）簡約ta→灸ne5n　t’σ’の最初の書換えは，

　　　　　　　　　　　　　Olx・σ，…，x・σ］→ltll　C’＜＜x・、・a，…，x・．・a＞＞

　　と表せる．TRS　7Z．㊥Snの合流性と命題4．14より，σの代表代入aが存在する．また，代表代

　　入の定義から，〈Xlσ，＿，xna＞（x〈zla，＿，Xna＞が成立する．命題4．12により，主部分項を置

　　き換えると，

　　　　　　　　　　　オσ＝Φ・a，…，x・a］→鞭0’＜＜Xi・a，…・x・．a＞＞＝t・a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　となる．ただし，t1＝0［Xi、，＿，Zim］とおいた．　tlはア項だから帰納法の仮定ha→麺ttσ’

　　　　　　　　　　バ　　により燧→灸§オ’σ’が得られる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

命題4．21

　（．1’，R），（g，5）は，互いに素で共に階層合流性をもつCTRSであるとする．　p，、q∈7rT，σ：ソ→Teに対し

てpσ↓πneSn　gσが成り立つならば，

Pr　Sng　qT　A　VX　E　V　U（X）　’｝e．es．　T（X）

を満たす代入丁：ソ→Teが存在する．

証明

　次に示す図に従って，pr↓π曾qアを証明する．

（1）

（3）

Pσ　　　　　　　　　　　　　　qσ

！＼／／！

P！o＼／2；＼／qUo

↓　＼／　　　　　　　　　　　　　↓

Pア _　　　　　　　　　　　／q7

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　＼　（4）　／
　　　　　＼　　　　　／

　　　　　　ミk　／6

（1）

（3）

　　　　　ホ
→『商5、
　　　　　ボ
ロ　 ?激j　　　　　π曽

　（1）命題4．17から，pσ→灸。㊥sn　pd，　qσ→灸n㊥sn　qdを満たすような，→πn㊥snに関する保存代入∂

が存在する．（2）命題の前提と命題4．19から得られるRn㊥5πの合流性を，上の図に従って繰り返し利用す

ることにより，pb↓π。e5n　qbが導ける．（3）命題4．18により代入0を分解すると，ア代入σ1と単射かつ

上部9代入のσ2が得られる．戦中のroは代入（σ1σ2）「の（σ、）を表す・（4）∂は・→πneSnに関する保存代入
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であるから，σ2も→πn㊥snに関する保存代入となる．命題4．20により，　p（σi命）「D（σ、）↓πg　q（σi　61i）ID（σ、）

が成り立つ．つまり，7＝（バσ1σ2）rp（σ、）とすればよい．

　一方・∀x∈ソσ（x）→灸n㊥sn　6（x）＝（σ1σ2）tτ，（σ、）（血）と・∀x∈ソσ2（x）→灸。Φsn命¢）の2つを用い

て，∀x∈ソσ（x）→灸。eSn（σiお）「D（σ、）（x）＝7（x）を得る・　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

命題4．22

　互いに素なCTRS（・1’，　R），（9，5）が共に階層合流性をもつとき・→1π㊥s）n⊆↓πn㊥snが成立する・

証明

　階層nに関する帰納法で証明する．

・n＝0のとき，（R㊥5）o＝　Ro㊥50＝○であるから，命題は成立する．

・n≧1のとき，t・→？πe5）nu（t，　u∈7e）の長さ1に関する帰納法でt↓n。esnuを示す．

　　（1）1＝0のとき，t＝uであるから，　t↓πnesn　uが成り立つ．

　　（2）1≧1の場合は，次に示す図に従ってt↓nnesn　uを得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　t〈一一一一一一〉・＜一一一一→u
　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　／＼　　　　　　　／
　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　／　　＼　　　　　　！
　　　　　　　　　　　　　　　　＼（1）／　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼（2）！
　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　／　　　　　　＼　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヤグ
　　　　　　　　　　　　　　　　　＊・＊　　（3）　　＊・＊
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　／　　　，　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　／
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　うレニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　／　　　　　　　　　　　（R㊥5）n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　さ《
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　一　　〉：＝→
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rn㊥5n

　　　　ただし，図中の（1）は以下に証明する包含関係→（n㊥s）n⊆↓πneSn，（2）は長さ1に関する帰

　　　　納法の仮定，（3）は命題の前提と命題4．19から得られる，Rn㊥8πの合流性である．

　　　　　（1）の証明に移る．関係↓πn㊥snは対称性をもつから，→（π㊥s）n⊆↓πn㊥snだけを示せば十

　　　　分である．そこで，t→（π㊥5）n　u’を満たす任意のu’∈7＄について考える．定義から，　TRS

　　　　（R㊥5）nの書換え規則～→r，文脈σ，代入σが存在して，t＝0［1σ］，u’＝0［rσ】が成り立

　　　　つ．さらに，定義から次の関係が満たされる．

　　　　　　　　　　　　ヨto→roく：＝Co∈R㊥5ヨσo：ソ→‘：70

　　　　　　　　　（t　＝　loao　E　Te　A　r＝　roao　E　7ro　A　coao　l（R＄s）．一i）

このとき，COの中から任意に選んだ等式PO＝qoについてPO、ao・→1πes）。一、　qo　aoが成り立つか

ら，階層nに関する帰納法の仮定←・1π㊥S）n一、⊆↓π。一、e5n－1によりρO　ao↓n。一、e5。一、90σOが

得られる．ここで，CTRSの書換え規則lo→ro・≒Co∈R65がR，5のどちらの規則で

あるかの場合分けにより，t↓nn㊥sn　u’を証明する．‘R，5は，共に任意に選ばれたCTRSであ

るから，Rの場合についてだけ考えれば十分である．このとき，命題4．21から，

　　　　　　　　　　POτ↓Re　qo7’〈∀X∈ソσ0（X）→灸n＿1㊥5n＿1　T（X）

　　　　　　　　　　　　　n－1

を満たす代入τが存在する．POτ↓π㊥　qorにより書換え規則の条件部が満たされるので，　IO　7→
　　　　　　　　　　　　　　　　たロ　
ro7はTRS（f㊥　9，R．）の書換え規則となり・書換え0［lo　rσ］→π曾σ【roアσ］を得る・Rn⊆

Rn㊥　Snだから，0［～oτσ】→n。eS。0［roτσ】も成り立つ．一方，∀x∈ソσo（x）→灸n一、e5。一、
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τ（x）からは，0［～oσoσ1→灸。esn　O【lo　rσ】と・0［roσoσ】→灸。eSn　O［rorσ］が得られる・以上

の結果を合わせると，次の簡約を得る．

　　　　t＝　C［loaoa］　’｝i．es．　C［lo7a］　’7z．es．　C［roTa］　一　e．es．　C［roaoa］　＝　ut

つまり，t↓πn㊥snu’が導かれた．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

命題4．23

　互いに素なCTRS（．1’，R），（9，5）について，包含関係→πn㊥s．⊆→（π㊥s）nが成立する．

証明

　命題は，Rn㊥5π⊆（R㊥S）nから直ちに導かれるので，この包含関係を階層nに関する帰納法で証明す

る．

　　・n＝Oのとき，Ro㊥50＝（R㊥5）o＝¢であるから，示すべき包含関係は成立している．

　　．n＞1のとき，1→r∈Rn㊥5πとすると，1→rは，　RnかSnのどちらかの書換え規則である．ま

　　　ず，1→r∈Rnの場合について考える．定義より，1＝IOσ∈Tx，　r＝roσ∈Tf，　CO、a↓π。一、を満

　　　たすような，πの書換え規則IO→ro　e　COと代入σが存在する．　R⊆rz，㊥5より，この書換え規則

　　　はR㊥5の書換え規則でもある．また，，1’⊆f㊥9より，rとrは共にToの項でもある．さらに，

　　　Rn＿1⊆Rn＿1㊥5π＿1と帰納法の仮定から，　COσ↓（π㊥5）n一、を得る．よって，1→r∈（R㊥8）nが

　　　成り立つ．同様にして，1→r∈5nの場合にも，1→r∈（R㊥5）nが示せる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

系4．24

　互いに素なCTRS（．1’，7Zr），（9，5）について包含関係→πn⊆→（n㊥s）nが成立する．　　　　　　　　　　ロ

命題4．25

　CTRS（∫e9，’R㊥5）が階層合流性をもつとき，　t，u∈7TTに対してt→（n㊥s）n　uが成り立つならば

t　’Rn　U’

証明

　書換えt→（Reb’）n　uを満たす任意のt，　u∈Tsについて考える．定義から，　TRS（R㊥5）nの書換え規則

1→r，文脈0，代入σが存在して，t＝0［1σ】∈7rT，u’＝・0［ra］∈T■が成り立つ．再び，定義から

　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ～0→ro〈＝CO∈R㊥5ヨσ0：ソ→Te

　　　　　　　　　　　　（1　＝　lo　ao　E　TF　A　r＝　ro　ao　E　7rT　A　coao　i（n＄s）．．i）

を得る．IO∈7ナ，ro∈Tfであるから，書換え規則IO→ro＜≒COはRに属する．このとき，～0σ0＝

lO　T，　roσ0＝ro、Tを満たす．1’代入τが存在して，　POτ↓π。一、　qoτが成り立つ．したがって，　t→πn　U．　　ロ

定理4．26階層合流性のモジュラ性

　階層合流性はCTRSのモジュラ性である．

証明

　モジュラ性の定義（定義4．2）に従い，次の関係が成立することを証明する．

　　　　　　　　　　　　　　　　L－CR（7e）　A　L－CR（S）　o　L－CR（7？：　e　S）
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＃

　L－CR（R）〈L－CR（5）を仮定し，任意の階層nについて（π㊥8）nが合流性をもつことを示す．そこで，任

意に選んだ階層nについて・Ul←？n㊥S）n　t→1πes）n　d2を満たすような任意の項t，Ul，・U2∈Teを考える．

このとき・Ul←・1π㊥5）n　u2が成り立つ・命題4・22により包含関係←？πe5）n⊆↓nn㊥snが成立するので，

Ul↓nn㊥sn　u2が導かれる．最後に命題4．23，つまり，→nn㊥sn⊆→（π㊥s）nからUl↓（πe5）n　u2を得る．

く＝

　L－CR（R㊥5）を仮定し，全ての階層nに関してRnとSnが共に合流性を持つことを示す．ここでは，　Rn

だけについて合流性を示すが，5nについても同様に証明できる．まず，任意に選んだ階層nについて，　u1←灸n

t→灸nu2を満たす任意の項t，　u1，u2∈7rTを考える．系4．24から，包含関係→πn⊆→（n㊥s）nが成り立つの

で，Ul←ln㊥S）nt→1π㊥S）nU2が成立する．（π㊥5）nは合流性をもつから，　U1↓（n㊥S）nU2が導ける．最

後に，命題4．25を利用してu1↓πnu2を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　階層合流性がCTRSのモジュラ性であることが証明された．これにより，　CTRS　7eが階層合流性をもつこ

とを示す場合，Rを互いに素な集合Rl，…，Rnに分割して，各RiについてL－CR（Ri）を証明する，という

手法が使える．また，階層合流性をもつことがわかっている互いに素なCTRSを合わせて，階層合流性をも

つCTRSをつくることができる．

5　おわりに

本論文で得られた結果は，次の2つに要約できる．

（1）CTRSの基本的性質やそれらの階層性に着目し，各性質問の含意関係を明らかにした．

（2）階層合流性がCTRSのモジュラ性であることを証明した．

これにより，CTRSの各性質の中での階層合流性の位置付けが明らかになり，さらに，　CTRSの階層合流性

を証明するためのいくつかの手法が得られた．

　最後に，今後の研究課題として，本論文で得られた結果の拡張について考える．文献［3］では，強正規化性

と書換え関係の決定可能性を同時に保証するCTRSの性質として減少性（Decreasingness）を提案している．

減少性を含めたCTRSの各性質の含意関係がどうなるかは興味深い問題である．また，本論文では，2つの

性質の間に含意関係が成立しない場合，その反例を挙げたが，前提条件をどこまで強めると含意関係が成立す

るかを調べることも重要である．モジュラ性の議論では，2つのCTRSが互いに素であるという条件が必要

であった．この条件を緩めて，関数記号の共有があっても性質が保存されるかどうかの検討も，課題のひとつ

である．さらに，プログラミング言語への応用の観点から，階層合流性が保証されるようなCTRSの構文的

制限を研究することも重要である．
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