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ABS’TRACT

In　this　paper　we　investigate　the　concept　of　simple　termination．　A

term　rewriting　system　is　ca皿ed　simply　terminating　if　its　termination

can　be　proved　by　means　of　a　simplification　order．　The　basic　ingredient

of　a　simplification　order　is　the　subterm　property，　but　in　the　literature

two　different　definitions　are　given：one　based　on（strict）partiaユorders

and　another　one　based　on　preorders　（or　quasi－orders）．　ln　the　first　part

of　the　paper　we　argue　that　there　is　no　reason　to　choose　the　second

one，　while　the　first　one　has　certain　advantages．

　　　Simplification　orders　are　known　to　be　well－founded　orders　on　terms

over　a　finite　signature．　This　important　result　no　longer　holds　if　we

consider　infinite　signatures．　Nevertheless，　well－known　simplification

orders　like　the　recursive　path　order　are　also　well－founded　on　terms

over　infinite　signatures，　provided　the　underlying　precedence　is　well－

founded．　We　propose　a　new　definition　of　simplification　order，　which

coincides　with　the　old　one　（based　on　partial　orders）　in　case　of　finite

signatures，　but　which　is　also　well－founded　over．　infinite　signatures　and

covers　orders　like　the　recursive　path　order．

1． Introduction

One　of　the　main　problems　in　the　theory　of　term　rewriting　is　the　detection　of

termination：　for　a　fixed　system　of　rewrite　rules，　determine　whether　there　exist

1



2

　infinite　reduction　seqeunces　or　not．　Huet　and：Lankfbrd［8】showed　that　this　prob－

1・mi・undecidabl・in　g・n・・al・H・w・ver，　there　are・everal・m・th・d・f・・deciding

　termination　that　are　successful　fbr　many　special　cases．　A　we11－known　method　fbr

　proving　termination　is　the　recursive　path　order（Dershowitz［2D．　The　basic　idea

・f・u・hapath・・der　i・that，・ta・ting丘・m　a　giv・n・・der（th…一ca11・d　preced・ηce）

　on　the　operation　symbols，　in　a　recursive　way　a　we11－fbu：nded　order　g皿terms　is

d・fin・d・if・v・・y　redu・ti・n・t・p　in　a　term・ew・iting・y・t・m・・rre・p・nd，　t。　a

decrea・e　acc・・ding　thi…der，・ne　can・・n・lud・that　th・・y・t・m　i・terminating．

If　th…der　i・c1・・ed　under　c・nt・xt・and・ub・tituti・n・th・n　th・decrea・e・nly　ha、

　to　be　chec：ked　fbr　the　rewrite　rules　i：nstead　of　aユ1　reduction　steps．　The　bottleneck

・fthi・kind・fm・th・d　i・h・w　t・P・・v・that　a　relati・n　d・五n・d　recu・・iv・1y。n

terms　is　ind　　　　　　　　　　　eed　a　well－fbunded　order．　Proving　irrefiexivity　alld　transitivity　often

turlls　out　to　be　feasible，　using　some　induction　and　case　a：naユysis．　However，　when

　stating　an　arbitrary　recursive　definition　of　such　an　order，　we11－fbundedness　is

very　hard　to　prove　directly．：Fort・unately，　the　powerful　TreεTheorem　of　KruskaI

implies　that　if　the　order　satisfies　some　simpli五cation　property，　we11－fbundedness

is　obtained　fbr　free．　An　order　satisfying　this　property　is　ca皿ed　a　8implification

order．　This　notion　of　simplificatio：n　comprises　two　ingredients：

●　aterm　decreases　by　removing　parts　of　it，　and

●aterm　decrea・e・by　repla・ing　an・perati・n・ymb・1　with　a・maller（acc・・ding

　　　to　the　precedence）one．

If　th・・ignature　i・in且nit・，　b・th・f　th・・e　ing・edi・nt・a・e　essential・f・・th・apPli－

cability　of　KruskaPs　Tree　Theorem．　It　is　amazi：ng，　however，　that　in　the　term

・ew・iting　literatu・e　th・n・ti・n・f・impli五・ati・n・・der　i・m・tivat・d　by　th・ap－

plicability　of　I（ruskaユ，s　Tree　Theorem　but　only　covers　the　first　ingredient．：For

infinit・・ignatu・e・・ne　ea・ily　d・fin・・n・n－w・11－f・und・d・・d…that　a・e・implifi－

cation　orders　according　to　that　definition．　Therefbre，　the　usual　definition　of

simplification　order　is　only　helpful　fbr　proving　termination　of　systems　over　fi一
　ロ　　　　　　　　　　　　　

mte　slgnatures．　Nevertheless，　it　is　well一：known　that　simplification　orders　li：ke

the　recu・・iv・path・・d・・are　al・・w・11－f・und・d・n　term・・ver　in五nit・・ignatu，e，

（P・・vid・d　th・p・eced・nce・n　th・・ignatu・e　i・w・11－f・und・d）．

　　　In　this　paper　we　propose　a　definition．　of　a　simplification　order　that　matches

exactly　the　requirements　of：Krus：ka1，s　Tree　Theorem，　since　that　is　the　basic　mo．

tivation　fbr　the　notion　of　simplification　order．　According　to　this　new　definition

a11・implifi・ati・n・・ders　a・e　w・11－f・und・d，　b・th・ver・finit・and　in且nit・・ignature、．

For　finite　signatures　the　new　and　the　old　notion　of　simpli貧cation　order　coincide．

Aterm　rewriting　system　is　called　simply　terminating　if　there　is　a　simpli丘cation

order　that　orients　the　rewrite　rules　from　left　to　right．　It　is　immediate　from　the

definition　that　every　recursive　path　order　over　a　we11－fbunded．precedence　can

be　extended　to　a　simplification　order，　and　hence　it　is　we11－fbu：nded．　Even　if　one

is　only　interested　in　finite　term　rewriting　systems　this　is　of　interest：semantic

la　be〃ing（［15D　often　succeeds　in　proving　termination　of　a丘nite　but“dif臼cult，，

（n・n一・imply　terminating）・y・t・m　by　t・a曲・ming　it　int・an・infinit・・y、t，m。ver

an　infinite　signature　to　which　the　recursive　path　order　readily　applies．
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　　　　Ip　thie　lileTature　Jsirr｝p．lification　orders　are　sometimes　based　on　preorders　（or

quasi－orders）　instead　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　（strict）　partial　orders．　A　main　result　of　this　paper’is

that　there　are　ng　gompelling　reasons　for　doing　so．　We　prove　（constructiveM 撃刪黶

j　that

every　term　rewriting　system　which　can　be　shown　to　be　terminating　by　means　of

a－simplification　order　based　on　preorders，　can　be　shown　to　terminating　by　means

oLf　a　．simplification　order　（based　on　partial　orders）．　Since　basing　thE　nbtion　of

simplification　order　on　preorders　is　more　susceptive　to　mistakes’ @and　results　in

stronger　proof　obligations，　simplification　orders　should　be　based　on　partiaユorders．

（As　explained　in　Sec！ion．3　these　r」emarks　already　apply　to　finite　sigfiatures．）　As　a

consequence，　we　prefer　the　partiaJ　order　variant　of　well－quasi－orders，　the　so：caJled

partialωe〃一〇rders，　in　case　of　infinite　sig：natures．　By　choosing　partiaユwell－orders

instead　of　well－quasi－orders　a　great　part　of　thd　theory　is　not　affected，　but　another

p．art　becomes　cle＠n．er．　For　instance，　in　Section　5　we　prove　a　usefu1　result　stating

that　a　term　rewriting　system　is　simply　terminating　if　and　only　if　the　union　oV

t－he　s￥stem　apd　a　particular　system　that　captures　simplification　is　terminating．

Based　on　we　　　　　　　　　　ll－quasi－orders　a　similar　result　does　not　hold．

　　　A　usefu1　notion　of　termination　for　term　rewriting　systems　is　total　termination

（see　［6，　14］）．　For　finite　signature　one　easily　shows　that　totaJ　termination　implies

simple　termination．　ln　Section　6　we　show　that　for　infinite　signatures　this　” р盾?

not　hold　any　more：　we　construct　an　infinite　term　rewriting　system　whose　ter－

minating　can　be　proved　by　a　polynomial　interpretation，　but　which　is　not　simply

terminating．

2． Termination

In　order　to　fix　our　notations　and　terminology，　we　start　with　a　very　brief　introduc－

tion　to　term　rewriting．　Term　rewriting　is　surveyed　in　Dershowitz　and　Jouannaud

［4］　and　Klop　［9］．

　　　Asignature　is　a　setアof．function　symbols．　Associated　with　everyノ∈∫’

is　a　natural　number　denoting　its　arity．　Function　symbols　of　arity　O　are　called

gopstants．　Let　7”（．JZ’，　V）　be　the　set　of　all　terms　built　from　．1’　and　a　countably

infinite　setソof　variαbles，　disjoint　from．7．．　The　set．　of　variables　occurring　in　a

term　t　is　denoted　by　Var（t）．　A　term　t　is　called　ground　if　VaT（t）　＝　1．　The　set　of

all　ground　terms　is　denoted　by　T（．1’）．

　　　We　introduce　a　fresh　constant　symbolロ，　named　hole．　A　context　O　is　a

term　in　T（∫U｛ロ｝，ソ）containing　precisely　one　hole．　The　designation　term　is

r－estricted」　to　members　of　T（．Jr，　V）．　lf　C　is　a　context　and　t　a　term　then　C［t］

denotes　the　result　of　replacing　the　hole　in　C　by　t．　A　term　s　is　a　subterm　of’

terln　t　if　there　exists　a　context　C　such　that　t　＝　C［s］．　A　subterm　s　of　t　is　proper　if

s　1　t．　We　assume　familiarity　with　the　position　formalism　for　describing　siub”term

occurrences．　A　substitution　is　a　mapσfromソto　T（ア，ソ）with　the　property

that　the　set　｛x　E　V　l　a（x）　7E　x｝　is　finite．　lf　a　is　a　substitution　and　t　a　term　theh

ta　denotes　the　result　of　applying　a　to　t．　We　call　ta　an　instance　of　t．　A　binary

relation　R　on　terms　is　closed　under　contexts　if　C［s］　R　C［t］　whenever　s　R　t，　for　all
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　contexts　C．　A　binary　relation　R　on　terms　is　closed　under　substitutions　if　sa　．R　ta

　whenever　81～ちfbr　all　substitution，sσ．　A　rεω剛e　relation　is　a　binary　relation　on

　terms　that　is　closed　under　contexts　and　substitutions．

　　　　A　rewrite　rule　is　a　pair　（1，r）　of　terms　such　that　the　left－hand　side　l　is　not

g　va！i．abl．e　．an．d　iyari．a．Ples一．　which　occur　in　the　right－hand　side　r　occur　also　in　1，

i．e．，　VaT（r）　g　Var（1）．　Since　we　are　interested　in　（simple）　terminat．ion　in　thig

£豊謝器sg鵬阻塞il巴珊1e　out　o皿y　t「ivial　ca・e・・R・w・ite　ru1・・（1・・）wi11

．Aオ・…・ω・蜘購m（TRS　f…h・・t）i・a画・（∫，π）・・nli・ting。f　a

slgnature∫and　a・etπ・f・ew・ite　ru1・・b・tween　term・in　T（ア，ソ）．輪・ft，n

presen．t　a　TRS　qs　a　．set　of　rewrite　rules，　without　making　explicit　it’s　signature，

assu窒垂奄獅〟|that一　．ghe　signature　consists　of　the　function　symbols　occurring　in　th6

rewrite　rules．　The　sma皿est　rewrite　relation　on　T（∫，ソ）that　contains　R　is　denoted

by　一一＞R．　So一．s　．R　t　if　there　exiists　a　rewrite　rule　l　一一〉　r’
奄氏@7Z，　a　substitution　a，　and

a　context　C　such　that　s　＝　C［la］　and　t　＝　C［ra］．　The　subterm　lcr　of　s　is　calied　a

redeq　and　we　say　that　s　rewrites　to　t　by　contracting　redex　la．　We　call　s　．R　t　a

re翌窒堰Dte　o；　re4．uction　s！ep・　Thg　trQnsitive　closure　of　．n　is　denoted　by　一．fi’　rand

　．1　denotes　the　transitive　and　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　reflexive　closure　of　．R．　lf　s　一・1　t　we　say　t’hat　s

reduces　to　t．　The　converse　of　．h　is　denoted　by　一h．

　　　A　TRS　（．1’，　R）　is　called　terminating　ifthere　are　no　infinite　reduction　sequences

ti　一．R　t2　．2　t3　．R　…　of　terms　in　7’ iJP，　Y）．　ln　order　to　simplify　matters，　we

g－ssume　throughout　this　paper　that　the　signature　．7’　contains　a　constant　symbol．

Hence　a　TRS　is　terminating　if　and　only　if　there　do　not　exist　infinite　reduction

sequence　involving　only　ground　terms．

　　　A　（strict）　partial　order　〉一　is　a　transitive　and　irreflexive　relation．　The　reflexive

clo．sure　of　〉一・　is　denoted　by　〉．．．　The　converse　of　〉．．　is　denoted　by　K．．　A　partial

order　p　on　a　se．t　A　is　well－founded　if　there　are　no　infinite　desceriding　seq’uences

ai　〉　a2　〉　…　of　elements　of　A．　A　partial　order　〉　on　A　is　total　if　for　ill　dl’fferent

glemgats　a，b．E　｛！　either　．a　〉　b　o－r一　b　〉　a．　A　preorder　（or　quasi－order）　k　is　a

transitive　and　re　　　　　　　　　　　　　　flexive　relation．　The　converse　of　k　is　denoted　by　：．　Thd　’strict

part　of　a　preorder　）：　is　the　partial　order　〉一　defined　as　jt　N　S．　EvefY　preorder　A＞一．

iliduces　i｝n　equiv｛L！ence－relatig．　n．　ng　defined　as　）：n　5．　lt　is　eagY’　t’o　see　thVat’　〉．．　．　）：N，．””．

A　preorder　is　said　to　be　well－founded　if　its　strict　part　is　a　well－founded　piVrt’ial

order．

　　　A　rewrite　relation　that　is　also　a　partial　order　is　called　a　rewrite　order．　A　well－

founde．d．rewTite　order　is．calleq　a　reduction　order．　We　say　that　a　TRS　（．1’，　7？1）　and

apartial　order＞・on　7（・フ「，ソ）are　compatible　ifフヒis　contained　in＞・・，　i．e．，1＞一γ・

fgr　eyery．rew．litg　rule　1　．．rJ　of　7？：：　lt　is　easy　to　show　that　a　TRS　is　t’erminating

if　and　only　if　it　is　compatible　with　a　reduction　order．

DEFiNITioN　2．1．　We　say　that　a　binary　relation　R　on　terms　has　the　subterm

property　if　O団Rtfbr　all　contexts　O≠ロand　termsオ．

DEFiNiTioN　2．2．　Let　．1’　be　a　signature．　The　TRS　8mb（．1’）　consists　of　all　rewrite
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rules

　　　　　f（xl，…，x．）　一．　xi

withノ∈∫a血n・ti・n・ymb・1・f　a・ity　n　〉．　1　，and　i∈｛1，．．．，n｝．　Here・x、，＿，xπ

認驚’翻，蹴盤eda識鵬rま飢6（∫）to＞・肌ゐa”（←｝mb（∫）

　　　The　following　easy　result　relates　the　subterm　’property　to　embedding．

LE．M．　￥A　2．3．　4．　fewr．itie　o一rde－r一　．〉一g4　7’（gZ’，　V）　has　the　subterm　property　ifand　only

ifit　is　compatible　with　the　TRS　Smb（．1’）．　M

3．　Simple　Termination一一一Finite　Signatures

Throughout　this　section　we　are　dealing　with　finite　signatures　only．

DEFINITI・N　3・1・A蜘1哲・α伽・惚i・arew・it…der　with　th・・ubterm　p，。P。

ert．y．　A　TRS　（．1’，．2）　is　simply　terminating　ifit　is　compatible　with　a　simplific’ati6n

order　on　．T（．1　’，　V）．

　　　Since　we　are　only　interested　in　signatures　consisting　of　function　symbols　with

五x・da・ity，　w・have　n・need・f・・th・d・1・t卿・・P・rty（・f［2D．　Der・h・wit・［1，2］

showed　that　every　simply　terminating　is　terminating．　The’ 吹|堰@oof　is　based　ofi　th6

beautifu1　Tree　Theorem　of　Kruskal　［10］．

DE．FINp．　lory．3：2．　An．infinite　sequence　ti，　t2，　t3，．．．　of　terms　in　T（．7’，　V）　is　self一

・m6・d吻ifth・・e　e幻・t　1≦kゴ・u・h　thatち≦，mδち．

THEoREM　3．3　（KRUSKAL’S　TREE　THEOREM一一一FINITE　VERsloN）．　Everyinfinite

SeqUenCe・fg・・Und　termS・iS・Self一・mbeddfng．ロ

THEoREM　3．4．　Every　simply　terminating　TRS　is　terminating．

PRooF．　Easy　consequellce　of　Theorem　3．3　and　Lemma　2．3．ロ

　　　Tbe　following　well－kpown　result　3’s　especially　useful　for　showing　that　a　given

TRS　is　not　simply　terminating，　see　［14］．

PE．M　MA．　3・，5・　A　ZRS　（・1’，　7Z）　is　simply　terminatingifand　only　if（」Z’，　7ZuSmb（．1　））

is．terminating．　　　　　　　　　　　　　口

　　　In　the　term　rewriting　literature　the　notion　of　simplification　order　is　some－

t．ig．ies　．based　on　preorders　instead　of　partial　orders．　Dershowitz　［2］　obtained　the

following　result．

’1］HEo．REM．　3．6．　Let　（．1’，　7Z）　be　a　TRS．　Let）　be　a　preorder　on　T（1’，　V）　which　is

・1・・ed・nder　C・n亡・X亡・and　ha・亡h…b亡erm　p・・per孟メπZσ阿σあr　e町rew，f亡，

rule　l　一．　T　E　R　and　substitution　a　then　（．1’，　IKil）　is　terminating．　O
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　　　A　一preordg！　t－hat　is　closed　under　contexts　and　has　the　subterm　property　is

siomeit一ime．s　called　a　guasi－simplification　order．　Observe　that　we　require　ia　＞bT　ra

for　all　s．ubstitutions　a　in　Theorem　3．6．　lt　should　be　stressed　that　this’ @requirement
gannot　be　weakened　to　the　compatibility　of　（F，　R）　and　〉　（i．e．，1　〉　r　fo－秩@aU　rules
！　一一．÷　r　E　R．）　if．　we　gddltio4ally．　require　that　k　is　’closed　uhdet　substitutions，　as

is　incorrectly　done　in　Dershowitz　and　Jouannaud　［4］．　For　instance，　the　relat’ 奄盾

一一р?@associated　with　the　TRS

R＝

ノ（9＠））

ノ（9＠））

　　f（x）

　　g（x）

．
一・・一r

一

一

ノ（ノ（x））

g（g（x））

器甑e灘翻騰「牙硝煙認漁騨禦（観毫
included　in　the　strict　part　of　一ft．　Nevertheless，　7Z　is　not　terminating：

　　　　　f（g（g（x）））　一一＞R　f（f（g（x））　．7z　f（g（g（x）））　．7z　…．

The　point　is　that　the　strict　part　of　一．h　is　not　closed　under　substitutions．　Hence

to　conclude　termination　from　compatibility　with　k　it　is　essential　that　both　＞

and　k　are　closed　under　substitutions．

　　　Dershowitz　［2］　writes　that　Theorem　3．6　generalizes　Theorem　3．4．’　We　have

the　following　result．

THEoREM　3．7．　A　TRS　（．1’，　7Z）　is　simply　terminating　ifand　only　if　there　exists　a

pregrdeg　ip　04　T（．1’，　V．）　that　is　closed　under　contexts，　has　the　subterm　property，

and　5a亡f5：f量e5　　　　　　　　　　1σ〉一Tσ：f（）revery　rewrite　rule　1→r∈フこand　sub5亡itutionσ．口

　　　The　proof　is　given　in　Section　5，　where　the　above　theorem　is　generalized　to

TRSs　over　arbitrary，　not　necessarily　finite，　signatures．

　　　So　every　TRS　whose　termination　can　be　shown　by　means　of　Theorem　3．6　is

simply　terminating，　i．e．，　its　termination　can　be　shown　by　a　simplification　order．

Since　it　is　easier　to　check　1　〉一　T　for　finitely　many　rewrite　rules　1　．　r　than

la．）：　Ta　Put　not　Tg　）：　la　for　finitely　many　rewrite　rules　1　一一〉　r　and　infinitely　many

substitutions　a　　　　　　　　　　　　，　there　is　no　reason　to　base　the　definition　of　simplification　orde’r

on　preorders．

4． Partial　Well－Orders

Theorem　3．4　does　not　hold　if　we　allow　infinite　signatures．　Consider　for　instance

the　TRS　（．1’，　7Z）　consisting　of　infinitely　many　constants　ai　and　rewrite　rules　ai　一

gi＋i　for　al！　i　〉．　1．　The　rewrite　order　一fi　vacuously　satisfies　the　subterm　property，

but　（．7’，　7Z）　is　not　terminating：

α1→7こα2一→フZα3→π●’●



7

So　in　case　．1’　is　infinite，　compatibility　with　Smb（．1’）　does　not　ensure　termination．

In　the　next　section　we　will　see　that　the　results　of　the　previous　section　can　be

recovered　by　suitably　extending　the　TRS　Smb（．T）．

DEFINiTlgN．4．1．　Let　〉　be　a　partial　order　on　a　signature　JC．　The　TRS　8mb（．1’，　〉一）

consists　of　a11　rewrite　rules　of　Smb（JP’）　together　with　a11　rewrite　rules

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，覧

　　　　　f（xl，…，xn）　．　．　g（xil，…，xi．）

with／an　n・a・y血n・ti・n・ymb・1　in∫，　g　an　m・a・y　f・n・ti・n・ymb・1　in　F，　n　〉．

m；≧0，ノ〉一9，and　1≦；i1＜…　〈im≦nwhenever　m；≧1．　Here　x1，．．．，：zn　are

畿禦無毒諜潔編懸鯛蹴and←｝mb（・」・’・〉）

　　　Since　Smb（f，　z）　＝　Smb（Ji’），　homeomorphic　embedding　generalizes　embed－

ding．　ln　the　next　section　we　show　that　a11　results　of　the　previous　section　carry

over　to　infinite　signatures　if　we　require　compatibility　with　Smb（．1’，　〉），　provided

the　partial　order　〉　satisfies　a　stronger　property　than　well－foundedness．　This

property　is　explained　below．

DEFINITIoN　4．2．　Let　〉一　be　a　partial　order　on　a　set　A．

e

o

e

An　infinite　sequence（αi）i＞．　10ver．4　is　ca皿ed　good　if　there　exist　indices　1≦

i　〈　7’　with　ai　K．　a」’，　otherwise　it　is　called　bad．

An　infinite　sequence　（ai）i＞．　i　over　A　is　called　a　chain　if　ai　K．　ai＋i　for　all　i　〉．　1．

We　say　that　（ai）i＞．　i　contains　a　chain　if　it　has　a　subsequence　that　is　a　chain．

An　in鯨・・equ・nce＠）i＞一・・ver　A　i・ca11・d　an・nti・ん蜘f　n・ith・・α属αゴ

norαゴ＜αゴ，　for　　　　　　　　　　　　　aJl　1　〈．　i〈i

LEMMA　4．3．　Let　〉一　be　a　partial　order　on　a　set　A．　The　following　statements　are

equivalent．

e　Every　partial　order　that　extends　〉一　（including　〉　itself）　is　well－founded．

e　Every　infinite　sequence　over　A　is　good．

o　Every　infinite　sequence　over　A　contains　a　chain．

e　The　partial　order　〉一　is　well－founded　and　does　not　admit　antichains．

PRooF．　Similar　as　done　in［7］fbr　we11－quasi－orders．ロ

DEFINITI・N　4・4・Apa・tia1・・d・・ト・n　a・et且i・ca11・d　a卿ゼ・」ω・〃・・痴（PWO

for　short）　if　it　satisfies　one　of　the　four　equivalent　assertions　of　Lemma　4．31

　　　Using　the　terminology　of　PWOs，　Theorem　3．3　can　now　be　read　as　follows：　if

．1’　is　a　finite　signature　then　〉，．b　is　a　PWO　on　T（．1’）．

　　　By　definition　every　PWO　is　a　well－founded　order，　but　the　reverse　does　not

hold．　For　instance，　the　empty　relation　on　an　infinite　set　is　a　well－founded　order

but　not　a　PNVO．　Clearly　every　total　well－founded　order　（or　well－order）　is　a　PWO．

Any　partial　order　extending　a　PWO　is　a　PWO．　The　following　lemma　states　how

new　PWOs　can　be　obtained　by　restricting　existing　PWOs．
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LEMMA　4．5．　Letトbe　aPW’O　oηaset　A　aηd　le孟コbe　aPWO　on　a5e亡B．五et

p：A　一一〉　B　be　any　function．　The　partial　order　〉’　on　A　defined　by　a　〉’b　if　and

only　if　a　〉一　b　and　g（a）　P　p（b）　is　a　PWO．

PRooF．　Let　（ai）i＞．　i　be　any　infinite　sequence　over　A．　Since　〉一　is　a　PWO　this

sequence　admits　a　chain

adi（1）　：s〈　adi（2）　K．　adi（3）　：s〈　’…

Sinceコis　a　PWO　on　B　there　eXist　1　．〈　i＜ゴwithψ（αip（i））⊆g（αφω）．　Transitiv－

ity　of．．K．yields　adi（i）　K．　adi（2・）・　Hence　adi（i）　K．’　adi（i・），　while　ip（i）　〈　¢（1‘）’：’We　conclude

that＠）疹1　is　a　good　sequence　with　respect　to卜’，　so卜’is　a　PWO．ロ

CoRoLLARy　4．6．　The　intersection　of　tvvo　PWOs　on　a　set　t4　is　a　PWO　on　A．

PRooF・Choose　the　function　P　in　Lemma　4．5　to　be　the　identity　on、4．ロ

THEoREM　4．7　（KRUSKAL’S　TREE　THEOREM一一一GENERAL　VERSION）．

PWO・n　a　signature　／’　th・n　〉一，mb　is　a　PWO・n　T（ア）．ロ

if　〉　is　a

PWOs　are　closely　related　to　the　more　familiar　concept　of　well－guasi－order．

DEFINITIoN　4．8．

a　PWO．

A　well－guasi－order　（WQO　for　short）　is　a　preorder　that　contains

　　　The　above　de価tion　is　equivalent　to　a11　other　definitions　of　wQO　fbund　in

the　literature．　Kruskal’s　Tree　Theorem　is　usually　presented　in　terms　of　WQOs．

This　is　not　more　powerfu1　than　the　PWO　version：　notwithstanding　the　fact　that

the　strict　part　of　a　WQO　is　not　necessarily　a　PWO，　it　is　very　easy　to　show　that

the　WQO　version　of　Kruskal’s　Tree　Theorem　is　a　corollary　of　Theorem　4．7，　and

vlce－versa．

　　　Let　〉・一　be　a　PWO　on　a　signature　．1’．　A　natural　question　is　whether　we　can

restrict　〉一，．b　while　retaining　the　property　of　being　a　PWO　on　lr（JZ’）．　ln　particu－

lar，　do　we　really　need　all　rewrite　rules　in　Smb（．Jrr，　〉一）？　ln　case　there　is　a　uniform

bound　on　the　arities　of　the　function　symbols　in　1’，　we　can　greatly　reduce　the

set　Smb（．7一，〉）．　That　is，　suppose　there　exists　an　IV　〉．　O　such　that　a11　function

symbols　in　．1’　have　arity　less　than　or　equal　to　N．　Now　we　can　apply　Lemma　4．5：

choose　g　to　be　the　function　that　assigns　to　every　function　symbol　its　arity　and

takeコto　be　the　empty　relation　on｛1，．．．，N｝．　Hence　the　partial　order＞”’onア

defined　by　f＞一ノg　if　and　only　if／and　g　have　the　same　arity　andノトgis　a　PWO．

The　corresponding　setεmb（ア，〉ノ）consists，　besides　all　rewrite　rules　of　the　form

f（xi，．．．，x．）　一〉　xi，　of　all　rewrite　rules　f（xi，．．．，x．）　一〉　g（xi，．．．，x．）　viith　f　and

g　n－ary　function　symbols　such　that　f　〉　g．　This　construction　does　not　work　if

the　arities　of　function　symbols　in　．1　are　not　uniformly　bounded．　Consider　for

instance　a　signature　Ji’@consisting　of　a　constant　a　and　n－ary　function　symbols　f．

for　every　n　〉．　1　（and　let　〉一　be　any　PWO　on　．1’）．　The　sequence

A（a），　f2（a，a），　f3（a，a，．a），　．．．
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is　bad　with　respect　to　〉一2．b．　FinaJly，　one　may　wonder　whether　the　restriction

to　all　rewrite　rulesノ（：tl，．．．，xn）→g（：vi＋1，．．．，：ri＋皿）with∫an　n－ary　function

syrp．　bol，　g　an　m－ary　function　symbol，　n　〉．　m　〉．　O，　n－m　〉．　i　〉．　O，　and　f　〉　g　is

spfficient．　This　is　also　not　the　case，　as　can　be　seen　by　extending　the　previbus

signature　with　a　constant　b　and　considering　the　sequence

　　　　f2（b，b），　f3（b，a，b），　f4（b，a，a，b），　．．．．

Of・・u・・e，　if　th・・ignature∫i・五nit・th・n　the　rul…fεm6（ア）are・u茄，i，nt

since　the　empty　relation　is　a　PWO　on　any　finite　set．

5． Simple　Termination Infinite　Signatures

Kurihara　and　Ohuchi　［11］　were　the　first　to　use　the　terminology　simple　termi－

nation．　They　call　a　TRS　（JZ’，　lll）　simply　terminating　if　it　is　compatible　with　a

simplification　order　on　7（∫’，ソ）．　Since　compatibility　with　a　simplification　order

doesn’t　ensure　the　termination　of　TRSs　over　infinite　signatures，　see　the　example

at　the　beginning　of　the　previous　section，　this　definition　of　simple　termination

is一　clearly　not　the　right　one．　Ohlebusch　［12］　and　others　call　a　TRS　（．1’，　R）　sim－

ply　terminating　if　it　is　compatible　with　a　well－founded　simplificati6n　order　on

T（∫・ソ）・Thi・i・avery　a・tifi・ial　way　t・・n・u・e　that・v・・y・imply　terminating　i・

terminating，　more　precisely，　termination　of　simply　terminating　TRSs　has　nothing

So　d．o　．with　Kruskal’s　Tree　Theorem；　simply　terminating　TRSs　are　terminating

by　definition．　We　propose　instead　to　bring　the　definition　of　simple　terminatiofi

in　accordance　with　（the　general　version　of）　Kruskal’s　Tree　Theorem．

DEFINITIoN　5．1．　A　simplification　order　is　a　rewrite　order　on　T（∫．，ソ）that　con－

tains　〉一，．b　for　some　PWO　〉一　on　．7’．　A　TRS　（．1’，　7？1）　is　simply　terminaZing　if　it　is

cpmpatible　with　a　simplification　order　on　T（．7’，　V）．

　　　Because　the　empty　relation　is　a　PWO　on　any　finite　set，　this　definition　coin－

cides　with　the　one　in　Section　3　in　case　of　finite　signatures．

THEoREM　5．2．　Every　simply　terminating　TRS　is　terminating．

PR・・F・L・t（∫，7ヒ）be　c・mpatib1・with　a・implifi・ati・n・・derコ・n’・T（．・’，ソ）．　L・t

卜be　any　PWO　such　that＞一　emb　is　included　inコ．　Theorem　4．7　shows　that　the

restriction　of　〉一emb　to　ground　terms　is　a　PWO．　Hence　the　extensionコof卜e励

is　we11－fbunded　on　ground　terms．　Therefbre（ア，　R）is　terminating．ロ

The　following　result　extends　the　very　useful　Lemma　3．5　to　arbitrary　TRSs．

LE￥￥A　5．．3．　A　TRS（．」”，　7Z）　is　simply　terminating　ifand　only　if　the　TRS　（．1’，　7？1　u

Smb（Jr’，　〉））　is　terminating　for　some　PWO　〉　on　．1’．
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PROOF．
⇒：Let（・1’，　R）be　compatible　with　the　simplification　orderコon　T（．1’，ソ）．　By　defi－

　　　nition　there　exists　a　PWOトon∫such　that卜，泌⊆コ．　If　1→r∈εmb（∫，〉）

　　　then　l）ト¢mδrand　therefbre　lコr・Hence　Emb（ア，〉）is　also　compatible　with

　　　コ・So（ア，　R　Uεmb（・1’，〉・））is　simply　terminating．　Theorem　5．2　shows　that

　　　（．1　’，　R　U　Smb（．1　’，　〉））　is　terminating．

eSupPose（・1’，　R　U　8mb（．1’，〉））is　temlinating　fbr　some　PWO＞一〇h　F．　Letコ

　　　be　the　rewrite　order　associated　with　the　TRS（∫，フヒUSmb（∫，〉一））．　Clearly

　　　＞一emb⊆コ・Henceコis　a　simplification　order．　Since（．7’，　R）is　compatible　with

　　　コ，we　conclude　that　it　is　simply　terminating．

口

　　　It　should　be　stressed　that　there　is　no　equivalent　to　the　above　lemma　if　we

base　the　definition　of　simplification　order　on　WQOs．　This　is　one　of　the　reasons

why　we　favor　PWOs．

　　　In　the　remainder　of　this　section　we　generaJize　Theorem　3．7　（and　hence　The－

orem　3．6）　to　arbitrary　TRSs．　Our　proof　is　based　on　the　elegant　proof　sketch　of

Theorem　3．6　given　by　Plaisted　［13］．　The　proof　employs　multiset　extensions　of

preorders．　A　multiset　is　a　collection　in　which　elements　are　a皿owed　to　occur　more

than　once．　lf　A　is　a　set　then　the　set　of　all　finite　multisets　over　A　is　denoted　by

ルf（A）・The　multiset　extension　of　a　partial　order）”on、4　is　the　partial　order

＞’一　mul　defined　onノレ1（A）defined　as　fbllows：M1＞　、mul　M2　ifム42＝（M1一き『）Uy

for　some　multisets　X，　Y　E　M（A）　that　satisfy　／　f　X　g　Mi　and　for　all　y’　E　Y

there　exists　an　x　E　X　such　that　x　〉　y．　Dershowitz　and　Manna　［5］　showed　that

the　multiset　extension　of　a　well－founded　partial　order　is　again　well－founded．

DEFINITIoN　5．4．　Let）　be　a　preorder　on　a　set　A．　For　every　a　E　A，　let　［a］　denote

the　equivalence　class　with　respect　to　the　equivaユence　relation～containingα．

Let　AXN　＝　　　　　　　　　　｛［a］　1　a　E　A｝　be　the　set　of　all　equivaJence　classes　of　A．　The　preor’der

k　on　A　induces　a　partial　order　〉　on　AXrv　as　follows：　［a］　〉　［b］　if　apd　only　if

α〉一b．（The　latter卜denotes　the　strict　part　of　the　preorder　k．）　For　every

multiset　M∈ルf（A），1et［」1！tf］∈ル1（A＼～）denote　the　multiset　obtained　from　M

b￥　leplacing　every　element　a　by　［a］．　We　now　define　the　multiset　extension　k．．i

of　the　preorder　k　as　follows：　Mi　k．．i　M2　if　and　only　if　［Mi］　〉＝．．i　［M2］　Where

＞一fi．i　denotes　the　reflexive　closure　of　the　multiset　extension　of　the　partial　order

＞一　on　ANtv．

　　　It　is　easy　to　show　that）：mul　is　a　preorder　on／Lit（且）．　The　associated　equiva－

lence　relation　tvm．i　＝　jit　．ui　n　S．．i　can　be　characterized　in　the　following　simple

way・M・～湘M2　if　and・nly　if圓＝［M2］・Lik・wi・e，　its　st・i・t　pa・t　）Zm。i　ha・

t±h．e　fo11owing　simple　characterization：　rvli　kmui　M2　if　and　only　if　［rvlil　〉一　inui　［M2］・

Observe　that　we　denote　the　strict　part　of　k　．．i　by　jL．．i　in　order　to　avoid　c6nfu－

sion　with　the　multiset　extension　〉．．t　of　the　strict　part　〉　of　k，　which　is　a　smaller

relation．

　　　The　above　definition　of　multiset　extension　of　a　preorder　can　be　shown　to　be

equivalent　to　the　more　operational　ones　in　Dershowitz　［3］　and　Gallier　［7］，　but
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since　we　define　the　multiset　extension　of　a　preorder　in　terms　of　the　well－known

multiset　extension　of　a　partiaユorder，　we　get　aユ1　desired　properties　basica皿y　fbr

free．　ln　particular，　using　the　fact　that　multiset　extension　preserves　well－founded

partial　orders，　it　is　very　easy　to　show　that　the　multiset　extension　of　a　well－founded

preorder　is　well－founded．

DEぎINITIoN　5．5．　If　t∈T（．1’，ソ）then　S（の∈M（τ（．1’，ソ））denoteS‘the　finite

multiset　of　all　subterm　occurrences　in　t　and　F（t）∈ノt”t（．1’）denotes　the　finite

multiset　of　a皿function　symbol　occurrences　i皿t．

LEMMA　5・6・・Le亡1こbe　a　preorder　onτ（∫，ソ）wゴ孟h孟he　su玩er」m　propertJ乙If5＞一オ

亡h・n5（s）訪m。i　S（オ）・

PRooF．　We　show　that　s　〉一　t’　for　a11　t’　E　S（t）．　This　implies　｛s｝　1｝　．．i　S（t）　and

hence　also　S（s）　k．．i　S（t）．　lf　t’　＝　t　then　s　〉　t’　by　assumption．　Otherwise　t’　is　a

proper　subterm　of　t　and　hence　t　k　t’　by　the　subterm　property．　Combining　this

with　5＞オyields　3＞一オ．ロ

LEMMA　5．7．　Let　）：　be　a　preorder　on　T（jC，　V）　which　is　closed　under　contexts．

Suppose　s　k　t　and　let　C　be　an　arbitrary　context．

e　lf　S（s）lz．．i　S（t）　then　S（C［s］））｝．．i　S（C［t］）．

・if　s（5）k凧。～3（オ）亡hen　3（0［5D畑。」3（0団）．

PRooF．　Let　Si　＝　S（C［s］）　一一　S（s）　and　S2　＝　S（C［t］）一　S（t）．　For　both　statements

it　suffices　to　prove　that　Si　）：m．i　S2．　Let　p　E　7）os（C［s］）　be　the　position　of　the

displayed　5　in　O同．　There　is　a　one－to－one　correspondence　between　terms　in　51

（32）and　positions　in　7）05（0）一｛p｝．　Hence　it　su茄ces　to　show　that　5／kオ’where

s’@＝　C［s］lq　and　t’　＝　C［t］lq　are　the　to　position　q　corresponding　terms　in　Si　and

32，：fbr　aユ19∈7：）05（0）一｛P｝．　lf　p　a：【1d　g　a：re　disjoint　positions　then　5ノ＝オ’．

Otherwise　q　〈　p　and　there　exists　a　context　C’　such　that　s’　＝　C’［s］　and　t’　＝　C’［t］．

By　assumption　s　k　t．　Closure　under　contexts　yields　s’　k　t’．　We　conclude　that

Sl　k．．1　s2．ロ

　　　After　these　two　preliminary　results　we　are　ready　for　the　generalization　of

Theorem　3．7　to　arbitrary　TRSs．

THEoREM　5．8．　A　TRS　（．JZ’，　7Z）　is　simply　terminating　ifand　only　if　there　exists　a

pre・rder乙・n　T（∫，ソ）th・a亡is・c1・sed　under・c・n古ex亡5，　c・ntains・the・relati・nコ，mb

t～）rsome　PWOコ011フ「，　alld　satisfies　1σ〉一7・σf～）r　every　rewrite　rule　1→r∈フヒ

and　substitutionσ．口

PRooF．　The　“only　if”　direction　is　obvious　since　the　reflexive　closure　〉．．　of　the

simplification　order　〉一　used　to　prove　simple　termination　is　a　preorder　with　the　de－

sired　properties・：For　the‘‘if，，　direction　it　sufHces　to　show　that（∫，フZUεmb（∫，コ））

・is　a　terminating　TRS，　according　to　Theorem　5．3　First　we　show　that　either

S（5））IZmut　S（のor　S（5）～mul　S（t）and　F（s）コmul　F（オ）whenever　s→tis　a

reduction　step　in　the　TRS（」『，フこUSmb（ア，コ））・So　let　5＝0［1σ】and　t＝0［rσ！

with　1→T∈R　U　Smb（ア，コ）．・We　distinguish　three　cases．
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e　lf　l　一一〉　r　E　7Z　then　la　7　rq　by　assumption　and’S（la）　k．．i　S（ra）　according　to

　　　Lemma　5．6．　The　first　part　of　Lemma　5．7　yields　S（s）　kmul　S（t）・

●　If　l’→’r∈εmb（プ）then　lσ＝ノ（t1，．．．，tn）and　rσ＝ちfbr　some　i∈

　　　｛1，．．．，n｝．　Therefore　S（la）　k．．t　S（ra）　since　S（ti）　is　properly　contained

　　　in　S（∫（tl，…，tn））・Clearly　lσコε皿δTσand　thus　aユso　1σ　k　rσ．　An　apPlication

　　　of　the　first　part　of　Lemma　5．7　yields　S（s）　kmui　S（t）・

●　If　1→r∈εmb（∫’，コ）一Emb（ア）then　lσ：＝ノ（t1，…　，tn）and　Tσ＝gs（ti1，．．．，tim）

　　　withノコ9，　n；≧m≧0，　and　1≦il＜…　＜i凧くx　n　whenever　m≧1．・We　have

　　　of　course　1σコemb　Tσand　thus　aユso　lσ　k　rσ・Since　the　multiset｛ti1，＿，tim｝

　　　is　contained　in　the　multiset　｛ti，．．．，t．｝，　we　obtain　S（lu）　k．．1　S（ra）　and

　　　F（1σ）コmul　F’（rσ）・The　second　part　of　Lemma　5．7　yields　S（5）崩ul　S（の．　We

　　　obtain　F（s）コmul∬（t）丘om∬（1σ）コmul　F（rσ）．

：Kruska1，s　Tree　Theorem　shows　thatコemb　is　a　PWO　on　7d i．1’）．　H：ence　k　is　a　well－

founded　preorder　on　7’ i．Jrr）．　Since　multiset　extension　preserves　well－founded　pre－

orders，乙認is　a　we11－fbunded　preorder　onル1（T（∫））．　Becauseコis　a　PWO　on　the

signature　F　it　is　a　we11－founded　partiaユorder．：H：ence　its　multiset　extensiohコmul

is　a　we11－fbunded　partiaユorder　on人イ（ア）・We　conclude　that（∫，　R　U　Smb（∫，コ））

is　a　terminating　TRS．ロ

6． Other　Notions　of　Termination

In　this　final　section　we　investigate　the　relationship　between　simple　termination

and　other　restricted　kinds　of　termination　as　introduced　in　［14］．　First　we　recall

some　terminology．　Let　Jl’be　a　signature．　A　monotone　．IF’一algebra　（v4，　〉一）　consists

of　a　non．empty∫．一algebra／t　and　a　p　arti　al　order＞on　the　carrier　40f．A　such

that　every　algebra　operation　is　strictly　monotone　in　all　its　coordinates，　i．e．，　if

f　E　．7’has　arity　n　then

　　　　　fA（al，…，ai，…，an）　〉一　fA（al，…，bi，…，a．）

for　all　ai，．．．，an，bi　E　A　with　ai　〉　bi　（i　E　｛1，．．．，n｝）．　We　call　a　monotone　JZ’一

algebra　（v4，　〉一）　well－founded　if　〉　is　well－founded．　We　define　a　partial　order　＞A

on　T（ア，ソ）as　fbllows：5＞㌧4　t　if［α］（5）卜［α］（t）for　aユ1　assignmentsα：ソ→A．

Here［α｝denotes　the　homomorphic　extension　ofα．：Fina皿y，　a　TRS（ア，　R）is　said

to　be　compatible　with　（A，〉）　if　（．1’，　7Z）　and　7A　are　compatible．

　　　It　is　not　dif｝icult　to　show　that　the　relation＞一．4　is　a　rewrite　order　on　T（．1’，ソ），

for　every　monotone　1’一algebra．（．4，〉）．　if　（．4，〉）　is　well－founded　then　7A　is　a

reduction　order．　lt　is　also　straightforward　to　show　that　a　TRS　（．1’，　7Z）　is　termi－

nating　if　and　only　if　it　is　compatible　with　a　well－founded　monotone　．1’一algebra．

Simple　termination　can　be　characterized　semantically　as　follows．

DEFiNITioN　6．1．　A　monotone　」　’一algebra　is　called　simple　if　it　is　compatible　with

the　TRS　Smb（．1’，　〉）　for　some　partial　well－order　〉　on　．7’．

　　lt　is　straightforward　to　show　that　a　TRS　（Ji’，　7Z）　is　simply　terminating　if　and

only　if　it　is　compatible　with　a　simple　monotone　jC－algebra．
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DEFINITIoN　6．2．　A　TRS（∫，　R）is　caUed　to施〃y　terminating　if　it　is　compatible

with　a　well－founded　monotone　．1　’一algebra　（A，　〉）　such　that　〉　is　a　total　order　on

the　carrier　set　of　A．　lf　the　carrier　set　of　A　is　the　set　of　natural　numbers　and　〉一

is　the　standard　order　then　the　TRS　is　caJled　w－terminating．　lf　in　addition　the

operationムis　a　polynomiaユfbr　every∫∈∫，　the　TRS　is　called　polynomially

terminating．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　トへ

　　　Total　termination　has　been　extensively　studied　in　［61．　Clearly　every　poly－

nomially　terminating　TRS　is　w－terminating　and　every　w－terminating　is　totally

termipating．　For　both　assertions　the　converse　does　not　hold，　as　can　be　shown　by

the．　．coy4Yg！examples　7Zi　＝　｛f（g（h（x）））　．　g（f（h（g（x））））｝　and　R2　＝　｛f（g（x））　．

g（∫（ノ（x）））｝respectively．　An　easy　observation（［14］）shows　that　every　totally　ter。

minating　TRS　over　a　finite　signature　is　simply　terminating．　Again　the　converse

dges．　not　hold　as　is　shown　by　the　well－known　example　R3　＝　｛f（a）　．　f（b），g（b）　．

g（a）｝．

　　　Somewhat　surprisingly，　for　infinite　signatures　total　termination　does　not　im－

ply　simple　termination　any　more：　we　prove　that　the　non－simply　terminating　TRS

（Jrr，　R4）i・ev・n　p・lyn・mially・t・・minating・Here月・th・・ignature｛fi，9d　i∈N｝

andフZ4　consists　of　all　rewrite　rules

　　　　　　f’（9ゴ（x））→カ（9ゴ（x））

where　i，　7’@E　N　with　i　〈　i　First　we　prove　that　（．1’，　7？14）　is　not　simply　terminating．

Let　〉一　be　any　PWO　on　．1’．　Consider　the　infinite　sequence　（fi）i＞．i．　Since　every

infinite　sequence　is　good，　we　have　f2・　〉　fi　for　some　i　〈　i　Hence　8mb（．1’，〉一）

contains　the　rewrite　rule　f」’（x）　．　fi（x），　yielding　the　infinite　reduction　sequence

　　　　　fi（9ゴ（x））→乃（9ゴ（x））→以9ゴ（x））→…

in　the　TRS　（．1’，　R4　U　Smb（．1’，　〉・一））．　Lemma　5．3　shows　that　（Jl’，　7Z4）　is　not　simply

terminating．

　　　For　proving　polynomial　termination　of　（．1’，7？b4），　interpret　the　function　sym－

bols　as　the　following　polynomials　over　N：

　　　　　fiA（x）＝　x3－ix2十i2x　and　giA（x）＝x十2i

for　all　i，　x　E　N．　Let　i　E　N．　The　interpretation　giA　ofgi　i’s　clearly　strictly　monotone

in　its　single　argument．　The　same　holds　for　the　interpretation　of　fi　since

fi　A（x十1）”fi　A（x）　＝　（・x十1一一i）2十2x2十2x十i　〉　o

for　all　x　E　N．　lt　remains　to　show　that　fiA（g，’A（x））　〉　f」’A（g」’A（x））　for　all　i，　2’，　x　E　N

with　i〈　2’．　Fix　i，　i　x　and　let　y＝　g」・A（x）　＝　x十　2i　Then

　　　　　酬9ゴ凶＠））一飯（9ゴス＠））＝fiA（ッ）一型の＝y（ブーの（y一ゴーの＞o

since　7’　〉　i　and　y　．〉　21’　〉　］’　十i　〉　O．　We　conclude　that　（je，7Z4）　is　polynomially

terminating．
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FIGuRE　1．

　　　Summarizing　the　relationship　between　the　various　kinds　of　termination　we

obtain　Figure　1；　for　7？ts　and　7Z6　we　simply　take　the　union　of　R4　with　7Zi　and　7Z2

respectively．　Uwe　Waldmann　（personal　communication）　was　the　first　to　prove

total　termination　of　a　non－simply　terminating　system　similar　to　7？t4，　using　a　much

more　complicated　total　well－founded　order．

　　　The　class　of　simply　terminating　TRSs　is　properly　included　in　the　class　of　all

TRSs　that　are　compatible　with　a　well－founded　rewrite　order　having　the　subterm

property．　Nevertheless，　it’s　quite　big．　For　instances　it　includes　all　TRSs　whose

termination　can　be　shown　by　means　of　the　recursive　path　order　（Dershowitz　［2］）

and　its　variants．　This　can　be　seen　as　follows．　lt　is　known　that　〉．p，　is　a　rewrite

order　on　7’i∫，ソ）with　the　subterm　property（cf．［2D．　It　is　not　diMcult　to　show

that　〉．rpg　extends　〉一emb，　for　any　precedence　〉一　on　the　signature　．7’．　Hence　〉一．p，　is

a　simplification　order　whenever　the　precedence　〉一　is　a　PWO．　ln　particular，　if　the

signature　is　finite　then　every　｝rp，　is　a　simplification　order．　lf　〉　is　a　well－founded

precedence　on　an　arbitrary　signature　then　〉一，p，　is　included　in　a　simplification

order　（and　hence　well－founded）．　This　follows　from　the　incrementality　of　the

recursive　path　order（i・e・，　if＞一⊆コthen＞一　rp。⊆コrp。）and　the　we11－known　fact

that　every　well－founded　partial　order　can　be　extended　to　a　total　well－founded

partial　order．　Hence　every　TRS　（jC，7Z）　that　is　compatible　with　〉．p，　for　some

well－founded　precedence　〉　on　．1’　is　simply　terminating．
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