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Abstract

　　　We　present　narrowing　calculi　that　are　used　for　implementing　functional－logic　programming　languages．

The　narrowing　calculi　are　based　on　the　notion　of　the　leftmost　outside－in　reduction　of　Huet　and　L6vy．

We　note　the　correspondence　between　the　narrowing　and　reduction　derivations，　and　define　the　leftmost

outside－in　narrowing　derivation．　We　then　give　a　narrowing　calculus　OINC　that　generates　the　leftmost

outside－in　narrowing　derivations．　lt　consists　of　several　inference　rules　that　perform　the　leftmost　outside－

in　narrowing．　We　prove　the　completeness　of　OINC　using　an　ordering　defined　over　a　narrowing　derivation

space．　ln　order　to　use　the　calculus　OINC　as　a　model　of　computation　of　functional－logic　programming　we

extend　OINC　to　incorporate　strict　equality．　The　extension　results　in　a　new　narrowing　calculus　s－OINC．

We　show　also　that　s－OINC　enjoys　the　same　completeness　property　as　OINC．
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1 Introduction

Recently　narrowing　has　received　considerable　research　interest　in　declarative　programming　com－

munity　as　it　was　fbund　to　be　an．　important　computing　mechanism　of　functional－logic　program－

ming　languages［2，5，6，7，11，14，16】．　In　this　paper　we　present　narrowing　caユculi　that　are　used

fbr　implementing　functiona1－logic　programming　languages・Our　narrowing　calculi　are　based

on　the　notion　of　the　outside－in　reduction　of　Huet　and：L6vy［9】fbr　orthogonal　term　rewriting

systems．　Huet　and：L6vy　showed　that　for　a　9iven　reduction　derivation　of　a　term　s　to　its　normal

fbrm（if　it　exists）there　exists　a　leftmost　outside－in　reduction　derivation　from　s　to　its　normal

fbrm．　This　derivation　is　aユso　called　standard　due　to　this　property．

　　　To　generate　a　stdndard　reduction　derivation　from　a　term　s　to　its　normal　form　is　impossible

in　general　without　look－ahead．　Practicaユimphcations　of　the　standard　derivation　lie　in　the

fbllowing　facts．　First，　fbr　a　sul）一class　of　orthogonal　term　rewriting　systems　called　strongly

sequential　systems，　there　exists　a　strategy，　i．e．，　effective　means　to　locate　redexes　that　should　be

reduced　next　without　look－ahead，　by　which　we　generate　a、　standard　reduction　derivation・This

strategy　is　often　called　a　ca二一1）y－need　strategy　since　it　selects　a　redex　only　when　its　contraction

is　de：finitely　needed　in　each　reduction．　Secondly，　it　provides　a　theoretical　basis　of　the　lazy

evaluation　in　the　framework　of（first－order）functional　programming．

　　　By　the　correspondence　of　reduction　and　narrowing，　in　particular　by　the　use　of　a　so－called

lifting　lemma，　we　can　obtain　a　narrowing　derivation　that　corresponds　to　the　standard　reduction

derivation．　This　narrowing　derivation，　which　we　ca皿aleftmost　outside－in　narrowing　derivation，

deserves　a　special　investigation，　as　the　leftmost　outside－in　reduction　derivation　does　in　reduc－

tion．：Let　a　method　of　narrowing　that　generates　the　leftmost　outside－in　narrowing　derivation

be　ca皿ed　leftmost　outside－in　narrowing．　The　leftmost　outside－in　narrowing　behaves　very　much

like　the　leftmost　outside－in　redllction．　It　narrows　the　sul）terms　at　the　same　positions　that　are

contracted　by　the　reduction　using　the　same　rewrite　rules・It　perfbrms‘lazy　narrowing，・Further－

more　to　process　narrowable　expressions　in　outside－in　manner　is　amenable　to　implementation　of

　　　　　　　
narrOWlng・
　　　There　e）Cists　an　important　difference　between　reduction　and　narrowing　derivations，　however・

Anarrowable　term　is　not　stable　under　contextual　narrowing．　That　is，　descendallts　of　a　narrow－

able　term　may　become　non．narrowable　after　its　superterm　is　narrowed，　whereas　in　an　orthogonal

system　descendants　of　a　redex　remain　to　be　a　redex　by　the　reduction　of　its　superterm・He：nce

fbr　a，　given　standard　reduction．　derivation　its　lifted　narrowing　derivation　is　not　necessarily　the

one　in　which　only‘needed，　narrowable　terms　are　contracted．　This　phenomenon　was　observed

by　several　researchers　and　lead　them　to　discover　new　methods　of　narrowing・You　presented

an　outer　narrowing　fbr　constructor－based　orthogonal　systems【18］and　Antoy　et　aユ．　presented

needed　narrowing　strategy　for　strongly　sequential　constructor－based　systems【1】・Darlington　and

Guo　noted　the　similarity　between　reduction　and　narrowing　derivations，　and　developed　a　nar－

rowing　algorithm　for　constructor－based　orthogonal　term　rewriting　systems【4］．　Their　aユgorithm
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is　essentially　the　same　as　our　leftmost　outside－in　narrowing　restricted　to　constructor－based

systems．

　　　The　leftmost　outside－in　narrowing　is　similar　in　its　behavipur　to　Antoy’s　needed　narrowing，

but　it　differs　in　that　we　consider　‘needed－ness’　of　a　narrowable　term　with　respect　to　previous

context　in　which　its　ancestors　are　defined．　Furthermore　we　present　the　leftmost　outside－in

narrowing　as　a　computation　of　a　calculus　consisting　of　several　inference　rules　that　altogether

perform　the　leftmost　outside－in　narrowing．　O　ur　narrowing　calculi　are　more　general　than　the

needed　narrowing　or　the　outer　narrowing　in　that　they　are　defined　for　arbitrary　orthogonal　term

rewriting　systems．　For　constructor－based　systems　our　calculi　generate　the　same　narrowing

derivations　as　the　ones　by　outer　and　needed　narrowing．

　　　The　organization　of　the　paper　is　as　follows．　We　first　explain　narrowing　as　a　computation　of

an　inference　system　NC　that　stands　for　Narrowing　Calculus．　From　the　calculus　NC　we　develop

another　narrowing　calculi　that　perform　leftmost　outside－in　narrowing．　ln　Section　4　we　give　the

inductive　definitions　of　a　leftmost　outside－in　narrowing　derivation．　ln　Section　5　we　present　a

calculus　called　OINC　that　generates　a　leftmost　outside－in　derivation．　The　caJculus　OINC　enjoys

the　soundness　and　completeness．　ln　Section　6　we　prove　the　completeness　of　OINC，　employing

a　lifting　argument　in　which　we　relate　a　standard　reduction　derivation　and　a　leftmost　outside－in

narrowing　derivation．　In　Section　7　we　incorporate　strict　equality　into　OINC．　We　show　that

this　extended　calculus，　to　be　called　s－OINC，　is　a　natural　and　efficient　model　of　computation　for

functional－logic　programming，　and　further　that　s－OINC　is　complete．

　　　Because　of　the　lack　of　space　all　proofs　of　the　propositions　are　omitted．

2　Preliminaries

：Let∫be　a　set　of　function　syml）01s，　andソaset　of　variables，　satisf：ying．1’∩ソ＝②．　Terms

are　de伽ed　as　usual　over　a　set　of　alphabet∫Uソ．　The　set　of　terms　is　denoted　byτ（f’，ソ），　or

simply　by　7’．　A　term　t　is　called　linear　when　no　variable　occurs　in　t　more　than　once．　A　set　．1’

is　divided　into　disjoints　sets　．11c　and　．1rD；　．11c　is　a　set　of　constructors　and　．17p　is　a　set　of　defined

function　symbols．　When　there　is　no　danger　of　confusion　we　ca11　a　constructor　symbol　simply

a　constructor　and　a　defined　function　symbol　simply　a　function　symbol．　A　term　whose　root

symbol　is　a　constructor　is　called　a　constructor　term，　and　a　term　in　T（jCc，V）　is　called　a　data

term．

　　　V（v4）　denotes　a　set　of　variables　occurring　in　a　syntactic　object　v4．　The　set　O（t）　of　positions

of　a　term　t　is　a　set　of　sequences　of　positive　integers　that　address　subterms　of　t．　An　’empty

sequence　is　denoted　by　e．　A　position　u　in　O（t）　addresses　a　subterm　tl．，　where　tlu　is　defined　as

fbllows．　Let　t全∫（tl，．．．，tn）．　Then，　tlu全tif　u＝εand　tlu全tilu，　if　u＝i．u’．　A　position　u　in

O（t）is　ca皿ed　a　non－variable　position　if　tlu　is　not　a　varial）1e．　The　set　of　non－variable　positions

of　t　is　denoted　by　O（t）．　A　term　obtained　from　t　by　replacing　t　l．，　where　u　E　O（t），　by　a　term　s

is　denoted　by　t同u．　An　equation　5＝t，　where　8＝t∈T，　is　a　special　term　whose　root　symbo1
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is＝（used　as　an　infix　operator，　a皿d　a皿owed　only　at　the　root　position）．

　　　A　substitution　is　a　mapping　from　V　to　T．　The　domain　of　a　substitution　e　is　defined　as

っθ＝｛xlθx≠x，x∈ソ｝，　and　the　codomain　ofθas　Cod　e＝｛ex　l　x∈つθ｝．　We　identify　a

su’b唐狽奄狽浮狽奄盾祉ﾆwith　the　set｛xト〉θx　I⑳∈つθ｝．　An　empty　substitution　is　defined　as　the　empty

setの．　A　sul）stitution　is　extended　to　an　endomorphism　over　T　as　usual．：Let　V⊆ソ・The

restriction　of　e　to　V　is　denoted　by　e　rv．　We　write　ei　＝　e2［V］　when　ei　rv＝　e2　rv　holds．　The

composition　of　e2　and　ei，　（first　apply　ei，　then　e2）　is　denoted　by　e2ei．　When　aei　＝　e2　for　some

substitution　a，　we　write　ei　5　e2．　When　aei　＝　e2［V］　holds　for　some　substitution　a，　we　write

ei　s　e，［v］．

3 Calculus　NC

Narrowing　is　a　combination　of　instantiating　an　equation　s　＝　t　by　applying　a　most　general

substitution　e　and　of　subsequent　rewriting　of　the　equation　es　＝　et　by　a　rewrite　rule　to　form　a

new　equation　si　＝　ti．　Narrowing　is　successively　applied，　to　obtain　an　equation　s．　＝　t．　both

sides　of　which　are　unifiable．　The　whole　process　of　rewriting　an　equation　s　＝　t（g　so　＝　to）　to

sn・＝tn　is　aユso　ca皿ed　na，rrowing・

3．1　NC　over　equations

For　our　purpose，　narrowing　is　best　presented　in　the　form　of　a　calculus　（g，　L），　where　g　is　a　set

of　objects　manipulated　in　this　calculus，　and　L　is　a　set　of　inference　rules　that　operate　on　g．　We

first　present　a　calculus　that　operates　equations．

Definition　3．1　（NC　over　equations）　Let　R　be　an　arbitrary　term　rewriting　system．　A　calculus

NC　for　R　is　a　pair　（g，IVC），　where　g　and　NC　are　following．

e

e

g　is　a　set　of　equations　and　a　special　term　‘true’．

NC　consists　of　the　following　inference　rules．

　一　［n］　narrowing

　　　　　　　　　　　5＝オ　　　　　　　　　　　　　オ＝8

　　　　　　　　θ・回。＝θオ　o「　θオ＝θ・［σ・｝u

　　　if　there　exist

　　　　　＊　a　new　variant　1　一〉　r　of　a　rewrite　rule　in　R，

　　　　　＊　uE　O（s），

　　　　　＊　a　substitution　e　U　a　such　that

　　　　　　　・：z）θ⊆ソ（slu），

　　　　　　　・つσ⊆ソ（1），

　　　　　　　・　（es）lu　111　al，
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　　　　　　　　　　　　・　．e　is　a　most　general　substitution　that　satisfies　the　above　conditions．

　　　　　　一　［f］　reflection

　　　　　　　　　　　　　s＝t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　es　E　et　for　a　most　general　unifier　e．

　　　　　　　　　　　　　true

　　　The　inference　rule　［n］　states　explicitly　the　involved　manipulation　of　equations；　a　most　general

substitution　is　applied　to　s，　and　then　the　subterm　at　u，　i．e．，　（es）lu　is　identified　such　that　the

left－hand　side　of　the　rule　1　一　r　is　matched　against　（es）1．　using　the　substitution　a．　Pe　contains

only　variables　in　the　equation　to　be　narrowed．

　　　In　the　above　we　say　that　the　equation　s　＝　t（t　＝　s）　is　narrowed　at　the　position　1．u（2．u）．

A　term　sl．　is　called　narrowable　expression　（narex　in　short）．　A　term　is　called　narrowable　if　it

has　a　narex　as　a　subterm．　A　term　that　has　no　narex　is　called　non－narrowable．　Furthermore，　a

substitution　e　is　called　non－narrowable　if　eod　e　does　not’　contain　narrowable　terms．

　　　Let　e　and　e’　be　equations．　We　write　e　Al｝，e　e’　if　e’　is　obtained　from　e　by　a　single　application

of　the　inference　rule　［n］，　and　likewise　for　e　Jl，e　e’．　The　substitution　e　in　both　cases　are　those

formed　in　the　inference　step　and　whose　domain　is　restricted　to　the　set　of　the　variables　occurring

in　the　equation　e．　We　also　write　e　N2X＋　e　e’　if　e’　is　obtained　from　e　by　zero　or　more　applications

of　the　inference　rule　［n］．　The　substitution　e　is　a　composition　of　the　substitutions　formed　in

the　晶　steps，　and　whose　domain　is　restricted　toソ（e）．　Abusing　the　notation，　we　also　let

NC＝｛回，［f］｝，　and　w・ite　e惚θ・’wh・n・’i・・btain・d丘・m・by・ing1・apPh・ati。n。f　the

inference　rule　in　IVC　and　likewise　for　e　N－t－C＞e　e’．　A　sequence　eo　一1｝，e，ei　・1｝〉　…　N．一C＋　e．e．　is　called　an

NC－derivation．　The　NC－derivation　whose　last　step　of　the　derivation　is　A！，，　i．e．，

・。蕊θ、e、a…蕊θ。e。義θ。＋、t・u・

is　said　to　b　e　successfu1．　A　successfu1　NC－derivation　starting　from　eo　gives　a　solution　（en＋ien　…　ei）　tv（，，）

of　the　equation　eo，　and　we　write　eo　N一．．t－v”e　true．

Example　3．1　Let　R　be　a　TRS　given　by：

π一

of（wg（1））ご3，

Given　an　equation　f（g（x））　＝　f（y），　there　are　13　successfu1　NC－derivations．　We　give　below　the

following　two　successfu1　NC－derivations．

f（g（x））　＝　f（y）　L｛y　H　g（．）｝true，
（i）

f（9（x））一f（y）　aの9（x）＝f（の㌔H・｝1＝f（y）　“の1＝遜｛y”・｝t・u・・ （2）
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　　　The　NC－derivations．（1）and（2）yield　solutions｛y　I→9（x）｝and｛xト→1，y→1｝，　respec－

tively．　The　former　solution　contains　a　term　that　is　still　narrowable，　whereas　the　latter　solution

contains　only　normal　forms．　From　the　viewpoint　of　equation　solving，　the　former　solution　would

be　satisfactory，　but　from　the　viewpoint　of　programming　the　latter　solution｛x卜→1，yト→1｝is

desirable．　We　will　take　the　view　point　of　programming　languages　and　consider　the　latter　so－

lution　as　our　solution．　ln　order　to　guarantee　that　solutions　are　normal　forms，　we　will　later

introduce　strict　equality　together　with　certain　syntactic　restrictions　on　TRSs．

3．2　Correspondence　between　narrowing　and　reduction　derivations

By　the　construction　of　narrowing，　we　have　a　correspondence　between　the　NC－derivation

　　　　　　　　　　ロ　　　　　　ロ　　　　　　　　　ユ
eo　～→θ1　e1　～→●・●　～→　ε71」一1　～→en　en

and　the　reduction　derivation

aoeo　一一一＞n　al　el　一＋，n　an－len－1　一n　en

where　ai　＝　en…ei＋i　for　i　’・一一’　O，．．．，n　一　1，

in　which　the　same　rewrite　rules　are　employed　at　the　same　positions　in　each　step　of　both　deriva一

　　

tlons．

　　　Th・la・t・t・pム・f　a・uccessfu1　NC－d・・ivati・n・・rre・p・nd・t・th・・edu・ti・n　in　whi・h　a

rewrite　rule　x＝・x→true　is　used．：Letフヒ＋denote　a　TRS　extended　with　the　rewrite　rule　x　’＝

x→true．　Then，　the　whole　successful　NC－derivationεo・馬θtrue　can　be　made　to　correspond

to　the　reduction　derivationθeo→π＋true．　Whenever　we　say　an　NC－derivation　corresponds　to

areduction　derivation（and　vice　versa），　we　implicitly　assume　that　the　same　rewrite　rules　are

employed　at　the　same　positions　in　each　step　of　both　derivations．

3．3　NC　over　goals

We　next　extend　NC　to　deal　with　sequences　of　equations．　A　（possibly　empty）　sequence　of

equations　and　true’s　is　caled　a　goal．　An　empty　sequence　is　denoted．1）yロ．　Goals　are　objects

that　are　manipulated　by　the　calculus　NC　（over　goals）．　ln　this　paper　we　are　primarily　interested

in　the　narrowing　that　can　be　a　computing　mechanism　of　functional－logic　programs．　By　this　we

mean　the　following：

　　1．　We　restrict　ourselves　to　orthogonal　term　rewriting　systems　（abbreviated　as　OTRS，　here－

　　　　aft　er）．

2．　We　regard　data　terms　as　an　answer　of　the　evaluation　of　functionaJ－logic　programs．
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　　　The　first　restriction　would　be　justified　since　most　of　（first－order）　functional　pro．q　rams　are

regarded　as　an　OTRS．　The　second　restriction　seems　natural　since　data　terms’　are　objects　which

we　represent　our　data　with．　The　first　point　a舐∋cts　almost　a皿of　our　discussion　in　this　paper，

whereas　the　second　point　does　not　until　Section　7　where　we　discuss　strict　equality．

Definition　3．2　（NC　over　goals）　Let　R　be　an　OTRS．　A　calculus　NC　for　R　is　a　pair　（g，NC），

where　g　and　NC　are　following．

e

e

g　is　a　set　pf　goals．

NC　is　a　set　of　inference　rules　defined　as　follows：

　一　［n］　narrowing

　　　　　　　　　　　　E，8＝オ，E’　　　　　　　　　　　　　E，オ＝8，五1’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or
　　　　　　　　TE，7－5回u：＝アオ，τ五ン　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丁五7，τオ＝：TS回u，7・E’

　　　if　there　exist

　　　　　＊anew　variant　l→rof　a　rewrite　rule　inフヒ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　＊　tt　E　O（s），

　　　　　＊　a　most　general　unifier　7　such　that　（Ts）1．　Ei　rl．

　一　［f］　reflection

　　　　　　　　51Zi’；1；lliEftZ312i7Str＝uet，’eEE’t　ifsandtareunifiabiewithamostgeneraiunifiere．

Notations：

　　o　The　same　symbol　NC　is　used　for　the　narrowing　calculus　over　goals，　and　from　now　on　NC

　　　　is　a　calculus　over　goals．

　　o　The　symbol　T　is　used　to　represent　generically　a　sequence　of　zero　or　more　true’s．

In　Definition　3．1　we　gave　the　substitutions　e　and　a　in　defining　the　inference　rule　［n］．　We　let

τ全θUσ．Then　it　is　clear　that　the　narrowing　rule回can　be　stated　as　in　the　a1）ove．　The

relati・n・・v・・aset・f　g・al・惚，鵬，蕊，ム・t・．　a・e　d・fin・d・imila・1y　t・the　c・・re・p・曲g

ones　over　a　set　of　equations．　Let　A　be　an　NC－derivation　A：G　IYSt．　G’．　The　goal　G　is　called　an

initial　goaユof　the　NC。derivation、4．　If鳳is　empty　in　the　above　NC－derivation，　the　derivation

is　empty．　The　empty　NC－derivation　is　denoted　by　O．

　　　The　correspondence　between　narrowing　and　reduction　derivations　can　be　extended　in　an

obvious　way　to　the　derivations　over　goals．　We　should　note，　however，　that　the　induced　reduction

relation→is　with　respect　toフヒ＋n．ot　to　R．

4　Leftmost　outside－in　narrowing

The　calculus　NC　is　too　general　as　a　computation　model　in　that　it　does　not　incorporate　a　method

by　which　we　can　locate　a　narex．　Selection　of　a　narex　could　be　specified　by　a　computation　rule
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which　is　often　ca皿ed　a　strategy．　A　computation　rule　could　specifン，　fbr　example，　that　the

outermost－leftmost　narexes　be　processed　first　among　the　narexes．　ln　this　paper　we　are　aiming

at　a　calculus　in　which　this　kind　of　a　computation　rule　is　built　in．　Towards　that　goal，　we　first

define　a　special　class　of　successful　NC－derivations　called　leftmost　outside－in　derivations．

4．1　Aspace　of　successful　NC－derivations

Huet　and　L6vy　defined　the　leftmost　outside－in　reduction　derivation　inductively　on　the　length　of

derivations　using　a　set　of　external　positions．　The　set　of　external　positions　are　determined　with

respect　to　the　derivations．　ln　this　paper　we　give　an　alternative　（but　equivalent）　definition　of　the

leftmost　outside－in　reduction　and　narrowing　derivations　inductively　on　the　complexity　measure

of　derivations．　’ ve　first　define　a　space　of　successfu1　derivations　over　which　total　ordering　of

derivations　is　defined．

　　　：Let（P，＜1）be　an　ordered　set，where　1）is　a　set　of　successful　NC－derivations　andぐis　a（tota1）

ordering　over　the　set　D　defined　as　follows．

Definition　4．1　Let　G　be　a　goal　of　NC　and　A：G　NA一，tvieT　E　D．　The　complexity　11AII　of　A　is

defined　as　a　triple〈＃n，つθ，＃G＞，　where

　　e　＃n　is　the　number　of　applications　of　the　inference　rule　［n］　in　the　derivation　A，

　　o　＃G　is　the　number　of　o　ccurrences　of　variables　and　function　symb　ols　in　G　excluding　the

　　　　symbols　＝　and　true．

Definition　4．2

　　e　The　ordering　一K　on　complexities　of　a　successfu1　NC－derivation　is　the　lexicographic　ordering

　　　　of　〈　on　natural　numbers，　（proper）　set　inclusion　c，　and　the　ordering　〈　on　natural　numbers．

　　e　The　ordering　〈　on　D　is　defined　as　follows：

　　　　1，etA，A’∈1）．　A’＜1Aiflレ1’iト《1レ111．

　　　Note　that　the　ordering　〈　is　well－founded，　and　hence　（D，〈）　is　a　well－founded　set．

　　　Suppose　that　we　are　given　a　successfu1　NC－derivation　A：G　｛＞Et÷e　T．　We　try　to　find　another

successfu1　N　C－derivation　starting　from　some　goal　G’　that　yields　the　solution　e’　such　that　e’　S　e

and、4’ぐ、4．　If　such　a　derivation、4’exists，　and　we　know　a　method　of　transfbrming　A　to　A’，

we　then　reason　about、4’instead　of　A．　Sin．ce（1），ぐ）is　a　we11－fbunded　set，　this　process　will

terminate．　lndeed，　there　are　special　pairs　of　successfu1　NC－derivations　related　by　the　relations

that　are　subsets　ofぐ．　The　fbnowing　lemmas（Lemmas　4．1，4．2，4．4　and　4．5）enable　us　to

enumerate　those　pairs　of　successfu1　NC－derivations．

　　　The　leftmost　outside－in　NC。derivation　is　defined　inductively　on　the　relationぐ．
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Lemma　4．1　Let
　　　　　A・T，・＝x，E　・f・，（＝｛x一、｝）T，ηE鳳θT，　wh・・曜ソ（・）

be　an　NC－derivation　and

　　　　　A’・ηE鳳θT

be　the　NC－derivation　taken　from　the　sub－derivation　T，nE　b！fot　eT．　Then　A’　〈　A．

　　　Proof：Since　x¢ソ（ηE），　we　have　x¢1）θ，　and　henceつθ⊂つ（θη）．　From　this、4’くA

follows．1

　　　we　write　A’　V〈i　A，　if　A　and　A’　are　NC－derivations　given　above．

Lemma　4．2　Let
　　　　　A・T，xニちE　」1・，（＝｛x　H　t｝）T，ηE鳳θT，　wh・・曜ソ（t）

be　an　N　C－derivation　and

　　　　　A’・ηE惚θT

b・th・NC－derivati・n　tak・n・fr・m　th・・ub－derivati・n　T，ηE鵬θT．　Th・n　A’ぐA．

　　　Proof：　Similarly　to　Lemma　4．1－

　　　we　write　A’　”〈2　A，　if　A　and　A’　are　NC－derivations　given　above．

　　　In　the　following　lemmas　（Lemmas　4．4　and　4．5）　a　preference　is　given　to　the　left－hand　sides

of　the　equations．　This　is　made　possible　because　of　the　syntactic　restrictions　on　the　goals　that

we　will　impose　in　Section　4．2．　The　following　definition　of　descendant　is　used　in　the　following

lemmas．

De伽iti・n　4．3　L・tσ（ム：＝ε1，…　　，eπ）惚σ’（全・i，＿，・k）b・an　NC－d・・ivati・n．

　　e　The　term　e；・，i　E　｛1，．．．，n｝　is　called　an　immediate　descendant，　written　as　ei　g　el・．

　　e　A　term　e’　is　a　descendant　of　e　if　e　c一〉’　et，　where　g’　is　the　refiexive　and　transitive　closure

　　　　Of　c一，．

　　　To　prove　Lemmas　4．4　and　4．5，　we　need　the　following　lemma．

Lemma　4．3　Let　R　be　a　TRS　and　G　be　a　goal　si　＝　ti，．．．，sn　＝　tn　such　that　V（si）n　V（t」’）　＝　¢

fbr　any　i，ゴ∈｛1，．．．，n｝andソ（ti）∩）ノ（オゴ）＝のfbr　any　i≠ゴ．　lf　there　exists　a　successful

NC－derivation

　　　　GJsc．，　Gt　MSh，　T，　（3）
then　there　exists　a　successfu1　NC－derivation

　　　　σ・一義σ、＿・一e一・　・£G。一、肥るT，　　　　　　　　　　（4）

such　that
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　　e　一Sl＞一steps　on　each　equation　are　moved　as　leftward　as　possible　in　the　derivation　（4），　and

　　e　in　each　corresponding　・ll＞一steps　the　same　rewrite　rules　are　employed　at　the　same　positions．

　　　Proof：　By　repeated　applications　of　Switching　Lemma　A．1　given　in　the　appen（lix．

　　　we　call　derivation　（4）　the　Jl＞一eager　derivation　of　derivation　（3）．

Lemma　4．4　Let　R　be　a　TRS　and　G　be　a　goal　T，f（si，．．．，sn）　＝　f（ti，．．．，t．），E　such　that

ソ（∫（51，．．．，sn））∩ソ（∫（t1，．．．，tn））・＝の，　and∫（オ1，．．．，tn）is　linear．　If　there　exists　an　NC－

derivation

　　　　　A・σ一馬θ、T，ノ（・1，＿，・A）＝∫（t、，＿，tn），θ、E為θ、T，θ2θ、E　　　　　（5）

　　　　　鵜θ、T，　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

where　the　descendants　of　f（si，．．．，sn）　＝　f（ti，．．．，tn）　are　not　narrowed　at　position　1　then　there

exists　an　NC－derivation

　　　　　A’：sl＝tl，…，sn＝tn，E　N“’・t“’n　T，nE　（7）

　　　　　瓢θ乙T，　　　　　　　　　　　　　　（8）

such　that

e　the　derivation　si　＝　ti，．．．，sn　＝　tn　N・“÷tN一＋　nT　extracted　from　the　subderivation　（7）　is　the

　　　　　－L－eager　derivation　of　si　＝　tn，．．．，sn　＝　tn　Msc＞　sl　一一一一　tn，．．．，st．　一’一　tn　Mgv一＋T，　and

　　e　in　each　step　of　the　subderivation　（8），　the　same　rewrite　rules　are　employed　at　the　same

　　　　position　of　the　same　equation　in　each　goal　of　b　oth　subderivations　（6）　and　（8）．

Furthermore，　we　have　A’　〈　A．

　　　Proof：　Note　that　n　＝　e2ei　modulo　renaming　［V（G）］　by　Lemma　4．3．　From　the　NC－derivation

A，　we　can　construct　an　NC－derivation

　　　　　A”：si　＝　ti，・．．，sn　＝　tn，E　一一lk．÷　e，　sl　’一一　ti，．．．，sA　＝　tn，eiE　一hSv一，e，　e2eiE　bl｝tZ÷e，　T．

By　the　assumption　on　the　goal　G　and　by　the　repeated　applications　of　Lemma　4．3，　we　have　the

correspondence　between　the　deivations　A　and　A’．　lt　is　straightfoward　to　show　A’　（　A．　1

　　　We　write　A’　g　A，　if　A　and　A’　are　NC－derivations　given　above．
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Lemma　4．5　lf．　there　exists　an　NC－derivation

A・（σ全）T，ノ（・・，＿，s。）＝ちE一馬θ、　T，∫（sl，＿，8夷）＝ちθ、E （9）

　　　　　蕊。T，σ・＝ちσθ・E鳳θ、T，　　　　　　　　　　　（10）

in　which　the　descendant　of　f（si，．．．，sn）　＝　t　is　narrowed　for　the　first　time　at　the　position　1，　in

some　step　in　A　using　a　rewrite　rule　f（li，．．．，ln）　．　r，　then　there　exists　an　NC－derivation

　　　　A’…＝1・，…，・。＝1。，・＝ちE鳳，T，η・＝ちσ’θ、E，　　　　　（1・）

　　　　　鳳θるT，　　　　　　　　　　　　　（・2）

such　that

e　the　derivation　si　＝　li，．．．，sn　＝　ln　｛〉｛｝tg＋　nT　extracted　from　the　subderivation　（11）　is　the

　　　　　」1＋一eager　derivation　of　si　＝　ln，．．．，sn　＝　ln　MSL・＋　sl　＝　ln，．．．，s’．　一’一一　ln　Atl　．T，　and

　　e　in　each　step　of　the　subderivation　（12），　the　same　rewrite　rules　are　employed　at　the　same

　　　　position　of　the　same　equation　in　each　goal　of　both　subderivations　（10）　and　（12）．

Furthermore，　we　have　A’　〈　A．

　　　Proof：　The　existence　of　the　derivation　A’　is　assured　by　Lemma　4．3．　The　number　of　AI｝，一steps

in　A’　is　one　less　than　that　in　A．　Hence，　A’　〈　A．1

　　　We　write　A’　O（”　A，　if　A　and　A’　are　Nc－derivations　given　above．　Let　O〈i＝”〈i　u　”〈2　u　2　u　O〈”，　and

OI＊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OI
a’　denote　the　reflexive　and　transitive　closure　of　V〈一．　Using　the　ab　ove　lemmas　we　can　transform

A　to　A’　that　is　A’　0U’　A．

4．2　lnitial　NC－derivation

We　next　discuss　what　class　of　successful　NC－derivations　we　will　transform　with　the　relation
OI
〈一．　Since　we　are　interested　in　narrowing　that　can　be’used　in　functional－logic　programming，　we

restrict　ourselves　to　a　class　of　NC－derivations，　to　be　called　initiaユNC－derivations．　We　first　give

necessary　definitions．

Definitio　n　4．4　A　goal　G　is　called　right－normal　if

　　・G　isロ，　or

　　o　G　is　a　sequence　consisting　only　of　equations　and　the　right－hand　side　of　all　the　equations

　　　　in　G　is　a　ground　normal　form．
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　　　The　restriction　of　right－normality　on　goals　is　slightly　more　general　than　what　we　actually

need　in　functional－logic　programming．　We　are　interested　in　solving　a　strict　equation　s　E　t　＝

true．　The　idea　of　using　a　strict　equation　in　functional－logic　programming　languages　originates

in　a　logic　plus　functional　language　K－LEAF［6］　and　has　been　exploited　by　several’researchers［15，

12，　3，　1］．　Solving　a　strict　equation　s　E　t　＝　true　is　to　find　a　normalized　substitution　e　such　that

es　and　et　have　a　common　reduct　that　is　a　data　term．　To　cope　with　the　strict　equations，　a　TRS

7？t　is　extended　with　rewrite　rules　for　strict　equality

Rc＝　K2（Z？，r，　，‘S：9’E　c（y，，．．．，y．）　一〉　x，iy，A．．．A．．E，．｝　1・il｝g　g，’111Y　g121・g2＞o，

together　with　the　rewrite　rule　true〈x→x．：Letフ1≡＝フこUUc∈fc　Rc　U｛trlle〈：v→x｝．

Furthermore，　we　abbreviate　s　＝　t　＝　true　as　s　i　t　in　a　goal．

　　　The　choice　of　right－normal　initial　goals　as　our　objects　of　narrowing　leads　to　a　class　of　goals

called　prop　er　goals．

Definition　4．5

　　　e　A　successful　NC－derivation　G　bl｝tg．T　is　calldd　initial　if　G　is　right－normal．

　　　o　Let　Do（g　D）　be　a　set　of　initial　NC－derivations，　and

　　　　　　　　　9。＝｛叩i、an　initial　9・al・f　A’・u・h・that　A’06＊舶⊆D。｝．

　　　　An　element　of　go　is　called　a　proper　goal．

　　　A　proper　goal　has　the　following　properties．

Definition　4．6　Let　G　b　e　a　goal　E，s　＝　t，E’，　and　Left（G，t）　＝　｛E，s｝．

　　　●The　equation　s・＝tinσis　left－independent　ifソ（：Left（σ，　t））∩ソ（t）：＝②．

　　　e　A　goal　C　is　called　left－independent　if　all　the　equations　in　G　are　left－independent．

　　　By　the　definition　of　proper　goals，　we　can　easily　see　that　the　following　proposition　holds．

Proposition　4．1：Letフこbe　an　OTRS・Aproper　goal　G　satisfies　the　fbllowing　Properties・

（Gl）　G　is　left－independent．

（G2）　The　right－hand　side　of　every　equation　in　G　is　linear　and　non－narrowable．

　　　The　following　lemma　on　the　solutions　of　initial　NC－derivations　will　be　used　later．

Lemma　4．6　Let　7Z　be　an　OTRS，　and　G　be　a　right－normal　goal．　lf　G　b　9t÷e　T　then　the　solution

e　is　non－narrowable．
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4．3　Leftmost　outside－in　NC－derivations

We　are　now　ready　to　define　a　leftmost　outside－in　NC－derivation　of　a　proper　goal．

Definition　4．7　Let　R　be　an　OTRS，　and　G　be　a　proper　goal．　An　leftmost　outside－in　（abbre－

viated　as　LOI，　hereafter）　NC－derivation　G　bC｝tZ÷T　is　defined　inductively　（with　respect　to　〈）　as

follows．

　　o　An　empty　NC－derivation　O　is　LOI．

．A、十，、＝の，E鳳θ丁i、　LOI・if

　　　　　一一　A　is　written　as　T，s　＝　x，E　一Le，（．｛x　H　s｝）T，eiE　bllat　e，　T，　and

　　　　　一　A’，　such　that　A’　V〈i　A，　is　Lol．

　　・A・T，x＝ちE鳳θTwh・・et¢ソi・mif

　　　　　－Ai・w・itt・n・・T，x＝ちE　・kθ、（＝｛x・Ht｝）T，θ・E鳳θ、Tand

　　　　　一　A’，　such　that　A’　”〈2　A，　is　Lol．

　　・A・T，ノ（・、，＿，・。）＝∫（オ、，＿，オ。），E鳳θT　i・LOI・if

　　　　　一　A　is　written　as

　　　　　　　　　　　　T，f（Sl，…　，Sn）　＝　f（tl，…　，tn），　E

　　　　　　　　　　　　晶θ、∫（　t　一tS’1，…　，Sh）＝ノ（t、，＿，オ。），θ、温θ、θ、θ、E鳳θ、　T，　and

　　　　　一　A’，　such　that　At　g　A，　is　Lol．

　　・A・T，ノ（・、，＿，・。）＝ちE鵬θT，wher曜ソ，　i・LOI・if

　　　　　一一　A　is　written　as

　　　　　　　　　　　　丁，∫（51，．＿，Sn）＝t，　E

　　　　　　　　　　　　晶θ、／（・1，＿，・k）＝ちθ1E為。　T，σ・＝ちσθ、E惚θ、　T，　and

　　　　　一　ノ1’，such　that　A’署A，　is　I、OI．

　　　We　next　define　an　LOI　reduction　derivation　via　an　LOI　NC－narrowing　derivation．　A　reduc－

tion　derivation

　　　　5（全50）→51→3（全sn），　where　3　is　a　normal　form　of　a　term　5，　　　　　　　　　　（13）

is　LOI　if　the　corresponding　NC－derivation　A　constructed　in　the　following　way　is　LOI．　Let

｛x1，…　，xk｝＝ソ（5），　c1，…　，cんbe　distinct：fi℃sh　constants，　andσ＝｛xlト→c1，．．．，xkト＞cん｝．

　　　　A：aso＝a3　a¢　asi＝a3　N」％¢as．＝a3　L¢　T．　（14）
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The　reduction　derivation（13）is　ca皿ed】⊃OI　if　the　NC。derivation（14）is】⊃OI．

　　　The　LOI　reduction　derivation　starting　from　a　term　s　is　very　important　for　the　following

reasons．

（i）　lt　represents　the　class　of　the　reduction　derivations　starting　from　s．

（ii）　The　LOI　reduction　derivation　from　s　to　its　normal　form　is　optimal　in　the　sense　that　it

　　　　contracts　only　the　redexes　that　are　needed　to　get　to　the　normal　form．

For　this　reason　Huet　and　L6vy　called　an　LOI　reduction　derivation　standard　［9］．　The　clause　（i）

in　the　above　is　fbrma皿y　stated　as　fbllows．

Theorem　4．1　（Standardization　theorem　［9］）　Let　R　be　an　OTRS．　Every　reduction　deriva－

tion　class　contains　a　unique　standard　reduction　derivation．

The　following　lemma　is　a　corollary　of　Theorem　4．1．

Lemma　4．7　Let　7Z　be　an　OTRS，　and　G　be　a　right－normal　goal．　lf　there　exists　a　reduction

derivation　G　一”R＋　T　then　there　exists　a　standard　reduction　derivation　G　一一”n＋　T．

　　　By　the　following　lemma　known　as　a　（kind　of）　lifting　lemma　in　the　theories　of　TRSs　and

logic　programming，　we　can　obtain　a　version　of　a　standardization　theorem　for　narrowing．　Let

rhs（σ）denote　a　set　of　terms　that　are　the　right－hand　sides　of　a皿the　equations　in　the　goa1σ．

Lemma　4．8　（Lifting　Lemma）　Let　7Z　be　an　OTRS．　Suppose　we　have　a　proper　goal　G，　and

a　non－narrowable　substitution　e　such　that　（De　U　V（Cod　e））　n　V（rhs（G））　＝　¢．　lf　there　exists　a

successful　LOI　NC－derivation

A：θσ鳳ηT

then　there　exists　a　successful　LOI　NC－derivation

σ鳳．T，

such　thatσ＝≦ηθ［ソ（G）】．

　　　Proof：　The　proof　is　given　in　Appendix　C．

Theorem　4．2　（Standardization　theorem　for　NC－derivations）　Let　7？　be　an　OTRS　and
Gb，　a，ight－n・・mal　g・al．　If　th・・e・eXi・ts　a・uccessfu1　NC－derivati・nσ鳳θ丁，　th・n・there・eXi・t・

an　LOI　NC－derivation　G　N一，t一・．　T　such　that　a　s　e．

　　　Proof：　By　the　correspondence　of　narrowing　and　reduction　derivations，　there　exists　a　re－

duction　derivation　eG　一一”R＋　T．　By　Lemma　4．7　there　exists　a　standard　reduction　derivation

eG　．n＋　T．　By　Lemma　4．6　the　substitution　e　is　non－narrowable．　By　Lifting　Lemma　4．8　there

exists　a　successful　LOI　NC－derivation　G　NM÷t“＋a　T，　where　a　5　e“
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Example　4．1　Let　R　be　an　OTRS

　　　　｛　　　　　　　ノ（g（d），w）→α，

　　　　　　g（c）　．　g（d）．

The　following　NC－derivation

　　　　f（9（x），9ω）＝a　」5｛x”，｝∫（9（d），9（の）＝α蕊｛YH・｝f（9（の，9（d））＝α

　　　　　蕊のα＝aムのT　　　　　　　　　　　　　　　（15）

yields　a　solutionθ＝｛x卜→c，3ノト→層。｝・

　　　The　derivation　（15）　is　not　LOI　since　the　NC－derivation

　　　　T，g（y）　＝　w，a　＝　a　一1｝，｛y　F一〉　c｝　T，g（d）　＝　w，a　＝　a　“S一，｛w　D　d｝　T

is　not　LOI．

　　　The　L　OI　N　C－derivation　that　yields　a　solution　a　＝　｛x　一　c｝　S　e　is　following．

　　　　f（g（x），　g（y））　＝a　一1　｛x　H　c｝　f（g（d），　g（y））　＝a　」1，¢a＝a　一S，oT　（16）

The　derivation　（16）　is　not　the　only　LOI　NC－derivation．

　　　　ノ（9（X），　g（y））＝α㌔Hd｝α＝α義のT・　　　　　　　（17）

that　yields　a　solution　｛x　”　d｝　is　also　LOI．

　　　These　are　two　solutions　of　the　goal　f（g（x），g（y））　一一　a．　ln　order　to　obtain　a　solution　｛x　”　c｝，

narrowing　of　g（のis　needed．　However，　to　obtain　a　solution｛x卜→d｝，　narrowing　of　g（のis　not

needed．　So　the　needed－ness　of　a　term　to　be　narrowed　depends　on　the　rewrite　rule　to　be　applied．

The　notion　of　needed－ness　defined　for　reduction　does　not　well　fit　in　narrowing．

4．4　Copapleteness　of　LOI　NC

We　now　show　that　LOI　narrowing　is　complete　with　respect　to　normalizable　solutions　for　OTRSs．

　　　The　completeness　of　narrowing　is　formally　stated　as　follows．

Definition’　4．8　Let　7Z　be　an　OTRS　and　G　a　goal．

　　e　Narrowing　is　complete　if　for　every　substitution　a　such　that　ag　．n＋　T，　there　exists　a

　　　　narrowing　derivation　G　tv＞￥　T　such　that　T　Sn　a［），7（G）］．　Here，　一’〈iz　is　defined　as　follows：

　　　　letθ1　andθ2　be　substitutions．　θ1　＝Rθ2　ifθ1　x　＝R　θ2　x　fbr　a皿x　∈　ソ，　andθ1　＝≦2　θ2　if

　　　　pei　＝R　e2，　for　some　substitution　p．
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e　ln　particular，　LOI　narrowing　is　complete　if　for　every　substitution　a　such　that　aG　．R＋　T，

　there　exists　an：LOI　NC－derivationσ鵜7T　such　that　7・＝≦nσ［ソ（G）】．

　　　Using　the　following　well－known　completeness　theorem　of　narrowing　for　confluent　TRSs，　we

can　obtain　the　completeness　result　of　LOI　narrrowing．

Theorem　4．3　（completeness　of　NC）　Let　7e　be　a　confluent　TRS　and　G（a　s　＝　t）　be　an

（arbitrary）goa1．　For　any　normalizable　solutionθsuch　thatθ8＝πθちthere　exists　a　successful

NC－derivation　G　｛〉（9C［〉．　T　such　that　a　．K－n　e．

　　　Theorem　4．3　is　an　easy　consequence　of　the　lifting　lemma　（due　to　Hullot　［10］）　for　a　confiu－

ent　TRS．　The　theorem，　together　with　a　rigorous　proof　of　Hullot’s　lifting　lemma，　is　given　by

Middeldorp　and　Hamoen　［13］．

Theorem　4．4　（Completeness　of　LOI　NC）　LOI　narrowing　is　complete　with　respect　to　nor－

malizable　solutions　of　right－normal　goals　for　OTRS　s．

　　　Proof：　For　every　normalizable　solution　e　ofa　goal　G，　there　exists　an　NC－derivation　G　NM÷t－v．．T

such　that　a　Sn　e　by　Theorem　4．3．　By　Theorem　4．2　there　exists　an　LOI　NC－derivation　G　blSt・．，T

such　that　a’　S　a．　1

5 Calculus　OINC

In　this　section　we　present　a　calculus　OINC　that　generates　LOI　NC－derivations．　ln　the　calcu－

lus　OINC　the　inference　rules回and［f］of　NC　are　decomposed　into　several　more　primitive

inference　rules．　Furthermore，　a　computation　rule　by　which　to　locate　narexes　is　built　in　OINC．

Standardization　Theorem　4．2　fbr　NC－derivations　a皿ows　us　to　deal　only　With：LOI　NC－derivations

for　the　completeness　result　of　OINC．　Hence　in　OINC，　a11　the　goals　are　proper　and　the　equa－

tions　of　the　goals　are　processed　from　left　to　right．　As　in　NC，　we　give　the　calculus　OINC　in

the　form　of　an　inference　system．

Definition　5．1　（OINC）　Let　7Z　be　an　OTRS．　A　calculus　OINC　for　R　is　a　pair　（g，OIArC），

where

　　e　g　is　a　set　of　proper　goals，

　　o　OINC　is　a　set　of　inference　rules　defined　as　follows．

一一@［on］　outermost　narrowing

　　　　　　　　　　f（si，．．．，sn）　＝　t，　E

　　　　　Sl　＝　ll，…，Sn　”　ln，r＝　t，E

if　there　exists　a　new　variant　f（li，．．．，ln）

曜ソ

→㌘of　a　rewrite　rule　inフこ．
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一　［d］　decomposition

　　　　　　　f（Sl，…　，Sn）　＝　f（tl，…　，tn），E

　　　　　　　　　　51＝オ1，。．．，Sn：＝t勘E

一　［v］　variable　elimination

　　　＊　［vl］

t＝　x，E

σE，whereσ＝｛¢ト＞t｝

＊　［v2］

x　＝　t，E

aE，where　a＝｛x　”　t｝
t¢ソ

Note：

e　There　exists　indeterminacy　between　the　choice　of　［on］　and　［d］．

e　We　do　not　need　an　inference　rule

　　　　　　　　　　t　＝　f（si，．．．，sn），E

　　　　　　　SI　＝　ll，．．．，Sn　＝　ln，t　＝　r，　E

　　　　　　if　there　exists　a　new　variant　f（li，．．．，1．）　．　r　of　a　rewrite　rule　in　R，

　　　　since　a　narrowable　term　is　never　generated　on　the　right－hand　side　of　the　equations　of　a

　　　　goal．

　　o　The　term　true　is　never　generated　in　the　inference　steps　of　OINC．　Hence，　unless　true’s　are

　　　　in　an　initial　goal，　true’s　are　never　in　the　goals．　Since　true’s　are　superfluous　in　the　calculus

　　　　OINC，　we　remove　the　true’s　in　the　initial　goals　and　assume　that　a11　goals　（including　initial

　　　　goals）　of　OINC　do　not　contain　true’s．

　　●By　Proposition　4．1　we　have：v¢ソ（t）in【v1］and［v2］．　Hence，　the　so－ca皿ed　occur　check，

　　　　i．e．，　the　check　of　x～ぎソ（の，　is　unnecessary　in　al）plying　the　inference　rules［v1】and［v2］．

　　　An　equation　of　the　form　t　＝　x　is　always　processed　by　the　inference　rule　［vl］．　ln　our　context，

this　is　the　meaning　of　lazy　narrowing．　ln　some　implementation　of　OINC，　substitutions　are

maintained　separately，　and　terms　are　essentially　represented　in　directed　acyclic　graphs　（dag）．

The　inference　rule　［vl］　coupled　with　the　dag　representation　of　terms　may　also　be　regarded　the

essence　of　the　lazy　narrowing．

　　　Relations　over　goals　O－vn・，　AS！，，　Mi4，　X12S，　Oi一．Nh＋C　and　their　reflexive　and　transitive　closures　are　de一

丘n，d　a，　in　the　ca1，ulu，　NC．　W，、h・uld　n・t・the　c・rre・p・nd・nce　b・tween鵯，蕊，＄’，　X92，　and　o｛碧o

and　Oq”C　g，”〈i，”（2　and　O〈i，　respectively．　By　the　definitions　of　the　inference　rules　of　OINC　and

the　relations　”qi C”q2 C　g　and　O〈”，　it　is　clear　that　if　G　is　proper　and　G　OiA・N一，CG’，　then　G’　is　proper．
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Example　5．1　We　use　the　OTRS　in　Example　4．1．

yield　solutions｛xト→c｝and｛xト→d｝・

f（g（x），g（y））　＝　a

f（g（x），g（y））　＝　a

on
．，一一・），

on
榊
v2
～→ oxト＞c｝
三

野

vl
A・・ ow　h＞　g（Y）｝

蕊

鵯

蕊

v2
““’ ox　”　d｝

vl
M’1’ owト＞9（y）｝

蕊

The　following　are　OINC－derivations　that

g（x）　＝　g（d），g（y）　＝　w，a　＝　a

x＝c，9（d）＝9（の，9ω＝ω，α＝α

9（の＝9（の，9（の＝ω，α＝α

d＝　d，g（y）　＝　w，a　＝　a

g（y）　＝　w，a　＝　a

a＝a
口．

9（x）＝9（の，9（の＝ω，α＝α

x　＝　d，　g（y）　＝　w，a　＝　a

g（y）　＝　w，a　＝　a

a＝a
口．

　　Before　we　proceed　further　with　OINC，　we　check　that　OINC　computes　a　correct　solution．

Definition　5．2　Let　R　be　an　OTRS　and　G　be　a　proper　goal　of　OINC．

e　A　substitution　e　is　a　solution　of　G　（with　respect　to　olNc）　if　G　Oi　111tNlfCe　o．　Note　that

　　　　っθ⊆ソ（G）by　the　definition　of　a　substitution　fbrmed　in　the　derivation．

　　e　A　solution　of　G　is　correct　if　eG　一一一”7．＋　T．

　　The　following　proposition　shows　that　the　calculus　OINC　indeed　computes　a　correct　solution．

Proposition　5．1　（Soundness　of　OINC）　Let　7Z　be　an　OTRS，　and　G　be　a　proper　goal．　lf

there　exists　an　OINC－deriVation　G　OL！St＞1SCe　a，　then　there　exists　a　reduction　derivation　eG　一・，2＋

T．

　　　Proof：　The　proof　is　given　in　Appendix　B一

6　Completeness　of　OINC

The　calculus　OINC　is　a　complete　implementation　of　NC．　The　completeness　of　OINC　states
that　given　a　right－normal　G，　for　any　successfu1　NC－derivation　G　Xt　eT　there　exists　an　OINC－

derivation

　　　　G　Oi　！SNYSC．　o，　such　that　a　S　e・
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The　solution　e　is　non－narrowable　（hence　normalized）　by　Lemma　4．6．

　　　The　completeness　proof　proceeds　as　follows．

　　1．　We　have　already　seen　that　for　any　successfu1　N　C－derivation　there　exists　an　LOI　NC－

　　　　derivation．

　　2．　We　transform　a　successful　LOI　NC－derivation　A　to　another　successfu1　NC－derivation　A’

　　　　that　is　less　complex　than　A．

　　3．　We　connect　A　and　A’　by　the　inference　steps　of　OINC．

　　4．　By　an　inductive　argument，　we　show　that　A　is　replaced　by　an　OINC－derivation．

This　proof　method　was　employed　by　H611dobler　in　proving　the　completeness　of　an　inference

system　TRANS　［8］．

Proposition　6．1　Let　7il　be　an　OTRS，　and　G　be　a　proper　goal　of　NC．　lf　there　exists　an　LOI

NC－derivation　G　NAhMt　eT，　then　there　exists　an　OINC－derivation　Z7　Oi　（St＞！fCe　o，　where　Z」i　is　a　goal

obtained　from　G　by　removing　true’s　in　G．

　　　Proof：By　the　transfinite　induction　onぐ．　Obviously　the　result　holds　fbr　the　l）ase　case．

L・tA・σ鳳T　andσb・ap・・P・・g・a1　T，・＝ちE．　Assum・that　th・・e・ult　h・1d・f・，　any

NC－derivation　A’　such　that　A’　〈　A．　We　distinguish　the　following　four　cases．

（1）　t　is　a　variable　x．

　　　　The　term　s　is　not　a　variable　x　by　the　property　（Gl）．　Hence，　by　assumption，　A　is　written

　　　　as　folloWs．

　　　　　　　　　A：　T，s　＝　x，E　一£e，（．｛x　”　s｝）　T，eiE　bl｝te÷e，　T

　　　　By　Lemma　4．1，　there　exists　an　Ndderivation　A’：eiE　｛Y｝t2L＞e，　T　such　that　A’　”〈i　A．　Since　A

　　　　is　LOI，　A’　is　LOI．　By　the　inference　rule　［vl］　of　OINC，　we　have

　　　　　　　　　s＝x，万襲θ1θ1万．

　　　　Therefore，　by　the　induction　hypothesis，　we　have　an　OINC－derivation

　　　　　　　　　S＝　X，領野θ、万0即θ、・．

（2）　t　is　a　non－variable　term．

　　（2－1）　s　is　a　variable　x．

　　　　　　　Since　t　is　not　narrowable　by　the　property　（G2）　and　t　f　x，　by　the　property　（Gl）　the

　　　　　　　LOI　NC－derivation　A　is　written　as　follows．

　　　　　　　　　　　　五・T，x＝ちE∴θ1（＝｛x駈→t｝）T，θ・E鳳θ、T・

　　　　　　　The　rest　of　the　proof　is　the　sanie　as　that　of　the　case　（1）　using　Lemma　4．2．

　　（2－2）　s　is　a　term　f（si，．．．，s．）．　We　further　distinguish　the　following　two　cases．
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（2－2a）　The　LOI　NC－derivation　A　is　written　as　follows．

　　　　　　　　　　A：　T，f（sl，…，sn）　＝　t，　E　b！leC　e　T，

　　　　　where　a　new　variant　f（li，．．．，1．）　．　r　of　a　rewrite　rule　in　7Z　is　used　to　narrow　the

　　　　　descendant　of　f（si，．．．，sn）　＝　t．　By　Lemma　4．5，　there　exists　an　NC－derivation

　　　　　　　　　　At：Sl　＝　ll，・・．，sn　＝　ln，r　＝　t，E　tN｝tlZ，e　T

　　　　　such　that　A’　O〈”　A．　Since　A　is　LOI，　A’　is　LOI．　By　the　induction　hypothesis　there

　　　　　exists　an　OINC－derivation

　　　　　　　　　　∫（・、，＿，・。）＝¢，万鵯81＝1、，＿，8。＝ln，・＝ち万0瓢2θ・．

（2－2b）　The　L　OI　N　C－derivation　A　is　written　as　follows．

　　　　　　　　　　A　：　T，f（Sl，…，sn）　＝　f（tl，…，tn），　E　bl£tL，T，

　　　　　where　the　descendants　of　f（si，．．．，sn）　＝　f（ti，．．．，tn）　is　never　narrowed　at　the

　　　　　position　1．

　　　　　By　Lemma　4．4，　there　exists　an　N　C－derivation

　　　　　　　　　　At：sl　＝　tl，…　，sn　＝　tn，E　bEt．e　T

　　　　　such　that　A’　2　A．　Since　A　is　LOI，　A’　is　LOI．

　　　　　Hence，　we　have　an　OINC－derivation

　　　　　　　　　　ノ（Sl，．．．，Sn）＝∫（tl，．．．，tn），万aSi＝tl，．．．，Sn＝tn，万OLc（IN＞！ICθロ

　　　　　by　the　induction　hypothesis・ロ

Theorem　6．1　（Completeness　of　OINC）　Let　7？t　be　an　OTRS　and　G　be　a　right－normal　goal．

If　there　exists　an　NC－derivation　G　b！｝t2L・e　T，　then　there　exists　an　OINC－derivation　G　o脚σロ

such　thatσ一くθ．

　　　Proof：　By　Theorem　4．2　there　exists　an　LOI　NC－derivation　A：G　｛＞lfot．T　such　that　a　S　e．

By　Proposition　6．1　there　exists　an　OINC－derivation　G　OL〈St＞ISC．　o．g

7 Calculus　s－OINC

We　next　extend　OINC　in　order　to　handle　strict　equations　efficiently．　To　motivate　the　extension

let　us　take　an　example．

Example　7．1　With　respect　to　RE　in　Example　3．1，　we　solve　a　goal　f（g（x））　iE　f（y）　in　OINC．

　　　　f（g（x））　E　f（y）　OA．”・〉　f（g（x））　＝　1，　f（y）　＝　1，true　＝　true

Ovi”@g（x）　＝　wi，　wi　＝　1，　f（y）　＝　1，true　＝　true

Xgi owi　”　g（．）｝　g（x）　＝　1，　f（y）　＝　1，true　＝　true　Ok｛ltYSC　o． （18）
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　　　This　OINC－derivation　seems　to　be　very　redundant．　With　some　insight　we　can　think　of　an

inference　step　that　can　bypass　some　of　the　above　steps．　Let　us　try　to　apply　a　kind　of　・ll，一step

on　the　strict　equation　directly．

　　　　　f（g（x））　E　f（y）　vi　g（x）　＝　w，　w　E　f（y）．

We　denote　this　step　by　Ov”．S．　Then　we　can　obtain　a　new　derivation．

　　　　　f（g（．））　E　f（y）　O．．ri，S　g（x）　＝　wi，　wi　E　f（y）　Ui｛．，　D　g（x）｝　g（X）　1　f（Y）

　　　　　o即｛XH・，…｝1≡ノω．物＝初2・1三・w2・一〉…一…ロ・　　　　　（19）

We　see　that　in　the’　derivation　（19）　the　equation　g（x）　＝　wi　is　generated　in　one　step，　whereas　in

the　derivation　（18）　it　is　generated　in　two　一1｝，一steps．

　　　The　problem　with　OINC　in　handling　the　strict　equations　is　not　only　the　number　of　redun－

dant　steps，　but　the　difficulty　of　choosing　an　adequate　rewrite　rule　for　strict　equations　when

there　are　many　constructor　symbols　c　G　．Zc．　ln　the　above　example，　in　the　derivation　（18）

we　select　the　rewrite　rule　1　E　1　．　true　immediately　in　the　first　step　of　the　derivation．　ln

practice，　this　is　impossible　without　try－and－backtracks．　We　will　circumvent　these　difficulties　in

the　following　way．　The　basic　idea　for　taking　the　shortcut　that　we　saw　above　is　to　narrow　the

left一　and　right－hands　of　the　strict　equations　independently．　Suppose　that　a　goal　s　E　t　is　given．

We　narrow　s　and　t　independently　until　s　and　t　become　constructor　terms，　say　c（st）　and　c（tt），

respectively　（if　t　becomes　c’（t’）　where　c　f　c’，　this　derivation　will　never　become　successful）．

Then　we　repeat　this　process　with　s’　and　t’．

　　　We　are　now　ready　to　give　the　inference　rules　for　strict　equations．

7．1

e

e

e

Inference－rules　for　strict　equations

［ons］　outermost　narrowing　for　strict　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　E　f（tl，…，tn），E　　　　　　　　f（si，．．．，sn）　i　t，　E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tl　＝　ll，．．．，tn　’＝　ln，s　E　r，　E　　　　　SI　＝　ll，．・・，Sn　＝　ln，r　E　t，E

if　there　exist　a　new　variant　f（li，．．．，ln）　・一一〉　T　of　a　rewrite　rule　in　7Z．

［ds］　decomposition　for　strict　equations

　　　　　C（Sl，．・・，Sn）　1E　C（tl，・．．　，．t．n一）一，　E

　　　　　　　　51≡諺1，＿，5π≡オπ，E

where　c　E　JEc・

［ims］　imitation　for　strict　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y≡c（tl，．．・，tn），E　　　　　　　c（si，．．．，sn）　E　y，　E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（yi　＝　ti，．．．，yn　E　tn，E）　　　　　e（si　E　yi，．．．，sn　E　yn，E）

where　c　E　JEc　and　e　＝　｛y　H　c（yi，…　，Yn）｝・
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　　e　［ts］　elimination　of　trivial　strict　equations

　　　　　　　　　xE　y，E

　　　　　　　　　　　aE

　　　　　　　　wh・・eσ一｛1圃謙，黎、e，

　　　Since　the　strict　equations　are　symmetrical　in　narrowing，　we　need　two　rules　in　the　inference

rules　［ons］　and　［ims］．　Note　also　that　thanks　to　the　inference　rules　for　the　strict　equations　we　no

longer　need　rewrite　rules　for　the　strict　equations．

　　　Except　f・・th・infe・ence・u1・［im・いh・n・w　inference・ul・・are　ea・y　t・understand・The

inferenceM@rule　［ims］　is　used　to　narrow　the　subterms　of　a　constructor　term．　Let　us　take　an

example．

Example　7．2　Let　11c　＝　｛1，ci｝，　where　ci　is　a　constructor　symbol　of　arity　one．　We　yse　a　TRS

R　of　E”?≠高垂撃?@3．1，　and　solve　a　goal　G　a　ci（f（x））　E　y．　A　successfu1　derivation　is　as　follows．

　　　　　G’％一，、（“、）｝f（X）≡y・讐…・ω≡y・㌔一・・｝X・・i・y・無｛X－y・｝ロ・

The　solution　ol）tained　in　this　derivation　is｛yト＞c1（311），xト→Yl｝・

　　　Let　s－OINC　＝　｛［ons］，［ds］，［ims］，［ts］｝　U　OIIVC．　We　define　a　new　calculus　s－OINC　＝

（g，s－OIArC），　where　9　is　a　set　of　proper　goals　as　in　OINC．　The　initial　goal　is　a　sequence　of　a

tight－normal　equations，　some　of　which　may　be　a　strict　equation．

7．2　Completeness　of　s－OINC

We　do　not　iterate　the　soundness　theorem　for　s－OINC．　The　completeness　theorem　for　s－OINC

is　obtained　from　the　following　proposition．

Proposition　7．1　Let　7Z　be　an　OTRS，　and　G　be　a　proper　goal．　lf　there　exists　an　OINC－

derivation　with　respect　toフヒ≡

　　　　　σo即θロ

then　there　exists　an　s－OINC　derivation　with　respect　to　R

　　　　　（］s”2SIIXNσσロ，such　t　hatσ＝≦θ．

　　　Proof：　The　proof　is　given　in　Appendix　D．1

0ur伽al　result・is　the　fbllowing　completeness　theorem　fbr　s－OINC．

Theorem　7．1　（Completeness　of　s－OINC）　Let　71t　be　an　OTRS　and　G　be　a　right－normal

goal．　lf　there　exists　an　NC－derivation　G　b！｝tg＞e　T，　then　there　exists　an　s－OINC－derivation

σ3口鰯。。ロ・u・hthatσ≦θ．
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8 Conclusion

We　have　presented　a　leftmost　outside－in　narrowing　and　shown　the　narrowing　calculus　OINC

based　on　the　leftmost　outside－in　narrowing．　The　calculus　OINC　realizes　lazy　evaluation　in

narrowing　in　that　it　delays　narrowing　on　narrowable　terms　that　are　to　be　bound　to　variables．

Furthermore　it　enjoys　the　property　of　completeness　for　orthogonal　TRSs　with　respect　to　nor－

malized　solutions．

　　　In　order　to　use　the　calculus　OINC　as　a　model　of　computation　of　functional－logic　pro－

gramming　we　extended　OINC　to　incorp　orate　strict　equality．　The　extension　results　in　a　new

narrowing　calculus　s－OINC．　lt　has　been　also　shown　that　the　calculus　s－OINC　enjoys　the　same

completeness　property　as　O　INC．

　　　Finally，　we　would　like　to　mention　the　implementation　of　the　calculi　that　we　discussed．　An

interpreter　of　s－OINC　is　straightforward　to　implement．　Furthermore，　a　compiler　for　s－OINC

（for　constructor－based　TRSs）　targeted　at　modified　WAM　has　been　implemented　［17］．
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A Proof　of　Switching　Lemma

Lemma　A．1　（Switching　Lemma）　Let　R　be　a　TRS，　and　G　E　si　＝　ti，s2　＝　t2　be　a　goal　such

that　）2（si）　n　V（t，・）　＝　¢　for　i，」’　E　｛1，2｝　and　）2（ti）　n　）2（t2）　＝　¢．　lf　there　exists　an　NC－derivation

　　　　　A・σ蕊θ、1。（、、）θ…回。一t・，θ・・2＝君2義θ、θ2θ…［T］・　＝　t2・t・u・・

where　in　the　first　step　silu　is　na，rrowed　using　a　new　variant　l→rof　a　rewrite　rule　inフ≧an・d　a

most　general　unifier　ei　of　si　l　u　and　1，　then　there　exists　an　N　C－derivation

　　　　　A’・σ義。、σ…＝オ・，t・u・蕊・、1。（。、1）σ2σ…回・＝オ2，t・U・・

　　　　　where　a2　is　a　most　general　unifier　of　（ai　si）lu　and　1，
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such　that　e2ei　＝　a2ai　modulo　renaming．

　　　Proof：　Since　eis2　and　t2（E　ei　t2）　are　unifiable，　s2　and　t2　are　unifiable　by　a　most　general

unifier　ai．　Hence　we　obtain　the　first　step　of　the　derivation　A’．　We　next　show　（ai　si）1．　is

narrowable　by　the　same　rewrite　rule　1→r．　By　assumption，　we　haveθ1（silの≡θ11　and

e2el　s2　E　e2t2．　Since　Del　n　V（t2）　＝　¢，　we　have　e2els2　：E　e2elt2．　Since　al　is　a　most　general

unifier　of　s2　and　t2，　there　exists　a　substitution　n　such　that

On　the　other　hand，　we　have

　　　　　opal（sll．）　iiE　e2ei（sil．）　E　e2el　l　i11　nal　l　E　nl．

Henceσ1（sllのis　narrowable　by　l→r・There　exist　a　most　general　uni五erσ20fσ1（sl　lu）and　1，

and　a　substitution　n’　such　that

Hence，　we　obtain　the　second　step　of　NC－derivation　A’．

　　　From　（20）　and　（21），　we　ob　tain

　　　　　n’a2al＝e2el・　（22）
Similarly，　we　can　prove

for　some　substitution　6．　From　（22）　and　（23），　we　see　e2ei　＝　a2ai　modulo　renaming．

B Proof　Of　the　soundness　of　OINC

Proposition　B．1　（Soundness　of　OINC）　Let　R　be　an　OTRS，　and　G　be　a　proper　goal．　lf

there　exists　an　OINC－derivation　G　Oic｛N＞！SCeo，then　there　exists　a　reduction　derivation　eG　一”R＋　T．

　　　Proof：　By　the　induction　on　the　length　of　the　OINC－derivation．　The　result　obviously　holds

for　the　base　case．　Let　A：G　Oi・vN・　C．G’　Oi　！3NYSCet　o，　and　suppose　the　result　holds　for　the　derivation

G’　Oic｛；t＞！SCe，　a．　We　distinguish　the　following　cases　depending　on　the　first　step　of　the　derivation．

Case　［vl］：　Let　the　OINC－derivation　A　be　s　＝　x，E　”Mi，．（．｛x　H　s｝）aE　Oic（tiYSae，　a．　We　have　e　＝

　　　　e’a　＝　e’　u　｛x　”　e’s｝．　Since　e（s　＝　x，E）　E　e’s　＝　e’s，eE　by　the　left－independence　of　the

　　　　goal，　we　have　the　following　reduction

　　　　　　　　　ets　＝　ets，　eE　一一＞R＋　true，　eE　一”n＋　T・

　　　　The　first　reduction　is　by　the　use　of　x　＝　x　．　true，　and　the　second　by　the　induction

　　　　hypothesis．
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Case　［v2］：　Similarly　to　the　case　［vl］．

Case　［on］：　Let　the　OINC－derivation　A　be

　　　　　　　　∫（51，．．．，Sn）＝ちE＄nSl＝11，．．．，Sn＝ln，r＝t，EO黙0θ’ロ，

　　　　where　in　the　first　step　a　rewrite　rule　f（li，．．．，1．）　一．　r　is　used．　We　have　e　＝　e’［V（G）］．

　　　　By　the　induction　hypothesis，　there　exists　a　reduction　derivation

　　　　　　　　esl　＝　e’ll，．．．，es．　＝　e’t．，e’r　＝　et，eE　一”n＋　T，e’r　＝　et，eE　一”R＋　T．　（24）

　　　　Since　we　have　esi　一一　e’li　一”7z＋　true　for　every　i　E　｛1，．．．，n｝，　there　exists　a　reduction

　　　　derivation

　　　　　　　　esi　pt一　e’li　一一”n＋　sl・＝1；・　．R＋　true，　where　sl・　iE　II・．　（25）

　　　　By　the　non－ambiguity，いs　a　normaユf6rm．　Hence，11≡τli，　where　7・is　such　that

　　　　　　　　θ’x→RTXfbra皿x∈ソ（li）．

　　　　From　（25），　we　have　e’si　一”7z　Tli，　and　hence

　　　　　　　　θノ（51，．．．，Sn）＝：θt，θE→πf（7’11，…　，γln）＝θちeE→7？L＋τT＝：θちθE・

　　　　By　（24）　and　the　confluence　of　R，　we　have　e（f（si，．．．，sn）　＝　t，　E）　一〉＋n＋　T．

Case　［d］：　Let　the　OINC－derivation　A　be

　　　　　　　　　f（Sl，…，Sn）”f（tl，…，tn），E　’S！’　Sl＝tl，…，sn＝tn，E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o脚θロ．

　　　　By　the　induction　hypothesis，　esi　＝　eti，．．．，esn　＝　etn，eE　一一＋7．＋　T．　Hence，　for　i　＝　1，．．．，n，

　　　　we　have　esi　一一一　eti　一”n＋　true．　This　implies　that　there　exists　a　terms　ri　such　that　esi　一一”n　ri

　　　　and　eti　一n　ri．　Hence，　there　exists　a　reduction　derivation

　　　　　　　　　e（f（si，．・・，sn）＝f（ti，…　　，　tn），E）　一”R＋　f（Ti，．．．，rn）＝＝f（ri，．．．，rn），eE

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・n＋　true，　eE

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・＞R＋　T・1

C　Proof　of　Lifting　Lemma

Lemma　C．1　（Lifting　Lemma）　Let　R　be　an　OTRS．　Suppose　we　have　a　proper　goal　G，　and　a

non－narrowable　substitution　e　such　that　（Z）e　U　V（Cod　e））　n　V（rhs（G））　＝　¢．　lf　there　exists　a

successfu1　LOI　NC－derivation

　　　　A：θ（7鳳ηT
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then　there　exists　a　successfu1　LOI　NC－derivation

　　　　σ鳳。T・u・h　thatσ≦ηθ［ソ（G）】．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OI
　　　Proof：　By　the　transfinite　induction　on　V〈’，　Obviously　the　result　holds　in　the　base　case．

Assum。　that　th，，e、ult　h。ld、　f。，　any　NC二d，，ivati。n　A’、u，h・that　A’飾．

　　　We　distinguish　the　following　three　cases．

（1）　G　S　T，s　＝　x，E

　　　　By　assumption　we　have

　　　　　　　　A：（eG　a）T，es　＝　x，eE　一Sl，，，（．｛．　D　es｝）T，opieE　blSt÷n2T

　　　　withη＝・η2η1［ソ（θσ）］．

　　　　Let　A’　be　nieE　bEt÷n，　T．　We　have　A’　”〈i　A，　and　hence　A’　is　LOI．

　　　　On　the　other　hand，　we　have

　　　　　　　　T，s　＝　x，E　“£＞ai（＝｛x　”　s｝）　T，alE・

　　　　We　know　that　ni　e　＝　eai　by　assumption．

　　　　By　the　induction　hypothesisi　there　exists　an　LOI　NC－derivatfon　aiE　NwtNA＞．，T　such　that

　　　　σ2≦η2θ［ソ（σi　E）】．We　haveσ2σ1≦η2θσ1＝η2η1θ［ソ（σ）】．

　　　　Therefore，　we　have　an　LOI　NC－derivation

　　　　　　　　T，s　＝　x，E　N一．，tw．T

　　　　such　thatσ＝≦ηθ［ソ（G）】．

（2）　G2　T，x　＝　t，E　where　t¢Y　and　ex　E　s

　　　　By　assumption　we　have

　　　　　　　　A・（θσ全）T，・＝ちθE瓢，T．

　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　Since　s　and　t　are　non－narrowable，　they　should　b　e　unifiable　with　a　most　general　unifier　ni．

　　　　The　substitution　ni　is　obviously　non－narrowable．

　　　　The　LOI　NC－derivation　A　can　be　written　as

　　　　　　　　T，・＝ちθE　・！L，，、T，η、θE鳳，、T，andη＝η2η、【ソ（θσ）】．　　　　（26）

　　　　Let　A’　be　nieE　｛＞Et÷n，　T．　We　have　A’　06“　A，　and　hence　A’　is　LOI．　On　the，other　hand，　we

　　　have

　　　　　　　　x　＝　t，E　」1＞．，（．｛x　H　t｝）aiE・
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We　define　a　sdbstitution　7　as　follows．

　　　　7z一｛lll、畿温12

Then，　using　the　assumption　on　e，　we　have，

Since　opi　and　e　are　non－narrowable，　the　substitution　T　is　non－narrowable　and　satisfies　that

（1）7－Uソ（C　od　7一））∩ソ（rhs（σ1E））＝の．　By　the　induction　hypothesis　there　exists　an　L，OI

NC－derivation

　　　　σ1E鳳。、T

such　thatσ2≦η27・［ソ（σ1　E）］．　Therefbre，　we　have　an：LOI　NC。derivation

　　　　T，x＝ち以。、T，σ、E鳳。、T．

Since　a　＝　tr2ai　rv（G）　and　a2　S　n2T［V（G）］　because　of　x　¢　1）a2，　we　have

　　　　　　　σ＝≦η27・σ1［ソ（σ）】．

　　　：From（27）and（28），　we　haveσ≦η2η1θ［ソ（σ）】，　and　henceσ≦ηθ［ソ（σ）】from（26）・

（3）（］全T，∫（81，．．．，Sn）＝ち1ヲwhereオ¢ソ

　　　By　assumption，　A　is

（28）

　　　　　A・（θσ全）T，ノ（θ・、，＿，θ・。）＝ちθE鳳，T．

　By　the　definition　of　LOI，　we　have　the　following　two　cases．

（3．a）A’・θ・、＝！、，．．．，θ・π＝1。，・＝ちθE鳳，T・u・hthatA’署A

　　　　Sinceθ（・、＝1、，＿，・。＝」勘・＝ちE）鳳，T，　th・・e・eXi・t・an・LOI・NC－derivati・n

　　　　　　　　　（G’会）・、＝」、，＿，・。＝ln，r＝ちE慨。’T　　　　　　（29）

　　　　such　thatσ’≦ηθ．［ソ（σ’）】．　From（29）we　can　construct　an：LOI　NC－derivation　as　shown

　　　　in　Lemma　4．5．

　　　　　　　　　T，∫（・、，＿，・。）＝ちE鳳。T・u・h　thatσ≦ηθ［ソ（の］．

（3．b）孟全∫（オ、，＿，オ。），　and　A’・θ・、＝オ、，＿，θ・。＝tn，θE鳳，T・u・h　that五’呂A

　　　　The　rest　of　the　proof　is　similar　to　the　case　（3－a）．　t

D Completeness　proof　of　s－OINC

Let　IAI　denote　the　length　of　the　OINC－derivation　A．
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Lemma　D．1　Let　R　be　an　OTRS．　lf　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　7？E

　　　　A：（Sl　1iE　tl　A…A　sn　li　tn）　＝　true　Oll｛StYSCe　o　（n　）　1）

then　there　exists　an　OINC。derivation　with　respect　toフヒ≡

　　　　A’：si　E　ti，．．．，s．　i11　t．　Oic！3NYISCe　o，and　1A’1　〈　1Al．

Proof：　lnduction　on　n．　lf　n　＝　1，　the　result　holds　trivially．　Suppose　the　result　holds　for　n　一　1．

The　derivation　A　is　written　as　follews．

　　　　　　（G2）　（si　E1　ti　A．．．Asn　1：tn）＝true

　　　　　　　　OM”，　sl：一：tl，（s2　iiE　t2　A．．．Asn　Ei　tn）＝x，x＝true

　　　　　　Oi（；tYSCai　ai（s2　E　t2　A．．．Asn＝“tn）＝xex＝true

　　　　　　　M：14．2　ai（s2　i1E　t2A．．．Asn　Eitn）＝true

　　　　　　OINC
　　　　　　　　　　　　　口．
　　　　　　咽　　　　　　　　　　a3

By　the　induction　hypothesis，　there　exists　an　OINC－derivation

　　　　ai（s2　＝一　t2），…，ai（sn　E　t．）　Ok｛ZN＞CfC．3　e．

Thus　we　have

　　　　At：　sl　E　tb　・．・，sn　E　tn　OiC！itYlfCai　al（s2　i　t2），…，al（sn　＝一　tn）　Oi」｛ZtYSCa3　O・

We　can　easily　check　that　a3a2ai　rv（G）＝　a3ai　and　that　IA’1　〈　I　AI．　1

Lemma　D．2　Let　R　be　an　OTRS．　lf　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　71t＝

　　　　A・（σ全）f（・、，＿，Sn）≡t，E　Oi，11tyllcθ・

then　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　R＝

　　　　A’・・、＝1、，＿，・。＝ln，r≡ちE　oi，｛ltyScθ’・，・u・h　thatθ＝θ’［ソ（σ）】and　IA’1〈IAI．

　　　Proof：　The　derivation　A　is　written　as　follows．

　　　　　　　　　　　　f（sl，．．．，s．）　E　t，　E

　　　　　　　O」“”・　f（si，．．．，s．）＝c（xi，．．．，xm），t＝c（yi，．．．，ym），（xi　ii　yi　A．．．Ax7n　iE　ym）＝true，E

　　　　　　　O“，”一，　si＝li，．．．，sn＝ln，r＝c（xi，．．．，xm），t＝c（yi，．．．，ym），（xi　Ei　yi　A．．．Axm　E　ym）＝true．

　　　　　Ok｛ZN＞！SC．　7T　＝　c（xi，．．．，x．），7t　＝　c（yi，．．．，y．），（xi　iii　yi　A．．．Axm　iiE　ym）＝　true，　TE

　　　　　o騨．ロ
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Since　si　＝　li，．．．，s．　＝　1．　Ok13t＞！SC．a，　we　have

　　　　　　　　　　　　At：Sl　＝　ll，・・．，Sn　＝　ln，r　：一＝　t，E

　　　　　　o囎。τr≡TちτE

　　　　　　　OM”÷　Tr＝c（xl，．．．，xm），Tt＝c（yl，．．．，ym），（xl＝一一yl　A．．．Axm　iiE　ym）＝true，7E

　　　　　　q蝦σロ．

We　can　easily　check　that　I　A’1　〈　I　AI・　1

　　　Note　that　we　assume　m　〉　O　in　the　first　step　of　the　derivation　（30）．　The　case　m　＝　O　is

similarly　proved．

Lemma　D．3　Let　R　be　an　OTRS．　lf　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　RE

　　　　A　：　C（Sb　…，sn）　：一：i　c（tl，．．．，t．），　E　Oi　（；NYISCe　o

then　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　RE

　　　　A’：sl　＝．一　tl，．．．，sn　E　t．，E　OLIZt＞！SCe　O，such　that　IA’1　〈　IAI．

　　　Proof：　We　first　consider　the　case　n　〉　O．

The　derivation　A　is　written　as　follows．

　　　　　　（G　a）　・　c（si，．．．，sn）　E　c（ti，．．．，tn），E

　　　　　　　　Ofit”．　c（sl，．．．，sn）＝c（xl，．．．，xn），c（tl，．．．，tn）＝C（Yl，・・．，Yn），（Xl　1i11　YI　A・・．AXn　EE　Yn）＝true

　　　　　　Oi」｛ZN＞ISCe，　（si　Ei　tl　A．．．A　s．　ii1　tn）　＝　true，E

　　　　　　o蝦θ2ロ．

By　Lemma　D．1，　we　have

　　　　At：sl　＝　tl，．．．，sn　E　tn，E　OastCe，　a．

We　can　easily　check　thatθ（全θ2θ1）＝θ2［ソ（G）｝　and　that　IA，1〈囚．

　　　The　case　n　＝　O　is　similarly　proved．I

Lemma　D．4　Let　7？　be　an　OTRS．　lf　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　7？IE

　　　　A：（G　a）　c（si，．．．，s．）　iEE　y，E　Oi　IZtYSCe　o

then　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　7ZE

　　　　A’：a（si　iiE　yi，．．．，s．　ii　y．，E）　Oi」1St＞！fC．　O　where　a　＝　｛y　H　c（yi，．．．，y．）｝，
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such　thatθ＝7・σ［ソ（G）】and　IA’1〈レll．

　　　Proof：　We　first　consider　the　case　n　〉　O．

The　derivation　A　is　written　as　follows．

　　　　　　　　　　　　c（si，．．．，sn）　E　y，　E

　on　　A．．十

〇INC
～噺→ ﾅ

　v2
　N’十a

OINC
A“M　T

’C（Sl，．．．，Sn）　＝　C（Xl，．．．7Xn），Y　＝　C（Yl，．．．，Yn），（Xl　liE　YI　A　．．．A　Xn　＝一一　Yn）　＝　true，　E

Y　＝　C（Yl，…，Yn），（Sl　i11　Yl　A…A　Sn　E　Yn）　＝　true，　E

a（sl　iE　yl　A．．．A　sn　iE　yn）　＝　true，　aE

口

By　Lemma　D．1，　we　have

　　　　A’：a（Sl　＝一　yl，…，sn　iii　yn，E）　Ok｛itYSC．　O．

　　We　can　easily　check　that（θ全）アση訂σ［ソ（σ）］　and　that　lAtI＜IAI．

　　The　case　n　＝　O　is　similarly　proved．”

Lemma　D．5　（Lifting　Lemma　for　OINC－de．rivations）　Let　R　be　an　OTRS．　Suppose　G　is

a　proper　goal　and　e　is　a　non－narrowable　substitution　such　that　（1）euV（eod　e））n　V（rhs（G））　＝　¢．

If　there　exists　an　OINC－derivation

　　　　A・θσo囎，・

then　there　exists　an　OINC－derivation

　　　　A’・σo囎。・，・u・hthatσ≦ηθ［ソ（σ）］

and　IA’1　S　IAI・

　　　Proof：　By　the　induction　on　the　length　n　of　the　derivation　A．　The　result　holds　trivially　for

n　＝　O．　Suppose　that　the　result　holds　for　n　一　1．　We　distinguish　the　following　four　cases　by　the

first　step　of　the　derivation　A．

（1）　G£s＝　x，E

　　　　The　derivation　A　is　written　as

　　　　　　　　A・（θσ全）θ・・＝x，θE　k’4，、（＝｛xH・e、｝）η・θE　o黙。，、・，　whereη全η・η・［ソ（θσ）］・（31）

　　　　On　the　other　hand，　we　have

　　　　　　　　s　＝　x，E　Xi4．，（．｛x　H　s｝）　aiE・

　　　　Using　the　assumption　on　e，　we　can　easily　see

　　　　　　　　ni　e＝eai．　（32）
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　　　By　（31）　and　（32），　we　have

　　　　　　　eaiE　Ok1；N＞！＄Cn，　a．

　　　By　the　assumption　on　e　and　by　the　induction　hypothesis，　we　have

　　　　　　　B：alE　OkRNYSC．，　o，

　　　sUch　thatσ2＝≦η2θ［ソ（σ1」E）】and　IBI≦IAI－1・

　　　　　　　We　have　a2ai　5　n2　eai　＝　n2　ni　e［V（G）］

　　　．　Therefore，　we　obtain　an　OINC－derivation

　　　　　　　At：s　＝　x，E　UI．，　alE　Oic｛lt＞！SC．，　a，

　　　such　thatσ（・全σ2σ1）＝≦ηθ［ソ（σ）］andレ1，1≦レll．

（2）σ全x＝ちEwhere　t　lぎソandθx≡8

　　　The　derivation　A　is　written　as

　　　　　　　　A・（θσ全）θ（x＝t，・E）全　　・＝ちeE

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oi‘Rt＞！SC，，　ni’eE　（33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o羅η2ロ，

　　　whereη全η2η1【ソ（G）］・

　　　Since　s　and　t　are　non－narrowable，　s　and　t　are　unifiable　with　the　most　general　unifier　ni．

　　　This　unification　is　realized　by　the　combination　of　［d］一，　［vl］一　and　［v2］一steps．

　　　On　the　other　hand，　we　have

　　　　　　　x＝ちE襲。、←｛x．一t｝）σ・E・　　　　　　　　　　（34）

　　　We　define　a　substitution　7　as　follows．

　　　　　　　…｛瓢諜！

　　　We　know　ni　e　＝　Tai．　From　（33），　we　have　an　OIN　C－derivation

　　　　　　　　Tσ、EO囎，、・．

　　　Since（1）7　U「レ（eod　r））∩）ノ（rhs（σ1　E））＝の，1）y　the　induction　hypothesis，　there　exists　an

　　　OIN　C－derivation

　　　　　　　　B：alE　OklZNYSC．，　a，　（35）
　　　such　that　a2　5　n2r［V（aiE）］　and　IBI　S　I　AI　一　1．　We　have　a　2　a2ai　5　n2Tai［V（G）］，　hence

　　　σ＝≦η2η1θ（全ηθ）［ソ（σ）1・
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　　　　Concatenating　（34）　with　（35），　we　obtain　an　OINC－derivation

　　　　　　　　　A’・X＝ちE堤。、σ、EO羅。、・，

　　　　such　thatσ＝≦ηθ［ソ（σ）1　andレ1’1≦IAI．

（3）　G　a　f（si，．．．，s．）　＝　t，　E　where　t　¢　V　and　the　first　step　of　the　derivation　A　is　［on］

　　　　By　assumption，　we　have　an　OINC－derivation

　　　　　　　　　A：（θσ全）θ（f（S1，．．．，Sn）＝t，E）　全　　　　　∫（θ51，…　，θSn）＝t，θ五1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　91”；　esi＝li，．．．，esn＝ln，r＝t，eE

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o蝦，、・，and　n＝η、［ソ（θσ）］．

　　　　In　the　above　derivation，　a　rewrite　rule　f（li，．．．，1．）　．　r　is　employed　in　the　［on］一step．　By

　　　　the　assumption　on　e　and　by　the　induction　hypothesis，　we　have　an　OINC－derivation

　　　　　　　　　B・（σ’全）・、＝1、，＿，・。＝ln，r＝ちEO羅。、□，

　　　　such　thatσ2≦η2θ［ソ（σ’）】and　IBI≦IAI－1．　Hence，　we　obtain　an　OINC－derivation

　　　　　　　　　A’・∫（・、，＿，・。）＝ちE鵯・、＝1、，＿，・。＝1。，r＝ちEO即。、・，

　　　　such　thatσ（全σ2）＝≦ηθ［ソ（σ）】andレ1’1≦1／II．

（4）σ全∫（s1，…　，sn）＝∫（tl，…　，tn），Ewhere　t¢ソand　the　first　step　of　the　derivation・4　is

　　　　［d］

　　　　Similarly　to　the　case　（1）．　1

Lemma　D．6　Let　R　b　e　an　OTRS．　lf　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　to　71＝

　　　　、4：（σ全）x≡y，EOL　｛ZtYISCeロ

then　there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　toフこ≡

　　　　A’・η彦。蝦。□

where

η＝ o1圃謡、e
such　thatση＝≦θ［ソ（σ）】，　andレ1’1〈IAI．

　　　Proof：　The　proof　for　the　case　n　＝　¢　is　trivial．　Suppose　x　1　y．　The　derivation　A　is　written

as

　　　　A：x　E　y，　E　Oi」｛NYISCe，　eiE　Oic！ZNYISCe，　o，

33



where　ei　＝　｛x　”　d，　y　”　d｝　for　some　ground　data　term　d．

　　　Let　n　be一　a　substitution　｛x　H　y｝　and　T　a　substitution　｛y　”　d｝．　Then，　we　have　ei　＝　Tn．

Hence，　TnE　｛＞1£tL＞e，　a．　By　Lifting　Lemma　D．5　for　OINC－derivations，　we　have

　　　　A’、ηE鳳。・，wh・・eσ　se2T［ソ（ηE）1

and　lA’1≦IAI　一　1．　Fu・therm・・e，ση　5　e2τη　＝　e2e・（全θ）【ソ（σ）】i

Theorem　D．1　（Completeness　of　s－OINC）　Let　7？t　be　an　OTRS，　and　G　be　a　proper　goal．　lf

there　exists　an　OINC－derivation　with　respect　toフこ≡

　　　　σo騨θロ

then　there　exists　an　s－OINC－derivation　with　respect　toフこ

　　　　G8．馴。σロsuch　thatσ＝≦θ

　　　Proof：　By　the　induction　on　the　length　of　the　OINC－derivation．　Use　Lemmas　D．2，　D．3．，　Dd．4

and　D．6．　No’狽?@that　we　also　need　symmetric　versions　of　Lemmas　D．2　and　D．4　to　cope　with　the

two　inference　rules　of　［oris］　and　of　［ims］，　respectively．　1
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