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Abstract．　This　paper　addresses　an　algori七hm　for　solving　a　linear　program　With　an　additional

ra　nk－two　reverse　convex　constraint．　Unlike　the　existing　methods　which　generate　an　approxi－

mately　optimal　solution，　the　algorithm　provides　a　globally　optimal　solution　of　the　nonconvex

problem　by　a　finite　number　of　dual　pivot　operations．　Computational　results　indicate　that　this

algorithm　can　solve　fairly　large　scale　problems　efficiently．

Key　words：　Global　optimization，　reverse　convex　program，　rank－two　quasiconcave　function，

parametric　simplex　algorithm．

1．　lntroduction

In　this　paper，　we　describe　a　practical　method　for　solving　a　special　class　of　reverse　convex

programming　problems　［3，　4，　18］：

　　　　　maximize｛　cTx　l　x　E　XnY｝，　（1．1）

where　c　E　R”，　X　g　Rn　is　a　polytope，　and　Y　g　R”　is　defined　by　a　rank－two　quasiconcave

function　f：R”　一　Ri　as　follows：

　　　　　Y＝｛xE　Rnlf（x）　：E｛1　O｝．　（1．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

Since　Y　is　the　complement　of　a　convex　set　｛x　E　Rn　1　f（x’）　〉　O｝，　the　feasible　i’egion

might　be　neither　convex　nor　connected．　Hence　（1．1）　can　have　multiple　local　maxima　in

X　n　Y．　The　detailed　definition　of　rank－two　property　wi11　be　given　in　Section　2　（see　also

［14，　17］）．

　　　A　typical　example　of　problem　（1．1）　is　a　linear　program　with　an　additional　linear

multiplicative　constraint　［11，　17，　19］：

　　’The　author　was　partially　supported　by　Grand－in－Aid　for　Scientific　Research　of　the　Ministry　of

Education，　Science　and　Culture，　Grant　No．　（C）05650061．
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maximize｛　cTx　l　x　E　X，　（diTx’　＋　dio）（d2Tz’　＋　d20）　一　doo　f｛　O｝7 （1．3）

where　di　E　R”，　i＝　1，2，　and　dio　E　Ri，　i＝　O，1，2．　The　product　of　tvv’o　afline　functions

appears　in　many　applications　such　as　micrbeconomics　［2］，　bond　portfolio　optimization

［6］　and　geometrical　optimization　［8，　10］　and　so　forth　（see　［13］）．　ln　［11，　19］，　we　proposed

a　branch－and－bound　method　for　obtaining　an　6－optimal　solution．　We　reduced　（1．3）　to　a

minimization　of　a　univariate　function，　the　value　of　which　can　be　computed　by　solving

an　ordinary　convex　program．　We　extended　this　idea　and　solved　more　general　class　of

problems　than　（1．3）　in　［12］．　ln　［17］，　Thach　et．　al．　converted　（1．3）　into　a　two－dimensional

concave　minimization　problem　and　applied　an　outer　approximation　method．

　　　In　their　recent　article　［14］，　Pferschy　and　Tuy　proposed　a　fairy　efficient　algorithm　for

obtaining　an　E－optimal　solution　of（1．1）．　The　algorithm　consists　of　two　parts：　ln　the　first

part，　a　local　maximum　x”　is　searched　by　using　a　procedure　similar　to　the　usual　simplex

algorithm．　ln　the　second　part，　the　E－optimality　of　x’　is　checked　by　minimizing　the

function　f．　Since　f　has　rank－two　property　such　as　the　product　of　two　afline　functions，

one　can　minimize　f　on　a　polytope　very　efficiently　by　using　the　parametric　methods

proposed　in　（7，　9］．　lf　a；’　is　not　a　global　maximum，　it　is　discarded　by　adding　the　cutting

plane　cTx　｝1　cTx’　十　E，　where　E　is　a　positive　tolerance．　ln　this　paper，　we　will　propose

a　parametric　dual　simplex　algorithm　for　solving　（1．1）．　Our　algorithm　contrasts　with

the　method　by　Pferschy　and　Tuy　in　two　points：　using　no　cutting　planes　and　yielding　a

globally　optimal　solution．

　　　The　organization　of　the　paper　is　as　follows：　ln　section　2，　we　parametrize　（1．1）　by

introducing　two　auxiliary　variables　and　define　an　equivalent　master　problem．　We　also

show　that　an　optimal　solution　x“　exists　among　the　intersection　points　of　the　boundar’ies

of　X　and　Y．　To　find　such　an　intersection　point，　we　apply　a　parametric　dual　simplex

procedure　to　a　linear　program　associated　with　（1．1）　in　Section　3．　Section　4　is　devoted

to　the　algorithm　for　searching　an　optimal　solution　x’．　We　show・　that　x’　can　be　obtained

after　applying　finitely　many　dual　simplex　pivots　to　the　master　problem．　Results　of

computational　experiments　of　our　algorithm　are　presented　in　Section　5．

2．　Parametrization　of　the　Problem

The　nonconvex　problem　we　consider　in　this　paper　is

（P）

maximize　cTx

subject　to　Ax＝b，　x　｝）　O，

　　　　　　　　　　f（x）　s　o，

（2．1）

where　A　E　RM　X”，　b　E　RM　and　c　E　R”．　We　assume　that　the　set：

X　＝｛x　E　R”IAx・　一一一一　b，　x　）　O｝ （2．2）
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is　nonempty　and　bounded．　The　function　f　：　R”　．　Ri　is　continuous　and　quasiconcave

on　X．　lt　also　possesses　rank－two　property　on　X　［141．　Namely，　there　exist　two　linearly

independent　vectors　di，　d2　E　Rn　such　that

　　　　　yE　R”，　di’y　i）　O，　i＝　1，2＝f（x’＋y）　12t　f（X），　VxE．X　（2．3）

Let

　　　　　y＝＝　｛xE　Rnlf（x）　so｝，　（2．4）
then　the　feasible　region　of　problem　（P）　is　denoted　by　X　fi　Y．

　　　If　we　remove　the　last　constraint　f（z’）　一〈　O　from　（P），　we　have　an　ordinary　linear

programming　problem：

　　　　　（P）：maximize｛　c’x［x　E　X｝，　（2．5）

which　has　an　optimal　solution　X　since　X　is　nonempty　and　bounded．　lf　X　E　Y，　then　hi

is　a　globally　optimal　solution　of　（P）．　To　exclude　this　trivial　case，　w’e　assume　throughout

the　paper　that

　　　　　max｛　cTxlxEX｝＞max｛　c’xlxEXnY｝．　（2．6）

The　following　is　a　well－known　result　on　reverse　convex　programming　（see　e．g．　［18］）：

Lemma　2．1．　If　X∩y≠の，αmong　boundαr3／points（ゾy’existsαglobαlly　optimal

soZution　X＊（ゾ（1『ソ．　　口

In　our　problem，　the　linearity　of　the　objective　function　strengthens　this　lemma．　When

X　is　of　one－dimension，　the　problem　can　be　easily　solved．　Then　we　assume　in　the　sequel

that　dim　X　〉一一　2．　We　denote　the　set　of　relative　interior　points　of　X　by　int　X　and　the　set

of　boundary　points　of　X　by　aX，　i．e．，　aX　＝　X　N　int　X．　For　Y，　aY・　denotes　the　set　of

boundary　points　in　the　usual　topological　sense．

Lemma　2．2．∂X∩∂y≠のif　X∩｝！≠の．

Proof：　Let　us　denote　by　YC　the　complement　of　Y．　Then　by　the　assumption　（2．6）　and

the　linearity　of　the　objective　function，　aX　A　YC　contains　an　optimal　solution　T　of　（P）

and　hence　is　nonempty．　On　the　other　hand，　OX　n　Y　is　also　nonempty　if　X　n　Y　1　e．　ln

fact，　aX　c一一　Yc　would　imply

　　　　X　＝　co　ax　g　co　yc　．．　yc，

where　co・　denotes　the　convex　hull．　Thus　aY　intersects　OX　since　dim　X　〉　2　and　hence

∂Xis　connected．　ロ
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Theorem　2．3．

ax　n　ay．

If　X∩y≠の，　then　there　extSts　a　9励α〃y・ptimal　S・luti・ηガ・）f　（P？　in

Proof：　Let　x“　be　a　globally　optimal　solution　of　（P）　and　suppose　x”　E　int　X’naY．　Choose

an　arbitrary　point，　say　x・i　from∂X∩∂y　and　letδbe　a　su冊ciently　small　positive　number

such　that　x2　＝　x“　十　6（x“　一一　xi）　lies　in　X．　We　shall　show　that　x2　E　Y：　Let　us　denote　by

W　the　closure　of　the　convex　set　YC　and　assume　the　contrary．　Then　we　have

　　　　z’“　＝　rllrTtxi　＋　rtrtx2，　xi　E　．ay　g1　w　and　x2　E　yc　＝　int　w，

where　the　last　equality　follows　from　the　convexity　of　YC．　Using　the　accessibility　lemma

（Stoer　and　Witzgall　［16］　（3．2．11）），　we　see　that　x’　E　int　VV　＝　YC．　This　is　a　contradiction．

Then　by　the　linearity　of　the　objective　function，　the　equality　cTx’i　＝　cTx2　＝　cTx’　holds，

which　implies　that　x・1∈∂X∩∂y　is　also　globally　optimal　to（P）．　ロ

Remark．　Under　the　same　condition　as　Theorem　2．3，　we　see　that　a　globally　optimal

solution　x“　of　（P）　lies　in　the　intersection　of　an　edge　of　X　and　the　boundary　aY　of　Y．　lf

x＊　E　int　F　A　aY　for　some　two　or　higher　dimensional　face　F　of　X，　then　we　can　show　that

some　xi　E　OF　n　OY　is　also　a　globally　optimal　solution　in　exactly　the　same　way　as　in　the

proof　of　Theorem　2．3．　Repeating　this　argument　if　necessary，　we　will　obtain　the　desired

solution．　a

　　The　following　lemma　furnishes　an　insight　into　the　rank－two　property：

Lemma　2．4．　Suppose　thαt　f：Rn→Ri　is　continuous　and　quasiconcαve，　and　hαs　rank一

如・pr・pe吻・ηXωith　reSpeCt　t・tω・VeCt・rS　d、αnd　d2・Then　there　eXiStS　a，function

g：」R2一→」Riωhich　is　continuousαnd　quαsiconcαve　on　Z＝｛（（li　Tx，（t2Tx）lx∈X｝，αnd

sαtiSifies

　　　　∫（の＝9（diTz’，d2Tx），∀x∈X，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・7）

　　　　η∈R2，η≧0⇒g（ζ十η）≧g（ζ），∀ζ∈Z．　　　　　　　　　　　　　　（2．8）

Pro（’f’If　f　is　not　expressed　as（2．7），　for　some　xl，　x2∈Xwe　have

　　　　d、Tz・1＝d、T　v2，　i＝1，2；ノ（x’）＜ノ（x2）．

However，　it　follows　from（2．3）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　f（のく∫げ）⇒ヨi，diTx’＜d、Tx2，

which　is　a　contradiction．　It　is　easy　to　see　that（2．8）holds．

　　　：Let　us　show　that　g　is　quasiconcave　on　Z：Choose　arbitraryζ1，ζ2∈Z．　Then　we　have

ζ1＝（dlTx3，d2Tx3），ζ2・＝（dlTx4，d2：「x4）for　some　x3，　x4∈X，　and

　　　　　9（（1一λ）ζ1＋λζ2）＝ノ（（1一λ）x3＋λx4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧　min｛ノ（X3），　f（X4）｝＝min｛9（ζ1），9（ζ2）｝

for　anyλ∈［0，1｝．　The　continuity　of　g　is　obv三〇us．　　ロ
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Therefore　（P）　can　be　reformulated　as　follows　by・　the　function　g　：　R2　．　Ri：

　　　　　　　　　　　　　：一一・：・’一一　一T
　　　　　　　　　　maMmlze　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c’　x

　　　　　（P’）lsubject　to　x　E．iY，　’　（9“．9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（（∫1　Tコ：コ，（i2　Taう≦0．

Introducing　tvv’o　auxiliary　variables　〈i，　〈2，　we　can　transform　（P’）　into　an　equivalent

master　problem：

　　　　　　　　　　　maximize　cTx

　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X，
　　　　　（MP）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　diTx＝〈i，　d2Tx＝〈2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（〈）　s　o，

where　〈　＝　（〈i，〈2）．　The　following　theorem　can　be　readily　obtained：

Theorem　2．5．　ij（x＊，〈＊）is　an　optimal　solution　of（MP？，　then　x’“solves（P？．　U

　　　Let　us　denote

　　　　　H＝　｛CE　R21g（C）　sO｝．　（2．11）

Lemma　2．6．　x　E∂γ加η4・吻if←（d、Tx’，d、㌦）∈∂且．

Proof：　We　first　show　the　‘only　if’　part：　Note　that　〈　＝　（diTx，d2Tx’）　lies　in　H．　Given　an

arbitrary　positiveδ，　letδ’＝δ／ll（d1，（i2）II・Since　z’∈∂y，　there　is　a　point：ガ∈B6’（x）∩｝1c，

where　Bδ，（x）is　theδ’一neighborhood　of　z’．　Letζ’＝（（i1　T　：b・t，d2　T：ガ）．　Thenぐ∈Hc　and

　　　　　ll〈’一くll　＝　（（diT（x’一x））2＋（d2T（x’一x））2）i／2

　　　　　　　　　　　　　≦　ll（di，d2）1川xt－X’　ll＜Il（（ii，d2）llδ’＝δ．

Thus　Bδ（ζ）∩Hc≠のand　henceζ∈∂H．

　　　To　show　the　‘if’　part　let　us　consider　the　2　×　n　matrix　D　of　rovv’s　diT　and　d2T．　Since

these　vectors　are　linearly　independent，　we　assume　without　｝oss　of　generality　that　the

2　×　2　submatrix　D　of　the　first　two　columns　is　nonsingular．　Given　an　arbitrary　positive

number　6，　let　6’　＝　6／llD－i　ll　and　consider　the　6’一neighborhood　of　〈．　Since　〈　E　OH，　we

can　find　a　pointぐof　Bδ，（ζ）∩Hc．：Let

y一

iD－i（〈t　一　〈　　　　　o））∈Rn・

then　llyll　S　llD－illll〈’　一　〈ll　〈　6　and　also　D（x　十　y）　＝　〈’．　Thus　6－neighborhood　of　x

contains　a　point　x十yof　Yc．　　　ロ

　　　For　a　given　〈　＝　（〈i，〈2）　let　us　consider　the　following　problem：
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　　　　　　　　　　　　　　　1“：一A　AT
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　皿　　　　　　　　　　　maX皿1ze、

　　　　（P（〈））1　subject　to　x　E　X，　（2．12）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　diTx’　＝　Ci，　d2Tx’・＝　〈2

We　refer　to　a　〈　as　an　active　point　if　〈　E　OH　and　problem　（P（〈））　is　feasible．　Let　us　denote

an　optimal　solution　of　（P（〈））　by　x’（〈），　then　the　argument　thus　far　is　sun　unarized　into

the　following　theorem：

The・rem　2．7．　Th・P・int　x＊＝ガ（ζ＊）whi・h　mαximizes　・Tx＊（く）・ver　all　a・tiv・P・幡

ζ　is　a　globαlly・ptimal　S・luti・n（・f　（」『ノ・　ロ

　　　Thus　problem　（P）　can　be　solved　by　solving　（P（〈））　as　varying　〈　over　all　active　points．

This　could　be　done　easily　if　the　boundary　aH　is　parametrized　by　one　parameter，　e．g．，

the　implicit　function　〈2　＝＝　ip（〈i）　is　known　for　〈　＝　（Ci，〈2）　E　OH．　But　such　a　favorable

situation　is　not　expected　in　general．

　　　In　the　rest　of　this　paper，　we　assume　the　following　for　the　sake　of　simplicity：

Assumption　2．1．　No　vertices　of　X　are　boundary　points　of　Y，　i．　e．，

　　　　　y（X）∩∂：｝！＝の，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）

where　V（・）represents　the　set（）f　vertices・　ロ

Then　we　immediately　see　from　Lemma　2．6　that　〈　is　not　actiNre　if　x＊（〈）　is　a　vertex　of

X．

3．　How　to　Find　an　Active　Point

In　this　section　we　will　propose　a　method　for　finding　an　active　point　〈，　which　wi11　serve

as　a　starting　point　of　our　algorithm．

　　　For　an　interval　1　of　real　numbers　we　denote

　　　　X（1）　＝｛xlx　E　X，　di’x　E　1｝．

When　1　＝　［v，v］，．i．e．，　a　degengrate　interval，　we　simply　write　X（v）．　The　following　two

parametric　linear　programs　play　an　important　role：

　　　　　　　　　　　　　minimize　d2Tx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）　　　　　（Q一（の）

　　　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X（v），

　　　　　　　　　　　　　maximize　d2Tx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）　　　　　（Q＋（v））

　　　　　　　　　　　　　subject　to　x　E　X（v）．

We　impose　here　the　dual　nondegeneracy　assumption：
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Assumption　3．1．　Both　of（（？一（zl　）ノαnd　（（？＋＠）ノhαve　a　unique　optimα1　solution　unless

X（v）is　empty．　ロ

We　denote　by　a’（v）　and　£’（v）　optimal　solutions　of　（Q一（’v））　and　（Q＋（v）），　respectively，　if

they　exist，　and　let

　　　　　ん＿（v）＝　d2Tth（v），　h＋（v）＝42㌃（の．　　　　　　　　　．　　　　　　　　　（3．3）

Lemma　3．1．　An　optimα1　solution　i’（v）（resp．奴のノ。ゾピ（？一（’v）ノ（resp．（q＋＠）刀mini－

mizes　（resp・max伽zesノ∫（の・ηX（の．

Proof：　Since　h一（v）　一く　d2　Tx　for　any　x　E　X（v），　from　Lemma　2．4　we　have

　　　　　f（di（v））　＝　g（di’th（v），　d2Tdi（v））　＝　g（v，h一一（v））　f｛　g（di’x，d2’x）　＝＝　f（x）．

We　can　show　the　assertion　about　th（のsimilarly．　ロ

Corollary　3．2．　ij　g（v，　h一（v））　S　O　〈　g（v，h＋（v）），　then　there　exists　at　least　one　active

point〈　＝　（〈i，〈2）　with　〈i　＝　v．　ijg（v，h一（v））　S　O　＝　g（v，h＋（v）），　then　either〈　＝　（v，h．（v））

is　an　active　point　or　there　are　no　active　points　with　〈i　＝＝　v．　Otherwise，　there　are　no

active　points　with〈i＝v．　O

　　　For　a　given　value　0　of　the　parameter　there　can　be　an　active　point　〈　＝　（〈i，〈2）　with

ζ1＝脅when

　　　　g（O，　h一（U））　．〈一一〇一く　g（0，　h＋（tb））　（3．4）

holds．　lf　such　an　active　point　actually　exists，　we　will　find　it　in　the　course　of　solving

（Q＋（0））　starting　from　th（O）　by　the　usual　simplex　algorithm．　The　procedure　we　will

present　receives　a　value　’b　such　that　X（・V）　i　to　and　yields　an　active　point　〈　with　〈i　〉　di．

The　first　component　〈i　is　the　least　value　among　all　〈’s　with　〈i　〉　’b　which　potentially

provide　a　globally　optimal　solution　of　（P）．

3．1．　ROLE　OF　THE　MINIMIZATION　PROBLEM　（Q一（v））

Suppose　that　we　are　given　a　value　D　satisfying

　　　　case　1：　X（（b，　b十6］），n　Y＝to　for　some　6＞O．　（3．5）

We　so！ve　problem　（Q一（v））　for　every　v　in　the　interval　［’U，　oo）　by　using　a　parametric

right－hand－side　simplex　algorithm．　Then　we　will　obtain　a　sequence　of　intervals　［vo，vi］，

［vi，v2］，　．．．，　［vp－i，　vp］，　and　the　sequence　of　associated　optimal　bases　Bo，　Bi，　．．．，　Bp－i　E

R（M＋i）×（M＋i），　where　vo　＝　U　and　vp　＝　max｛　diTx　l　x’　E　X　｝．　The　following　lemma　shows

that

　　　　case　1．1：　g（vi，h一（vi））＞O，　i＝1，．．．，p

implies　that　there　are　no　feasible　solutions　of　（P）　satisfying　diTx’　〉　0．

（3．6）
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Lemma　3．3．　X（＠，　OQ））∩y＝のif　and　only　if　（3．のんolds．

Proof：　The　‘only　if’　part　is　trivial．　To　show　the　‘if’　part，　let　us　assume　that　there　is　a

feasible　solution　x’　E　X　fi　Y　such　that　diTx”’ @〉　V．　Let　〈’　＝　（ζ｛，く5）　＝　（diT2’，d2Tx’），　then

〈1　〉　0　and　〈5　〉一　h一（〈1），　and　consequently

　　　　9（ζ1，ん＿（ζD）≦9（ζ1うζ5）＝ノ（コ：／）≦0．

Let　（vk，vk＋i］　be　an　interval　containing　〈1，　then　〈1　＝　Avk．　十（1　一　A）vk＋i　for　some　A　E　［O，1］．

By　definition　h一　is　linear　on　［vk．，vk＋i］，　and　by　the　quasiconcavity　of　g　we　have

　　　　9（ζ1，ん＿（ζ｛））≧min｛9＠た，ん＿＠た）），9＠た＋1，ん＿＠た＋1））｝・

When　k　2　1，　the　right－hand－side　is　positive，　which　leads　to　a　contradiction．　When

k　＝　O，　replacing　vo　by　vo　十　6’　for　an　6’　such　that　O　〈　6’　〈　min｛　6，　diTx’　一一　’U　｝，　we　again

have　a　contradiction．　O

Applying　this　lemma　with　T・　＝　min｛　diTx’　1　x’　E　X　｝，　we　obtain　the　following　corollary：

Corollary　3．4．　Let　th　minimize　d2Tx　among　the　minimal　solutions　of　diTx’　on　X．　Then

毎yαηdμの・ccursザαnd・吻if　（Pノ歪5蛎θα3¢ゐle・

Pro（ゾ，　Obvious　from　Corollary　3．2　and：Lemma　3．3．　　ロ

　　　Unless　（3．6）　occurs，　we　will　find　an　interval　［vk，vk．＋i］　satisfying

　　　　case　1．2：　g（vi，h．（vi））＞O，　i一一一1，2，．．．，k；　g（vk＋i，h一（vk＋i））SO・　（3・7）

Let　〈　be　an　intersection　of　the　line　segment　（vk，h一一（vk））一（vk．＋i，h一（vk＋i））　and　OH．　lf　the

intersection　is　not　unique，　we　take　the　one　with　the　smallest　first　component．

Lemma　3．5．　The　point　〈　obtained　in　case　1．2　has　the　least　first　component　among

active　points　〈　with　〈i　〉　O．

Proof：　Assume　that　there　is　an　active　point，　say　〈’　＝　（〈1，〈S）　such　that　U　〈　〈1　〈　〈i．

Then　g（C｛，h一（Cl））　f11　g（〈’）　f｛　O．　By　the　quasiconcavity　of　g，　w」e　see　that　〈1　falls　in　the

same　interval　asζ1．　This　contradicts　the　choice　ofζ．　　ロ

3．2．　ROLE　OF　THE　MAXIMIZATION　PROBLEM　（Q＋（v））

Left　is　the　case　where

　　　　case　2：　X（（b，D十6］）nYlOforany6＞O．　（3．8）

As　wi11　be　shown　in　the　next　section，　the　procedure　is　not　applied　to　this　case　when　an

active　point　〈　with　〈i　＝　fi　is　found．　Then　we　assume　that　there　are　no　active　points　〈

with　Ci　＝＝　fi．　By　corollary　3．2　we　have
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　　　　　g（U，　h＋（・b））SO．　（3．g）
We　increase　the　parameter　v　from　T　and　solv・e　（Q＋（v））．　Then　a　sequence　of　intervals

［vo，vi］，　［vi，’v2］，…　，　［vp，一i，vpt］　is　generated　as　before．

　　　Since　we　have　assumed　that　the　maximal　solution　of　（Q＋（v））　is　uniclue　for　each　iv，

the　set　X（v）　n　｛x　1　d2Tx　＝　h＋（v）｝　consists　of　a　single　point　a’（v）　for　each　z，．　Then　for

v　＝＝　（1　一　A）vk．　十　Avk．＋i　in　the　interval　［vk，　vk＋i］　it　holds　that

　　　　　ガ＠，ん＋＠））＝（1－A）ガ（Vk・，ん＋＠た））十λゴ＠た＋1，ん＋（むた＋1））．

Consequently　we　have

　　　　　・Tげ＠，ん＋＠））≦max｛eTx＊＠ん，ん＋（Vk）），　cTx＊＠た＋1，ん＋＠ん＋1））｝．

Therefore　if　both　x’＊（vk．，h＋（vk．））　and　x“（vk＋i，h＋（vk＋i））　belong　to　Y，　i．e．，　g（’uk，h＋（vk））　SI

O　and　g（vk．＋i，h＋（vk＋i））　S｛　O，　then　we　can　discard　〈’s　with　〈i　E　（vk，vk＋i）　vv’ithout　over－

looking　any　points　which　potentially　provide　a　globally　optimal　solution　of　（P）．　lt　might

happen　that

　　　　　g（vk，h＋（vk））　S　O，　g（vk＋i，h＋（vk＋i））　S　O　and

　　　　　9（v，h＋（v））＞Of・rs・m・v∈［Vk，　Vk＋11，

and　hence　the　line　segment　（vk，　h＋（ivk））一（vk＋i，　h＋（vk＋i））　intersects　aH　at　an　active　point．

But　such　an　active　point　need　not　be　considered．

　　　Thus　in　the　above　process　two　cases　are　possible：

　　　　　case　2．1：　一g（vi，h＋（vi））　一〈　O，　i一一一一　1，．．．，p’，　（3．10）

　　　　　case　2．2：　g（vi，h＋（’ui））SO，　i＝1，．．．，k；g（vk＋i，h＋（vK・＋i））＞O．　（3．11）

If　（3．11）　occurs，　then　choose　a　point　〈　with　the　least　first　component　among　intersection

points　of＠た，ん＋＠た））一（vk＋1，　h＋（vk＋1））and∂H．

Lemma　3．6．写ピ3．1のholds，ηoαc伽e　pointsζsuch　th　atζ1＞Uprovideαg励ally

optimal　solution　of　（P？．

Proof：　Suppose　there　is　an　active　point　〈’　＝　（〈｛，〈5）　such　that　〈1　〉　1．　Let　〈1　be　in　the

interval　［vi，vi＋i］　for　some　i　一く　p’　一　1．　Then　as　discussed　above　x“（〈’）　does　not　provide

a　better　objective　function　value　than　either　x＊（vi，　h＋（vi））　or　x“（vi＋i，h＋（vi＋i））．　Since

neither　（vi，ん＋＠））nor（vi＋1，ん＋（vi＋1））is　active　under　Assumption　2．1，ぐcan　be　ignored

by　Theorem　2．7．　ロ

Lemma　3．7．　The　point　〈　obtained　in　case　2．2　has　the　least　first　component　among

αC伽ep・幡ζω航ζ1＞む画CんP・tentially　pr・”¢4eαg励吻・P伽al・S・liL伽・ザ（P？．

Proof：　Suppose　there　is　an　active　point　〈’　＝　（〈｛，〈S）　such　that　〈1　E　［’vi，’vi＋ii　n　（vo，〈i）．

When　e　S　i　〈　k，　we　see　by　the　same　argument　as　in　the　proof　of　the　previous　lemma

that　〈’　does　not　provide　a　globally　optimal　solution．　When　i　一一　k’，　both　〈｛　and　〈i　lie　in

the　same　interval［vk・，vk．＋1】．　This　contradicts　the　choice　ofζ．　　ロ
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3．3．　PROCEDURE　FOR　FINDI！　G　AN　ACTIVE　POINT

“’e　are　now　ready　to　present　the　procedure　for　finding　an　actiNre　point　〈　with　〈i　〉　’D　for

a　given　U　sttch　that　X（’D）　；　to：

Procedure　ACT（’U）．

Case　1．　lf　（3．5）　holds，　then　do　the　following：

　　　　　　10　Solve　（Q一（’u））　parametrically　as　increasing　the　value　v　from　’b　and　generate

　　　　　　　　a　sequence　of　intervals　［vo，vil，　［vi，v2］，．．．，　［vp－i，vp］，　where　vo　＝　i，’　and　’up　＝

　　　　　　　　max｛　di　Tx　1　x　E　X　｝．

　　　　　　20　Find　an　interval　［vk，vk＋i］　satisfying

　　　　　　　　　　　　　g（vi，h一（vi））＞O，　i＝　1，2，．．．，k；　g（vk・＋i，h．一（vk＋i））SO．　（3．12）

　　　　　　　　If　such　an　interval　is　not　found，　then　stop．

　　　　　　30　Compute　a　point　〈　with　the　least　first　component　among　intersection　points

　　　　　　　　of（Vk，ん＿＠た））一＠た＋1，ん＿＠た＋1））and∂H．

Case　2．　lf　（3．8）　holds，　then　do　the　following：

　　　　　　10　Solve　（Q＋（v））　parametrically　as　increasing　the　value　v　from　O　and　generate

　　　　　　　　a　sequence　of　intervals　［vo，viL　［vi，v2］，　．．．，　［vp，一bvpt］，　where　ve　＝　U　and

　　　　　　　　vp　＝　max｛　diTx　l　x　E　X　｝．

　　　　　　20　Find　an　interval　［vk．，vk＋i］　satisfying

　　　　　　　　　　　　　g（vi，h＋（vi））　一〈　O，　i　一一一一　1，．．．，k’；　g（vk＋i，h＋（vk＋i））　〉　O．　（3．13）

　　　　　　　　If　such　an　interval　is　not　found，　then　stop．

　　　　　　30　Compute　a　point　〈　with　the　least　first　component，　among　intersection　points

　　　　　　　　of（vk，　h＋（vk））一（むた＋1，ん＋（tUk＋1））and∂H．　　　□

Under　the　dual　nondegeneracy　assumption，　the　number　of　pivot　operations　required　by

the　parametric　right－hand－side　simplex　algorithm　is　finite　（see　e．g．　［1］）．　Hence　the　above

procedure　provides　an　active　point　〈　in　finite　time　if　it　exists．　The　associated　problem

（P（〈））　has　a　unique　optimal　solution　x’＊（〈）　on　some　edge　of　X

Remark．　ln　bo’狽?@the　cases　of　procedure　ACT，　the　intervals　［vi－i，vi］，　z’　＝　1，2，．．．，　are

successively　generated．　lf　an　interval　［vk，vk＋i］　satisfies　（3．12）　（or　（3．13）），　then　we　can

immediately　terminate　this　process　even　though　the　value　of　v　does　not　reach　max｛　diTx’　l

X’∈X｝．　ロ
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4．　How　to　Find　an　Optimal　Solution

Suppose　we　have　an　active　point　〈O　such　that　x＊（〈O）　lies　on　some　edge　of　the　polyhedron

X．　Such　an　active　point　can　be　obtained　by　using　the　procedure　developed　in　the

previous　section．

　　　Let　us　recall　the　constraint　of　（P（〈O））：

　　　　　Ax　一一N一’b一一　e’〈？一e2〈，O，　x＞．m．　O，　’　（4．1）

w’here　ei　E　RM＋2　represents　the　m　＋　ith　unit　column　vector　for　i　＝　1，2，　ST　＝　（bT，O，O）

and

　　　　　A＝1　d，T　1．

　　　　　　　　　　　d2T

Let　Bo　E　R（M＋2）×（M＋2）　be　an　optimal　basis　of（P（〈O））．　The　optimal　dictionary　associated

with　Bo　is　defined　below：

　　　　　　コニ，B　＝b一δ1ζ？一∂2ζ2一ノVbコニ，　A・

　　　　　　zny一一　cT．（5一，：i〈，o　一一一　e’2“〈，o）　＋V6tr．．，　（4．2）

where

　　　　　［Bo，　No］　＝　A，　5　’一”＝　Bo－i6，　e－i　＝　B，’一iei，　i＝　1，2，

　　　　　N。一参茜∂得一（C弄一C罰。），　　　　　　　（4・3）

and　the　indices　B　and　N　represent　the　basic　and　the　nonbasic　parts，　respectively．　Since

ゴ（く。）lies　on　an　edge　of　X，　the　dictionary（4．2）is　degenerate，　i．e．，　some　components　of

b　一　e－i〈iO　一　e－2〈20　are　equal　to　zero．

Remark．　A　dictionary　associated　with　an　optimal　basis　Bたof（Q一（ζo））（or（Q＋（ζo）））

generates（4・2）very　efficiently．　In　the　dictionary　of（Q＿（ζo））the　Iast　row　is　as　follows：

　　　　　ん一（η？）＝d・BTB疋1（δ一e1ζ？）＋（d，NT一．d，BTβ疋1Nん），　　　　　（4．4）

where　e1∈Rm＋l　is　the　m十1§t　unit　colu皿n　vector，（（12BT，（12NT）is　the　partition　of（12　T

　　　　　and　6T＝（bT，0）．　Let　us　introduce　an　artificial　variable　xn＋1（≧0）and　replace（4．4）by

　　　　x。＋1＝ん一（η♀）一d・BTB疋’（S　一一　・’ζ，o）一（d，NT－d，BTB疋1八「ん）．　　　（4．5）

Also　add　the　objective　function　row　to　this　system　of　linear　equations．　If　we　apPly　a

single　dual　pivot　at　the　m十2nd　row（4．5），　then　we　have　a　feasible　dictionary　of（P（ζo））．

This　dictionary　is　also　opt三mahlnder　the　dual　nondegeneracy　assumption　imposed　on

both（Q＿（v））and（Q＋（の），　since　the　set　x（ζ？）∩｛xld2Tx＝ζ9｝wh三ch　coincides　with

the　feasible　region　of（P（ζo））is　a　singleton．　　ロ
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　　　It　is　well　known　（see　e．g．　［1］）　that　the　basis　Bo　is　optimal　to　（P（〈））　for　all　〈　satisfying

　　　　－b－e－i〈i－e－2〈2）O．　（4．6）
Hence　the　maximal　value　of　z　while　Bo　remains　optimal　can　be　computed　by　solving　a

two－dimensional　linear　programming　problem：

（P・）無鶴；甑奮ζ2　　　　（4・7）

To　find　an　optimal　solution　of（P），　however，　we　need　the　additional　constraint　g（〈）　S　O：

　　　　　　　　　　maXimiZe　－C三乙1ζ1－C冤乙2ζ2

　　　　　（Po）1subject　to　e一’Ci十e－2〈2　S　6，　（4．8）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（〈）　s　o．

Let

　　　　　Zo＝　｛CER21e一’〈i十e－2〈2　ff｛5｝．　（4．9）

Note　that　Zo　is　a　bounded　polyhedron，　since　for　any　C　E　Zo　we　have

　　　　　min｛diTx’　1　x∈X｝≦ζi≦max｛diTx　1　x∈Xい＝1，2・　　　　（4・10）

Thus　（Po）　is　of　the　same　form　as　（P），　and　also　has　a　feasible　solution　〈O．　lf　〈　is　a　vertex

of　Zo，　then　x”（〈）　is　a　vertex　of　X．　Hence　Assumption　2．1　implies　that　no　vertex　of　Zo

lies　in　OH．

　　　Let　〈　be　an　optimal　solution　of　（Po）．　Then　two　cases　can　occur：

（i？　g（〈一j　S　O：　The　point　〈　solves　（Po）　but　does　not　lie　in　aH．　Then　it　can　be　ignored

b＞r　Theorem　2．7．

（ii？　g（〈一 j　〉　O：　Applying　Theorem　2．3　to　（Po）　yields　the　existence　of　an　optimal　solution

of　（Po）　in　OZo　n　OH．

In　both　cases，　it　is　sufficient　to　search　the　intersection　points　of　aZo　and　aH．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　も4．1．SoLuTIoN　METHoD　FoR　THE　Two－DIMENsloNAL　PRoBLEM

Since　Zo　is　a　polytope　in　the　plane　de丘ned　by　m十21inear　inequalities，　we　can　enumerate

all　vertices　of　Zo　in　O（m　log　m）time　by　using　a　technique　of　computational　geometry

（see　e．9．［15】）．

　　　Owing　to　the　degeneracy　of　the　dictionary（4．2），　the　active　pointく。　lies　on　the

boundary　of　Zo．　Let　wl，．．．，wq，ω9＋1（＝ω1）be　the　vertices　ordered　counterclockwise

fromζo．　In　general　there　can　be　more　than　two　intersection　points　of∂Zo　and∂H，　but

we　choose　the　first　one　asζ1．　Namely，　we丘nd　k　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12



　　　　9（ωり≦0，ぎ＝1，＿，ん；9（ωた＋1）＞0　　　　　　　　　（4．11）

and　let　〈i　be　an　intersection　point　of　the　edge　wk－iwk＋i　and　OH　（see　Figure　4．2）．

：Lemma　4。1．　When（4．11／occurs，　tんe吻eωた一ωた＋1んα3αu吻ue　intersection　point

ω齢∂∬．

P呵・Assum・thatωた一ωた＋1　interseρt・∂H　at　m・re　than・n・p・int・L・tζ1　andζ’b・

two　distinct　points　of　them　and　suppose　〈’　is　a　convex　combinatibn　of　〈i　and　wk＋i．　Let

e　denote　the　closure　of　the　open　convex　set　HC，　then

　　　　wk＋i　E　Hc　＝　int　e　and　〈’　E　OH　g　e．

By　the　accessibility　lemma　［161　we　obtain　〈’　E　int　G）　＝　HC．　This　is　contrary　to　the　choice

of〈’．　M

As　shown　in　Section　2，　the　slope　of　the　tangent　to　aH　is　always　nonpositive，　and　hence

we　have　〈，O　〈一　〈，i　and　〈，O　〉一　〈，i．　By　Assumption　2．1，　we　see　that

If　we　replace　〈O　by　〈i　in　the　dictionary　（4．2），　then　for　the　ikth　row　corresponding　to　the

edge　wk－ivk＋i　we　have

　　　　5i、一ε｝、ζ1考、ζ孟0・　　　　　　　　　　　（4・13）

Choosing　some　nonbasic　column　as　an　incoming　basic　vector　and　carrying　out　a　single

dual　pivot，　we　obtain　an　alternative　basis　matrix　Bi，　which　is　optimal　to　（P（〈i））．　lf　we

cannot　find　such　a　column，　i．e．，　every　element　of　the　ikth　row　of　Aro　is　nonnegative：

　　　　etk　No　20，　（4．1　4）
then　for　some　6　〉　O　there　is　no　active　point　〈　such　that　〈i　E　（〈i，〈i　十　6］　．　To　find　a　new

active　point　we　apply　procedure　ACT（〈1）　in　Section　3．

　　　In　this　way，　starting　from　an　active　point　〈O　and　the　associated　polytope　Zo，　a　se－

quenceζo，　Zo，ζ1，　Z1，ζ2，＿，ぐ一1，　Z卜1，ぐis　generated　until（4．14）holds．　Some

polytope　may．　appear　more　than　once　in　the　sequence　but　all　〈」’s　are　distinct．　Further－

more，　the　union　U；　oi　Zi　covers　the　boundary　OH　between　〈O　and　〈’．　Hence　〈」　with

cTが（ζゴ）・＝max｛cTが（ぐ）li＝0，1，＿，r｝serves　as　the　best　incumbent　amongぐs　be．

tweenζo　andぐ．　Note　that　we　also　have　a　sequence　of　associated　bases　Bo，Bi，＿，B，＿1

such　that．Bi　is　optimal　to　both（P（ぐ））and（P（ぐ＋1））．

4．2．　ALGORITHM　FOR　FINDING　AN　OPTIMAL　SOLUTIOr　OF　（P）

The　algorithm　for　obtaining　a　globally　optimal　solution　x’“　of　（P）　is　summarized　below：
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Algorithm　OPT．

Phase　1．　Find　an　initial　active　point　〈O　as　follows：

　　　　　　（i）Let　u＝min｛diTx　l　v’∈x｝．　Solve（Q＋（i’））starting　from　a’（i’）and　search　for

　　　　　　　　an　active　poilltζo＝（ζ9，ζ8）withζ？＝b．　Ifζo　is　found，　then　go　to　Phase　2．

　　　　　（ii）Ca11　procedure　ACT（0）for　obtaining　an　active　point　〈O＝・（ζ？，ζ8）withζ？＞5．

　　　　　　　　Ifζo　is　not　found，　then　terminate．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りPhαse　2．　Obtain　an　optimal　basis　Bo　of（P（ζo））．：Let♂＝ガ（ζo）and　j＝0．　Update

　　　　the　incumbentω＊as　follows：

1。C6nstruct　a　polytope　Zゴ⊂R2　associated　with」Bゴaccording　to（4．2），（4．3）

　　and（4．9）．　Generate　the　sequence　of　verticesω1，．．．，ωq，　wq＋1（＝ω1）of　Zゴ

　　counterclockwise　fromζゴ．　Find　an　edge　wk一ωk＋10f　Zゴsuch　that

　　　　　　　g（wi）≦0，　i＝1，．．．，k；g（ωk＋1）＞0．

　　：Letζゴ＋1　be　an　intersection　point　ofωん一ωた＋1　and∂H．　If　cT：L一＊（＜ゴ＋1）＞l　cT：v＊，

　　then　let　x’＊＝x’＊（ζゴ＋1）．

2。Letぎたbe　the　index　of　the　inequality　defining　the　edge　lvk’一・wk’＋1．　If

　　　　　　　e’たB∫1珊≧0，

　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

　　whereハ「j　represents　the　nonbasic　columns　of　4，　then　do　the　following：

　　　（i）Call　p・・cedure　ACT（ζ｛＋1）f・r・btaining　an　a・tive　p・intζゴ＋2＝（ζ1＋2，＜1＋2）

　　　　　　withζ1＋2＞ζ｛＋1．　Ifζゴ＋2　is　not　found，　the．n　terminate．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　（ii）Obtain　an　optimal　basis’．Bゴ＋20f（P（ζゴ＋2））．　If　cTガ（ζゴ＋2）＞cT　x’＊，　then

　　　　　　let　x＊＝z’＊（ζゴ＋2）．　Letゴ＝ゴ十2and　go　to　1。．

3。Obtain　an　alternative　optilnal　basis　Bゴ＋10f（P（ζ」＋1））by　performing　a　dual

　　　simplex　pivot　at　the　ikth　row　of　the　optimal　dictionary　associated　with　Bゴ．

　　　Letゴ＝ゴ十1and　go　to　1。．　　　ロ

Theorem　4．2．　Under　Assumpption　2．1　algorithm　OPT　terminates　after　finitely　many

iterations　and　prowides　a　globally　optimal　solution　of　（P？　if　it　exists．

Proof：　When　CO　is　found　in　Phase　1，　it　is　the　most　left　active　point　among　those　that

potentially　provide　a　globally　optimal　solution　by　either　Lemma　3．5　or　3．7．　When　〈O　is

not　found，　case　1．1　of　Section　3　occurs　and　（P）　is　infeasible　by　Corollary　3．4．

　　　Suppose　OPT　generates　a　sequence　Zo，　Zi，　．．．，　Z．一i　of　two－dimensional　polytopes

and　active　pointsく。，ζ1，＿，ぐbefore　ACT　is　called　again．　Note　that　the　union　of　Z／s

covers　the　boundary∂H　betweenζo　andぐ．　Therefore　whenぐis　found，　we　keep　a
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solution　as　x＊　which　is　best　among　solutions　x＊（〈）　for　〈　with　〈i　S｛　〈｛．　When　ACT　is

・a11・d　again・・ase　1・f　Secti・n　3・ccurs　and　th・m・・t　l・ft　a・tiv・p・intぐ＋1・n　the　right

ofぐis　provided　if　it　exists．　No　active　points　are　overlooked．　Note　that

　　　●there　is　only　a　finite　number　of　Z／s，

　　　e　each　active　point　to　be　generated　is　an　intersection　of　an　edge　wk－wk’＋i　of　some　Z」・

　　　　　and∂H：such　that　g（ωり≦Oand　g（ωk＋1）＞0，　and

　　　●such　an　edge　has　a　unique　intersection　with∂且by：Lemma　4．1．

Thus　OPT　terminates　after　a　finite　number　of　iterations　and　provides　a　globally　optimal

solution　of（P）．　　ロ

Remarks．　ln　both　the　procedures　ACT　and　OPT，　we　need　not　know　the　function　g

explicitly．　The　value　g（wi）　computed　in　step　10　of　OPT　is　equal　to　that　of　f　at　an

optimal　solution　x＊（wi）　of　（P（wi））．　Since　the　optimal　basis　B」’　of　（P（wi））　is　coMmon　for

every　wt，　the　computational　burden　for　obtaining　x’（wi）’s　is　only　a　little．

　　　In　step　1。　of　OPT，　we　might　miss　someぐon　the　edgeωi一ωi＋1　such　that

　　　　g（wt）　S　O，　g（wi’i）　S　O　and　g（〈’）　＝　O．

However，　we　can　see　by　the　same　reason　as　case　2　of　Section　3　that　such　a　〈’　cannot　be

optimal　to（Po）．　Hence　z’＊（ζ’）is　not　an　optimal　solution　of（P）．　ロ

4．3．　NUMERICAL　EXAMPLE

Before　concluding　this　section，　let　us　illustrate　algorithm　OPT　by　using　a　problem　with

three　variables：

maxlmlze
subject　to

X3

xl　十　2x2　十　x3　S　6，

8xi　十4x2　十5x3　一く　30，

一26xi　一　8x2　十　18x3　一く　9，

x’ 堰@｝ir　O，　cv2，12r　O，　v3　i｝1　O，

（3x・，　一　x2　十　3）（一x，　十　3x，　十　4）　一一　18　S　O．

We　see　from　Figure　4．1　that

　　　　3．Ti－x2十31｝1：　O；　一vi十3a’2十420

for　all　x’∈X．　Hence　the　product　of　two　a伍ne　function：

　　　　プ，（x）＝（3　x・1－x2十3）（一一　Xl－1－3x2一ト4）一18

（4．15）

（4．16）

（4．17）
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一一
@xl　十　3x2　十4　＝　O

Figure　4．1．　Three－dimensional　example　（4．15）　of　（P）．

is　a　quasiconcave　function　on　X［71．　It　is　easy　to　check　that　f　has　rank－two　property　on

Xfor　linearly　independent　vectors（ii＝＝（3，一1）T　and　d2＝（一i，3）T，　and　that　we　have

　　　　9（ζ）＝（ζ1＋3）（ζ，＋4）一18．　　　　　　　　　　（4・18）

　　　In　Phase　1，we丘rst　solve　a　linear　program：minimize｛3x・1－x21x∈X｝．　Then　we

have　x・o＝（0，3）as　its　optimal　solution．　Since　f（x・o）＝・一18＜0，　we　need　to　solve　the

following　problem　in　order　to　obtain　an　initial　active　pointζo：

　　　　　　maximize－xl＋3x2
　　　　　　subject　to　x’∈一X，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・19）

　　　　　　　　　　　　　　　　3x一x’2＝v．

procedure　ACT（xo）solves（4．19）parametrically　by　increasing　the　value　of　v　from－3，

and　yields　an　active　pointζo　after　a　single　pivot：

　　　　　ζoニ（一1．490，7．922）；　x＊（ζo）ニ＝（0．431，2．784，0．000）．

　　　In　Phase　2，　we　solve　the　following　problem　parametrically　by　changingζ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　maxlmlze　Z’3
　　　　　　subject　to　x∈・，X「，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・20）

　　　　　　　　　　　　　　　　3x1一ユ，2＝・ζ1，　一x’1＋3x2＝・ζ2．

The　optimal　dictionary　of（4．20）atζ＝・（一1．490，7．922）is　as　follows：
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」じ1 ζ1

勿3 ω1

τ6

麟　　ζo

♂穰
哩

ζ1

Zo

ω4

記2

ω3

コじ5
0 ζ2

Figure　4．2．　The　polytope　Zo　associated　with　the　dictionary　（4．21）．

x2　：　O．OOO　十　O．125〈i　十　O．375〈2，

x，　＝　O．OOO　一一　O．375〈，　十　1．875〈，　十　5．000x，，

x，　＝＝　一一99．000　十　22．000〈，　十　22．000〈，　十　18．000x，，

ユヲ3＝＝6．000－0．625ζ1－0．875ζ2一二じ4，

xi　＝　O．OOe　十　O．375〈i　十　O．125〈2，

z　＝　6．000　一　O．625〈，　一　O．875〈2　一　x4・

（4．21）

Hence　we　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O．125〈，　十〇．375〈2　）　0，　一〇．375〈，　十1．875〈2　）　O，

　　　　　Z，＝＜＜ER2122〈，＋22〈，1｝1：99，　O．625〈，＋O．875〈，　SI6，〉．　（4．22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O．375〈，　十　O．125〈，　2　O

We　obtain　an　alternative　active　point　〈i　by　computing　the　intersection　of　g（〈）　＝　O　and

the　edge　w2－w3　of　Zo　（see　Figure　4．2）．　Applying　a　dual　pivot　to　（4．21）　at　the　third　row

corresponding　to　w2－w3，　we　have：

　　　　〈i　＝　（一1．131，5．631）；　x＊（〈i）　＝　（O．280，1，970，1．775）．

　　　In　the　same　way，　we　have

　　　　〈2　＝　（3．oOO，一1．000）1　x＊（〈2）　＝　（1．000，0．OOO，1．944）．

However，　there　is　no　active　point　〈　such　that　3．000　〈　〈i　一く　3．000　十　6　for　some　positive

6．　VV’e　need　again　to　soive　（4．19）　by　using　ACT（〈2）．　Then　we　have　active　points：

17



Table　5．1．　Computational　results　for　（5．1）．

m
n

100

80

100

100

100

1P“O

150

120

150

150

Algorithm　OPT．

Average　number　of　pivots．

Total：

Type　1

Type　2

Type　3

80．2

（24．091）

11．5

（7．075）

7．7

（4．627）

61．0

（24．763）

Average　CPU　time　in　second

Total：　8．845
　　　　　　　　　（3．449）

82．8

（25．262）

14．5

（6．546）

1　0．1

（4．134）

58．2

（23．241）

　　　　　s．

9．435

（3．65e）

96．6

（23．161）

16．9

（7．217）

1　7．0

（13．550）

62．7

（29．581）

11．038

（3．773）

118．8

（19．3　7・　9）

21．3

（6．001）

15．4

（7．186）

82．1

（15．443）

23．308

（4．677）

121．6

（24．352）

19．2

（10．274）

15．6

（13．669）

　　も

86．8

（27．845）

28．733

（9．335）

P－T　method．’

Average　number　of　pivots．

　　Total：　218．8　280．2
　　　　　　　　　　（189“．7，57）　（227．947）

Average　CPU　time　in　seconds．

　　Total：　12．557　18．197
　　　　　　　　　　（10．688）　（15．039）

334．8　456．2　519．3
（260．272）　（339．748）　（574．074）

23．217

（18．765）

53．288

（40．456）

69．870

（80．815）

　　　　　〈3＝（6．000，一2．000）1　x＊（〈3）＝＝（2．000，0．OOO，2．800）

　　　　　〈4　＝　（10．474，一2．664）1　x＊（〈4）　＝　（3．595，0．310，0．OOO）

The　maxil皿1m　of①3　is　attained　atωf（ζ3）．

5．　Computational　Experiments

　　We　will　report　the　results’　of　computational　experiments　on　algorithm　．OPT．　We

solved　the　following　subclass　of　（P）：

　　　　　　maximize　cTx

　　　　　　S”bjeCt　tO　4．X，　一〈bl　Z’　〉’一一．．．O’　．　（5’1）
　　　　　　　　　　　　　　　　弗≧di。，面≧d、。，

　　　　　　　　　　　　　　　　（dlx　一　dio）（dSx’　一　d20）　一　doo　一く　O・

where　c，　di　E　Rn（i　一一一一　1，2），　dio　E　Ri（i　’一．一　O，1，2），　b　E　RM　and　A　E　RM　X　n．　Elements　of

c，　di’s　and　A　were　randomly　generated　between　一1．000　and　1．000，　and　those　of　b，　dio’s
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Table　5．2．　Computational　results　for　（5．1）．

m 150

180

200

180

200

200

200

220

220

250

A1gorithm　OPT．

Average　number　of　pivots．

Total：

Type　1

Type　2

Type　3

165．2

（40．877）

38．1

（15．719）

25．1

（17．535）

102．0

（35．296）

152．3

（36．064）

28．3

（10．508）

34．2

（14．020）

89．8

（48．099）

Average　CPU　time　in　seconds．

Total：　36．902　52．750
　　　　　　　　　（9．909）　（20．613）

17f一）．2

（33．893）

24．3

（10．479）

19．7

（15．646）

128．2

（34．790）

65．847

（16．973）

151．9

（39．333）

23．1

（13．141）

15．8

（8．483）

113．0

（49．649）

61．875

（26．774）

176．4

（55．579）

29．0

（9．623）

29．8

（14．379）

1　1　7．6

（57．395）

93．880

（38．794）

P－T　method．

Average　number　of　pivots．

　　Total：　774．5　402．1
　　　　　　　　　　（1015．864）　（552．154）

Average　CPU　time　in　seconds．

　　Total：　112．035　83．108
　　　　　　　　　　（150．187）　（116．895）

668．2　586．8　752．9
（827．674）　（608．934）　（770．500）

149．338　131．598　241．232
（188．593）　（140．885）　（252．917）

were　betvv’een　O．OOO　and　1．000．　The　size　of　problems　ranged　from　（m，　n）　＝　（100，80）　to

（220，250）．　For　each　size　w’e　selected　ten　examples　which　were　feasible　and　had　no　trivial

solutions．　We　coded　OPT　and　the　algorithm　proposed　by　Pferschy　and　Tuy　［14］　（abbr．

P－T　method）　in　C　language，　and　tested　them　on　a　SUN　SPARCstation　ELC　computer

（20．5　mips）．　The　tolerance　E　required　by　the　latter　algorithm　for　obtaining　an　E－optimal

solution　was　fixed　at　10一一5．

　　　Table　5．1　’shows　the　computational　results　when　the　size　of　（m，n）　is　（100，80）　to

（150，150）．　For　each　size　of　（m，　n），　the　average　number　of（primal　or　dual）　simplex　pivots

and　the　average　CPU　time　in　seconds　（and　their　respective　standard　deviations　in　the

brackets）　needed　for　solving　ten　examples　are　listed．　Here，　Type　1　pivots　mean　primal

ones　which　were　carried　out　in　Phase　1　for　solving　a　linear　program：　minimize｛　diTx　1

x　E　X｝．　Types　2　and　3　stand　for　dual　simplex　pivots　applied　in　procedure　ACT　and

step　30　of　Phase　2，　respectively．　Table　5．2　shows　the　results　when　（m，n）　is　between
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（150，180）　and　（220，250）．

　　　We　see　from　these　results　that　algorithm　OPT　is　fairly・　eflicient　compared　to　P－T

method　for　randomly　generated　problems　（5．1）．　ln　particular，　the　total　number　of　pivots

required　by　OPT　is　only　about　25　％　of　that　by　P－T　method．　Moreover，　the　variance　of

the　former　is　far　less　than　the　latter．　Since　P－T　method　discards　local　maxima　by　cutting

off　the　feasible　region，　unfortunate　cuts　sometimes　delay　the　convergence　considerably．

Contrary　to　this，　algorithm　OPT　uses　no　cuts　and　hence　the　convergence　is　relatively

stable．　lt　should　also　be　emphasized　that　OPT　yields　not　an　E－optmal　solution　but　a

globally　optimal　one．
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