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Abstract．

　　　We　consider　the　multiclass　M／G／1　queues　with　feedback．　」　classes　of　customers　arrive　at

the　stations　from　the　outside　of　the　system　according　to　a　Poisson　process．　The　service　time

distribution　for　each　class　is　arbitrary　and　the　service　discipline　at　each　station　is　either　’the

FCFS　or　the　preemptive　LCFS．　After　receiviRg　a　service，　the　customer　at　the　station　i　either

departs　from　the　system　with　probability　pio，　or　feeds　back　to　the　system　and　proceeds　to

the　station　k　with　probability　pik　（i，k　＝＝　1，…，」）．　We　consider　the　cost　functions　naturally

stem　from　the　analysis　of　the　system．　They　include　the　mean　sojourn　times　for　customers

arriving　at　every　st’ation．　First　we　consider　the　system　at　the　arbitrary　states　to　obtain　the

explicit　formulae　of　the　cost　functions　and　then　derive　the　steady　state　solutions　by　using

the　generalized　Little’s　formula　and　PASTA．　We　also　attempt　to　generalize　the　results　to

the　other　service　disciplines．

　　　Key　words．　Multic｝ass　M／G／1　queues，　feedbacks　of　customers，　mean　sojourn　times，

scheduling　disciplines　and　Little’s　formula．



1　lntroduction．

In　this　paper，　we　consider　the　multiclass　M／G／1　quelleing　system　with．　feedback．　A・sing｝e　serVer．

serves．」　types　of　customers　at　」　stations．　Customers　arrive　4t．the　station　i　（i　一一一一　1，．．．，」）　from

oUtside　’of’ 狽??@systeM　aceotding　to　’a’ odisson　ProcesS：’　The　service　’times　of　’the”customers　at　the

every　statio皿are　arbitrar且y　distril）nted．　The　cu6tomers’・in’the　Stati6n　with止e「lo壷est皿u血bel　have

the　．ht／gbest．　priQri，Py・，　．，The．se．　ryice　discip．　line　．at　・each，sta．l　ion　is．either　the，．F．　CFS　ol　the　p．reemptive

LρFs．喉Aft碑．　re¢eivip9、a即rvicp2　the　custon：｝el　at　the．st．ation　i　dr　the　c％310ηLεナ短ith61　dgPaエts　from

the　system，　or　fbeds　back　to　the　sy．stem　an．d　ptoceeds　to　the　statiQn　k　（i，，　．k　＝　1，．，．，」）．　．We　derive

the　explicit　formulae　of　the　two　cost　functions　of　the　specific　taggea　customer　that　represent　the

total　／・ambunt　of　the　mean．　sojourn　times　and　the　cumulative　works．

　　　In　the　previous　paper　｛11］，　we　consider　the　system　at　”the　arbitrary・embedded．　Markov　points

and　derive一．the　mean　sojour・n・timeS．　ln　・this　paper，　we’consider　the　system　at　the　arbitrary　system

states　in　erder　to’derive　the　cost　functions．　Then　we　consider　the　system　under　the　steady　s’tate．’　ln

Section　2，　we　define　the　system　and　the　cost　functions　in　detail．．The　set　of　the　equations　satisfied　by

t・he，cbst　functions　is　：derived．　Section・3　is　devoted　to　derive　t－he　two　other’　cost　functions　naturally

stem・from’the　analysis’　of　the　system．一・We　derive’the　statistics　with　・regard　to　the　system　stateS　in

Seetibns　4・．and　5．　ln　Section一・6，’the　set，of　the　equationsis　solved　to　derive　the　explicit　．formulae

of　the　two　objective　cost　fu皿ctio皿s　at．　the麗bitrary．system・states．　The　steady　state　of　the　system

is　defi：ned．　i皿Sectio皿7．・’The　unique皿ess　of　the　cost　functions・is　eSt　ablis：hed　in　Section　8．　Fin．a皿y，

in’Section’9i　we　evaluate　the　st・eady　state　vaJues　of　the　cost・　functions　by　the　generalized　Little’s

formula（∬＝λG）a皿d　PASTA．（Poisson　arrival　see．　time脚elages）．　property．　The　ge皿eralization　of

the・service’disciplines　also’goes　’abreast・．・

　　　Disney　’［4］／　and　Disney　et　al．　［5］　have　been　concerned　with　sojourn・times　in・M／G／1　queues　’with

insta皿ta皿eous，　Bemoulli　feedl）ack．　Be正g，　et　aユ．［ユ1　considered　the　system　i皿which　each　customer

requires　．ZV　services．　Fed　back　customers　return　instantaneously，　joining　the　end　of　the　queue．　The

service　discipline　is　FCFS．　They　detived　the　Set　of　linear　equations　for　the　mean　sojourn　times

per　visit　can　be　explicitly　solved：　The　M／G／1’ 曹浮?浮?@und’er　the　foreground－background　processor－

sha．ring　discipline　is　investigate，　d　in　［17］．　Simon　［20］　cgnsidered　the　system　with　c　types　of　customers

and　iin’　levals　of　priority．　TYp’e’］’　customer’s　m’ay　reqhire　serviee　’IVO）　times．　The　kth　time　a　type

］’　customer　enters　the　queue　it　is　assigned　priority　level　f（2’，　k）．　He　obtained　the　set　of　linear

equations　for　the　mean　waiting　times．　Doshi　and　Kauiman　［6］　studied　the　sojourn　time　of　a　tagged

customer　who　has　just　completed．his　mth　pass　in　an　MIG／1　queue　with　Bernoulli　feedback．　They

also　considered　the　model　with　multiple　customer　classes．　The　relationship　between　the　M／M／l

feedba・k　qu・u・a皿d　M／G／ユqu・u・with　p・・cess・・sha・ingゆv・・tigat・d　i皿・［2］・．Recently，　Ep・ma

［8］　investigated　the　general　single　server　（M／G／1）　time－sh’aring　model　with　mUltiple　qrieues　arid

customer　classes，　priorities　and　feedback．　Customers　are　served　in　passes，　receiving　a　complete

quan加m　of　selvice　o皿evely　pass，、or　their　remaining　selvicg　dema皿d，　whichevel　is　the　lessel．　If

a　customer　completes　his　service　demand　during　the　pass，　it　leaves　the　system．　He　derived　a　set

of　linea．r．．equ．a．　tig．　n．s　in，　the　mean　waiting　times　of　the　cqston｝．er．　passes　for　all　class．　es　and．　queues．．

The　oPtinial’schedulihg　of　the’　m’　ulti－claSs　queue　with　feedba’ek　h’as　been　studied　ih　［15，　21］，　The

problem　is　known　as　the　multiarmed　bandit　problem　［22］．　The　priority　queues　are’well　inv’estigated

in　［12］，　［10］　and　［26｝．　For　further　related　topics　on　the　field，　see　［13，　16］．

2 The　model　description．

A　sing｝e　server　serves　J　types　of　customers　at　」　stations．　Customers　arrive　at　the　statioR　i　from　the

olltside　of　the　system　according　to　a　Poisson　process　｛Ai（t）　：t　）　O｝　with　the　rate　Ai　（i　＝　1’，　・．．’．，J）．

The　customer　at　the　station　i　is　called　the　class　i　customer，　or　simply　the　customer　i．　The　seryice
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time　Si　of　the　class　i　customers　is　arbitrarily　distributed．．　．　・

　　　The　customers　are　serviced　according　to　the　predetermined　service　disciplin　es．　We　assume　the

foUowing　overa皿discil）li皿es：

．e　The．customers，are　pref，erentiaJly．　serviced　in　the　ascending　order　of　their　classes．　That　is，　the

　　customer．　2’　h4s　priority　over　．the　cpstpmer　i　if　g’　is　less　thap　i．

　　　e　・The　service　diScipli’ne’　iS　pree’mptive　over　the　class．　When　the　customer　arrives　at　the　station

　　　　　i，　all　’the　cuStoMers　belonging　to　the　classeS　be’tween　i十　1　and　J　are　preempted　from　the

　　　　　serviceL　The　preempted　customers　resume　services　later　on．

The　service　discipline　for　each　class　（station）　is　either　the　FCFS　or　the　preemptive　LCFS　（PR－

LCFS）．　・The　Station　i・with　the　’FCFS　discipline　serves　customers　according　to　the　first　come　first

served　basis　if　no　customers　are　in’　the　sitations・　from　1　to　i　一　1．　The　sta’tion　i　with　the　preemptive’

LCFS－discipline　serves　customers　according　to　the　preemptive　resume　last　come　first　sierved　basis

if　no　customers　are　in　the　stations　from　1　to　i　e　1．

　　’After　receiving　a　service，　the　customer　i　either　departs　the　system　with　probability　pio，　or　feed＄

back・to・the’ 唐凾唐狽?香|and　proceeds　to　the　station　k．with　probabilit・y　pik　（i，　k’：　1，．，．．，J）．　Let・the

matrix　P．　＝　（pi2’　：1　S　i，iS　m）　（1　S　m　S　J）．　The　arrival　proceSses，　the　service　times　and　the

feedback　processes　are　assumed　to　be　independent一・of　each　other．

　　　’Let　v　denote　the　cutrent　work，　th／at　is，　a　customer’will　receive　v　seconds　of　service　potentially

at　T　the　currently　entered　station　on　the　visit．　The　customer　departs．　the　system　or．feeds　back　to

the　system　．after　receiving　v　seconds　of　the　service．　Let　Ti」’（v）　be　the　total　amount　of　service　times

that　a　customer　is　currently　at　the　station　i　with　the　current　work　v　receives　until　the　customer

departs　fToM・止e』system　or　leaves、f6r・o皿e　of　the　statio皿s　betwee：nブ十1and　J　for　the　first　time

（1　S　i，］’　〈一　J）．　Then，

Tiゴ（・）一
o1＋Tlゴ（5z）盤l19譜職；1．：｝，；’ij1：．，J，。，。．

（2．1）

Note　that．，　even　’if，i　〉　2’，　th’e　cuStomer　is　assumed　to　reg．elve　’ 煤@’t，　leasY　the　service　v．　The　expected

サalu・bf、％（の1・giy甲、by

　　　　　　　　　　　　　　ゴ

・珂銑ゴ（の1＝・v＋Σ　Pii珂Tlゴ（5∂］，

　　　　　　　　　　　　　　1＝1

1≦i，ゴ≦」． ’（2．2）層

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ちSpe・i五・ally，　if，　W・b・let’Tiゴ．＝累ゴ（3∂；th・n

　　　　　　　　　　　　　　　ク

E囲＝E岡．＋Σ　PiiE　［T，ゴ】，

　　　　　　　　　　　　　　1＝1

1≦i，ブ≦」． （2．3）

S61寅e　6a皿6btain』its　solutio皿in　the　v6ctoI　fbIm　if（1：　Pj）一1　exists．　We　de蝕e　the　ihtehsityρゴi皿

φ・fg翠ρゆ＄脚皿・＃「幽

po　＝＝　o，

　　　　　　　　ゴ

p」　一一一一　2AiE［T，」］，

　　　　　　　t＝1

ゴ＝1，＿，」．

Then　we　put　the　following　assumption．

Assumption　2fl．

1．　P」”　．’O　as　n一．　oo．
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2．ρ」＜ユ．

The　first　assumption　is　the　sufficient　condition　for　the　．existence　of　（1　一一　P2’）一i　for　」’　一一一　1，．．．，J．

The　number　’of　customers’in　the　station　i　is　denoted　by　ni　and　its　vectpr　is　denoted　by　n　＝

（ni，．．．，nJ）．　The　customers　in’　each　station　are　ar’ranged　in　the　order　of　their　arrivals．　Let．vi．i　be

the　current　work　of　the　mS・h　custoMer　i　（i　一一一　1，．．．，」　and　mi　＝　1，．．．，ni）　and　let　V　＝　｛vi．i　；i　＝

1，＿，Ja皿d　mド1，＿，喝be　the　set　of　these　current　works．　We　call　the　pair（V，　n）the　system

state　or　simply　the　state．　We　use　the　term　work　also　to　denote　the　current　work．

　　　Now　we　give　our　atte皿tion　to　a　speci五。　customel　ca皿ed　a　tagged　customer．　Specifically，　if　the

customer　is　in　the　station　i，　we　call　him　the　tagged　customer　i．　We　wou｝d　like　tp　derive　the　two

tyPes　of　the　cost　functions　defined　below．　The　first　type　of　the　cost　functions　tepresentS　the　mdan

sojourn　time　of　the　tagged　customer．　We　define

吟（v，　n）＝

the　mean　sojourn　time　of　the　tagged　customer，　who　currently

arrives　at　the　st・ation　i・when　the　initial　system　state・jllst

prior　to　the　arrival　is　（V，　n），　spent　a’t　the　station　］’　until’

the　customer　departs　from　the　system，　1　S　i，］’　〈一．．　J．

．For　convenience，　we　define　that　Woi’（V，　n）

the　initial　system　state．．Further，　we　define

（2．4）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
＝0．Note　that　we　exclllde　the　tagged　customer丘om

Wi（V，　n）　＝

the　initial　（mean？　so7’ourn　time　of　the　tagged　customer，　who

currgn．t｝y　arrives　at　the　station　i　when　the　initial　system　state

just　prior　to　the　arrival　is．（V，　n），　spent　until　his　first

service　completion　at　the　station，　1　S　i　〈．．．　」．

（2．5）

　　　Then　ehe　mean　sojourn　time　Wig’（・）　of　the　tagged　customer　i　（i　＝　1？．．．，」）　for　the　station　7’

（2’　一一一一一一　1，．．．，　J）　is　decomposed　ipto　the　two　parts，　the　initial　mean　sojourn　time　and　the　mean　sojourn

time　after　spending　the　initial　sojourn　time．　We　mathematically　expresS　’the　fact　as’　follows：

呪ゴ（v，n）
一橿懸惚㍑1鯉lll（」）ゴ伽）｝，彰：

（2．6）

where　the　condition　｛（i），（V，　n）｝　denbtes　that　the　tagged　customer　currently　arrives　at　the　station

i　when　the　system　state．just　prior　to　the　arrival　is　（V，　n），　and　where　K　is　the　station　number　for

which　the　tagged　customer　leaves　after　staying　the’station　i　and　（V’，n“）　is　the　system　state　on　his

first　service　completion　at　the　station　i．　Note　that　the　two　statistics　W2’（V，　n）　and’（V“，n’）　may　be

di：任e】：e皿t・fo1：evely　service　discipline．

　　　The　second　type　of　the　cost　functions　represents　the　cumulative　current　work　of　the　tagged

customer．　Let　f］・（t）　be　the　cuTrent　woTk　or　the　current　remaining　service　time　at　time　t　of　the

tagged　customer　at　the　station　］’．　For　example，　if　the　tagged　customer　enters　the　station　］’　at　to，

then　f］’（to）　＝　S」’．　The　value　of　fi’（t）　gradualiy　decreases　as　the　server　serves　the　customer．　lf

the　tagged　customer　completes　his　current　service　at　ti，　f2’（ti）　＝　O．　The　customer　again　enters

the　station．ゴaもオ2≧オ1，　the皿ノ》（オ2）ニ5ゴ．　The　vahe　ofノン（オ）gladu．aUy　decleases　u皿t丑the　serveI

completes　the　service　of　the　the　tagged　customer　at　t3．　Then，　f」・（t3）　＝　O　and　so．forth．　Then　．we

define

Gi，’（V，　n）　＝

the　eumulative　current　woTk　of　the　tagged　customer，　who

Cllrrently　aniVeS　at　the　StatiOn　i　When　the　initial　SySte］血State

just　prior　to　the　arrival　is　（V，　n），　accumulated　at　the　station　7’

until　the　customer　departs　from　the　system，一1　S　i，］’　〈．一一　J，

E［f，o．乃ω4オ1（の，（v，・n）］・

（2．7）
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For　convenience，　we　define　that　GoJ’（V，　n）　＝　O．　Note　that　we　exclude　the　tagged　customer’s　work

Si　from　the　component　V　of　the　initial　system　state．　Further，　we　define

Gi（V，　n）　＝＝

the　initial　cumulative　current　work　of　the　t．agged　customer，．who

currently　arrives　at　the　station　i　when　the　initial　system　state

just　prior　tb　the　arrival　is　（V，　n），　accumulated　until　his，

first　service　completion　at　the　station，　1　S　i　〈一　」，

E［　　vvi　’?潤@　　　’fi（t）dt　l（の，（v，　n）1・

（2．8）

Whete　O　is　the　atrival　epoch　of　the．　tagged　customer　at　the　station　i，　and　where　17Vi　is　his　first　serviCe

60mpletion　ep6ch（th6　ihitial　sojo皿n　time）at　the　station・

　　　Then　the　cost　function　（the　cumulative　current　work）　Gi2’（・）　of　the　tagged　customer　i　（i　＝

1，．．．，」）　for　the　station　2’　（i＝　1，．．．，J）　is　decomposed　into　the　two　parts，　the　cost　accumulated

duエing　the　i皿itial　sojoum　time　a：nd　the　cost　accumulated　after　spen・ding　the　i皿itial　sojourn　time・

We　mathematically　express　the　fact　as　follow＄：

鯛一、｛E［GAr，’（V“，　n“）1（i），（V，　n）］，σゴ（v，　n）十E［σκゴ（y＊，n＊）1（ゴ），伽）L廷1：

（2．9）

where　K　is　the　station　number　for　which　the　tagged　customer　i　｝eaves　after　staying　the　station

i　and　（V＊，n“）　is　the　system　state　on　his　service　completion　at　the　station　i．　Note　that　the　two

statistics　G2’（V，　n）　・and　（V“，n’）　may　be　differept　for　every　service　discipline．

　　　After　stating　some　assumptions，　we　w皿explicitly・solve　these　equatio皿s（2．6）a皿d（2．9）in

Section　6．　We　also　attempt　to　generalize　these’results　to　the　service　disciplines　other　than　the

above　mentioned．
　　’These　st’atistics　are　＄hpwn　to　be　．closely　lelated　to　the　busy　per’iods．　So　we　close　the　section

With　the　d6恥itio皿s　of　th6　s㌻atisticβ．：Let．B3．1）e　the　first　time　until　the　sys．tem　is　cleared　bf　the

customers　from　classes　1　through　2’ C2’　一一一　1，．．．，J．　Let

β・＠）一 o職躍1諮？，隻節織継禦1鞭’asses （2．10）

For皿otatio：nal　co皿ve皿ience，　let．　Bo（の＝v．　In　the　usual　queueing　Pallance，　BJ　iS　the　busy　jρε短04

composed　of　customers　1．．through　2’　and　B2’ iv）　is　the　Exceptional　First　Service　Busy　PeTiod　（EFSBP）

composed　of　customers　1　through・2’　［24］．　We　will　call　B）’　and　B9’ iv）　simply　the，　class　］’　busy　period

and　the　class　］’　busy　peTiod　with　the　exceptional　seTvice　v，　respectively．’Their　expected．values　are

givenわy

E［Bフ］＝

珂B2（v）］＝

：1・　．，　Ai　E　［Tij］

（Σf一、λの（1一ρゴ）、’

　　り　　．

1一ρゴ

（2．11）

（2．12）

：Furth．er，　we　defi皿e

恥）一 o濫。麟認1濫謡翻1翻鼎驕1幣es1 （2．13）

Note　that　the　works　．vi．i　（i　一一一　」　十　1，．．．，」　and　mi　・＝　1，．．．，ni）・are　not　performed　in　this　period．

We　will　call　B］一 iV，　n）the　c1α53ブう％5即爾04繍んオゐε禰オげα13鰯θ（V，　n）．　We　now　consider　a　set　of

customers　currently　in　the　system　and　denote　it　by　X．　For　example，　if　the　ml・h　customer　i　current｝y
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in　the　system　belongs　to　the　set，　we　express　it　as　（i，　mi）　E　X．　The　set　of　customers　who　are　initially

in　the　system　and　are　not　in　X　when　the　system　state　is　（V，　n）　is　denoted　by　X．　We　then　define，

BO（V，　n；X）　＝

BJ（V，　n；X）　＝

（
the　first　time　until　the　current　works　of　customers

belonging　to　X　have　been　performed，

the　first　time　starting　from　the　initial　system　state　（V，　n）

until　the　current　works　of　customers　belonging　to　X　have

been　performed　and　the　system　is　cleared　of　the　customers

from　classes　1　through　］b　except　the　customers　i4　X，　］’　一一一　1，．．．，　」．

（2．14）

（2．15）

The　inain　difference　betweeR　B2（V，　n）　and　BO（V，’n；X）　is　that　the　works　vim，　（i　一一一一　］’十1，．．．，J　and

mi＝ユ，．．．，ni）ca皿be　performed　in　the　latter　period　by　appropriately　choosi皿gl　the　set　X．　We

wi11　call　it　the　class　2’　busy　period　with　the　initial　state　｛（V，　n）；X｝．　Note　that　these　EFSBPs　are

invariant　for　all　work　conserving　service　disciplines　［14］．　Then　it　can　be　shown　that

BO（v，　n；x）＝　2　vimi，

　　　　　　　　　　　　　　　（i，mi）EX

B」（V，n；X）　＝　2　B」（Ti」（vim，））・

　　　　　　　　　　　　　　　（i，mi）EX

（2．16）

（2．17）

If　w・・et　X」・＝｛（i，・mi）・i＝ユ，…，ゴa皿d　mi＝1，…，叫th・n　Bゴ（V，　n）＝Bゴ（V，　n；X」）for

ブ＝1，．．．，」．

3 Initial　cost　functions．

In　this　section，　we　derive　the　initia｝　cost　functions　VVi（・）　and　Gi（・）　of　’the　tagged　customer　i　（i　＝

1，．．．，」）．　First　we　consider　the　statistics　for　the　two　specific　service　disciplines，　FCFS　and　PR－

LCFS，　and　then　attempt　to　generalize　the　results．

　　　The　i皿itial　cost　functions礁（・）a皿d　Gi（・）are　different　foI　each　service　discipli皿e．　We　first

d’erive　them　for　the　FCFS　discipline．　The　set　X，F・　（i　＝　1，．．．，」）　of　customers　is　composed　of　the

customers　belonging　to　the　classes　1　through　i　who　are　initial｝y　・in　the　system．　We　distinguish　the

FCFS　discipline　by　the　superscript　F．　The　initial　sojourn　time　VViF（V，　n）　of　the　tagged　custbmer　i

for　the　FCFS　discipline　with　the　initial　state　（V，　n）　is　composed　of　the　class　i　一一一　1　busy　period　with

the　i皿itial　state｛（V；　n）；X～P｝，　and　th．e　class　i－1busy　period　with　the　exceptional　service　Si　of　the

tagged　customer．　Hence，

岬（γ，n）＝珂Bi－1（V，・n；Xノ）＋Bi－1（5の］，　i＝1，．．．，J． （3．18）

As　we　have　shown　in　the　last　section，　the　EFSBP　is　the　sum　of　the　EFSBPs　starting　with　every

customer　in　X，F・　．　lts　expected　value　is　easily　obtained　by　the　usual　method　［24］．　Then

岬伽）一
葬N、珂弩葺警）｝＋ E［Si］

1　一　pi．一1’

i　一一　1，．．．，　，J． （3．19）

　　　On　the　other　hand，　the　cumulative　current　work　initially　equal　to　Si　gradually　decreases　to　O．

Then　we　carefully　calculate　the　values．　For　the　FCFS　discipline，　the　current　work　is　equal　to　Si

until　the　service　of　the　tagged　customer　begins．　Then　it　decreases　at　the　rate　of　1　second　a　second

until　the　customer　is　preempted　by　an　arriving　customer　in　one　of　the　classes　between　1　and　i　一一　1．

The　current　woik　of　the　tagged　customer　keeps　its　last　level．　After　completing　the　class　i一　1　busy

period　initiated　by　the　arriving　customer，　it　then　decreases　at　the　rate　of　1　second　a　second　unti1
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the　customer　is　preempted　by　another　arriving　customer　in　one　of　the　classes　between　1　and　i　一一　1，

and　so　on．　Let　ti　（1　＝　1，2，．．．）　denotes　the　attained　service　time　of　the　tagged　customer　on　his

lth　preemption．　We　obtain　the　cost　functiQn．Gf・　（V，　n）　by　conditioning　on　the　service　time　Si　of．

th。　tag9・d・u・t・m・・，　the皿umb・・A㌔Σ嵩Aん（Si）・f　the　cu・t・m・・s　wh・P・eempt　th・tag9・d

customer　and　the　time　tl，1＝ユ，＿，At．　The皿we　obtai皿

Gf・　（v，　nlSi，AL　m，｛オz｝）＝Si｛E［B二面；xゐ］｝＋£（Si一オz）珂β1一・1＋警

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝1

（3．20）

wh・・eβ1－1　i・th・lth　・lass・i一ユbu・y　p・・i・d・By　th・natu・e・f　th・P・iss・n　p・・cess，　th・tim・｛tl｝

have　the　same　distribution　as　the　order　statistics　corresponding　to　m　independent　random　variables

uhiformly　distributed　on　the　intetval　Si　［18］．　Hence　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［（ilsi，Ai　＝m］　＝＝　fik－it－si，　i＝　i，．．．，m．　（3．2i）

Then　we　have

G絢一E岡引誰、珂弩葺ぞゴ）］＋IA…㈱〃一1］＋ 珂5～】
2

（3．22）

wh・・eA毒一、＝Σ篇λた．’

　　　Second，　we　d’bri－ve　the　initial　sojourn　time　for　the　PR－LCFS　discipline．　Let　XiPL　＝　ip．　The　set

X，P・　L　（i　＝　2，．．．，　」）　of　customers　composed　of　the　customers　be｝onging　to　the　classes　1　through’i一　1

who　are　initially　in　the　system．　We　distinguig．　h　the　PR－LCFS　discipline　by　the　superscript　PL．

Note　the　difference　of　the　definitions　from　the　case　of　the　FCFS　discipline．　The　initial　sojourn　time

岬L（V，・n）・fth・tag9・d・u・t・m・r　i　f・・th・PR－LCFS・di・cipli皿・with　th・initial・y・t・m・tat・（V，　n）

is　composed　of　the　class　i　busy　period　with　the　initia｝　state　（V，　n）　and　the　initial　set　of　customers

X，P・　L，　and”the　class　i　busy　period　with　the　exceptional　first　service　Si．　Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　W，P‘（V，　n）　＝　E［Bi（V，　n；X，P・　L）＋Bi（Si）］　・　（3；23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　罷誰、E［乃（勿ゴmゴ1一ρi）］＋隅一…，J・・（3・24）

Simila、ly・a・th・FCFS　di・cipli皿・，　th・e6・t　f血・ti・n　GfL（V，・n）i・・btai皿・d　a・th・f・ll・wi皿9・・’xp・essi・n・

輌一E國熊、E［み（リゴ吻1　一一　pi）］＋IAi珂5綱＋ E［S？・］

2
（3．25）

where’@Ai　：2　％．i　Ak・

　　　Next　we　at．tempt　to　generalize　．the　results．

Generalizations　of　the　initial　cost　functions．

　　　As　we　have　seen　above，　the　initial　sojourn　times　are　the　sum　of　the　EFSBPs　starting　with　the

tagged　customer　i　and　every　initial　customer　in　Xi．　The　initial　cumulative　current　works　are　also

decomposed　into　the　values　associated　with　the　EFSBPs．

　　　Then　we　may　generally　assume　the　followings：

」 nゴ

VVi（v，　n）＝Σ｛φ1ゴΣ・ゴmゴ＋φ乙ゴnゴ｝＋ωz一＝1；…，J，

ゴ＝1

　」

mツ＝1

　nj

・σi（v，・n）＝Σ｛η1フΣ勿瑚＋η釜ゴnゴ｝＋9乞一＝1，…，J・

ゴ＝1 mj＝1

（3．26）

（3．27）
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For　example，　in　the　case　of　the

　iFφ1ゴ　＝

　iFφ2ゴ

2viF

　iF
η1ゴ

　iF
η2ゴ　＝

　iF
g一　＝

where　i　一一’一　1，．．．，J　and　we

valu・・E［Tl，i．．．・】and珂B3『1］

we　can　obtain　from　（2．2），　（3．6）　and　（3．8），

　　　　　FCFS　discipline，　we　can　obtain　from　（2．2），　（3．2）　and　（3．5），

｛61（トρ’一・），多：癖．，」，

｛Σ｝；lpゴz珂7｝，6＿1］／（1一ρピ＿10，），1：嬬．，J，

五7［Si工／（1一ρi＿1），

（　，E，［si］／（iTpi一一i）・　i．　；’　1．　’．’　’i；．ir．，J，

｛E［Si］　Z）1．一，’　p，・iE［Ti，i－i］／（1　r　pi－io，），多：癖．，ろ

E［5～］（A臼珂Bt－1］＋1）／2＝E［5～］／｛2（1一ρ臼）｝，

　　distinguish　the　FCFS　discipline　by　the　superscript　．Z7．　The　expected

　　are　given　by　（2．3）　and　（2．11）．　ln　the　case　of　the　PR－LCFS　discipline，

　iPLφ1ゴ　＝

　iPLφ2ゴ

wiPL

　iPLηユゴ

where　i　一一一一　1，．．．，」　and　we　distinguish　th

values五7［Tl，i】a皿d五フ［Bt］ale　give皿by（2．3）

　　　For　notationa｝　convenience，　we　define　th

　　　　　　　　　　　　　　　　ンv，　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　gi　＝　（opli，…，ni」，nSi，…，nySJ）’ER2’×i，　i一一一1，．．．，J，　（3．2g）

　　　　　　　　　　　　　　　　　V＝（ア、，＿，V」）∈R1×」，　　　　　　　　　　（3．30）

where　’　de．notes　the　tr4nsposition　and　where　i7」　一一一’　Z）k」」．i　v」’．As　the　total　amount　of　works　at　the

station　］’　（］’　一一　1，．．．，　　　　　　　　　　　　　　　　　J）．　Then，　the　assumption　（3．9）　is－arranged　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wi（V，　n）　＝　（V，　n）Wt十wt，　i一一一’1，．．．，」，　（3．31）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gi（V，　n）　＝　（V，n）gt十gt，　i一一一一一　1，．．．，J．　（3．32）

The　expressions　will　be　cited　later　to　derive　the　cost　functions　Wi」’（・）　and　Gio’（・）．

　　　The　important　things　to　consider　about　the　assumption　are　that　the　aggregated　system　state

（V，n）should　l）e　sufficient　for　estimating　the　cost　fu皿ctions呪（V，　n）a皿d　Gi（y，九），　and　that　the　cost

functio：ns　should　be　the　linear　functio皿of　the　agglegated　system　state．　Of　course，　the　coe伍cie皿ts
）／Vi，gi，　wi　and　gi　（i　一一一　1，．．．，J）　can　be　different　for　every　service　discipline．

　　iPL
　η2ゴ　　＝

　　iPL
　g’一一　＝＝

Ja皿dwe

　　　1／（1－pi），　］’　一一一　1，．”，．i－1，

　　　o，　］’＝i，，．．，jr，

　　　Σ1＝1PメEl［Tii］／（ユーρ6），ブ＝1，＿，i－1，

　　　O，　・　2’　一一一　i，．．．，　J，

　E［Si］／（1　一　pi），

｛♂岡／（1一ρの，1才lll三一1，

｛8阻・縄｝／（1一ρの，多才i∫　，・　3，一1，

珂59］（Ai・E囲＋1）／2＝E［si］／｛2（1一ρの｝，

　　　　　　　　　e　PR－LCFS　discipline　by　the　superscript　PL．　’］？he　expected

　　　　　　　　　　　　and　（2．11）．

　　　　　　　　　　　　　e　following　vectors：

（ipti，，・・．，ipS’，，ip5，，．．i，ipS，）t　E　R2JXi，　i＝1，．．．，」，　（3．2s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　一一一　1．．．．
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4 System　states　just　after　the　busy　periods．

In　this　and　the　next　sections，　we　derive　the　expected　value　of　the　system　states　on　the　completion

epoch　of　the　initial　sojourn　times　Wi．　As　we　mentioned　before，　these　statistics　are　closely　related

to　the　busy　periods．　＄o　we　consider　the　system　states　after　the　EFSBPs　in　this　section．

　　　Let　Vi’（v）　and　．ZVr（v）　（O　S　］’　〈　1　S　J）　be　respectively　the　total　amgupt　of　works　and　the

number　df　the　customers　at　the　station　1　on　the　completion　epoch　of　Bi（v）．　lt　is　assumed　for

these　variables　that　the　initial　（tagged）　customer　with　his　current　work　（or　exceptional　service）　v

is　ignored　from　temporary　consi’de，rations　after　receiving　the　service　v　as　if　it　was　rejected　from　the

system　．　Let　Vi」（V，　n；X）　and　IVg（V，　n；X）　（O　S　］’　〈　1　S　J）　be　respectively　the　eotal　amount　of

works　and　the　number　of　customers　at　the　station　l　on　the　completion　epoch　of　B」（V，　n；X）　where

in　this　case　all　feedbacks　of　customers　are　taken　into　consideration　（including　the　customers　initially

in　the　system）．　Recall　that　B」’ iV，　n；X）　is　a　class　2’　busy　period　with　the　initial　state　｛（V，　n）；X｝．

Similarly　as　B」’ iV，　n；X），　these　statistics　are　the　sums　of　the　statistics　generated　at　the　sub－busy

periods　initiated　by　the　every　customer　in　X．　Then

　　　　　　　　　　　　ty（V，　n；X）＝　2・vi．t＋2vy’（vk．k，ek；｛（k，mk）｝），　（4・3，3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mtE｛m：（1，m）¢X｝　（k，mk）EX

　　　　　　　　　　　IVI’（V，　n；X）：　］E）　1＋2　Nr’（vk．，，ek；｛（k，mk）｝），　（4・34）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mlE｛m：（1，m）¢X｝　（k，mk）EX

where　O　S　2’　〈lS　J．　The　empty　sum，　which　often　occurs　at　2’　一一”：　O，　is　defined　to　be　O　from　now

on．　These　statistics　consist　of　the　customers　initially　in　the　system，　the　customers　arrived　from　the

outside　of　the　system　and　the　customers　arrived　by　the　feedbacks．　The　every　random　variable　in

the　right－hand　side　of　each　equation　are　mutua｝ly　independent．

　　　The　derivation　procedure　of　these　solutions　are　similar　to　those　in　the　previous　paper　［11］．　Since

the　EFSBPs　are　invariant　for　all　work　conserving　service　disciplines，　the　statistics　defined　above

are　also　invariant　for　these　service　disciplines．　Similarly　as　the　derivation　of　the　moments　of　the

ordinary　busy　period，　we　consider　a　service　discipline　which　serves　the　customers　nonpreemptively

according　to　the　last　come　first　served　basis．

　　　For　notational　convenience，　we　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vk」i〈vkm，）　E　Vi7（vkm，，ek；｛（k，mk）｝），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ATIi（vk．k）　i1ii　．ZVI（vk．k，ek；｛（k，mk）｝），

and　de：且皿e

1Z層（の＝

1

o

if　the　customer　k　with　the　current　work　v　enters　the　station　l

on　the　completion　epoch　of　the　service　Tk2’（v），

otherwise．

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・4躍（Tkゴ（Vkmk））　　　　　ゴ　ム（丁鳶ゴ（Vkmk））

　　　　　　　　　　鴫＠km、）＝　Σ　5Zm、＋Σ　Σ　嘘（Simi）＋5zlzんゴ（Vkm、），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ml＝1　i＝1　mS＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ゴ　Ai（Tkj（妙ゐmん））

　　　　　　　　　魂z（Vkmk）「＝Al（Tkゴ（Vkm、））＋Σ　Σ　畷（5蜘）＋11kゴ＠瞬），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　mi＝1

where　Si．，　is　the　service　time　of　mf・h　customer　i　（O　S　］’　〈　1　S　J　and　1　S　i，k　S　」）．　The　expected

va｝ues　’are’defined　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　残z＝　珂畷（Sk）］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　797’iZ，　＝　E［．ZV’£，（Sk）］．
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（N・tice　th・di・tin・ti・n　b・tween　th・・tati・ti・・薩～a皿d　th・ag9・egat・d・tat・アゴ．）By・・皿diti・皿i皿9

0皿the　comp｝etio皿epoch　of　the　cllrre皿t　work　v　and　after　some　calculatio皿s，　we　ol）tain

　　　　　　　　　　　　　㈱］一v｛刷Sl］＋書λε噸｝＋PklE［　　　　　1Si］　＋2pk；VZ・i，　（4．35　　　　信＝1）

　　　　　　　　　　　　E［AI£，（v）］　＝　v（A，＋1．，A，7ililg，）＋p，，＋1．，p，，7X」lg，，　（4136）

wh・・e・≦ブd≦」a皿d　1≦k≦」・Speci血・ally，薩z　a皿d壇z・ati・fy　t．h・fr11・wing・quati・P・・

　　　　　　　　咳・∵國｛　　　　　　フλ1・E囲＋Σλ謂z　　　　　　i＝1｝＋・Pkl・E［Sil＋書繍た一1．，…，」’（4・・37）

　　　　　　　　一一“1－E［Sk］｛λz＋書λ鵡｝飯z＋書謡～，　k一・，…，ゴ　（生38）

wh・・eユ≦ゴ＜z≦J．　Th・・e　equati・n・a・e　e爵・・lv・d　by　th・．　u・ual　techniqu・・i皿th・vect・・

forms　under　Assumption　2．1．　The　．expected　value，s　of　the　statistics　defined　ih　this　section　can　be

expressed　by　these　results．　We　can　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Al（の　　　ゴAi（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ty（の＝Σs～mt＋ΣΣ嘘（5蜘），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mt＝1　i＝l　mi＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴAi（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π～（v）＝Al（の＋ΣΣ畷（Sim、）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　mi＝1

We　now　define　the　following　constants：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lf　＝　AiE［si］＋2　Ai　i7igi＝c｛E［si］，　（4．3g）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　藤z＝Pkl・E［Sl］＋Σ㍑吸＝X・i，E囲，　　　　　　（4．40）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6f　一一一・　，）Li＋lil　Ai7Vg，，　（4．41）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　履～＝Pkl＋Σ隔鵡，　　　　　　　　　　　（4．42）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一1

wh・・e・≦ゴ＜Z≦」and　1≦k≦」．罵and鵡a・e　th…luti・皿・・f・the　equati・n・（4．5）・hd（4．6）．

Hence　their　expected　values　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂肺）］＝耐，　　　　　　（4．43）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［ノVノ（v）］　　＝　　勿ξノ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．44）

We　ca皿五皿ally　obtai皿

　　　　　　　　　　　　　E［tゴ（v，n；x）］＝Σ・lmt＋ΣE鴎＠瞬）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mlECI（X）　（k，mk）EX

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σv～m、＋Σ｛嘱召磁z｝，　　（4・45）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　miECi（X）　（k，mk）EX
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E［ivr（v，　n；x）］　＝ 2
mlECI（X）．

2
mど∈o～（x）

ユ十

1十

］lli）

（k，mk）EX

2）

（k，mk）EX

E［IV£i（vk．，）］

｛t／kmkξノ　＋1）（灸z｝，
（4．46）

where　Ci（X）＝　｛m：（1，　m）　¢　X｝　and　O　S　］’　〈lS　J．

syste．m　state　after　the　initial　sojourn　times．

These　results　are　used　to　obtain　the　expected

5 System　states　just　after　the　initial　sojourn　times．

In　this　sections，　we　derive　the　expected　value　of　the　system　states　on　the　completion　epoch　of　the

initial　soj　ourn　times　Wi．　Since　these　statistics　are　different　for　every　discipline，　we　first　consider

the　FCFS　discipline　and　then　consider　the　PR－LCFS　discipline．　The　aggregated　system　state　is　a

pair　（i7，　n）　where　T7　＝　（V7i，．．．，17」）　is　the　vector　of　the　total　amount　of　the．current　works　in　each

station　and　n　＝　（ni，．．．，nJ）　is　the　vector　of　the　number　of　the　customersi　in　each　station．

　　　As　we　have　defined．before，　for　the　FCFS　discipline，　the　set　X，F・　（i　一一一　1，．．．，J）　of　customers　is

composed　of　the　ctistomers　belonging　to　the　classes　1　through　i　who　are　initially　in　the　system．．　We

recall　the　relation　（3．1）　between　the　initial　sojollrn　time　and　the　busy　period：

　　　　　　　　　　　　　　　　　w，F（V，　n）　＝E［Bi－i（V，　n；X，F・　）＋　Bi－i（Si）］，　i’一“一’　1，．．．，」．　（5．47）

Let　（i）　denote　the　tagged　customer　i　with　the　initial　work　Si．　The　（aggregated）　system　states

（ア，n＊）fol　the：FCFS　discipli皿e　on　the　completion　epoch　of　the　initial　sojollm　time　are　obtai皿ed

from　（4．1）　and　（4．2），

　　　　　　　　EF［可1（の，（V，　n）］＝E［Vli’一1（V，　n；X∫）＋Vli－1（Si　）］

　　　　　　　　　　　　　　　0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝1，．．・，i一ユ，

　　　　　　　　　　＝｛£1．，£Kk，＝，　E［V，ii　i（vk．」，）］＋E［Vii－i（Si）］？　1＝i，　（s．4s）

　　　　　　　　　　　　　　　　i71z＋Σ災＝1Σ瓶＝1　E［略1（Vknt，）］＋珂Vlt－1（5の1，　Z＝i＋1，…，」，

EF［nrl（i），（V，　n）1＝・画讃r’一1（V；n；XiF）十2V£1（5の］

　　　　　　　o，

　　　　　　　Σ％＝1Σ瓶＝i．E［lvL；・　1（Vk．k）］＋珂ハ彊3－1（Si　）］，

　　　　　　　n～＋Σ1＝1Σ瓶＝1珂ノv差7i（Vkmた）］＋E［」vl－1（5の］，

Z　＝＝　1，．．．，i　一　1，

1　＝　i，

1＝　i十　1，．．．，　，7’
C

where　1　SI　i　〈一一　J．　The　concTete　expressions　for　these　equations　are　given　below．

　　　Next，　for　the　PR－LCFS・discipline，　let　XiPL　＝　ip　and　the　set　X，P・　L　（i　一一一．　2，．．．，

cQmposed　o
We　recall　the　relation　（3．6）　between　the　initial　sojourn　time　and　the　busy　period

（5．49）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J）　of　customers　is

fthe　customers．　belonging　to　the　cla＄ses　1　t・hTpugh　i一　1　who　are　initially　in　the　systemr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：

WiPL（V，　n）　＝　E［Bi（V，　n；　X，P・　L）　十　Bi（Si）］， i　’一一一’　1，…　，　cJ・ （5．50）

The（agg写egated）system　states（ア，n＊）for　the　PR－L，CFS　disciphne　on　the　completio皿epoch　of

the　initial　sojourn　time　are　obtained　from　（4．1），　（4．2），　（4．3），　（4．4），　（4．ll）　and　（4．12）．

EPL［V；1（i），（V，　n）］　＝　E［vr（V，　n；X，P・　L）　十　Vii（Si）］

　　　　　　　隻

　　　　　　　Vi，

　　　　　　　i7i＋Σi二㍉Σ瓶＝1珂v露z（Vkmゐ）］＋E匿（5の1，

1＝：　1，．．．，i　一　1，

1＝　i，

1　＝i十　1，…　，　cJ，

（5．51）
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　　　　　　　　　EPL【nナ1（の，（v，・n）］＝珂万1（v，・n；x3五）＋π1（Si　）］

　　　　　　　　　　一｛o，ni，nl＋Σ嵩Σ瓶＝1珂NLi（vkm鳶）］＋E陶一≡1∴（5・52）

where　1＜i〈」．

　　Next　we　attempt　to　ge皿erahze　the　Iesults．

Generalizations　of　the　res皿lts．

　　AS　we　have　see皿ab　ove，　the　aggregated　system　state　after　the　i皿itiaユsojoum　times　ale　the　sum

of　the　state　stalting　with　the　tagged　custome正ia皿d　the　every　i皿itial　customer　in　Xi．　The皿we　may

generally　assume　the　folloWi耳gs：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂可1（i），（V，　n）］＝Σ｛莇7ん＋rrklnk｝＋rft，　　　　（5．53）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌻1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［nfl（の，（V，・n）］＝Σ｛α先z7鳶＋βltink｝＋71，　　　　　（5．54）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

wh．ere　1≦i，1≦」．　The　explicit　values　of　these　co皿stants　for　th．e　FCFS　discipli皿e　a皿d　the　PR－LCFS

discipline　can　be　obtained　by　the　results　in　the　last　section．　In．　the　case　of　the　FCFS～iiscipH耳e，　we

ca皿obtai皿from（4．11），（4．ユ2），（4。ユ3）a皿d（4．14），

　　　　　　　　、高山1（の，（v，　n‘）】一’E［Vi’T’（．V，・n；Xノ〉＋Vl’”’1（Si）］

　　　　　　　　　　　　　　　0，　　　　　　　　　　　　　　Z＝1，＿，i－1，
　　　　　　　　　　一Σ1＝・にヤ宛＋瀬；1η鳶｝＋？一1E岡，　属　・　（5．55）

　　　　　　　　　　　　　　　i7’，＋Σ1＝・｛窃一ヤん畷71ηん｝＋？，一1E［S，］，1－i＋1，・…，」，

　　　　　　　　　疏η71（の，（V，n）1＝珂Nl－1（V，・n；Xノ）＋π1騨1（5∂】

　　　　　　　　　　　　　　　O，　1＝＝　1，．．．，i－1，
　　　　　　　　　　．，2z1．i｛6／；’”一iVk＋xl；・ink｝＋6／1一’E［si］，　i＝i，　（s．s6）

　　　　　　　　　　　　　　　nl＋Σk＝、｛ξ1－iアk＋X171nk｝＋ξ1－IE囲，1・i＋1，＿，」，

where　1　：f｛　i　〈一　」．　We　distinguish　the　FCFS　discipline　by　the　superscript　．F．　ln　the　case　of　the

PR－LCFS　discipline，　we　can　obtain　from　（4．ll），　（4．12），　（4．13）　and　（4．14），

　　　　　　　　　　　EPL［i7，；‘1（i），（V，　n）］　＝　E［Vii（V，　n；X，P・　L）　＋　Vii（Si）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　O，　．　・　1＝1，．”，i－1，t（
Vi，

玩＋Σ闘ζアk＋藤厨＋？1珂Si］，

EPP［nrl（i），（V，　n）］　＝　E［IV，i（V，　n；X，P・　L）　＋　Ar，i（Si）］

一｛｝㌔Σ嵩｛ξ三綱5ゴ］，

1＝　i，

1　：i＋　1，．．．，　．J，

1　＝＝　1，．．．，i　一一一　1，

1：＝ら

1　＝i十1

（5．57）

（5．58）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，．．．，　」，

where　1　f1｛　i　〈一　」．　We　distinguish　the　PR－LCFS　discipline　by　the　superscript　PL．　For　the　notational

convenience，　we　define　the　following　matrices　and　vectors．

　　　　　　　　　　　　　　T＝：（一（一｝f：一Zi，：k，1＝1，．．．，」），　Di＝（tr，i：k，1＝1，．．．，」），

　　　　　　　　　　　　　　Ai＝　（．or1，：k，1　＝1，．．．，J），　Bi　＝＝　（fiL，：k，1　＝＝　1，．．．，」），　（5．59）

　　　　　　　　　　　　　　　　　r＝（鷲，…，殆），　　r㌔（71，＿，ッシ），
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where　1　S　i　〈一　J．　We　further　aggregate　the　matrices　and　the　vectors　as　follows．

u，　，，，

　i
u’　＝

鰐），
（iiF’，ri）．

（5．60）

（5．61）

Then，　the　assumptions　（5．7）　and　（5．8）　are　arranged　as　follows．

E［（ア，n＊）1（の，（v，・n）1＝（7，　n）〃＋ut， （5．62）

where　1　S　i　〈一　」．　The　expression　will　be　cited　later　to　derive　the　cost　functions．

　　　Similarly　as　the　initial　cost　functions，　the　important　things　to　consider　about　the　assumption　are

that　the　aggregated　system　state　（V，n）　should　be　sufficient　for　estima．ting　the　aggregated　system

state（ア，n＊）after　the　i皿itial　sojourn　time　Wi，　a皿d　that　the　expected　value　of　the　agglegated

system　state　after　the　initial　sojourn　time　should　’be　the　linear　function　of　the　aggregated　system

state．　Of　course，　the　coefficients　Ut　and　ut　（i・＝＝　1，．．．，　J）　can　be　different　for　every　service　discipline．

6 Expressions　of　the　cost　functions．

In　this　section，　we　derive　the　explicit　formulae　of　the　cost　functions　Wi」’（・）　and　Gi2’（・）　under　the

assumptions　stated　in　the　last　section，s．　As　we　have　defi皿ed，礁ゴ（V，　n）is　the　mea皿sojoum　time

of　the　tagged　customer，　who　is　currently　at　the　station　i　when　the　cur．rent　system　state　is　（V，　n），

speint　at　the　station　2’　until　he　departs　from　the　system，　and　Gi」’（V，　n）　is　the　cumulative　current

works　of　the　same　tagged　customer　accumulated　at　the　station　2’　until　he　departs　from　the　system，

1≦i，ゴ≦」．

　　　We　put　again　the　assumptions　that　are　derived　from　the　analysis　in．　the　previous　sections．

　　　Assumption　6．1．

Wi（V，　n）　＝　（V，n））！Vt　十　wt，

Gi（V，　n）　＝　（V，　n）gi　十　gi，

珂（ア，n＊、）1（の，（Y，　n）］＝（ア，η）Ul十ut 　　　1×2JER　　　　　　　’

（6．63）

（6．64）

（6．65）

where　1　〈i〈　J．

Of　course，　the　assumption　is　satisfied　by　the　FCFS　and　PR－LCFS　disciplines．

　　　By　fixing　the　index　’i　（i　＝　1，．．．，J），　let　us　consider　the　cost　functions　for　the　station　i　Now

we　define　the　following　matrices．　Let　，7　＝　2J2．

W　＝　（o，

G　：　（O，・

e　＝

Io　＝

一一一 j

pn　lo

p2i　le

　　I

p」llo

　　　　　　　の　

．．．
C0，γレ1

　　　0i　9ゴ’，

1　0

0　1
：

．

o

：

．

o

　　，o，

　　o，．．．，

p1210　…

p2210　…

　　i　’

Pnlo　…

一　　一　　一

一　　一　　　一

．

．

．

一　　一　　一

o

o

1

1

．．．

Co）t　ER5×1，

　　o）t　．　E　R5×1，

pl」lo

p2Jlo

　　I

p」Jlo

　　　2Jx2JER　　　　　　　　’

∈R己7×1ク，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃1　0　＿　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃2　＿　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ＝．．．．　．∈丑卿，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　い　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　0　＿　〃J

whe写e’de皿otes　the　transpositio皿．　The皿we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃11ρ11　ulp12　…　UIPIJ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。e－U2？・・．U2？22…U2？2」∈R5・rz．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uJP」、　uJPJ2…U　Jp〃

We皿ow　supPose（1一　U（～）一1　exists　where　l　is　an　ide皿tity　matriX　in　R5×5．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γレ1ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W＝　　i　＝（1一　Ue）一1万∈R5・×1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γレ」ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　91ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G＝　i　＝（1一　Ue）一1t7∈R5×1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9」ゴ

F肛ther　we　defi皿e

w　　＝

　　U1回忌1　P1んンVkゴ

　　　　　　　　I

uゴ｝1Σ躍＝1Pゴ＿lkンソんゴ

ωゴ＋uゴΣ躍＝、Pゴん》％

Uゴ＋1Σ《＝1Pゴ＋1kンV初

　　　　　　　　i

uJ　Z　1＝1　p」k　）／Vk」

　　U1Σだ＝1P1ん9kゴ

Uゴ哺1Σ鑑自、Pゴー、禽

　　　　　　Σ9＝1Pゴん9ん3

Uゴ＋1Σメ＝IPゴ＋1ん9んゴ

　u」Σメ＝1P」kgkゴ

E　RJxl，

Then　we　ca皿defi皿e

（6．66）

（6．67）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝　9ゴ＋Uゴ　　　・∈RJXI・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

From　Assumption　2．1，　（1　一　P」）一i　exists．　Then　we　can　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω1ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w　：1　i　1：（1－PJ）一“iiiz7’ER」Xi，　（6．6s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω」ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　91ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　＝　1　1　1＝（1　一一　P」）’igE．R’×i．　（6．6g）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9」ゴ

As　stat・d　in　th・p・evi・us　secti・皿・，　the　c・・缶・i・皿t・》ザ，ωi，　gi　and　gi　can　b・diff・・e皿t　for　ev・・y

service　discipline．　So　these　vectors　and　m　atrices　are　also　different　for　every　service　discipline．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ3



　　The　following　theolem　is　now　derived。

　　Theorem　1．　By五xi皿g　the　i皿dexブ（］’　＝　1，．．．，」），　let　us　considel　the　cost　fu皿ctio皿s　fol　the

statio皿ゴ．　We　put　Ass’umptio：n　2．1　and　Assumption　6．1．　FurtheI　if　we　assume　that（1一　Ue）一1

exists，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wi」（V，　n）＝（V，　n）Wぎ5＋Wiゴ，』i・一・　1，“・，」，　　　　（6・70）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σi」（V，n）＝（7，n）96ゴ＋9ゴ5一＝1，…，」，　　　　　（6・71）

a1：e　the　solutio皿s　of　the　the　equations（2．6）a皿d（2．9），　Iespectively・

Pro　of．　We　show　that（6．8）a皿d（6．9）satisfy　the　equatio皿s（2．6）a皿d』（2．9），　respectively．　Fo頁≠ブ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　珂暇ゴ（γ＊，n＊）1ω，（v，n）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ殊E［（ア，n＊）wんゴ＋ω鳶ゴi（の，（v，n）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌻1

　　　　　　　　　　　　　　　一暑P6ん［珂（Tc，n＊）1（の，（V，・n）脚ω司　　　（6・72）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ　Pik［｛（7，　n）ui＋ui｝wんゴ＋ω司

　　　　　　　　　　　　　　　　　　んニユ

　　　　　　　　　　　　　　　　一卿葱P轟＋｛　　J　　　　　　　Jui　2　PikWk」＋Σ協ω初　k＝1　k＝1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　＝鳴（v，n）・

Th・la・t・quati・n　f・ll・w・f・・m　th・q・且皿iti・n　gf　th・c・皿stants鴨andωゆthat　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wゴゴ＝ui　2　Pik）・Vk」，　　　　　　　　（6・73）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωi」＝ui　2　Pik》γkゴ＋ΣP6んωんゴ・　　　　　　（6・74）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　　　　　　　　k＝1

H・nce鴨（V，・n）呂ati・五・・the　equati・n（2・6）・1皿th・Sam・ma皿n・・，　we　can・h・w　that　qゴ（V，・n）

satisfies　the　equation（2．9）fol¢≠ブ・

　　　FOI　i＝ブ，

　　　　　　　　　　　　　W」（v，n）＋珂wκゴ（v＊，n＊）i（ブ），（v，n）」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　＝（V，n）wゴ＋ωゴ＋ΣPゴkE［（ア，n＊）Wk」．＋ωんゴ1（の，（v，　n）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌻1

　　　　　　　　　　＝（V，n））・v」＋ωゴ＋ΣPゴん｛珂（ア，n＊）1（ブ），（V，n）臥ゴ＋ωん5｝　　　　（6・75）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k71

　　　　　　　　　　＝（7，n）》vゴ＋w」＋ΣPゴk［｛（v，n）〃ゴ＋uゴ｝wたゴ＋ω司

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んコユ

　　　　　　　　　　一向｛　　　　　」〕〃ゴ＋〃ゴΣPゴんw厨　　　　　k＝1｝＋｛ωゴ＋uゴ書職＋書Pゴ　ゴ｝

　　　　　　　　　　‘＝W」・ゴ（y，n）・
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The　last　equation　follows　from　the　definition　of　the　constants　Wj」’　and　iv」’o’，that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　J

wカ＝》γゴ＋〃ゴΣPゴ鳶〕〃んゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　k＝＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　」　　　　・　　　　J

ωゴク＝ωゴ＋uゴ ｰPゴk》％＋ΣPゴたωんゴ．

　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　k＝1

（6．76）

（6．77）

Hence　W）・i・（V，　n）　satisfies　the　equation　（2．6）．　ln　the　same　manner，　we　can　show　that　G）・」・（V，　n）

satiSfies　the　equation（2．9）．　O

7 The　system　in　t　he　steady　st　ate．

We　have　considered　the　system　in　the　arbittary　states．　In　the　following　sections，　we　consider　the

system　with・the　steady　state．

　　　Let　us　consider　the　system　operated　under　some　fixed　service　discipline．　｛（V（t），n（t））　：t　）　O｝

is　the　stochastic　process　associated　with　the　system　state　（V，　n）．　The　state　space　is　denoted　by　S．

Each　component　｛vi’．」（t）　：t　）　O｝　（2’　＝　1，．．．？J　and　m」’　’一　1，2，．．．）　of　the　process　｛V（t）：t・2　O｝

is　a　process　which　is　left　continuous　with　right－hand　limits．　lt　is　a，ssumed　that　these　eomponents

v」’高梶@are　appropriately　arranged　in　order　to　know　the　service　order　of　the　customers．　For　example，

these　may　be　arranged　for　．every　class　of　customers　in　the　order　of　the　arrivals　in　the　case　of　the

FCFS　and　PR－LCFS　disciplines．　Each　component　｛n」’（t）　：t　｝｝r　O｝　（7’　一一一　1，．．．，」）　of．　the　process

｛n（t）　：t　）　O｝．　is　a　jump　process　which　is　｝eft　continuous　with　right－hand　limits　at　the　upward　jump

and　which　is　right　continuous　with　left－hand　limits　at　the　downward　jump．　Further　we　assume　that

｛（V（t），n（t））　：t　）　O｝　is　a　Markov　process．　From　the　nature　of　the　Poisson　processes，　the　overall

arrival　process　｛A（t）　＝＝　2，」・＝i　Ai（t）　：t　）　O｝　is　also　a　Poisson　process．　The　total　arrival　rate　of　the

customers　is　equal　to　A　＝　£1・＝i　Ap’．　Let　T．　be　the　arriva｝・epoch　of　the　mth　arriving　customer　and

let驚η≧（1≦ブ≦」）be　the　total　amount　of　the　sojoum　time　of　the　customer　spe皿d　at　the　statio皿

i　G2M・　（1　S　］’　〈一　J）　is　defined　as　the　cumulative　current　works　at　the　station　2’　of　the　mth　arriving

customer．　We　assume　that　VVj　and　G」M・　can　be　expressed　as

VVj　’一一　Wj（V（T．），n（T．）），

G，M’　＝＝　Gj（V（Tm），n（Tm）），

where　m　＝　1，2，．．．　and　］’　一一一　1，．．．，」．

ciplines　satisfy　these　assumptions．

asSociated　with　th

Each　compo皿ent｛Vゴ（t）：オ≧0｝（ブ＝1

with　right－hand　｝imits，

（7．78）

’（7．79）

From　the　Markov　property，　the　FCFS　and　PR－LCFS　dis一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Further　we　define　the　stochastic　process　｛（V（t），n（t））　：t　1｝！　O｝

　　　　　　　　　　　　e　aggregated　system　state　（V，　n），　and　let　＝＝〉　denote　convergence　in　distribution．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，．．．，りof｛V（の：t≧0｝is　a　process　wh．ich　is　left　con．ti皿uous

　　　　　　　　　　　　　　　　　and　｛n（t）　：t　）　O｝　is　a　jump　process　defined　above．

Now　we　are　thinkiRg　about　the　steady　state，　then　we　are　willing　to　assume　that

（V（T．），　n（Tm））　＝〉　（V（T．．），　n（T．．））

（V（Tm），　n（T．））　＃　（V（T．．），　n（T．．））

as　m　一一＋　oo
　　　　　　　　　’

as　m　一　oo　i

（7．80）

（7．81）

as　well　as’

　　　　　1　gV

　　　　　　　Σ叩＝E［W」（叩。。），．n（T．．））】＜・・，lim　一F一一

N”S－
潤|

潤@N
　　　　　　　m　＝1

概論確一E［G5（v（T。。），欄）】＜・・，

　　　　　　　　m＝1

（7．82）

（7．83）
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and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　編）f。㌦ゴ（蜘一．　E［欄く・・，　　（7・84）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　編）f。t　V」（・脚一E［i7」（T・・）】＜・・，　　（7・85）

where　1　S　］’　〈一　J．　The　time　average　values　（V，ft）　of　the　aggregated　system　state　are　defined　as

follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ftゴー無1∠㌦ゴ（・）d・，　　』（7・86）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9ゴー無拒（・）d・，　　　（7・87）

where　1　S　2’　〈一　」・

　　　In　the　fo｝lowing　discussions，　the　assumptions　in　this　section　are　assumed　to　be　satisfied．

8　　U　niq　ue　ness　qf　the　cost　fu　nctio　ps・

W6　have　obtained　the　set　of　the　Solutions　of　the　cost　functions　Wi］・　a皿d砺i皿てrheorem　r　Now　we

plbve　the腿nique皿ess　of　the　sollltions　undel　the　apPropriate　assumptions・

　　　：Lbtτbe　the　set　of　the　stoPPing　times［7】f6r　th6　’process｛（V　（t），　n（t））：オ≧0｝・The　set　T　is

脚ir鱗・th・rub・et　70血rh　thaゆ・s・m・mat・ix　Bo≧Oand・・m・vect・・bO≧0，

　　　　　　　　　　τo一｛T　E　T：E［（V（T），n（T））1伽）］≦（V，n）BO＋bO，∀（V，・n）∈ε｝　．（8・88）

whele　the　i皿itial．co皿dition｛（V（0），n（0））＝（V，　n）｝is　simply　denoted　by（V，　n）．　T。。　ca皿be　included

in　70．　Si皿ce　flom　the　steady　state　ass皿mptio皿（7．7）、and・（7．8），・there　exists　a　vector　bo　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E［（V（T，）o），n（Tx）））1（V，η）1　＝　　bo，　　　　　　　　　　　　　　　　（8．89）

f・・all，（V，　n）∈ε．　Al・・0∈To．　Fu・th・・，　f・・all・t≧0ゴ1・t塩（オ）（i＝1，＿，」；m＝1，2，…）b・th・

time・、sllch　that　if　the　tagged　customel　wele　to　arrive　at　the　statio皿iat　timeオ，　then　the　customer

wou．ld　complete　his　m仇current　serviee（service　per　visit　to　one　of　the　statio皿s）at　that　time．　For

convehie皿ceJet了δ（t）鉢山（i・三1，．1・・，」）・Then　we　defin．e

　　　　　　・’「τ1＝｛塩の・T∈70；21，．．．，J；m・　O，1，2，＿｝．　　　．（8．90）

B・f・・ep・・ving　th6　uniqu・n・r・・f　the　c・・t　fu皿・ti・n・，　W・皿eed　th・f・n・wing　l・mma・．

　　　Lemma．　We　put　Assumptio：n　2．1　a皿d　Assumption　6．1．　FuItheI　we　ass廿me　that（U（～）m→

Oas　m→○○．　The皿thele　exist　a　matrixβ1∈R2J×2J　a皿d　a　vectoガb1∈Rl×2J　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　2）　E［（7（塩（t）），嚇（オ）））1（y（の，n（の）］・≦（7（の，n（の）β1・＋b1，　　（8・91）

　　　　　　　　　　　　　　　m＝O

fo1：allオ≧Oand　i＝＝1，．．．，」．

．Pro　of．　From　Assumption　6．1，　it　ca皿be　easily　Shown　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－1

　　珂（7（7m），n（7m））1（の，（V，　n）1＝（i7，　n）yi（eu）m－1万＋eゴΣ理一k－1X（9のk万∈R’　×2J（8・92）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝＝0
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whele　7m＝7h（の（m≧1）and（V，　n）＝（V（オ），　n（オ）），　and　where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yt＝（0，＿，0，〃，0，＿，0）∈R2J×∬，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ulO……0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　u2　●・．　　　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＝　：・・．・・．・・．：　∈RJ×5，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　　　　　●．　’．　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　．．．　。．．　O　　uJ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ei＝（0，＿，0，1，0，＿，0）∈Rl×」，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万＝　i∈R∬x2」，

a皿dthe．other　co皿stantS　a■e　defi皿ed　in．　Section　6．　Hen．ce　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎○

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ珂（7（Tm），n（Tm））1（の，（v，・n）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　00　oo　m－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（V，n）y3Σ（eu）m一一1万＋e‘ΣΣ理一k－1X（eのkTl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1　m＝1　k＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　｛（V，n）Yt＋ei（1－PJ）一iX｝｛1＋e（1－ue）一iu｝T

The　last　equality　holds　from　Assdmption　2．1　and　the　assumption　that　（Ue）M　一一÷　O　as　m　．　oo．

m

　　　Now　we　introduce　the　normed　linear　spaces　of　functions　［19］．　Let　f　be　a　function　defined　on　S

i皿to・R，　a皿d　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ilfll（v，n）一・up｛E［1ノ（V（T）・n（T））口（岡・T∈T1｝　　（8・93）

for　every　initial　system　state　（V（O），n（O））　＝　（V，　n）．　Then　the　set　of　the　functions　is　defined　as

fb皿OWS：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（v；n）＝｛ノげ：ε→Rand　ll∫lkv；n）〈Oo｝　　　　　　　　　　　　　　　　（8．94）

for　every（V，　n）∈ε．　As　usua1，　we　sha皿consider　that　the　functio皿！∈■（v，n）is　equivale皿t　to

O∈H（v，n）if　l剛伽）＝0・Th・皿th・・et　H（v，n）bec・m・・an・・m・d　h皿・a・space　fg・　・v・・y・（V，・n）∈ε・

Further　we　define　the　space　II　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll＝　A　fi（v，n）’　（8．95）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（V，n）E8

　　　We　then　obtain　the　following　uniqueness　of　the　solutions．

　　　Theorem　2．　Let　｛Wio・　：i　一一一一　1，．．．，J｝　and　｛Gi2J　：i　一一一　1，．．．，J｝　respectively　be　the　sets　of

the　cost　functions，　which　are　defined　by　（2．4）　and　（2．7），　satisfy　the　equations　（2．6）　and　（2．9）　（2’　＝

1，．．．，J）．　We　put　Assumption　2．1　and　Assumption　6．1．　Further　we　assume　that　（Ue）M　一一一〉　O

as　m　一一〉　oo．　Then　each　components　Wij’　and　Gi」’　of　the　sets　are　the　unique　elements　of　ll．

Proof．　Fix　the　initial　state　（V，　n）　E　S　and　the　index　2’　（2’　’一一　1，．．．，」）．　We　first　show　that　Wi2’　and

Gie’　are　the　elements　of　fi（v，．）　for　i＝　1，．．．，」．　For　T　E　7ti，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

　　　　　Wi，’（V（T），n（T））　S　2　Wi，’（V（T），n（T））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゲ
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝E［2）　VVX．（γ（塩一・（T）），n（塩一・（T）））1（V（T），nの）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　翌

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝珂Σ｛（V（Th一，（T）），n（錦一、（T）））wXm＋ωXm｝1（v（T），n（T））］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　≦珂Σ（7（錦（T）），n（TA，（T）））1（γ（T），n（T））］wo＋E［M］ωo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝O

where■M　is　the皿umber　of　visits　to　the　stations　a皿d　Xm　de皿otes　the　statio皿stayi皿g　at　the　mth　visit，

a皿dwh・・e｝〃。・＝（max鳶φを、，＿，maxんφを」，max為φ砦、，…，maxk　iPilJ）’，　wo＝maxk　wk　a皿d　E［M］＝

E［Ml（の，（V（T），　nの）1＝ei（1－P」）一11・H・皿ce　w・hav・

　　E臨（叩），n（T））1（Y，　n）］≦｛E［（i7（T），n（T））1伽）］B’＋b1｝wo＋ei（1－P」）顧’1　wo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦　｛｛｛（7，n）Bo十bo｝B1十b1｝Bl十b1｝γゾ。十ei（1－1〕レ）一ilwo．

These　inequalities　comes　flom　the：Lemma　and　the・definition　that　T∈T1．　The　similar　i皿equality

h・ld・f・・E［σiゴ（V（T），n（T））1（V，・n）】，（∀T∈τ’　and　i＝1，…，」）・

　　L・t｛鴨∈II・ゴ＝1，…，」｝a皿d鰐∈H・i＝1，…，」｝be　a皿y　tw・set・・f　the　s・luti・皿・・f

the　equation（2．6）．　Then

　　　　　　　Il鴨一噸（v，n）

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　2

filll

s

The　last　inequality　comes　from　the　fact　that　T＊　is　a　stopping　time　in　7t

completion　epoch　of　the　tagged　customer．　Let　〈VVj＞

餅［1鴫（v（T）ln、（T））一陽（y（T），n（T））　伽）］

　　　　ノ
界二雰1暑副E［1鴨（v（T＊），n（T＊））鴫（yの，nの）ll（V（T），nの）］1（呵

　　　　ノ
雰二愛1暑副鴨（V（T＊），　h（T＊））鴫（y（T＊），n（T＊））II（呵

　　　　ノ
謬1暑P囎、E［鴎（v（T＊），n（T＊））一鴫（叩＊），n（T＊））11（呵

　　　　ノ

．’翠ジ1暑酬鴨噺・）

「ノ

Σ酬鴨一興ii嗣・
k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　Since　T＊is　the　selvice
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヲ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（IIVVi」11（v，n），…，llW」ゴII伽））’・Th・n

　　　　　　　　　　　　o≦〈叫’一瞬〉

　　　　　　　　　　　　　　　≦乃〈鰐一町〉

　　　　　　　　　　　　　　　ζ理趣二．呼〉一P’a・n一…『

The　last　expression　comes　from　Assumption　2．1．　Hence　we　have

as　the　elements　of　fi（v，n）・

1，．．．，」）．

　　　　　W，｝・＝W，2，・，i一一一1，．．．，，J，　’　（8．96）

The　similar　argument　shows　the　uniqueness　of　the　function　Gi」’　（i　d一一一：
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　　　Since　the　state　（V，　n）　E　S　and　the　index　7’　（2’　一一一　1，．．．，　」）　are　arbitrary，　the　proof　is　completed．

m

　　　Corollary．　Under　the　assumptions　of　Theorem　2，　the　sets　of　the　solutions　｛Wi」・（・）　：　i’　＝

ユ，＿，」｝a皿d｛Gij（・）：i＝1，＿，」｝i皿Theorem　l　are　u皿ique　fbr　aUブ＝1，．．．，」．

P・…f・L・t｛鴨（・）・i＝1，…，」｝a皿d｛隙・）・i＝1，…，」｝b・a皿ytw・・et・・f・th…1uti・n・・f

the　equation　（2．6）．　By　the　assumptions　of　Theorem　2，　any　cost　function　VVi2’（・）　defined　by　（2．4）　is

in　ll．　Hence．　17V：’：（・）　E　1［　and　W：Z：（・）　E　ll．　Then　we　have
　　　　　　　　　　　　　jN1　’　一　T”’”　”　tl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，nの）一　1・vG（y（T），n（T））1（呵・T∈T1｝一・　（8．97）

for　all　（V，　n）　E　S　and　i　一一一　1，．．．，　J．　ln　particular，　T　＝　O　E　7ti．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i故由）一W3伽）1＝0　　　　　　（8．98）

for　all　i，］’　一一一　1，．．．，J　and　for　all　（V，　n）　E　S．　ln　the　same　manner，　we　can　show　the　uniqueness　of

the　function　Gij’（・）．　This　completes　the　proof．　O

　　　Remark．　The　reason　why　we　consider　the　set　Ti　is　to　ensure　that　the　every　objective　function

f　（e．g．　f　＝　Wi，’，　or　GiD　satisfies　that　l　lfll（v，．）　〈　oo　for　all　initial　state　（V，　n）．

；H：ence，レレ㌔工（・）∈■a皿d呪2・（・）∈■

　　　　　　　・up｛E［鴨（V（T）

9 Steady　state　values　of　the　cost　functions．

Now　we　evaluate　the　steady　state　values　of　the　cost　functions　17Vi）’　and　Gi」・．　The　generalized　Little’s

formula　（H　＝　AG）　and　the　Poisson　Arrivals　See　Time　Averages　（PASTA）　property　are　used　to

obtain　the　values．　The　power　of　these　Iesults　is　fully　utilized．　Fina皿y，　some皿umerical　examples

are　provided．

　　　Because　the　cost　functions　are　unique　over　ll　under　the　assumptions　of　Theorem　2　and　T．　E　Ti，

we　have

　　　　　　　　　　　　珂Wゴ（V（Too），欄書｛E凧），欄）］一｝，（9・99）

　　　　　　　　　　　　　E［G欄，欄）】一書宍｛E［（V（T．．），n（T．．））］gi」’＋gi」’｝，　（9・1）

where　A　＝　Z　K・．i　Ai　is　the　overa｝1　arrival　rate．　We　use　the　generalized　Little’s　formula　［23］　that

equates　the　time　average　values　of　the　costs　with　the　customer　average　values　of　the　costs　to　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi」’　一一一　A　E［W3’（V（Too），n（Tcx）））］，　（9．101）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V，’　＝　AE［G，’（V（T．），n（T．．））］．　（9．102）

For　the　Poisso皿anival，　the　fractio皿of　time　that　the　system　is　i皿a皿y　state　is　eq皿al　to　the　fraction

of　the　arrivaJs　when　the　system　is　in　the　state．　This　is　the　Poisson　Arrivals　See　Time　Averages

property　（PASTA）　［24］．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　梵ゴ　　＝：　　五7［η・ゴ（Too）】，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．103）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／ゴ　　＝　　五7［1／ゴ（T．）］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．104）

19



Ftom　the　equations　between　（9．1）　and　（9．6）， we　obtain

　　　　　　　　ノ

itゴ＝Σλ‘｛（V，　ft）》場＋ωiゴ｝，

　　　　　　　i＝Jl

ち＝Di｛（i9，ft）9ピゴ＋96ゴ｝，

　　　　　　　i＝1

2’　＝　1，．．．，　」，

］’　一一一　1，．．．，」．

（9．105）

（9．106）

Define

　　　　　　　」

5＝Σλ歪（9i・’，…，9iJ，）・Vi・，…，wの，

　　　　　　i＝」1

・＝
ｰλ‘（伽，…，9i・」，・Wi・，…，ωの・

　　　　　　i＝1

（9．107）

（9．108）

Then　we　arrive　at　the　equation　that　determines　the　steady　state　expected　value　of　the　（aggregated）

system　state　（V，ft）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（V，ft）　：（V，ft）S十s．　（9．．109）

Now　we　assume　that　the　inverse　matrix　（1　一　S）一i　exists．　Then　we　have

（V，偽）＝3（1－5）一1． （9．1　10）

Fi皿ally，　we　can　get　the　steady　state　values　of　the　cost　functions．

E［Wi，’（V（T．．），n（T．．））］　＝　s（1－S）一i）／Vi，’十wi，’．

E［Gi，・（V（T．．），n（T．．））］　＝：’　s（1－S）一一igi，・十gi，・．

（9．111）

（9r112）

The　first　cost　function　denotes　the　（steady　state）　mean　so2’oum　time　that　the　customer　arriving・at

the　s’tation　i　spends　at’the　station　］’　until　his’departure　from　the　system．

　　　These　results　are　arranged　in　the　following　theorem．

　　　Theorem　3．　Assume　that　the　multiclass　M／G／1　system　with　feedback　defined　in　SectioR

2　is　in　the　steady　state　where　the　assumptions　in　Section　7　hold．　Let　’fi　：　（fti，．．．，ftJ）　and

V　＝　（Vi，．．．，VJ）　be　the　vectors　of．　the　numbeT　of　customers　and　the　totaZ　amount　of　works　in　the

system，　resl）ectively．　Further，　letレ琉5（1≦i，ブ≦」）be　the．meαn　50ゴ。咀ηtime　of　the　customers，

who　initially　arrive　at　the　’Station　i　from　the　outside’of　the　syStem，　spend　at　the　station　2’　until

their　departure　from　the　system．　We　put　Assumption　2．1　and　Assumption　6．1．　We　assume
that　（Ue）M　一r＞　O　as　m　．　oo　and　that　the　inverse　matrix　（1　一　S）’i　exists　where　Ue　is　the　state

transitio皿matrix　de価ed　i皿Section　6　and　whele　5　is　defined・in（9．9）．　Then

（V，it）　＝　s（1　一　．S）一一i，

吻り＝3（1－5）一1）zViゴ十ω‘ゴ，

（9．113）

（9．114）

where　s　is’defined　in　（9．10），　and　where　）iVi）’　and　other　constants　are　defined　in　Section　6．

　　　Of　course，　the　total　sojourn　time　Wi　of　the　customer，

spend　from　his　arrival　to　his　departure　is

口

who　initia｝ly　．arrives　at　the　station　i，

　　　　　　　　」

鬼＝Σ嘱
　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　J　　　　　　　J

＝＝　s（i－s）一iZ）zvi」＋2wi」・

　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　ゴ＝1

（9．115）
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Remark．　We　have　not　investigated　the　conditions　of　the　existence　of　the　inverse　matrices　and

the　existence　of　the　steadY　state　in　detail．　The　elaboration　in　the　direction　wi11　be　required．

Numerical　examples　and　the　graphs．
　　　Now　we　give　numerical　examples　of　the　model．　The　number　of　the　stations　J　is　equal　to　5．　The

system　parameters　are　listed　below．

e

e

A」・　一．一一一　20．0　：　the　atrival　rates　（］’　一一一　1，．．．，5）．

The　service　time　distributions　are　the　5　stage　Erlang　distributions　with　the　means　vary　from

O．1　to　1．5．

e The　feedback　probabili，ties　are　as　follows：

（Pll，P12，P13，P14，P15）

（P21，P22，P23，P24，P25）

（P31，P32，P33，P34，P35）

（P41，P42，P43，P44，P45）

（P51，P52，P53，P54，P55）

（O．10，0．10，0．05，0．05，0．10），

（O．1　0，　O．1　0，　O．1　5，　O．1　0，　O　．1　0），

（O．15，0．10，0．10，0．10，0．20），

（O．1　5，　O．1　5，　O．1　5，　O．1　5，　O．1　5），

（O．20，0．20，0．10，0．10，0．15）．

　　　We　calculate　the　values　of　the　mean　sojourn　times　of　the　systems　where　the　service　disciplines

for　all　stations　are　eith－ ?秩@FCFS　only　or　PR－LCFS　only．　We　make　the　graphs　（Figure　1．　and

Figure　2．）　for　the　systems　under　these　two　disciplines　in　which　the　mean　sojourn　times　17Vj　of　the

customers　who　initially　arrive　at　the　station　］’　（］’　一一一　1，．．．，5）　is　individually　plotted．

10 C　o　nclusio　ns．

We　have　concerned　with　the　multiclass　M／G／1　system　with　feedback．　First　we　define　the　cost

functions　Wi］’（V，　n）　and　Gii’（V，　n）　（i，2’　一一一　1，．．．，　」；（V，　n）　E　S）　which　denote　the　mean　sojourn　times

of　the　tagged　customer　and　the　eumulative　current　woTks　of　the　tagged　customer，　respectively．　We

obtain　the　set　of　equations　that　are　satisfied　by　the　cost　functions．　lt　is　shown　in　Section　6　that

it　can　be　solved　explicitly　under　some　assumptions　that　are　satisfied　by　the　FCFS　and　PR－LCFS

disciplines．　The　important　things　to　consider　regarding　the　assumptions　are

　　1．　the　aggregated　system　state　（V，n）　should　be　suflicient　for　estimating　the　initial　cost　functions

　　　　　Wi（V；n），　Gi（V；n）a皿d　the　agglegated　system　state珂（ア，n＊）1（i），（V；　n）］，　a皿d

　　2．　they　should　be　the　linear　function　of　the　aggregated　system　state　（V，n）．

Then　the　objective　cost　functions　can　be　shown　to　have　the　same　properties．　Strictly　speaking，　these

assumption．s　are　the　su伍cient　conditio：ns　that　the　objective　cost　functions毘ゴ（γ，　n）and　Giゴ（V，　n）

are　the　linear　functions　of　（V，n）．　Finally，　we　evaluate　the　vaJues　of　the　functions　of　the　system

in　the　steady　state．　The　generalized　Little’s　formula　（H　＝　AG）　［9，　23］　and　the　Poisson　arrivaJ　see

time　averages　（PASTA）　property　［25］　are　used．　The　number　of　customers　and　the　expected　work

in　each　class　are　simult　aneously　obtained．　lt　is　worth　noting　that　the　equation　（9．4）　is　a　variation

of　the　formula　relating　the　expected　time－stationary　work，　say　V，　in　the　general　single　class　queue

to　the　expected　customer－stationary　waiting　time，　say　W　＝　V（T．），　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vi”　：λ｛E［S瑚＋珂52］／2｝　　　　　　（10．116）

where　A　denotes　the　arrival　rate　and　S　denotes　the　service　time．　Our　method　employed　in　the　paper

can　be　considered　to　be　the　supplementaTy　variable　method　［3］　where　the　supplementary　variables

are　the　（current）　works　ih　the　system　instead　of　the　attained　service　times．

　　　The　special　features　of　our　method　are　summarized　as　follows．
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　　1．　We　treat　the　system　performance　measures　explicitly　as　the　（cost）　functions　of　the　system

　　　　state．

　　2．　The　analysis　of　the　ordinary　M／G／1　busy　period　processes　has　been　applied．

　　3．　The　sufficient　conditions　that　the　objective　cost　functions　are　explicitly　derived　have　been

　　　　given　（Assumption　2．1．，　Assumption　6．1．　and　some　assumptions．regarding　the　existence

　　　　　of　the　inverse　matrices　and　the　steady　states）．

　　4．The　genelalized「：Little，s　formula　has　been　apPlied　as　the　generalizatio皿s　of　its　usu訓use　to

　　　　　the　M／G／，1　system　（Pollaczek－Khinchin　mean　value　formula　［14］）．

　　5．　The　algorithm　that　yields　the　values　of　the　cost　functions　can　be　easily　constructed．

The　methodology　given　in　the　paper　will　be　widely　applicable　to　the　analysis　of　the　multiclass

queueing　systems．
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