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Abstract．

　　　　一Consider　computing　simple　eigenvalues　of　a　given　compact　infinite　matrix　regarded　as　operating　in　the

complex　Hilbert　space　12　by　computing　the　eigenvalues・of　the　truncated　finite　matrices　and　taking　an　obvious

limiting　process．．　ln　this　paper　we　deal　with　a　special　cas，e　where　t・he　given　matrix　is　compact，　complex　and

symmetric・（but．not一　necessarily　Hermitian）．　Two　examples．of　application　are　studied．　The　first　is　cpncern．ed

with　the　equation　Jo（z）　一・iJi（z）　＝　O　appearing　in　the．qnalysis　of　the　solitary　wave　runup　on　．a　slopl’　p．　g　bg．ach，

and　the　second　with　the　zeros．of　the．　Bessel　function　Jm（z）　of　any　real　order　m．　ln　each　case，　the　problem　is

reformulated　as　an　eigenva4ue　problem．for　a　compact　copaplex　syrp．metric　tridiagonal　matrix　opgrator．　in　12

wh・・e　eig・nvalu・・a・e岬simple・A　complete’　e「「o「analysis　fo「the　npme「ical　solutio皿by　t－ati・n　i・．　giy・P

based　on　the　ggneral　theorems　proved　ip　this　paper，　where　the　psefulpess．of　the　seldom－used　generaJized

Rayleigh　quotient　is　demonstrated．
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gl　lntroduction　and　Summary．

　　　　This　paper　presents　part　of　our　investigation　into　the　question　of　how　much　．of　the　large　existing　body　of

knowledge　on　the　s（〉一ca皿ed　speciaHunctions　of　mathematicaユphysics　can　be　retold，　reworked　or　refbrmulated

in　matrix　language　so　that　one　might　obtain　new　insight　into　the　special　functions　or　find　a　new　class　of

aigorithms　for　their　computation．　Th’e　work　m’ay　also　be　regaTded　as　an　attempt　of　finding　a　new　significant

area　of　a’垂垂撃奄モ≠狽奄盾氏@of　matrix　theorY．　Our　partieular　cQncern　in　this　paper　is　the’theory　and　application

of　the　eigenva」ue　problem　for　coinpact’complex　symmetric　matrix　operators　in　the　usual　complex　Hilbert

space　12　of　all　squ　are－summable　complex　sequences．　As　concrete　examPles　of　application，　we　will　consider

the’@nurrierical　computation　of　zeros　of　two　functions　，namely，　Jo（z）　一一iJi（z）　and　Jm（z）　for　any　real　m，　where

i・＝一1and蝋・）d・n・t・・th・Bessel　fun・ti・n・f・・d・・m，・ach　p・・bl・m・ef・・mulat・d蹴皿・ig・nvau・

problem　for　an　operator　of　the　indicated　type．

　　　　We　first　reca11　a　few　basic　facts　from　the　spectral　theory　of　operators　［10，　Chap．　XIII，　SS34］．　In　the

sequel，　the　ge皿eric　symbol．B（X，　y）de皿otes　the　Ban　ach　space　of　a皿bounded　linear　operators　from　a　Banach

space　X　to　a　Banach　space　Y．　We　denote　B（X，X）　simply　by　B（X）．　A　T　E　B（X，　Y）　is　compact　if　for

any　bounded　sequence　｛f．｝　in　X，　the　image　sequence　｛Tf．｝　in　Y　has　a　convergent　subsequence．　Given

T∈B（X），th・・rt・f　an・・mpl・x　numbersλf・・whi・h（T一λ1）一1∈B（X）i・kn・wn　as　th・・etρ（T）・f剛α「

values　of　T　or　the　resolvent　set．　lts　complement　is　the　spectrum　a（T）　of　T．　ln　case　T　is　compact　and　X　is

infinite－dimensional，　O　is　always　in　a（T）　and　each　nonzero　Ao　E　a（T）　is　an　eig　envatue　of　T，　namely，　there

is　a　corresponding．eigenvector　x　E　X　such　that　x　7E　O　and　（T　一一　Aol）x　＝　O，　where　1　denotes　the　identity

operatQ：r．　Forλ∈ρ（T），　the　operator（T一λ1）卿1∈B（X）is　ca皿ed　the　resoんent　of　T・R）r　any　O≠λo∈σ（T），

（T　一　Aol）一i　is　not　well　defined　on　the　whole　of　X　from　the　definition　of　a（T）．　However，　T　一　Aol　may　have

a　bounded　inverse　on　a　smaller　closed　invariant　subspace，　say　S，　of　T．　A　necessary　and　sufficient　condition

for　this　to　be　true　is　that　Ao　is　not　an　eigenvalu．e　of　T　restricted　to　S．　Such　an　operator　（T　一　Aol）di　defined

only　on　S　will　be　denoted　by　（T　一一　Aol）s－i　in　the　sequel．
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　　　　Our　working　hypothesis　for　the’general　theorems　（Theorems　1．1－1．3）　is　given　below　and　will　be’subse

quently　referred　to　as　’the　hypothesis　（H）：

　　　　（H）　We　are　give皿asequen’ce　of　coMpact　complex　symmetric（but　not　necessarily　norm～のmatrix

opera’狽盾窒刀@｛A．｝ge　in　the　Hilbert　space　12，　converging　in　operator　norm　to　a　compact　complex　symmetric

matrix　operator　A　also　regarded　as　acting　in　12．　We　further　assume　that　A　has　a　nonzero　eigenva　tue　A　that

is　simple　in　the　sense　that　only　one　llnearly　independent　eigenvector　corresponds　to　A　and　no　generaillzed

eigenvectors　of　rank　2　or　more　correspond　to　A，　hamely，　no　vectors　y　E　12　exist　such　that　（A　一一　AI）2y　＝　o

and　（A　一一　AI）y　vE　O．　Let　x　be　an　eigenvector　of　A　corresponding　to　A．　We　assume　xTx　gE　O，　’T’　denotiRg

transpose．

　　　　This　situation　occurs，　for　example，　in　the　numericai　solution　of　Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O　and　of　Jm（z）　＝　O，

where　m　is　a　given　real　number，　as　described　in　Theorems　1．4　一　1．8　below．

　　　　Our　starting　point　is　the　following　spectral　convergence　theorem，　which　is　adapted　from　［12，　p．272－274］

in　a　specialized　form　suitable　to　our　purpose：

　　　　Theorem　1．1．　Let　A．　and　A　have　the　same　meaning　as　defined　in　（H）．　We　have：

（a）　For　any　eigen　vaJ　u　e　A　7E　O　of　A，　there　is　a　seq　u　ence　｛A．｝？O　of　eigen　val　u　es　of　A．　wh　ich　con　verges　to　A．

　　　　Conversely，　if　a　seq　u　en　ce　ot　eigen　val　u　es　｛A．｝：O　of　A．　con　verges　to　A　X　O，　then　A　is　an　eigen　val　u　e　of　A

　　　　t12，　p．272，　Theorem　18．11．

（b）　lf　a　seq　u　ence　｛A．｝？O　of　eigenvalues　of　A．　converges　to　a　nonzero　simple　eigen　value　A　of　A，　then　An　is

　　　　simple　for　all　s　u　fi　cien　tly　large　n　t12，　p．2731．

（c）　lf　A　7S　O　is　a　simple　eigen　value　of　A，　x　is　an　eigen　vector　of　A　corresp　on　ding　to　A　an　d　a　seq　u　ence　｛A．｝rO

of　eigenvalues　of　An　converges　to　A，　then　there　is　a　seq　uence　｛x．｝SP　of　eigenvectors　of　An　corresponding　to

A．　that　converges　to　x　t12，　p．274，．Theorem　18．．3］．

　　　　Theorem　1．2　below　holds　on　the　strength　of　the　hypothesis　（H）．
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　　　The。rem　1．2．　A・・um・孟h・五yp・th・e・i・（H）．　L・tλ。→λ・・d¢。→¢，　whereλ・f・a・eige・曲e・f　A・

and　x．　is　an　eigenvector　ofAn　corresponding　to　An．　The　existence　ofsuch　An　and　xn　is　guar4nteed．by　the

last　theorem．　The　A．　are　simple　for　all　s　uficiently　large　n，　again　by　th　e　las　t　theorem．，　Lgt　deflated　subspaces

S　and　S．　be　defined　as　the　orthogonal　complement　of　span｛x｝　and　span｛x．｝　in　the　sense　of　transpose：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　＝一　｛y　E　12：　xTy＝o｝，’S．　Eii　｛y　E　12：　x：y＝　O｝　．

Note　that　S　depends　on　A　only，　since　A　is　simple．　Similarly，　Sn　depends　on　An　only，　for　all　n　such　that　A．　is

・imp1・・．α・a・ly，　S・・d　5・aぞe　c1・・ed・・b・p・ce・・f12　a・d　12＝・帥｝㊥5a・d」2＝5卿｛x・｝㊥S・　fo「all

n　such　that　A．　is　simple．

　　　　Let　projections　（？：12　・一一〉　S　and　（？．：12　一〉　S．　be　defined　by：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9≡1一墓毒Q・≡1一・騒護・

Th。　Q。　a。e　w・11－d・fined・fo・ぬ・・出h・tλ。　f・・fmp1・．0・e鰐ea・ily　verify　that　Q2＝Q，9舞＝Q・　and

ll　（？n　一　（？　ll．　Q・　Note　further　that　（？　an　d　（？．　beh　ave　as　identity　when　restricted　to　S　an　d　S．，　respectively．

　　　　We　then　h　ave　the　following　’a，ssertions：

（1）　When　restricted’to　S，　A，　24　一一　AI，　（A　一　AI）s一’　E　B（S）

（2）　For　all　n　such　that　A．　is　simple　and　when　restricted　to　Sn，’　AniAn　L　Anl，　（An　一　Anl）s一．i　E　B（Sn）

（3）　ll　（An　一”　Anl）s一．’（？n　一　（A　一　AI）s一’（？　ll．　O

（4♪II（、4篇一λ鴨1）一1・l15隔→11（ノ1一λ1）一l　l15

　　　　Here　the　symbol　（A　一　AI）s一”i　denotes，　as　stated　earlier，　the　bounded　’inverse　of　A　一　AI　restricted　to　S，

and　similarly　for　（A．　一　A．1）s一．i．　The　notation　of．　the　form　II　T　llxdenotes　the　operator　norm　of　T　Whose

domain　is　a．subspace　X．

　　　　The　proof　of　Theorem　1．2　is　given　in　S2．　Here　the　proof　for　Parts　（3）　and　（4），　the　core　pa．rts，　is　due　to　T．

Ando，　Associate　Editor　of　this　Journal　and　acting　as　the　referee　for　this　paper，　and　represents　a　considerable
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simplification　over　our　original　proof．’　Part　（4）　ll　（An　一　Anl）’i　lls．　一＞II　’（A　一　A　I）’i　l　ls　is　particularly　useful

for　our　subsequent　work．

　　　　Remark．　Let　B　Ei　（A　一一　AI）s’i（？　E　B（12，S）　and　B．　＝一　（A．　一　A．1）一i｛？．　E　B（12，S．），　then　B　and　B．　are

ageneraユized　inverse　of．A　一一　AI　and　An一λn　1，　respectively，　as　one　can　show　by　direct　computa亀ion　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ノ1一λ1）B（ノ1一λ1）＝ノ1一λ1

〈Ll）　．　．〈　　．　B（A－Al）B＝B

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　一　AI）B　＝　B（A　一　AI）　＝　（？

a皿d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（An　一”Anl）Bn（An　一　Anl）　＝　An　一　Anl

（1・2）　〈　Bh（An－Anl）Bn＝Bn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（An　一　Anl）Bn　＝　Bn’（An　一　Anl）　＝　（？n　・

Part　（3）　of　this　theorem　then　asserts　the　convergence　of　generalized　inverses　B．　of　A．　一　Anl　to　tb．e　generalized

inverse　B　of　A　一　AI，　where　clearly　A．　一　A．1　一　A　一　AI　in　12．　For　a　full，　up－to－date　treatment　of　generaJized

inverses　in　a　variety　of　settings，　we　refer　the　reader　to　［15］，　a　recent　encyclopedic　work　on　the　subject　including

an　extensive　annotated　bibli’ography　of　1776　references．　lt　should　also　be　men．tioned　that　the　operator　B

（respectively　Bn）is　closely　related　to　what　is　called　the　reduced　resolvent　of　4（resp．　An）for　the　e三gen．value

A　（resp．　A．）　by　T．　Kato　［11，　p．180，　（6．30）］．

　　　　The　hypothesis　（H）　represefits　a　useful　spe6ial　situation　where　ari　appropriately　taken　generalized

Rayleigh　quotient　［21，　p．179］　well　approximates，　in　the　sense　of　Theorems　1．3　below，　a　given　simple　eigenvalue

of　a　compact　complex　symmetric　matrix　operator　in　12．

　　　　Theorem　1．3．　Agafn　a5sume　th　e　hypothesis（耳♪and　suPPose猛a孟we　a「e　gfven　a　sequence｛vn’｝野

such　th．at　v．　一一＋　x．　Consider　the　generalized　Rayleigh　quotient　pa．　＝　v．TA．v．／v．Tv．　and　take　it　as　an

approximation　to　A．　wh　ere，　as　in　Th　eorem　1．2，　A．　is　an　eigen　val　u　e　of　A．　s　u　ch　that　An　．　A．　Th　en　we　h　ave

the　follovving　error　estimate　for　all　n　such　that　A．　is　simple：

　　　　　　　　　　　　iμ・一λ・1≦i詰。1”（A一λ・り網（A一λ・・）一1　IISn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝rktTx　ll（An－panl）vn　l1211（A－AI）一i　lls（1＋o（1））　asn．oo．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



　　　　The　proof　of　Theorem　1．3　is　given　in　S3．　Note　that，　in　the　last　theorem，　the　error　1　pa．　一　A．　1　is　bounded

by　a　quantity　of　order　I　l　（An　一一　panl）vn　l　l2　・

　　　　The　theorem　may　typically　be　used　in　the　following　context：　Supp6se　we　are　to　estimate　A　一　A．．　We

write　A　一　A．　＝　（A　一　pa．）十　（pa．　一　A．）．　lf　it　can　be　shown，　as　is　the　case　in　the　proofs　of　Theorems　1．s　and

1．8，　that’ hLL．　一　A．　1／IA　一一　Ltn　1一　O　as　n　．　oo，　then　we　can　estimate　A　一一　A．　as　A　一　An　＝　（A　一一　IL．）（1＋　o（1））

as　n　．　oo．　The　point　is　that　A　一　pa．　may　be　estimated　accurately　when　one　has　detailed　kriow1edge　on　an

eigenvector　corresponding　to　the　exact　eigenvalue　A，　as　is　again　the　case　in　Theorems　1．5　and　1．8．

　　　　Before　proceeding　further　to　application，　we　give　the　following　simple　lemma　on　the　similarity　of　two

tridiagonal　matrices　that　win、be　repeatedly　used　later　without　exphcit　reference：Two　complex　trid吻ona～

7ηα励ε58んαr吻αC・mm・n　main　d吻・nal

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　di　e2　Ox　ldi　eS　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h　d2　’

　’
P　and　i　f5　d2　’ 　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●σ・の0・・n　　　　σ9・0の・eL

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　　　　　／n　　dn　　　　　　　　　O　　　　　ノ孔　　dn

ωん＿。。，。ノth，　、。P，。一　。nd‘ A。b一吻・n・1・・卯・・備副・ん，一imil・・ヴ物紬d・f・tω・・…ε5卿・

ing　super一　and　sub－diagonal　components　are　egual，　namely，　if　ekfk　＝　ekfL，　k　＝　2，…　，n．　lndeed　one　is

transformed　to　another　by　a　similarity　transformqtion　by　an　appropriate　diagonal　matrix．

　　　　As　the　first　example　of　application　of　Theorerns　1．2　and　1．3，　we　will　consider　the　approximate　solutibn

of　Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O，　where　J．（z）　denotes　the　Bessel　function　of　th6　first　kind　of　order　m　（see　［4j　’or　［20］

for　the　general　reference　on　the　Bessel　functions）．　The　equation　is　of　interest　in　the　analysis　of　solitary　wave

runup　on　a　beach　with　a　constant　slope　（［5］，　［19］）．　lt　is　known　（［16］，　［18］）　that　infinitely　many　roots　lie　in

the　lower　half　complex　plane　（but　none　in　the　upper　half　plane　or　on　the　real．axis），　symmetrically　about

the　imaginary　axis．　The　first　30　roots　with　positive　real　part　accurate　up　to　8　digits　have　been　computed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6



by　Macdonald　through　the　use　of　the　following　asymptotic　expansion　for　the　」’th　root　in　polar　form，　also

obtained　by　him　［13］：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・＝・∫・‘【（x／2）±θ・1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ∫＝：．ゴπ十｛1－4αゴ（1一αゴ）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8ゴπ

（1・3）　　＋索圃幽一瑚甥一輔＋・（轟あ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ」＝一÷96捧【21－48・・ゴ＋7h岡1＋・（ゴみ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αゴ＝5　ln（4ゴπ），

where　the　plus　sign　in　the　expression　for　z　is　taken　for　the　fourth　quadrant　roots　and　the　minus　sign　for　the

third　quadrant　roots．

　　　　・t－y悦繭d幅㎞1噛η＝ゴπ（1＋0（ゴー1））㎝dθ5＝÷農（1＋9（β））・indi・ating　th・t

the Droots　are　approximately　T　apart．　lt　may　further　be　shown　that　the　equation　Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O　has　no

roots　on　the　imaginary　axis；　for，　putting　i　＝　一一in，　where　n　is　real，　we　have　Jo（i）　一一　iJi（z）　＝　lo（”）　一一　li（n）　〉　O

for　a11　reaJ　”　［14，　p．151，　3．16．31．　Figure　1．1　below　gives　a　plot　of　the　first　6　roots　of　Jo（z）一iJi（z）　＝　O　in　the

fourth　quadrant　of　the　complex　plane，　based　on　the　table　values　in　Table　1．1　below．

1 m

0 × 5 10 15　Re
× × × ×

一5

×

　　　　Figure　1．1　The　first　6　roots　of　Jo（z）　一一　iJi（z）　＝　O　in　the　fourth　quadrant．

　　　　In　order　to　apply　Theorems　1．2　and　1．3　to　Jo（z）　一　iJi（z）　．＝　O，　we　first　reformulate　the　equation　as　an

eigenvalue　problem　for　a　compact　complex　symmetric　matrix　operator　in　12　：
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　　　Theorem　1．4．

ωA・・mp1・x・・mber・f・a…¢・f　Jb（・）一iJ・（・）＝off・・d・・ly・if・z≠oa・d　2μf・a・efg・・va1・e．・f　th・

　　　　。。mpaC亡・・mp1・X・ymm・‘・i・m・孟・ix・A∈β（～2）d・fi・ed　b・1・w・

（2）：r・　th・・eigen曲e　2／・　c・・re・P・・d・・吻・・e　lf・ea・1y　f・d・p・・d・・む・fg・・vect・・9i　ve・by・x・d・伽d　b・1・w・

（3♪Each・fgenvalue・f五fs　sfmp1・and・・nzer・・

（4）The　efge皿曲es・f五df・亡・ib・¢・・ymm・亡・fcally・b・・孟孟h・fm・gfnaly・xf・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、4：r＝一：r　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　／2　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五＝ノ21，を・．．，∫・＝≠1）k，k＝2，3，一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　’・　’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＝x（・）＝［」1（の，〉「2　J2（の，〉「3　J3（・），…］T∈～2．

　　　　Fbr　the　proof　of　Theorem　1．4，　see§4．

　　　　The　theoretical　basis　fbr　the　numerical　procedure　for　the　approximate　computation　of　the　eige皿values　of

th，　m。t，i．・A　d。五。。d　i。　Th。。，em　1．4　i、　gi。。。　by　th。。・xt　th…em　t・g・th・・with・・accu・ate』
?窒秩E・e・tim・t・．

　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　Theorem　1．5．

ωL・t・　b・a…亡・fゐ（・）一iJ・（・）＝0・Th・・e　exf・t・a・eq・ence｛λ・｝・f・fg・・va1・es・f亡h・％x卯・f・cfp・1

　　　　submatrfx　An　of．4　such　th　a，tλπ→λ≡2／z　andλπf8　sfmple　and　nonzero丑）r　a111arge　n・

②L・t｛An｝be　a・y・・ch・eq・e・ce・L・t・。＝21λ。　b・t・k・・a・an　apP・・ximati・・t…Th…fo・a111・rg・

　　　　n、・Ch¢h・tλ。　f8　Sfmple　and・・nZ6・・，　th・・e1・亡fve　err・・（・。一・）／Z　m・y・be　e・’tim’・’・t・d　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Znデ＝」”（z）Jn　＋i（ziJo2（z））（1＋・（1））（n一・・，・　fix・d）

　　　　wfψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　暗（の＝午‘呈（1＋・（・））・・1・1一・Q，

Where　t五・mf・・S　8fg・f・t・b・¢・ken加h・…t・ρ　With　P・・itive　re・1　P・・t・・d　th・p1・・Sfg・加he　r・・t・・

W1．狽??№≠狽?魔?@real　par¢・

　　　　The　proof　o｛Theorem　1．5　is　given　in§5．
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　　　　The　theorem　is　rather　remarkable　in　the　sense　that　the　relative　error（Zn一■）／z　is　well　apProximated

by　a　s玉mple　closed　fbrm　such　as　one　given　above．　The　theorem　also　shows　that　the　convergence　zn→zis

eventua皿y　extremely　rapid　as　the　asymptotic　expansion　Jn（の～（z／2）n／n！（n→Oo，　z　fi　xed）indicates［1，

p．365，9．3．10rp．370，9．5．10】．

　　　　Consider皿ow　the　numerical　procedure　for　computing　the　An．　The　n×nmatrix．An，　the％×nprincipaユ

submatrix　of　A　defined　in　Theorem　1．4，三s　easily　seen　to　be　similar　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　／2　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ノ2　0　∫3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（1．4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノln＝：i　　　　　　　一ノ3　　0　　　　’．　　　　　　　≡iBn．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○・　’・　∫篇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　一ノn　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

Fbr　a　given　n，　we　compute　a皿eigenvaユues　of　An（hence，　of　4n　by　similarity），　which　are　given　by　i　times

the　eigenvalues　of　Bn．　The　computation　of　the　eigenvalues　of　Bn　may　be　effected　through　the　use　of　a　QR

algorithm　fbr　computing　a皿e玉genvalues　of　a　reaユtridiagonal　matrix；for　example，　the　one　implemented　as

the　FORTRAN　subrou亀ine　HQR　in　th’ ?f OSPACK　p㏄kage【17】may　be　used．　Since　An　is　pure　imaginary，

it，s　eigenvalues　d三stribute　symmetrically　about　the　imaginary　axis　just　as　the　eigenvalu6s　of．4．

　　　　Let　z（k）≡2／λ（k）denote　the　kth　fourth　quadrant　root　of　Jb（z）一一　iJ1（z）＝0．　Theorem　1．5　guarantees

the　existence　of　a　sequence｛λn｝such　thatλn→λ（ゐ），　whereλn　is　an　eigenvalue　of盗n（hence，　of　An）．　The

inspection　of　the　computed　eigenvalues　oL4篇easily　reveaユs　which　eigenvalue　of．An　is　to　be　taken　as　the　An．

hdeed，λ。＝λ鈷），　th・kth・1・・g・・ゆm・dul・・）fi・・t　q・ad・a・t・ig・・val…fλ。．　Th・・imil・・f・・t　h・ld・f・・

the　third　qu　ad　rautt　roots　of　Jb（z）「一iJ1（9）＝0．

　　　　All　computations　were　performed　in　the　quadruple－precision　floating－point　arithmetic（28－digits　in　hex－

adecimal）on　the　FACoM　M－780120　system　at　university　of　Tsukuba．

　　　　Table　1．1　below　gives　the　first　10　roots　of　Jo（z）一iJl（z）＝Oin　the　fourth　quadrant，　computed　from．An

with　n＝nm…　th・・man・・t　p・・iti・・玉・t・g・・n　t・・whi・h　th・apP・・xim・t・…t…　c・mp・t・d　f・・m　A・　h・・15

correct　significant　figures　of　real　and　of　imaginary　parts．
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Reaユ　　　　　　　　　　　　Imagina■y ηπ葛‘π

1 ．298038241479049×10　　　　　一．127960254029915×10 14

2 ．61751　5307095484×　101　　　　　一．1618711738447149×　101 19

3 ．934196098346134×101　　　　一．181887278777295×101 25

4 ．124985070639585x　102　　　　　一．196145953801999×　101 28

5 ．156501043853098x102　　　　一．207230981783076　x　101 33

6 ．187989116836963×102　　　　一．216301098327459×101 37

7 ．219459799843811×102　　　　一．223977249227609×101 41

8 ．250918857639076x102　　　　一．230631280667550×101 44

9 ．282369731453980×　102　　　　　一．236503612066197×　101 48

10 。31381　4609896480×　102　　　　　一．241758698636241　×　101 51

　　　　　　　Table　1．1　The　first　10　roots　of　Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O　in　the　fourth　quadrant，　computed　from　A．

　　　with　n　＝　n．i．，　the　smallest　positive　integer　n　for　which　the　approximate　root　z．　computed　from

　　　A．　has　15　corTect　significant　figures　of　reai　and　of　imaginary　parts．

　　　Table　1．2　compa■es　the　observed　relative　error（zn一之）／2　with　its　estimate（π／2）Jn（のJn＋1（z）for

the　first　and　second　roots　z　in　the　fourth　quadrant　and　n　＝　4，8，12，10，16，20　and　for　the　fifth　root　and

n　＝　12，16，20，24，28．　lt　may　be　seen　from　the　table　that　two　quantities　agree　to　about　one　digit　except　for

low　values　of　n　，　even　for　the　first　root，　the　fact　that　is　quite　satisfactory　for　practical　purpose　of　estilnating

the　correct　number　of　digits　of　a　given　approximate　root．

　　　　For　the　first　root：

n

　　　　（Zn　一z）／z

qeaエ　　　　　　　Imaginary

　　（π／2）」π（β）ゐ＋1（のReal　　　　　　　Imaginary

4 一〇．181×10一　　　　　　一〇．385×10一 一〇．213×　10－u　　　　　－0．498×　10一

8 十〇．262×　10輔　　　　　　一〇．8671×　10一 十〇．267×110一　　　　　　一〇．543x　10一

12 ＿0．620　×　10－13　　　　→一〇．393×　10－13 一〇．651×　10－13　　　　十〇．297x　10－13

16 十〇．111×10一　　　　　一〇．101×10騨 十〇．121　×　10一　　　　　　　一〇．820　×　10騨

20 一〇．245×　10一　　　　　　十〇．366×　10一 一〇．320×　10一　　　　　　　十〇．293×　10一

For　the　second　root：

4 一〇．216　x　10＋り　　　　　　一〇．561　x　10＋ 十〇．584×　10＋　　　　　　十〇．163×　10＋

8 一〇．482×　10一　　　　　　一〇．147×　10一 ・一
Z．576×　10一　　　　　　一←0．288×　10一

12 十〇．428×　10鞠　6　　　　十〇．305×　10轄 →一〇．439×　10－　6　　　　十〇．335x　10葡

16 一〇．234×10一　　　　　　一〇．318×10一 一〇．584×　10一　　　　　　一〇．326x　10一

20 一〇．197×　10一　‘　　　　十〇．158×　10一 一〇．209x10一　　　　　　十〇．147×10一
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For　the　fifth　root：

12 十〇．116×　10一　　　　　　　一〇．360×　10一 十〇．177x10軸　　　　　　十〇．306×10哺

16 一一
Z．741×10－　z　　　　－0．219×10一 一〇．151　×　10葡り　　　　　一〇．392　×　10一

20 一〇．146×10一　　　　　　十〇．648×10一 一〇．173×　10一　　　　　　十〇．941×　10一

24 十〇．290×　10一　　　　　　→一〇．908×　10騨 十〇．350×10一　　　　　　十〇．103×10一

28 十〇．110×10一 @　　　　　一〇．409×10囎 一←0．120　×　10一　　　　　　　一〇．436x　10韓　一

　　　　　　　　Table　1．2　The　relative　error（zn一の／z　and　its　estimate（π／2）Jn（z）Jn＋1（z）fbr　the五rst，　second

　　　　a：nd　fifth　roots　z　in　th．e　fourth　quadrant，　where　n＝：4，8，12，16，20　fbr　the　first　and　second　roots　and

　　　　n＝：12，16，20，24，28fbr　the五fth　root・

　　　　As　the　second　example，　we　consider　computing　the　roots　of　Jm（z）＝Ofbr　a皿y　real　order　m・Since

J＿m（z）　＝　（一1）mJm（z）fbr　any玉nteger　m【4，　p．87，（6．4）】we　assume　m≠一1，一2，…in　the　sequel．　The　next

theorem，　refbrmulating　the　problem　of　computing　the　nonzero　roots　of　Jm（z）＝Oas　a皿eigenvahe　problem，

is　essentiany　a　restatement　of　what　is　already　known（see【71　and【91）：

　　　　Theorem　1．6．

ωL・tm　b・　a　real　n・mber≠一1，一2；…，　then　z≠Of・a…t・f・Jm（・）＝Off・・d・・1y　ff　4／・2　f・a・

　　　　・igen　val・e・f・th・・C・mpa・t・・mp1・X・ymm・t・i・t・idi・g・・al　m・t・iX　A　d・fi・ed　b・1・vv　with・C・rre・p・・曲9

　　　　eigen　vect・r　x　alS・defined　bel・w：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ax＝7側・

　　　　where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d、ノ2　・　dk＝（α、」1）（叫＋・），　k＝1，2，●’◎

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫2　d2　∫3

　　　　　　　　　　　　　　　　A＝ノ、d，…，ノ・＝（α、一1）（1：，一2）〉寅，ん＝2，3，…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　●．　’．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αゐ＝m＋2k，　k＝1，2，…

　　　　　　　　　　　　の＝x（z）＝

whe・eわrα＜0，　V万＝ゴ

it　is　positive－definite　（hence，　i’t’s　eigenvalues

［Vtff　EJm＋2（z），　vlff　filJ．＋4（z），…］T　，

洞．Th・m・孟・ix・A　i・rea1・ymm・君・f・fo・m＞一2・1・p・・ti・・1a・，　fo・ゆ一1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　are　all　positive）．　For　m　〈　一2，　the　components　of　A　are
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　real　eXCept　fo・th・・Si・91e　C・mp・丑e・げP，　Whi・h　f・p・・e　fm・9r’・・ry・　where　P　den・亡・・¢h・・malleSり・・itiv・

　　　　f皿孟eger　exceedfng，l　m　l／2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ・＝（m＋2P－1）．i，、v／l（k＋2P註2）（m＋、2P）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）F・・m〈一2，Ai・・fmf1・・書・A，¢he　real　m・¢・ix・b亡・f・edか・m茄y・eplacf・9　th・・ff－di・g・・a1画

（ノ，，fp）（th・ガ・・t・fp・・th…P・r一・di・g・・踊・・ec・・d・・th…b・df・9…ηby　th・p・f・（1ノ，1，一1f，　1）・

　　　　The　proof　ls　omitted，　save　for　a　brief　remark　that　Part（1）is　a　matrix　equatioll　obtained　from　the

three．term　recurrence　relation

（1・5）（潔＋2）＋（酷鍔3）＋（識暑3）＝多ゐ＋・（・）一≠＋2，…，

which　itself　derives　from　the　well－known　recurrence　fbrmula

（1．6）　　　」、一、（の一（2k’／・）J、（・）＋jk＋、（・）＝・（ん・・bit・a・y）．

　　　　Example　1．1　The　case　m＝一1．5：且is　reaユsymmetric　and　the　d，s　andノ，s　are　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d・＝（一・．5）（1．5），d・＝（1．5）（3．5，d・＝（3．5）（5．5），’○●，

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫2＝1・sV6TgVSS’．ノ3＝3・5＞需〉砺’∵○●

The　d，s　are　aユl　positive　except｛オ1，　which　is　negative，　an，d　theノ，s　are　all　positive．

　　　　Example　1．2　The　case　m＝一7．5t’A　is　comp16x　symmetr三。　and

d・＝
i一6．8，一4．5），d・＝（一4．8，一2．5），d・＝（三2．8，一。．5）・d・＝（一。．轟（、．5），d・＝（1．5隻a5），…，

and

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　幽　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　1

ノ・＝ i一4．5）＞q蕗、／：i3［9．5，f・＝（一2．5）〉嘱郁，ノ・＝ i一・．5）＞q苫．砺・∫・＝ i・．5）〉儒、砺・’●．．
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The　d，s　are　a皿positive　except　d4，　wh三ch　is　negative，　and　theノ，s　are　a皿pQsitive　except／4，　which　is　pure

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
imaginary．　ln　this　case，　the　matrix　A　is　s玉㎡lar　to　the　real　nonsymmetric　matrix　A，　i・e・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d1／2　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　d1／2　　0　　　　　　／2　d2　／3

　　　　　　　　　　　　　　　／2d2／3　　　　　　　　　／3　d3　1／4i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ，d，・・．　i・・i曲t・　　一囚d・ノ・　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　o　・・．・・．　　　　　　　　ノ・d・．・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　’．　●．

　　　　It　fbllows　from　Theorem　1．6　Parts（1）and（2）the　well－known　fact（see［20，　P・40，（8）D　th　at，　give皿a皿y

real・m，　if・z≠ois　a…t・f・Jm（の＝o・・a・e一・，2㎝d一乏・F・r・m＞一1，　the　r・・ts・f・Jm（z）＝Oare　k皿・wn

t・be　a耳re組【20・P・483】・B・t　thi・may・again・b・・ea・ily　d・duced　f・・m・Th…em　1・6・Wh・t・ann・t　b・d・duced

directly　from　Theorem　1．6　is　the　following　fact　known　as　the　th　eo　re　m　of　Hurωitz【20，　p．4831：If　m＜一一1　and

m≠一1，一2，…，Jm（z）＝Ohas　a皿in五nity　of　roots，　of　which　only　2【I　m　l】roots　are　complex　and　the　rest

real；of　the　2【l　m　I】complex　roots，　precisely　2　are　pure　imaginary　provided　that【l　m　1］is　odd．

　　　　1：norder　to　illustrate　the　fact　stated玉n　the　last　paragraph　fbr　the　case　m〈一1，　we　show　below　in

Figure　1．2　a　sketch’of　the　18　zeros　of　J＿7．5（z）closest　to　the　origin（they　may　be　computed　qccording　to

the　computational　procedure　to　be　stated　after　Theorem　1．8　below）．　As　the　theorem　of　Hurwitz　asserts，

there　are　only　14（＝2【l　m　ID　complex　zeros，　of　which　2　are　pure　imaginary，【l　m　Il＝71）eing　odd．　For　the三r

numerical　values　correct　to　15　digits，　see　Table　1．3　following　Theorem　1．8．
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　　　　Figure　1．2　．　The　18　zeros　of　J“7．s（z）　closest　to　the　origin　in　the　complex　plane．

　　　　Our　next　theoiem，　when　combined　with　the　last　theorem，　guarantees　that　the　matrix　A　under　consid－

eration　is　of　the　same　type　as　the　matrix　operator，　also　called　A，　in　the　hypothesis　（H）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　Theorem　1．7．　Let　m　be　a　real　number7E　一1，一2，…．　Then　O　is　not　an　eigenvalue　of　A　and　every

・fg・・va1・e・f　A・is・fmp1・f・th・・en・e・f　th・hyp・th・・f・働wh・・e且f・th・m・t・fx　d・伽ed　f・T血・・rem　1・6・

　　　　For　the　proof　see　g6．

　　　　Although　asymptotic　expansio皿formulas　for　large　zeros　of　Jm（2）for　any　reaユmare　known（e．g．，【20，

the　last　formula　on　p．506］），　an　algorithm　for　computing　a　given　number　of　generally　complex　roots　of

Jm（z）closest　to　the　orig三n　with　a　given　accuracy　al）pears　unknown，　especia皿y　fbr　the　case　m＜一1　and

m　i　・一1，　一一2，…．　A　matrix　algorithm　for　this　cQmputational　problem　may　be　constructed　based　on　our’　next

theorem：
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　　　　Theorem　1・8・Le¢mbe　a　reahumber≠一1，一2，…・Le¢acomplex皿umber　z≠Obe　a　roo亡of

Jin（の＝o・

ωTぬ・漁・・eexf・¢・a・eq直・・ce｛λ。｝・f・fg・・va1・e・・f・th・n×np・f・cfpa1・・bm・¢・ix　An・f　A。、ch亡h。¢

　　　　λ。→4／・2≡λ，where・A　mea・・孟h・m・孟・ix　A　d・fi・ed　f・Th…em　1．6，・・d・・ch　th・孟λ。　f・・fmp1…d

　　　　nonzero　for　all　large　n．

②Le孟｛λ。｝be　a・y・・ch・eq・e・ce　a・d孟・k・zn古h・t・ati・fi・・4／・霧＝λ。＠・。＝±2／、バ；♪・・d　zn→・．

　　　　Th・en，　for　all　large　n　such　th　at　A。　f55fmple　and　n・nzer・，　t五e　rela¢fve　err・r（z。一z）／2　may　be　es舌fma書ed

　　　　by

、　　Znデ＝2篶号｝絵碧）（1＋・（・））（n一・・，・fix・の，

　　　　wh　ere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jk＋、（z）＝　Zg（1＋o（1））（2　rea1，レ1→・・，　m・fix・d）・

　　　　The　proof　is　g三ven　in§7．　It三s　remarkable　that　the　same　fbrm　of　error　estimate　holds　fbr　any　reaユ

m≠一1，一2，…，nQt　just　fbrηL＞一1　as　assumed　in　l9】．

　　　　：Fbr　the　actual　numerical　procedure　based　on　the　last　theorem，　we　only　consider　the　case　m＜一1　si皿ce

the　case　m＞一1　has　been　discussed三n　l9】・Let　An　denote　the　n×nprincipal　submatr三x　oL4（％＝1，2，…）．

　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　耀

Fbr　m，＜一2，　let．An　denote　the％×箆rea1　matrix　obtained　from．Aπby　replacing　the！p　in　the　super－diagohaユ

by囲and　th・乃三n　th・・ub－di・g・nal・by一再，　wh・・e　W・t・k・n≧P・Th・m・t・ixλ。　a皿d　A。　a・e・imi1・・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

H・nce・㌻he　eig・nv母u…f且・a・e　th・・am…th・・e・f　A　Theref・・th・p・・bl・m・f・・mputi・g・11・ig・・val・es

・fa町gi・・n・P・in・ipa1・ubm・t・iX・f　A・may・be　red・ced　t・th・t・f・・mp・ti・g・11・ig・皿val・…fa・eal・m・trix・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fbr　the－special　case－2＜m＜一1，　the　definition　of　4n　obviously　does　not　apply　and　we　directly　deaJ　with

・4π，which　is　real　symmetric　as　noted　bef〈）re．

　　　　The　rest　of　the　numerical　procedure　fb；computingもhe　zeros　of　Jm（z）is　ex　actly　in　parallel　with　the

previous　problem，　namely，　the　problem　of　computing　the　roots　of　Jb（z）一iJi（の＝0，　and　will　not　be　repeated

here．
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　　　Table　1．3　below　gives　the　first　9　zeros　of　J－7．5（のin　the’first　quadra皿t，　correct　to　15　sign・ificant　figures

both　of　real　and　imaginary　parts．　The　first　4　zeros　are　complex，　of　which　the　first　is　pure　imaginary．　The　last

colu㎜，％蜘，ind三cates　the　smallest　positive　integer　n　for　which　the　given　approximate　root　to　be　computed

fr・m　A。　h・s　th・indi・at・q　ac…a・y・H・nce，　f・6m・・mputi・9　all　25・ig・皿曲…f・An（n＝25）・w・w・・1d

obtain　50　approximate　zeros　of　J－7．s（z），　of　which　24　zeros　closest　to　the　origin　（14　complex　zeros，　of　which

2　are　pure　imaginary，　plus　10　real　zeros　distributed　symmetrically　abou　t　the　real　and　imaginary　axes）　would

have　accuracy　of　15　correct　significant　figures　or　better．

Real　　　　　　　　　　　　Imaginary πη轟‘π

1 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．516560629145118×　101 12

2 ．178693748975208×101　　　　．495422765875524×101 12

3 ．362375331434266×　101　　　　　．427452963226164×　101 12

4 ．563046723018165×101　　　　．291983807441747×101 13

5 ．945788243167948x101　　　　0 16

6 ．136006289681802×　102　　　　　0 18

7 ．171977766714518x102　　　　0 20

8 ．206196124638732×102　　　　　0 22

9 ．239552672549266×　102　　　　　0 25

　　　　　　　Table　1．3　The　first　9　approximate　zeros　of　J．一7．s（z）　in　the　first　quadrant　correct　to　15

　　　　significant　figures．

　　　　As　in　the　first　example，　we　will　compare　numerically　two　estimates　to　be　called　Estimatel　and　Estimate2

（for　z　real）　derived　from　Theorem　1．8　against　the　observed　relative　error：

（1・7）　E・tim・t・1＝X，2’＋箔｝篶碧），　E・tim・t・2＝πz」艦撫21チ2（z）

Table　1．4　below’@gives　an　example　of　such　comparison　for　4　zeros　of　J－7．s（z）　in　the　first　quadrant，　where　the

values　of　Estimate2　are　computed　for　the　real　・zeros　only．

　　　　For　the　first　root　（pure　imaginary）＝　i・（5．1656…）：

n

　　　　（・。一の／z

qeaユ　　　　　Imaginar

　　　　Estimatel

qeal　　　　　Imagl皿ary

8 0．200×10卿　　　　　　0 十〇．201×10－　　　　　0

10 0．494×　10購　　　　　　0 十〇．495x　10輌　　　　　っ

12 0．150　x　10－　　　　　　　0 十〇．150×　10－　　　　　　0

14 0．852×　10葡　　　　　　0 十〇．852x　10輔　　　　　0
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For　the　second　root　（complex）＝　1．7869…　十io（4．9542…）：

n

　　　（Zn－2）／2

qeal　　　　　Imaginary
　　　Estimatel
qeaユ　　　　　ImaginaTy

8 一〇．276x10一　　　　一〇．242　x　10一、 一〇．286x　10　　　　　一〇．242×10一

10 ＿0．337x10－10　　十〇．662×10－10 一〇．337x　10一．10　　十〇．663×　10軸10

12 ．0．225×10一　　　　一〇．155×　10一 →一〇．225×　10伽　　　　一一・0．155×　10鱒

14 一〇．183x10一　　　　十〇．272×10幡 一〇．183×　10一　　　　十〇．272×　10暉

For　the　fifth　root　（reaJ）＝　9．4578…　：

n （Zn　一z）13 Estimate1 Est三mate2

10 0．907×10一 0．933×10一 0．597x10一

12 0．934x10一 0．941×10鰯 0．602x10鱒
14 0．122×10一 0．123×10“ 0．785x10一
16 0．328x10一 0．328x10一 0．210x10一
18 0．240×10輌 0．240x10一 0．153x10鱒

For　the　ninth　roog　（real）＝ 23．955…　：

n （Zn欄2ゴ）12 Estimate1 Estimate2

18 0．361x10一 0．388x10一 0．369x10一
20 0．526　×　10－o 0．543x10一 0．516　×　10－o

22 0．205×10一 0．209×10一 0．198x10一
24 0．274×10一 0．277×10輌 0．263×10一

26 0．146x10一 0．147×10口 0．140×10一

　　　　　　　　Table　1．4　The　observed　relative　error　and　its　two　estimates　f6r　the　zeros　of　J＿7．5（z）in　the

　　　　first　quadrant．

　　　　One　may　see　from　Table　1．4　that　the　vahes　of　Estimatel　agree　with　the　observed　relative　errors　to　l

significant　figure　or　better．　The　less　accurate　Est玉mate2三s　also　fbund　accurate　to　about　o皿e　significaRt　figure

fbr　zeros　with　larger　moduli．

　　　　Re－k・It　may　b・p・・v・d　th・t　2n・apP・・Xi・m・te　ze・…fJm（・）gi・・n　as　th・…t・・fd・t（A・　一　Sz・）＝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　や（i．e．　those　z　such　that　4／z2　are　an　eigenvalue　of．An，　the　n×nprincipal　submatrix　of　A三n　Theorem　1．6）are

precisely　the　zeros　of　what　is㎞own　as　the　Lommel’s　polynomial　R2n＋1，”、＋1（の【20，§§9・6－9・71・In　fact，　the

fbUowing　relatio皿may　be　derived　from【20，§§9。6－9．7】：

（1・8）　R・n＋1，冊＋・（・）＝1（一1）・（m＋1）＠＋2）…（m＋2n＋1）d・t（λ一匹・）・
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The　proof　is　omitted．

　　　　We　conclude　this　section　with　a　rem’ark　04　the　applicability　of　the　matrix　technique　expounded　in　this

paper．　lndeed，　thg　matrix．　technique　turn．s　ogt　to　be　applicable　to　gther　classes　of’special　functionS　which

・ep・e・ent・minimal・gluti・4・f　a　t五・e・二t・・h・recurrence・el・ti・n・F・・e－pl・，　th・　・ig・nval・e　p・・b1・m・f

Mathieu’s　equation　with　a　complex　parameter　g，　namely，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2　w

（1．9）　，　in．il－g＋（a，一2q・cos　2i）w＝O

［3，　p．26］　is　amenable　to　the　t’echhique　described　in　this　paper．　The　result　will　be　reported　elsewhere．

　　　　For　another　example　of　the　matTix　technique，　see　［8］，　where　the　numerical　gomputation　of　the　zeros　of

regular　Coulomb　wave　functions　and　of　their　derivatives　are　studied．
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§2Pr60f　6f　Theorem　1．2．

　　　　we　use　the　n。ta毛ion　aユteady　established　’in　Theorem　1．2．　As　stated　in§li　the　improved　pr6。f　be16w　fbr

Parts（3）and（4）is　due　to　T．　Ando．

　　　　．P…f・f　Pa・t（1）・］r・・P・・ve五∈β（S），　it　i・e皿・・gh　t・・h・w　thatゐ＝O・impli・・xTAy　＝　O　und・・th・

given　hypothesis、4＝．4T，　Ax＝λ‘n．・Indeed，　xT．Ay＝xTATy＝（Ax）Ty＝λxTyニ0．　From　A∈B（5），

∠4一λjr∈B（S）fbnows　easily．

　　　　T・・P・・ve（A　一一　AI）ヨ1∈B（5），　it　i・en・・gh　t・P・・ve　by【10，　P・375，　Th…em　1】thatλi・n・t　an・ig・n曲・

of　the　restriction．450f／1も。　the　closed　s皿bspace　5．　To　prove　this，　it　sufEces　to　show　that　Ay＝λy　and

rT凵＝Eimp蜘＝・．　SupP・』・y≠・．　By　th・・implidty　hyp・th・・i・f・・．λ，　w・hav・y＝曲r　s・m・・calar

α≠0．Multiplying　xT　from　left，　we　have　O＝xTy　＝　axTx，　he皿ceα＝O　since　xTx≠Ofrom　the　hypothesis

（H）・Thi・i・a・・nt・pdi・ti・n・

　　　　Part（2）of　Theorem　1．2　may　be　proved　similar｝y．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　Proof　of　Part（3）．　Choose　anα＞sup　l卜4n　II　a皿d　let／1＝αP十ノ隻Q　and　An＝＝αPn十An（？n，　where

P＝：xxT／xTx　and　Pn　＝xnx竃／x冨xn　so　that　P十（？＝’1＝Pn十（｝n．　since目x物一・xlI→o，　we　have

　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

li塩一411→0．　By　compactness　of　P，　Pn，　A（？and　An（？n，．4　and　An　are　also　compact．　We　wiU　show　that

　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（A一　Al）一1∈B（’2）and（An一λ・1）一1，∈B（～2）fo・ama・g・n・uch　th・tλ・五s　simp1・・T・　P・・v・th・五rst，　it　i・

enough　to　show（A一λt）y＝Oimplies　y＝Oby　v三rtue　of　compactness　of　A【10，　p．375，　Theorem　1】．　Indeed，

　　　　　　ハ
fr・m（A一・AI）y＝Ofbl・w

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o＝P（A一　AI）y＝（α一λ）Py

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0＝：（？（A一　AI）y＝（A一λ1）（？y　，

using　P2＝P，（～2＝（i？，　PQ＝（？P＝0，　PA（？．　＝Oand（？A《？＝A（？．　From　the　former　fbllows　Py＝Osince

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＞sup　ll／ln　ll≧ll／111≧．1λ1　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π
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From　the　latter　it　follows　that（～y　is　a　sc～al　ar　multiple　of　x，　sinceλis　a　simple　eigenvaユue　oL4　by　the

hypothesis（H）．　Hence，　PQy＝・（？y　since　P　is　a　projection　onto　the　span｛x｝．　But　1）（～『0，　he皿ce（？y＝0．

We　have　now　proved．Py＝（？y＝0，　hence　y＝Py十Qy＝0．

　　　　The　other　assertion（A犯一λnl）騨1∈B（’2）fbr　a皿large　n　such　thatλ犯is　simple　may　be　proved　similarly・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ
　　　　The　main　utility　oL4　and∠An　is　fbund　in　the　f610wing　ide皿tities：

（2．1）　　　　　　　（且一λ1）ヨ1＝（A一λ1）一’Ql・

and

（2・2）　　　　　（An一λ・砥＝（An一λ・・）噛1Q・　1ρn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　T（・P・・v・（2．1），iti・e…ght・P・・v・（A一λ1）5＝Q（A一λ1）5・・（A一λ1）Q＝Q（A一λ1）Q，・inceQi・

。p，。jecti。n。nt。　S．　Thi、　last，el。ti。。，ead、　AQ＝QAg・1・ce　A＝αP槻，　Pg＝・a・d　Q・＝（？　’ D’

@Thi・i・

clearly　true　since．A∈B（s）by　Part（1）・The　identity（2・2）may　be　proved　similarly・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pa・t（3）n・w　f・11・w・f・・m（2．1），（2．2）a・d　f・・m　th・fact・th・t　Q2＝（？，　Q箋＝en，　II　An一川1→oand

llQ。一Qll→0・

　　　　P…f・fP・・t（4）．　F・・　・impli・ity，1・t　B≡（A一λり；1，　Bn≡（A。　一・A。1）ヨ1，　B≡（・4　一一　AI）一1，　B・≡

（24。　一’　An1）一’，・・d△e。　＝・Qn－Q・W・wi11　P・・ve

（2．3）　　　　　　　ll　B　llS≦llβ。　II5。（1＋ll△Q・　ll）＋・（1）

and

（2．4）　　　　　　　ll　B。　lls．n≦ll　B　lls（1＋聾△Q。　II）＋・（1）

Part（4），皿amely，・ll　Bn　llsn→ll　B　I15，　clearly　follows　from　these　two　inequalities．
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　　　　Tb　prove（2．3），　take　any　y∈3such　that　ll　y　Il＝1．　Then

　　　　　　　　ll　By　11　＝ll（A一λ1）鱒’Qy　ll（by（2・1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：糊B（；～yII　　（1）y　definition）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　　　　　　　　　　　：＝II（β（？一β篇Qn）21十Bn（？n　Y　Il

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　≦ll　BQ－B。Q。　II＋ll　B。Q。y　ll　（by　lMl＝1）

　　　　　　　　　　　　　　　＝・（1）＋ll　B。Q。e。y翻　（by　ll瓦一B　ll→0，　ll　Q。　一一　Q　II→O　and　QZ　＝　Qn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：o（1）十ll」Bn（；～悔y　lI　　　（by（2・2）：」Bn（；～π：＝Bn）

　　　　　　　　　　　　　　　≦o（1）十II」Bn・l15伽II（？n／Y睡

　　　　　　　　　　　　　　　≦o（1）十IIBnII5軸｛ll（（～π一（？i）yII十IIQyll｝

　　　　　　　　　　　　　　　≦・（1）＋II　B。　l15。（ll△Q。　II＋1）　（by　Qy＝y）

The　last　member　is　independent　of　any　paエticular　y∈5such　that　Il　y　lト．1．　Hence（2．3）fbllows．　The

in・q・ality（2・4）may　b・p・・ved・imlla・1y・

　　　　Th・p…f・f　Th…em　1・2三・n・w・・mpl・t・・
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g3　Proof　of　Theorem　1．3．

　　　　We　adhere　to　the　notation　established　in　Theorem　1．3．

　　　　To　prove　the　first　inequality　in　the　theorem，　we　compute　for．qll　sufficiently　large　n

　　　　　　　　　　　　　　μ一λ・一旬（An　一’　Anl婿”。）Vn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　1itlll　；v．　VnT（A”　一　Anl）（An　’　An　1）s一．i（An　’　Anl）vn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（by　Theorem　1．2　Part（2）　and　the　fact　（A．　一　Anl）vn　E　Sn　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝γ忽（An　一　Anl　　　曜⑳n）；ぼ7鴨（by　A：＝An），

where

（3．1）　rn　＝’　（An’Anl）Vn　E　Sn・

Taking　absolute　value　and　applying　the　Cauchy－Schwarz　inequality，　w．e　obtain　the　first　part　of　the　theorem，

as　required．

　　　　To　prove　the　second　part，　it　is　enough　to　prove

（3・2）　，　ll　rn　l12＝ll　（An’pnl）vn　l12　（1＋o（1）），

sihce　v．　．　x　by　the　hypothesis　of　the　theorem　and　since　ll　（A．　一一　A．1）一i　11s．　oll　（A　一　AI）一i　lls　by　Theorem

1．2　Part　（4）　（it　is　here　that　Theorem　1．2　Part　（4）　is　useful）．　To　prove　this，　write

（3・3）　（An　一一　panl）Vn＝rn＋9n・

It　is　enough　to　prove　II　qn　ll＝　O（ll　rn　l12）．　To　prove　this，　compute

　　　　　　　　　　　　　　　　qn＝（An－panl）vn’一（x4n一’Anl）vn　（by　the　definition（3．1）of　rn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（An　一　iLn）Vn　．

Taking　norm，

　　　　　　　　II　gn　ll　＝1　An　一一　LLn　111　vn　ll

　　　　　　　　　　　　　Si－lt；；ti！1；一i　ll’n　l1211’（An’一Anl）一’i　lls．llvn　ll　（bythefirstpartofthistheorem）．

Again　the　same　fact　as　we　used　above，　namely，　the　fact　that　vn　一　x　and　ll　（An－Anl）一i　lls．．ll　（A一一AI）一i　lls，

allows　us　to　conclude　from　the　last　inequality　that　ll　qn　II＝　O（ll　rn　l12）・

　　　　This　completes　the　proof　of　Theorem　1．3．
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§4Pro6f　of　Tlleorem　L4．

　　　　We　use　the　same　notation　as　in　Theorem　1．4．

　　　　Proof　of　Parts（1）a皿d（2）．　The　proof　wiU　be　done　in　41emmas，　Lemmas　4．1－4．1．

　　　　Lem叩a　4．1．　F・r　any　z≠0，　the・foll・wing　matrix　eq　uati・n　in～2　h・lds：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　諮ノ、0課）2「J－i　（z）〉至る（・）ゐ（・）評（・）

（4・1）　　　ノ，。・・．〉「3・J3（の＝7「V（5J，（z）一　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　●。　　●・　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　。　　　　　　　　　　．　　　’

or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ax＝三x一【」。（。）一iJ、（の，・，・，＿】T，

where孟f・ac・mp・Ct・c・mp1・x・ymme孟・fc・P・・at・・i・・B（12）aηd　O≠x∈12．

　　　　Pmof．　The　relation（4．1）may　be　veri五ed　directly　l）y　using　the　well－known　three－term　recurrence　relatio皿s

【4，P．93】：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2k

（4。2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jk＿1（z）十Jk＋1（z）＝一Jk（z），　　k＝：1，2，…　　　，

he皿ce，

（4・3）　ノk・Yk一・＋∫・蜘・＝多・，　k＝2，3，…，　wh・・e－y・＝Vli；J・（・），　k＝1，2，…．

The　matrix．4　is　obviously　complex（i．e．，　non－real　due　to　the　presence　of　i　as　the五rst　d三agonaユelement）and

symmetric．　Compactness　of　4f（）Hows　from　the　fact　that　a　ba皿d　matrlx　B＝：【δ司（i．e．，ゐ‘プ＝Ofbr　all　i　and

4such　thatトブ1＞T　fo・s・m・fi　x・d　p・・lti・・i皿t・g…）玉・c・mp㏄t・if　a・d・nly　if、，無ゐザ0【2・P・5gl・

The　fact　that　x∈～2　can　be　deduced　from　the　we11－known　continued　fraction　expression　of　Jゐ（■）／」ト1（z）【1，

p．363，9．1．73】：

（4・4）　　誰lll）＝毒（1＋・（歩））（k一・・諏d）

Since皿o　two　consecutive　J，s，　i・e・Jk（z）and　Jk＋1（のfbr　k＝1，2，…，vanish　simultaneously　at　any　z≠0【4，

p．105】，it　is　clea，r　that　x≠Ofor　any　z≠0．■

　　　　Remark・By　d量rect　computatio皿，　one　can　show　that．4．4H≠AHA，　i．e．，　that　A　is　not　normaユ．
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　　　Lemma　4．2．　lf　Jo（z）　一iJi（z）　＝　O，　then　z　i　O，　and　21z　is　an　eigenvalue　of　A　with　a　corr．esponding

eigenvector　x　＝　［Ji（z），　vlliJ2（z），…］T　E　12．

　　　　Proof．　Jo（O）　一一　iJi（O）　＝　1－i・O　＝　1．　Hence，　i｛　Jo（z）　一iJi（z）　＝　O，　then　z　S　O　and　Lemma　4．1　imblies

th。t　2／。　i、　an・ig・nvalu・・f五with…rre・p・ndi・g・ig・皿vect・・x＝［」・（・）・〉「t2　J2（・），…】T∈12・■

　　　Lemma　4．3．　For　a　given　complex　number　z　；　O，　an　arbitrary　solution　of　the　three－term　recurrence

relation

（4．5）　　　　ノ鵬一1＋ノ・＋蜘・＝1　Y・・k＝2，3，…・

，ati。帥g亡he　c。・df¢f・n．y、→・，　h・s・th・fo叫・＝・慨（・），　k＝・，2，…・for　s・me　c・n・t・・t・・

　　　　Proof．　From　（4．3），　yk　＝　v／i；Jk（z），　k　＝　1，2，…，　obviously　satisfy　the　recurrence　relation　（4．5）．　The　fact

that　yk　一＋　O　was　noted　there　also．

　　　　Conversely，　if　yk　（k　＝　1，2，…）　satisfies　（4．5）　and　yk　一　O，　then　the　yk’s　represent　a　minimalsolution　of

（4．5），三．e．，　a・ec・nd・・luti…、・f（4．5）・xi・ts　su・h　th・t・Y・／wk一・（e・9・・ω・＝撫（・），　wh・・e　Yk（z）iS・th・

Bessel　function　of　the　second　kind　of　order　k）　［6，　p．25］．　Since　the　minimal　solution　is　unique　up　to　scalar

multiplication　［6，　p．251，　．the　lemma　clearly　holds．　t

　　　　L・脚a4．4・　Uλi・a・efg・・vahe・fんth・・λ≠・，・・d・・1y・・e　lf・ea・1y　f・d・P’e・d・・孟・fg・岬・・x

corresponds　to　A，　where　x　is　as　defined　in　Theorem　1．4．　Moreover，　z　＝　2／A　．is　a　root　of　Jo（z）　一一　iJi（z）　＝　O．

　　　　Proof．　To　prove　that　O　is　not　an　eigenvalue　of　A，　suppose　the　contrary　and　let　Ay　＝　O・y　＝　O　for　some

y＝［Y、．，、Y、，…】T∈1・，　wh・・e　y≠・．　Exp・・di・胸＝・，　w・五・d　yk＝（一のゐ聯’vli；y・，ん＝2，3，…・Since

y　7E　O，　we　conclude　yi　iE　O．　But　then，1yk　1．　oo　as　k　．　oo，　a　contradict．ion．　of　the　fact　that　y　E　12．

　　　　Let　A　be　an　eigenvaJue　of　A．　To　prove　that　only　one　linearly　independent　eigenvector　corresponds　to

λ，1。蜘＝λy，o≠y＝［Y1，y、，…】T∈12．　s・伍ce・t・・h・wth・ty＝・xf・rs・m・・≠o，wh・・e・＝2ハ・・

well－defined　number，　since　A　iL　O　as　proved　above．　Expanding　Ay　＝　Ay，　we　obtain　the　same　relation　as　（4．5），
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where　yk　一　O　Since　y　E．12．　Then，　Lemma　4．3　applies，　and　yk　＝　cx／F」k（z），　k　＝　1，2，…　for　some　constant　c，

namely，　y　＝　cx．

　　　　Again，　let　A　be　an　eigenvaJue　of　A　and　y　be　a　corresponding　eigenvector，　then　y　＝　c［Ji（z），　vt｛iJ2（z），…］T

for　some　constant　c　7E　O，　as　proved　above，　where　z　＝ 堰@2／A．　Then，　substitution　of　z　＝　A／2　into　（4．1）　gives

Jo（z）　一　i　Ji（z）　＝　O，　as　requi　red．　一

　　　　Lemmas　4．1一一4．4　prove　Parts　（1）　and　（2）．

　　　　Proof　of　Part　（3）．　ln　view　of　Lemma　4．4，　it　suffices　to　prove　that　A　has　no　generalized　eigenvectors　of

ran　k　2．　We　will　do　this　in　two　lemmas　below．

　　　　Lemma　4．5．　The　function　f（z）　＝　Jo（z）　一iJi（z）　has　no　multiple　zeros，　namely，　if　f（z）　＝　O，　then

ノ’（z）≠0．

　　　　Proof・We　prove　thatノ（z）＝ノ’（z）＝O　leads　to　a　contradictio皿・Indeed，ノ（■）＝Ogives　Jo（z）＝iJ，（z）

ar・d　i≠0・Th・n　thρお・umpti・皿∫’（・）＝O・gi…

　　　　　（4．6）　O＝f’（z）＝J6（z）一iJ｛（z）

　　　　　　　　　　　　＝一」、（。）一i｛J。（。）一王」1（。）｝（by　Ji（のニJk一、（の一kJ、（。），k．＝．1，2，＿【4，　P．931）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　名　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　＝三」1（・）（・・i・g」b（・）ニiJi（z））．

Hence，　J1（z）＝o．　But　then，ノ（z）＝09三ves　Jb（z）ニ。・This　is　a　contradiction，　since　Jo（z）and　J1（z）never

vanish　simultaneously　［4，　p．1051・　l

　　　　Lemma　4．6．　．The　matrix　A　has　no　generalized　eigenvectors　of　rank　2．

　　　　Proof．　SuPpose　the　contrary　and　let　w　be　a　generalized　eigenvector　of　rank　2　corresponding　to　an

eigenvalue　A　of　A，　i．e．，　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　一　AI）2”　1ii　u　7E　O

（4．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　一一　AI）2211　＝　（A　一　AI）u　＝O　，
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hold　for　u，　u，　E　12．　We　will　deriye　a　contradiction．　To　this　end，　consider　again　the　identity　（4．1）　in　Lemma

　　4．1，　which　holds　for　any　z　：　O．　For　convenience，　we　rewrite　it　in　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　　　2A一　；1）x（。）＝ノ（のト1，・，・，…】T，

（4．8）　S　f（z）FJo（z）一・iJi（i），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（z）　＝　［Ji（z），　Vti｝’J2（z），…IT，

　　where　the　vector　denoted　previously　by　x　is　written　as　x（z）　to　emphasize　its　dependence　on　z．　Differentiation

　　gives

（4．9）　層　多①（の＋’（A－1・）x’（の＝ノ’（のト1，・，・，…】T・

　　where

　　　　　　　　　　　x’（i）　＝　［J｛（i），　vl17J5（z），…］T　＝　ll｛［Jo（z），　v／17Ji（z），…］T　一　［J2（z），　vtlii」3（z），…］T｝　E　12，

，　sinc6　Jk（z）　＝　（1／2）｛Jk一．i（z）　一　Jk＋i（z）｝，　k　＝　1，　2，…　［4，　p．93］．

　　　　　　F，。m　th。、ec。。d。q。ati。。6f（4．7），　iL　i・・n　eig・・vect・・c・rre・p・・ding　t・the　eig・皿曲・λ・L・mm・4・4

　　shows　thatλ≠Oand　u＝cx（Zl），　where　zl＝』2ハ，ノ（z1）＝Oand　c　is　a　nonzero　constan・t・Then，　the　first

　　equation　of　（4．7）　leads　to

（4・1・）　　　　　　一・x（・・）＋（且輯λ1）ω〒0・

　　Eliminating　x（zi）　from　（4．9）　（with　ke　＝　zi）　and　（4．10），　we　obtain

（4．n）　（A一一lll・i）（x’（zi）＋wi）＝f’（zi）［一i，o，o，…］T，　where　wi＝3t；i2・

Write　x！（zi）＋　wi　＝　g　1E　［gi，q2，…］T　E　12．　Expanding　（4．11），’ 翌?@find　the　k‘h　component　（k　一一．　2，3，…）

　　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fk　gk－1＋fk＋19k＋1＝；一epk，　k一一一：2，3，…，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zl

　　where　gk　一÷　O，　since　q　E　12．　Then，　Lemma　4．3　applies　and　we　conclude　q　＝　c’x（zi）　for　some　constant

　　c’．　Since　u　＝　cq（zi）　with　c　1　O，　we　see　that　q　is　a　scalar　multiple　of　u．　Then，　the　second　relation　of
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（4．7）gives（A一（2／zi）1）9＝o・using　th三s　i皿（4・11），　where　x’（z1）十ω1＝（ρas　de｛ined　earlier，　we　find

O＝ノ’（・、）ト1，0，0，…IT．　H・nce，ノ’（z）　＝O．

　　　　On　the　other　hand，ノ（Zl）＝　O　as　has　been　shown・Hence，ノ（z1）＝　f’（21）＝0，　a　contradiction　of　Lemma

4，5．■

　　　　This　completes　the　proof　of　Part（3）．

　　　　Proof　of　Part（4）・The　routi皿e　computatio皿Jo（z）一iJl（z）＝Jb（一一一　2）　一　iJ1（一のshows　that　the　roots　of

Jb（z）一iJl（z）＝OapPear　in　pai：rs　of　z　and一乏，　giving　the　required　proof　via　Part（1）．

　　　　A　more　direct　proof　is　given　by　the　similarity　transformation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　／2　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　D－1AD＝i一ノ2－1，を＿＝ap・・e・imagina・ymat・ix・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　．．．　。．．

where　jD＝diα9［1，　i，i2，…1∈B（12），　a　diago皿al　matrix，　a皿d　D－1∈B（12）．　The　eigenv包lues　of、A　are　precisely

those　of　D－lAD，　whose　eigenvaユues　obviously　appear　in　pailrs　of，　say，μa皿d一β，　since　it　is　a　pure　imaginary

　　　　ロmatrユX．

　　　　The　proof　of　Theorem　1．4　is　llow　complete．
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g5　Proof　of　Theorem　1．5．

　　　　We　keep　the　same　notation　as　defined　in　Theorem　1．5．

　　　　Proof　of　Part　（1）．　By　Theorem　1．4，　we　have　z　1　O　and　A　＝　2／z　is　a　simple　eigenvalue　of　the

compact　complex　symmetric　matrix　A　E　B（12）　defined　there，　with　the　corresponding　eigenvector　x　’＝

［Ji（z），　V’｛iJ2（z），…］T　E　12．　Let　the　infinite　matrix　A．　be　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　f2　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／2　0　／3　　　　　　0

（5．・）　A。　＝ノ・・●・・∫・＝（告1）・一1，2，…・

　　　　Lemma　5．1．　The　hypothesis　（H）　in　Sl　holds　for　this　particular　choice　of｛A．｝？O，　A　，A　and　x　defined

above．

　　　　P。。。£F，。m　what　w。、t。t，d　ab。v。，　it・・ly・em・i・・t・v・・ify　ll　An一川1→oa・n→。・and凸≠o・

The　first　is　clear　from　the　inequality

（5．2）ll且。一川1・≦2（ノ3＋1＋fl＋・＋…）＝2（n（1，・il］iii、）＋（州責π＋2）＋…）÷

　　　　For　the　proof　of　xTx　＃　O，　we　may　use　the　following　remarkable　summation　formula　［20，　p．152］：

（s．3）　＄lb（m＋2L一）Jk＋2k（z）＝iz2｛Jft－i（z）一J．一2（z）J．（z）｝　f6r　any　m，　realorcomplex．

　　　　　　　　　ゐ＝O

Hence　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　x’x　＝　J，2（z）　＋　2J22（z）　＋　’”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛J，2　（z）　＋　3J，2（z）　＋　…｝　＋　｛2J22（z）　＋　4J，2（z）　＋　…｝

（5．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（z2／4）｛J，2（z）　一　J－i（z）Ji（z）｝　＋　（z2／4）｛J？（z）　一　Jo（i）J2（z）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（・／2）・婿（の，

where　in　the　final　equality，　Jo（z）　一　iJi（z）　＝・O，　J－i（z）　＝　一一Ji（z）　and　the　recurrence　relation　J2（z）　＝

（2／z）Ji（z）　一一　Jo（g）　are　used．　Now，　z　i　O　as　noted　above；　also　Jo（z）　t　O，　for　otherwise　Jo（i）　一一　iJi（z）　＝　0
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would　imply　Ji（z）　＝　O，　a　contradiction　of　the　fact　that　Jo（z）　and　Ji（z）　do　not　vanish　simultaneous1y　｛4，

p．1051．　lt　follows　，that　（z／2）・iJ，2（z）　7E　O，　i．e．，　xTx　＃　O．　1

　　　　Theorem　1．1　now　applies．　ln　particular，　Theorem　l　i　（a）　and　（b）　guarantee　the　existence　of　a　sequence

｛A．｝　of　eigenvalues　of　An　such　that　An　一＋　A（iE　O）　and　such　that　An　is　simple　and　nonzero　for　all　large　n．

These　nonzero　eigenvalues　are　precisely　those　of　A．．　This　proves　Part　（1）．

　　　　Remai’k．　The　computation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一f．2）（一f．2－2）…（一一f22），　n：even

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　detAn　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一fn2）（一fn2“2）’”（一f32）’i，　n：Odd

shows　that　the　An，s　are　nonzero　for　all　n＝1，2ヂ・・。

　　　　Proof　of　Part（2）．　Using　the　relation　z＝2ハand　zn＝21λn，　and　noting　zn→z，　we　have

（5・5）　　　zデニな（λ一λ・）＝多（λ一λ・）（1＋・（・））as・n一…

One　is　thus　to　estimate　A　一一　An．　For　n　＝　1，　2，…，　let　v．　denote　the　nth　truncation　of　x，　i．e．

（5’6）　’@vn”［Ji（z），V15J2（z），’”，v2EJn（z），O，O，’”］T　E　I2

amd　let　pa．　denote　the　generalized　Rayleigh　quotient

（5・7）　Ltn＝！liT
der！！’TAi．V”，

where　A．　is　d’ ??奄獅?п@by　（5．1）．　Clearly　v．　一．　x．

　　　　We　decomp　ose　A　一一一　An　as

（5・8）　’　A一一An＝（A－ILn）十（Ltn－An）

and　will　show　that　the　fust　term　is　dominant，　i．e．．（pa．　一　A．）／（A　一　pa．）　．　O　（n　一＋　oo，　z　fixed），　so　that　it

suffices　to　estimate　A　一　pt．　in　stead　of　A　一　A．．　（lt　is　here　that　pa．　makes　itself　useful．）

　　　　We　estimate　the　first　term　A　一一一　pa．　first．　By　the　definition　of　pan，

（5・9）　A一一　pan＝v．T（Avn－Anvn）／v．Tvn　・
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But　from　the　relation　Ax　＝　Ax　and　by　the　definition　of　An　and　v．，　we　deduce

（5・10）　’　Avn　一　Anvn　＝［　9：，a：．；．：一9，　O　，Jn＋i（z）／vtTT，　O，’”］T　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　一　1　zeros

Using　this　in　（5．9），　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ一μ。＝」。（Z）Jn＋1（Z）／ゐ物（by　th・d・五・it三・n・f・v。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Jn（z）Jn＋’1（z）／｛xTX（1＋O（1））｝　（by　vn．x）

（5．11）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝me／（／Z2））〈i，’（（．Z））（i＋o（i））　（by（s．4））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝O（J．（z）J．＋i（z））　（n－oo，　zfixed）

　　　　We　next　estimate　pa．　一　A．．　By　Lemma　5．1　and　by　the　fact　that　vn　．　x，　the　hypothesis　of　Theorem　1．3

is　seen　to　be　satisfied．　The　conclusion　of　the　theorem　then　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11（An－Ltnl）vn　l1211（A－AI）’111s（1＋o（1））　（n．oo，　z　fixed）．（5・12）　ILtn一一An　lS｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lxTxl

Now，

　　　（An　一m　panl）vn　＝’　（AnVn　’一　AVn）＋（A　一　Pn）Vn

　　　　　　　　　　　　　　　＝一［o，…，o，Jn＋i（z）／x／iii，o，…］T＋2／ii13i？iltiil（／i2））1・”，z＋，2’（（，Z））vn（i＋o（i））　（n一・oo，　zfixed），

using　（5．10）　and　（5．11）．　Hence，

（5・13）　ll（An－panl）vn　ll＝（1Jn＋1（z）1／vlE）（1＋o（1））　（n．oo，　z　fixed）．

Substituting　this　into　the　inequality　（5．12），　we　find

（5・14）　LLn－An＝O（J．2＋i（z）／n）　（n一・oo，　z　fixed）．

From　（5．11）　an　d　（5．14）　follows

（5・・5）　El’i1n÷・（鵠）．一・（n一・・，・五・・d）（by（4・4）），

proving　the　clairr｝　（LL．　一　An）／（A　一一　LLn）　“．　O・
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　　　　　It　now　follows　from　（5．8）　and　（5．15）　that　A　一　A．　＝　（A　一　pa．）（1　十　o（1））．　Substituting　this　into　（5．5）　and

　using　（5．11）　for　A　，r一　IL．，　one　finally　obtains

（5・16）　　zデ＝Jn（論（z）（・＋・（1））（n一・…五x・d）・

proving　the　first　relation　in　Part　（2）　of　Theorem　1．5

　　　　．
　　　　It　only　remains　to　prove　the　second　relation　in　Part　（2）．　We　will　first　prove　for　the　fourth　quadrant

　roots　z　that

（5・17）　，　r18’（z）＝一・（2i／r）（1＋o（1））　as　lzl．oo．

Thus　let　z　be　the　」’th　root　bf　Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O　in　the　fourth　quadrant．　Then　by　the　Macdonald’s　formula

（1．3）　in　Sl，

　　　　　　　　　　’（z＝z」一．一．r」・ei［（”／2）＋e」］，　r」・’一一’1’r（1＋o（1））　（」’．oo）

（5．18）

　　　　　　　　　　　　　ej・一一一一（T／2）一一｛ail（ju）｝（1十〇（1））　（」’．oo）　，　crj一’一’｛ln（4」’T）｝／2

0n　the　other　hand，・　the　asymptotic　expansion　of　Jo（．7．）　as　l　z　1．　oo　is　given　from　［1，　p．364，　9．2．ll　by

（5・19）　J・（の＝～傷｛…（・一1π）＋・1・m（・）1・（レ1一・）｝，1・・9・・1＜π

Fr・m（5・18）and（5・19）・n・・btai・・，　aft…s・me　c・mp・tati・n，亀h・d・・ired　asy即t・tic　expa・・i・皿（5．17）．

　　　　An　arbitrary　third　quadrant　’root　z’，　being　the　reflection　of　some　fourth　quadrant　root　z　about　the

．imaginary　axis，　has　the　form　zt　＝　一一i．　Hence，

（5・20）　　　　嫁（・’）＝」3（一乏）＝噌（・）＝（2i／π）（1＋・（1））a・1・’1→。・

　　　　Theorem　i．s　is　now　fully　pr6ved．
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‘§6Proof　of　Theorem　1・7・

　　　　We　inherit　the　notation　established　in　Theorem　1．6．

　　　　In　order　to　obviate　the　diMculty　of　directly　proving　the：丘rst　haユf，　we　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　bl　　　　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ1　0　b2　　　　　　　　　　　　　　　1

（6・・）　B＝　b、…．一・＝〉煎〉禰，・k＝1・2・●●．・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　．・　　●・

which　is　compact，　symmetric　and　tridiagonaユ．　Then　by　direct　computation，　o皿e　sees　that　B2　is　a　symmetric

band　matrix　wlth　its（i，ゴ）重んcomponent＝Ofbr　a田andゴsuch　that　i十ゴ＝odd　and　that　the　matrix　A　is

obtained　from　B2　by　delet玉ng　the　odd一皿umbered　rows　and　columns・It　fbllows　that　every　eigenvalue　of・4　is

an。ig。nval。。。f　B・．　H・nce，　it　i・en・ugh　t・p・・v・th・t・i・皿・t　a・・ig・nval…f・B2，　h・nce，・f　B．　It　m・Y　b・

easily　ver三fied　that　y＝Ois　the　only　solution　in’2　for　By＝0・This　proves　the　first　half　of　Theorβ皿1・7・

　　　　The　proof　of　the　last　half　of　Theorem　1・7　may　be　carried　out　exactly　in　paralel　with　the　proof　of

Theorem　1．4　Part（3），　and　is　omitted・
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g7　Proof　of　Theorem　1．8．

　　　　　We　use　the　same　notation　as　established　in　Theorem　1．8．

　　　　　Proof　of　Part（1）．　The　proof　runs　exactly　in　parallel　with　the　proof　for　Theorem　1．5　Part（1）．　For

n　＝　1，　2，…　，　we　let　A．　denote　the　nth　truncation　of　A，　i．e．　let

（7・1）　　　　ん＝（を8）・

Then　I　I　A．　一　A　l　l一　O．　lndeed，　for　a11　suHicien　tly　large　n　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l匹一川12≦（dZ＋、＋dZ＋、＋…）＋2（ノ3＋、＋ノ2＋，＋…）

（7．2）　〈（÷，＋（；．1　i！iiF＋14＋’”）＋2（“，＋（；．i一＃EF＋14＋”1’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・　o　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n　一　1）3

We　also　find　xTx　irE　O．　ln　fact，

　　　　　　　　　　　　　　　x’x　＝　（m　＋　2）Jk．2（z）　＋　（m　＋　4）Jk＋4（z）　＋’”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝｛t2｛Jk．，（z）一J．（z）J．＋2（z）｝　（by（5・3））

（7．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝｛t2JS．，（i）　（byJ．（z）＝O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SO　（since　J．（z）and」．＋i（z）do’not　yanish　simu｝taneously）．

　　　　The　nonzero　eigenvalues　of　A．　are　obviously　those　of　A．．　The　eigenvalue　A　under　consideration　is　known

to　be　simple　from　Theorem　1．7．　Theorem　1．1　now　applies　and　finishes　the　proof　of　Part　（1）．

　　　　Proof　of　Part　（2）．　The　proof　may　be　carried　out．again　in　parallel　with　the　proof　of　Theorem　1．5　Part

（2）．　First，　we　find

（7．4）　1！’L；i　！一Z＝一Zs2（A一一A．）（1＋o（1））　（n．oo，　zfixed）．

For　n　＝　1，　2，…let　v．　denote　the　nth　truncation　of　the　exact　eigenvector　corresponding　to　the　exact　eigenvalue

A，　i．e．　｝et

（7・5）　　、v・　＝【〉涌」鵬＋・（・），》篇へ＋、ω，…，V篇隔，。（・），0，…IT
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and　letμπdenote　the　genera丑zed　Rayle三gh　quotient

（7．6）　　　　　　　μ・＝（・写細・）／（イ・・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Then　one　obtains　after　some　computatlon

　　　　　　　　　　λ一μπ＝イ（λnVn－A，tVn）／イ鯉π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　Jm＋2n（z）Jm＋2n＋2（z）

　　　　　　　　　　　　　　　　　一ψ。　m＋2n＋1

（7’7） @＝孟出陣警・（2）（1＋・（1））＠一・Q，・・fix・d）（by　v・一）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（　Jm＋2n（Z）Jm＋2n＋2（Z）z2／4）Jft．，（z）（m　＋．2n　＋　1）（1＋・（1））（n一・Q，　・　fi・・d）（by（7・3））

a皿dby　Theorem　1．3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11（An　一　panl）vn　l1211（ノ1一λ1）印1115（1十〇（1））　　　（n→oO，　z　fi　xed）　　　　　　　　　1μ。一λ。1≦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lxTx　1

（7・8）「論II（m＋籍2翫1211（A一λ・）鱒1　II・．（1＋・（1））

　　　　　　　　　＝・（嘱＋2，、＋2（の　　　　n3）（n一・・，・・fi・・d）・

It　follows　that（μπ一λn）／（λ一μ鳴）→Oa，nd

　　　　　　　　　　λ一λ。＝（λ一μ。）（1＋・（1））

（7’9） @＝（z、講綜鞍差・、）（1＋・（1））（n一・・…fixed）（by（7・7））・

Sul）stitution　of　the　la、st　relat三〇n　into（7．4）gives　the　first　equa，lity　in　Part（2）．

　　　　It。nly，em。i。、　t。　P，。ve　th。，ec・・ld・qualitY・f　P・・t（2）．　By【1，　P．364，9．2．11，　w・hav・th・f・ll・wing

expression　for　Jm＋1（z）：

叫＋・㈲＝〉儒｛　　　　　　　1cos（z　一一　5（m　＋1）一？）†ll・h（・）1・ql－iDi（・・gl・1＜π・1・1一・・μ辞1・d）・

On　the　other　hand，　the　foUowing　asymptotic　expansion　for　the　large　zeros　of　J．（z）＝Ois　k皿own【20，　p．5061：

（7．1・）　　一（k＋1一一i）π＋・（・一1）（k一・・，輔・・d）・

Substitution　of（7．11）into（7．10）gives

（7．12）　Jm＋1（・）＝～屠（一1）・一・（1＋・（1））（レ1一・・，　Jm（・）＝・，　m・fi・・d），

gi・ing　the・ec・nd・el・ti・ゆP・・t（2）・

　　　　This　completes　the　proof　of　Theorem　1．8．
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