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Abstract

　　　：Lazy　narrowing　calculi　are　presented　and　examined丘om　a　viewpoint　of　a　computation

model　for　lazy　functional－logic　programming　languages．　First，　we　present　a　lazy　narrowing

c瓠culuS五1V（70，　which　H：611dobler　originally　gave　for　paramodulation．　We　recast　Giovan－

netti　a　nd　Moiso’s　completeness　results　of’ モ盾獅р奄狽奄盾獅≠戟@narrowing　in　’the　presence　of　the　extra－

variables，　and　prove　the　completeness　of　LNCo　with　respect　to　the　conditional　narrowing．

Next，　we　develop　LIVCo　into　a　new　lazy　narrowing　calculus　to　be　called　LNCi，　which　can

be　used　as　a　comptitation　model　for　a　lazy　functional－logic　programming　language．　LNCi　is

derived　by　imposing　restrictions　on　a　form　of　equations　that　are　used　in　goals　and　equation

definitions．　We　show，　under　certain　conditions，　the　completeness　of　LNCi　by　relating　it　to

the　completeness　of　LNCo．　LNCi　has　only　four　inference　rules，　the　choice　of　which　in　a

refutation　is　determinate，　hence　is　eficiently　implemented．
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1 Introduction

Narrowing　was　originally　proposed　in　the　70’s　to　automate　equational　reasoning　within　the

framework　of　terrq　rewriting　systems　［24］．　Renewed　interest　in　narrowing　came　from　the　re－

searches　of　integrating　functional　and　logic　programming　languages．　Several　researchers　no－

ticed　that　narrowing　can　be　used　as　a　basic　computing　mechanism　of　functional－logic　programs

［10，23，12，26，20，2，17，7，18，5，13］．Basic　ideas　are　to　use　equations　to　de丘ne　a　function，

and　then　to　use　narrowing　both　for　reduction　qnd　for　equation　solving．　Unrestricted　narrowing

originally　proposed　in　equation　solving　is　not　so　eMcient　as　to　be　a　practical　computation　model

for　functional－logic　programming　languages．

Researches　on　integrating　functional　and　logic　programming　languages　in　this　direction，　there－

fore，　amount　to　the　speed－up　of　narrowing．　The　problem　can　be　addressed　in　two　ways；　namely，

to　define　appropriate　expressions　to　be　used　for　narrowing，　and　to　design　eflicient　narrowing

calculi　on　those　expressions．　Since　we　are　interested　in　the　kind　of　narrowing　calculi　that　are

used　for　computation　models　for　programming　languages，　we　naturally　assume　a　certain　class　of

expressions　as　programs　and　we　also　require　the　eMciency　of　the　calculi．

　　　In　this　conjunction　Hu11ot’s　basic　narrowing　［16］　and　・the　technique　developed　by　Bosco　et

al．　of　simulating　the　basic　narrowing　by　the　SLD－resolution　［4］　can　be　regarded　as　our　starting

point．　Bosco　et　al．　developed　a　language　K－LEAF　based　on　the　fiattening　and　the　“outermost”

SLD－resolution　［2］　and　presented　an　efftcient　implementation　of　an　outermost　SLD－resolution　by

extending　WAM　［3］．　The　former　makes　possible　significant　reduction　of　the　search　space　which

narrowing　calculi　have　to　explore　by　restricting　the　expressions　that　narrowing　can　be　applied

to，　and　the　latter　obtained　further　reduction　of　・the　search　space　by　restr’i　cting　the　equations　to

the　class　of　equations　that　can　be　viewed　as　defining　functions．　ln　a　more　general　theoretical

framework　H611dobler　developed　calculi　for　equational　and　logic　programming　［14］．

　　　In　this　paper　we　start　from　a　narrowing　calculus　to　be　called　LNCo　together　with　a　language

Lo　for　the　LNCo．　LNCo　consists　of　a　set　of　the　inference　rules　which　is　a　subset　of　the　infer－

ence　rules　of且δ11dobler，s　calculus　TRANS．　LN（70　is　used　to　so1》e　a　set　of　conditiollal　equations．

While　H611dobler’s　interest　is　in　general　equational　and　logic　programming　in　［14］，　we　restrict　our

interest　to　equations　defining　functions．　We　therefore　step　forward　to　increased　efiiciency　sacri－

ficing　the　generality　as　equation　solving．　We　then　define　another　calculus　LNCI　together　with　a

language　Li　so　that　calculus　LNCi　can　be　used　for　a　model　of　a　functional－logic　programming

language．

　　　We　next　show　that　narrowing　calculus　LNCi　is　a　s’ound　and　complete　calculus　for　equation

solving，　and　further　show　that　it　can・　be　used　as　a　computation　model　for　a　functional－logic

programming　languages．　The　proofs　of　the　soundness　and　completeness　are　based　solely　on

transformations　of　expressions　by　inference　rules　without　resorting　to　new　notions　such　as　pro－

duced　variables　and　ordering　relations　of　equations　that　are　used　in　discussing　the　operational

semantics　of　K－LEAF．

　　　The　paper　is　organized　as　follows．　in　section　2　we　give　our　notations　of　term　rewriting　and

logic　programming．　In　section　3　we　present　the　language　Lo　fbr　the　narrowing　caユculus　LN（］o．

In　section　4　we　present　LNCo　together　with　the　completeness　pro　of．　The　soundness　of　LNCo

relies　on且δ11dobler，s　result．　In　section　5　we　give　the　language、乙1　which　is　a　restriction　of　the

language　Lo，　but　is　tuned　for　a　programming　language．　ln　section　6　we　give　the　calculus　LNCi

which　is　derived　from　LNCo．　The　soundnesS　and　completeness　results　of　LNCi　are　then　given．
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2 Preliminaries

We　assume　the　reader’s　fainiliarity　with　term　rewriting　［15］　and　logic　programming　［19］．　The　set

of　variables　is　denoted　by　V∋．x，y，　z，．．．．　The　set　of（且rst－order）terms（notationτ∋t，8，．．．）

is　de丘ned　as　usual．　Var（o）is　a　set　of　variables　appearing　in　a　syntactic　object　o．　For　exam－

ple，　o　is　a　term，　an　equation　or　a　sequence　of　equations．　［1？he　set　of　occurTences　of　t　（notation

Occ（t）　）　u，　v，．．．）　is　defined　as　usual．　The　length　of　an　occurrence　is　defined　by　the　length　as

the　sequence　of　natural　numbers．　When　the　length　of　u　is　shorter　than　the　length　of　v，　we　write

u一くv・An　occurrence　of　length　O　is　denoted　by　A．　The　subterm　of　t　at　an　occurrence　u（∈Occ（オ））

is　denoted　by　t／u．　When　t／u　is　not　a　variable，　we　say　u　is　a　non－variable　occurrence．　The　set

of　non－va」riable　o　ccurrences　of　t　is　denoted　by　Occ（t）．　The　replacement　of　s　in　t　at　2L（E　Occ（t））

is　denoted　byオ［u←81．　A　termオis　ca皿ed　linear　when　no　variable　occurs　in　t　more　than　once．

Let　．　b　e　any　compatible　relations　on　terms．　Reflexive　transitive　closure　of　．　is　denoted　by

一一h．　Symmetric　closure　of　一”　is　denoted　by　〈一”．　A　substitntion　is　denoted　by　e，　a，　p，7．．．．　The

empty　substitution　is　denoted　by　S．　The　domain，　codomain　and　variables　in　the　codomain　of　a

substitution　e　are　denoted　by　Dom（e），　Cod（e）　and　Vcod（e）　respectively．　The　restriction　of　e

to　V　is　denoted　by　eTV．　The　compositio’　n　of　e2　and　ei，　（first　apply　ei，　then　e2）　is　denoted　by

e2ei．　We　write　ei　・　e2　iff　eix　一”　e2x　for　any　variable　x．　e　is　a　normalized　substitution　（w．r．t．

．）　iff　for　any　x　E　Dom（e）　ex　is　a　normal　form　（w．r．t．　一÷）．　When　e　一　e’　for　some　normalized

substitution　e’，　we　call　e　a　noTmalizable　substitution　and　call　e’　a　normal　form　of　e．　A　normal

form　of　e　is　denoted　by　el．　When　aei　＝　e2　for　some　substitution　a，　we　’write　ei　）　e2．　2　is

quasi－ordering．　When　ei　2　e2　and　e2　）　ei　we　write　ei　tv　e2．　A　most　general　unifier　（mgu）　is

defined　as　usual．

3 Language　Lo

We　first　present　the　language　Lo　for　the　narrowing　calculus　LAT　Co．　Lo　is　a　language　of　first－order

Horn　clause　logic　equipped　with　only　equality　predicate　symbol．　The　equality　symbol　（＝）　is　used

as　an　infix　predicate　symbol．　The　syntax　of　Lo　is　as　follows：　’

〈conditional　equation＞

　　　　　　　　　　　　　〈head＞

　　　　　　　　　　　　　〈body＞

：：＝

：：＝＝

：：＝

〈goal＞　：：＝

〈equation＞　：：＝＝

〈head＞〈body＞　1　〈head＞

〈equation＞

〈＝　〈equation＞1，．．．，〈equation＞．

where　n　〉　1

〈＝　〈equation＞1，．．．，〈equation＞．

where　n　〉　O

〈term＞　＝　〈term＞

Note：

e　〈term＞　is　a　syntactic’category　for　T　（a　set　of　terms）．

e　〈＝　is　a　logical　connective　implication　and　，　（comma）　is　a　logical　connective　and．

e　The　syntax　of　variables　and　function　symbols　are　left　unsp　ecified．　However，　as　a　convention

in　this　paper，　we　use　x，　y，　z　and　w　to　denote　variables　and　f，　g　and　h　to　denote　function

　　symbols．
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　　　We　specify　the　syntax　of　Ll　in　a　general　manner，　here．　We　will　later　impose　syntactic　restric－

tions　on　the　equations　in　the　head　and　body　as　extra　syntactic　rules．　At　t・his　point，　we　naturally

impose　following　conditions　on　the　occurrences　of　variables．

An　equation　t　＝　s　of　the　head　satisfies　the　following　conditions．

e　t　is　a　non－variable　term．

e　Var（t）　2　Var（s）．

These　conditions　are　usually　imposed　when　we　consider　t　＝　s　as　a　rewrite　rule　scheme　t．s．

More　syntactic　restrictions　will　be　introduced　later　to　enable　us　to　regard　a　set　of　conditional

equations　as　a　certain　type　of　conditional　term　rewriting　systems　that　we　desire．

　　　A　set　of　conditional　equations　is　called　conditional　eguational　system　（coined　by　Dershowitz

and　Okada　［8］）．

Example　1．　The　following　two　conditipnal　equations　define　a　function　append　which　appends

two　lists．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　append（nil，x）　＝＝　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　append（cQns（x，　y），　z）　＝　cons（x，　append（y，　z））

　　　Suppose　we　require　the　inputs　to　append　be　lists　of　integers．　We　may　define　ints－dppend　as

follows：

翻一lisオ（nの＝伽e

int－li・オ（cons（x，y））＝伽・〈＝int（X）＝伽e，i・翻・オω＝厩

i・・オーαP卿d＠，y）＝卿・頭x，y）・←i・漁・オ（x）＝伽・，乞・・オーZ乞・オω＝オ駕・

　　　int－list．and　int　are　intended　to　be　truth－value　functions．　We　may　simply　writ・e　int－list（．．．）

and　int（．．．）　instead　of　int－list（．．．）　＝　true　and　int（．．．）　＝　triLe　respectively．

　　　Hereqfter，　．t，　s，　1　and　r　denote　terms，　G　denotes　a　goal，　E　and　F　denote　the　（possibly　empty）

conjunction　of　equations．

4 Lazy　narrowing　calculus　LNCo

Given　a　conditional　equational　system　R，　the　lazy　narrowing　calculus　LNCo　w．r．t．　R　is　defined

as　a　formal　system　consisting　of　the　following　inference　rules　over　a　set　of　goals．

4．1　lnference　rules

The　inference　rules　of　LIVCo　are　as　follows．

1．　Outermost　narrowing　［on］

　　　　〈＝　E，f（sl，．．．，s．）　±　s，　E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（オ1，●．・ラオη）＝オ〈＝F
〈＝　E，　Sl　＝　tl，…，Sn　＝＝　tn，Et＝　s，　Et
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2．　lmitation　［im］

〈＝E，f（Sl，．．．ラSn）ま：X，E’

〈＝　e（E，si　＝＝　xi，．．．，s．　＝　x．，　E’）　where　e　＝　｛f（xi，．．．，x．）／x｝

3．　Variable　elimination　［v］

く＝＝E，xま：オ，　E’

〈＝　e（E，　E’）　where　e　＝　｛t／x｝
x¢　Var（t）

4．　Removal　of　trivial　equations　［t］

く＝E，オ＝オ，E，

く＝E，E’

5．　Decomposition　［d］

〈＝　E，　f（Sl，…　，Sn）　＝　f（tl，…　，tn），　E’

く＝＝E，S1＝tl，．．．，8π＝ち，五7，

　　　Note：

　　　e　s　±t　denotes　either　s　＝t　or　t＝　s．　Hepce，　inference　rules　［on］，　［im］　and　［v］　respectively

　　　　　denote　two　rules．

　　　o　The　outermost　narrowing　rule　［on］　is　applicable　to　an　equation　of　a　goal　if　there　exists　a

　　　　　new　variant　f（ti，．．．，tn）　＝t　〈＝　F　of　a　conditional　equation　in　R，

　　　e　The　variable　elimination　rule　［v］　is　applicable　to　an　equation　of　a　goal　if　x　¢　Vartt）．

　　　e　LNCo　is　a　subset　of　TRANS　（complete　set　oftransformation　rules）　of　H　611dobler　［14］．

　　　Abusing　the　notation，　we　use．L2ZV　Co　to　denote　the　set　of　inference　rules　of五Nσo．　Letσ

and　G’　be　the　premise　and　the　conclusion　of　the　rule　［a］　E　LNCo　respectively　and　e　be　the

・ub・tituti・n　f・・m・d　in　th・inference・t・p・W・w・it・σ→1α】σ’．　Wh・n回∈｛［・n］，［t］，［d｝｝，θ

is　the　empty　substitution　E．　e　is　sometimes　omitted．　An　h一一lstep　derivation　of　G6　ahd　’R’　N£iliL．t．

LArCo　is　a　sequence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ・一ia、】G1→鉱、1＿喰と、】G＿、凋＆。】Gn

w．here　［ai］，．．．，［a．］　E　LIVCo　and　is　written　as　Go　一”BNc，　G．　where　e　＝　e．．．．ei．　The　length

of　anη，一step　derivation　is　defined　to　beη、．　The　length　of　a　derivation　may　be　O　or　in丘nite．　In
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a　derivation　we　mark　the　selected　equations　in　the　bold　face　as　shown　in　Example　2　below．　A

derivation　of　G　and　R　w・r・t・・LIVOo　which　ends　with　the　empty　clα2Lse（denoted　by【コ）is　called

a　refutation　of　G　and　R　w．r．t．　LNCo．　Logically，　it　is　a　refutation　of　a　set　of　clauses　｛G｝　U　R．

When　G　一Lemc，　Z，　eTVar（G）　is　called　a　computed　answer　substitution　of　G　and　R　w．r．t．　LNCo．

　　　The　subset　｛［v］，［t］，［d］｝　of　LNCo　is　referred　to　as　UC　（standing　for　“unification　calculus”）．　A

derivation，　a　refutation　and　a　computed　answer　substitution　w．r．t．　UC　（and　other　calculi　given

later）are　defined　as　in　LNCo．　i

Example　2．　Let　R　be　a　conditional　equational　system　｛f（x）　＝　h，g　＝　g｝．

and　G　be　a　goal　〈＝　f（g）　＝　z．　A　refutation　of　G　and　R　w．r．t．　LNCo　is

仁ノ（9）一Z→［。。1⇔9－X，ん一Z勉1£｝二一・鯛・．

　　　This　example　shows　how　LNCo　realizes　so－called　lazy　evaluation　by　binding　a　variable　to

reducible　term　g．　An　infinite　derivation　starting　from　〈＝　f（g）　＝　z　can　be　generated　if　we　choose

the　outermost　narrowing　rule　［on］　to　apply　to　the　goal　〈＝　g　＝　x　instead　of　the　variable　elimination

rule　［v］．

4．2　Soundness

We　next　consider　the　soundness　of　LNCo　as　a　calculus　for　defining　a　refutation　proof　procedure

for　a　given　equational　specification　（given　in　the　form　of　a　conditional　equational　system）．　Let

G　be　a　goal　〈＝　E　and　R　be　a　conditional　equational　system．　A　substitution　eT　Var（G）　is　called　a

correct　answer，substitution　of　G　and　R　if　eE　is　a　logical　consequence　of　R．

　　　Since　LNCo　is　a　subset　of　TRANS，　the　soundness　of　LNCo　w．r．t．　correct　answer　substitutions

is　an　immediate　consequence　of且6ndobler，s　Theorem　7．2．3（soundness　of　TRANS　w．r．t．　correct

answer　substitutions）　［14，　p．　186］．

TheQrem　1．　（soundness　of　LNCo）　Let　R　be　a　conditional　equational　system　and　G　be　a　goal．

The　computed　answer　substitutions　of　G　and　R　w．r．t．　LNCo　are　the　correct　answer　substitutions

of　G　and　R．

4．3　Completeness

For　a　conditional　rewriting　system　which　satisfies　the　properties　of　level－confluence　［9］　and　level－

normality（italicized　no七ions　are　defined　shortly），　LIV（70　gives　a　complete　refutation　procedure．

The　proof　of　the　completeness　of　LIVCo　proceeds　in　the　following　way：

　　1．　We　introduce　another　narrowing　calculus　called　NC．　NC　is　a　calculus　more　akin　to　the

　　　　　original　idea　of　narrowing　of　Slagel　［24］．

2．We　recast　Giovannet七i　and　Moiso，s　completeness　resul七〇f　condi七ional　narrowing　in　the

　　presence　of　extra－variables　（i．e．　variables　occurring　in　its　body　without　occurring　in　the

　　L且Sof　the　head　of　a　condi七ional　equation）［9］in　the　framework　of　IVO．

3．　We　prove　the　completeness　of　LIVCo　in　the　presence　of　extra－variables　by　relating　it　to　the

　　completeness　of　IVC．
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　　　We　begin　by　introducing　the　narrowing　calculus　NC　w．r．t．　a　conditional　equational　system

R．　The　formulas　of　IVC　are　the　goals　of　Lo，　and　the　inference　rules　of　NC　are　given　below．

1．　Narrowing　［n］

く＝1ヲ，8士ちE’

〈＝　e（E，　17，　s［u　一　T］　＝　t，　E’）　where　e　is　an　mgu　of　s／u　and　1，
　　　　　　　　　　　　　　1＝r　〈＝　F

and　u　E　Occ（s）

2．　Reflection　［f］

く＝E，8＝ちE’

〈＝　e（E，　E’）　where　e　is　an　mgu　of　s　and　t

　　　The　narrowing　rule　［n］　is　applicable　’to　an　equation　of　a　goal　if　there　exists　a　new　variant

l　＝　r　〈＝　F　of　a　conditional　equation　in　R　such　that　0（s／ze）　＝　01　for　some　mgu　e．

　　　The　following　Theorem　2　shows　that　ATC　is　a　sound　calculus．　Theorem　2　is　an　immedi－

ate　consequence　of　H611dobler’s　Theorem　6．2．1　（soundness　of　paramodulation　and　refiection）［14，

p．96］．

Theorem　2．　（soundness　of　NC）　Let　R　be　a　conditional　equational　syst・em　and　G　be　a　goal．

The　computed　answer　substitutions　of　G　and　R　w．r．t．　NC　are　correct　answer　substitutions　of　G

and　R．

　　　The　completeness　of　IVC　depends　on　the　confluence　property　Qf　the　rewrite　relations　induced

by　the　conditional　equational　system．　Given　a　conditional　equational　system　R，　depending　on　the

interpretation　of　the　equality（＝）in　the　body　of　the　conditional　equations，　we　can　de丘ne　several

conditional　rewriting　systems　as　R　being　its　underlying　conditional　equational　system　and　then

can　define　the　rewrite　relations　induced　by　them．　Without　extra－variables，　it　is　suflicient　to　con－

sider　a　con且uent　conditional　rewriting　system　whose畑e　scheme　is　t→8〈＝81↓tl，．．．，sm↓tm．

i　With　the　presence　of　extra－variables，　Giovannetti　and　Moiso　showed　that　the　coniluence　ot　the

rewrite　rela七ion　induced　by　the　above　rule　scheme　is　no　longer　su田cient　fbr　the　completeness　that

we　are　interested　in，　and　proposed　a　notion　of　level－confiuence　to　guarantee　the　completeness．

Below　we　will　give　the　definition　of　the　level－confluence　according　to　Giovannetti　and　Moiso．

　　　Given　an　equational　system　R　we　define　a　conditional　rewriting　system　R＊　by　a　set　of　con－

ditional　rewrite　rules　t．s　〈＝　si　i　ti，．．．，s．　！　t．　for　each　conditional　equation　t　＝　s　〈＝　si　＝

ti，．．．，sm　＝　tm　in　R．　Here，　the’equality　（＝）　in　the　body　of　the　conditional　equations　are　inter－

preted　as　the　predicate　over　the　existence　of　a　common　reduct．　That　is，　for　a　rewrite　relation

．R，　sd　ti　means　that　ther，e　exists　a　term　qi　such　that　si　．R　qi　－eR　ti．　The　seeming　circularity

of　the　definition　of　rewrite　relation　．R　is　to　be　resolved　by　imposing　a　hiera　rchy　of　the　rewrite

relations．

　　　An　n－level　TewTite　relation　．”R　（n　｝il　O）　is　inductively　defined　as　follows：

　　11t　i・call・d・st・nd・rd・・nditi・nal・ew・iting・y・t・皿in　D…h・wit・and　Ok・d・18】．
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L

2．

　　　A　conditional　rewriting　system　R

3R　is　separatelY　confluent．

　　　R・w・ite　relati・n→R　i・d・丘n・d　a・Ui＞。3R．　N・t・七hat　1・v・1－c・n且u・nce　imp五・・c・n且u・nce，

but　not　vice　versa．

　　　Similarly　（beware　of　the　slight　difference），　an　n－level　normalized　rewTite　relation　一”R’　（n　2　O）

is　inductively　defined　as　follows：　．
　　　　　　　　r

1

2．

oOq　is　the　empty　relation．

t　！！4＋k　s　holds　iff　there　exists　a　new　variant　1．r　〈＝　ti　t　si，．．．，tm　t　sm　of　a　conditional

rewrite　rule　in　R＊，　an　occurrence　u　E　Occ（t）　and　a　substitution　e　such　that　s　＝　t［u　一　er］，

t／u　＝　el　and　for　all　i＝　1，．．．，m　there　exists　qi　such　that　eti　一”R　gi　一．”R　esi．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　is　called　level－conf12Lent　iff，　for　all　i　）　O，　the　rewrite　relation

　　　A　conditional　rewriting　system　R

erties　of　level－coniluence　and　level－normality

also　to　the　underlying　conditional　equational　system　R

for　a　conditional　equational　system　to　be　level－confluent　and　level－normal

will　see　that　programs　of　the　language　Li　are　level－confiuent　and　level－normal．

　　　Now　we　have　the　following　theorem　of　Giovannetti　and　Moiso．

』Ri・the　empty　relati。n．

　n十1’
　　　　　　8holds　iff　there　exists　a　new　variant　Z→rぐ＝オ1↓81，．．．，オm↓8m　of　a　conditionalオ→R
rewrite　rule　in」配＊，　an　occurrence　u∈Occ（t）and　a　substitutionθsuch　that　8＝オ［u　←　θγ／，

　　　　＝θ1，fbr　all　i＝　1，．．．，7ηthere　exists　qi　such　thatθち　一一興R　gi　ff丑R　　θ8歪and　fbr　all蜘
extra－variables　x　inオ1＝51，＿，オ襯＝8mθx　is　inη，一normal　fbrm（i．e．　normal　fbrm　w。r．t．

3R’ j．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊is』called　level－normal　iff－9R＝一3R　fbr　all　i≧0．　The　prop－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　a　conditional　rewriting　system　R＊are　applied

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．There　are　syntactic　su丘icient　conditions

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・In　the　section　5，　we

Theorem　3．　（completeness　of　NC）　Let　R　be　a　conditional　equational　system　which　is　level－

confluent　and　level－normal，　and　G　be　a　goal．　For　any　normalizable　correct　answer　substitution

e　of　G　and　R，　there　exists　a　computed　answer　substitution　e’　of　G　and　R　w．r．t．　IVC　such　that

e’　）　e！．

Remark　1．　Giovannetti　and　Moiso　presented　the　theorem　for　terminating　conditional　term

rewriting　systems　［9］．　The　terminating　assumption　was　needed　at　two　places　in　t，heir　proof．

It　was　required　firstly　to　guarantee　R　to　be　level－normal，　and　secondly　to　guarantee　the　given

substitution　e　to　be　normalizable．　The　first　requirement　can　be　lifted　when　we　assume　R　to　be

level－normal．　The　second　is　lifted　when　we　consider　only　normalizable　correct　answer　substitu－

tions．

　　　In　order　to　prove　the　completeness　of　LIVCo　we　need　the　unification　theorem　of　Martelli　and

Montanari　［21］　and　lifting　and　switching　lemmas　for　LNCo．

．　Then　following　Lemma　1　is　a　restatement　of　Martelli　and　Montanari’s　Theorem　2．3　［21，　p．　262］

in　our　framework．

Lemma　1．（unification　theorem　of　Martelli　and　Montanari）　Let　G　be　a　goal．

refutation　G　．e mf］　M　then　there　exists　a　refutation　G　一”euc　O．

lf　there　exists　a
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　　　Martelli　and　Montanari　showed　that　UC　gives　an　mgu　0’　such　that　e’　tv　e．　We　easily　see　that

we　can　obtain　0’　which　is　the　same　as　e．

Lemma　2．（lifting　lemma　for　LIVCo）　Let　R　be　a　conditional　equational　system，　G　be　a　goal　and

7　be　a　substitution．　lf　there　exiSts　a　refutation　7G　一LeNc，　a，　then　there　existS　a　refutation

G　一LeN’
@c，　O　such　that　e’　2　e7，　and　whose　length　is　the　same　as　the　length　of　the　refutation

’γG→乏2＞0。ロ．

Lemma　3．（switching　lenrma　for　LNCo）　Let　R　be　a　conditional　equational　system．　lf　there

exists　a　refutation　n：　〈＝　E，s　＝t，s’　＝＝　t’，Et　一＋＞Le
mc，　O　where　s　＝　t　is　selected　in　the

丘rst　step　and　sノ　＝　t’in　the　second　step　of　the　refutationりthen　there　exists　a　refu．tation

〈＝　E，s　：　t，st　＝　ti，Et　．Le
`Tc，　M　which　is　the　same　as　II　except　that　the　fu’st　two　selections

of　the　equations　are　sWitched　and　whose　leng七h　is　the　same　as　the　length　of　the　refu七ation：［1．

Lemmas　2　and　3　can　be　proved　by　the　induction　on　the　length　of　the　refutation　w．r．t．　LIVCo．

Detailed　proofs　are　given　in　appendix　A．1　and　A．2　respectively．

Lemma　4．　（completeness　of　LATCo　w．r．t．　NC）　Let　R　be　a　conditional　equational　system　and

G　be　a　goal．　lf　there　exists　a　refutation　G　一”（ITc　n　then　there　exists　a　refutation’　G　一一”SINc，　O

such　that　e’　〉　e．

　　　L・㎜a4i・p・・v・d　by　th・indu・ti・n・n　th・1・ngth・fth・・refutati・n　G→編ロu・ing　L，mma，

1，　2　and　3．　The　proof　is　given　in　appendix　A．3．

By　Theorem　3　and　Lemma　4　we　obtain　the　completeness　of　LNCo．

Theorem　4．（completeness　of　LNCo）　Let　G　be　a　goal　and　R　be　a　conditional　equational　system

which　is　level－confluent　and　level－normal．　For　any　normalizable　correct　answer　substitution　e

of　G　and　R，　there　exists　a　computed　answer　substitution　e’　of　G　and　R　w．r．tt．　LNCo　such　that

et　〉．一　OJ・

Remark　2．　LNCo　is　a　subset　of　H611dobler’s　TRANS　（complete　set　of　transformation　rules）．

TRANS　contains　［pv］　（paramodulation　at　a　variable　position）　and　［tc］　（application　of　a　trivial

clause）　in　addition　to　the　rules　of　LNCo．　Since　we　are　interested　in　a　conditional　equational

system　which　can　be　interpreted　as　a　conditional　term　rewriting　system　rather　than　general　con－

ditional　equations，　we　omit　from　the　beginning　of　our　discussion　the　［pv］　and　［tc］　of　TRANS．

　　　Although　LATCo　enjoys　the　soundness　and　completeness　as　a　calculus　for　giving　an　equation

solving　procedure　it　is　not　qualified，　in　our　view，　as　a　computation　model　for　a　programmi－ 獅〟@lan－

guag・becau・e・f　it・in・伍・i・n・y・　F・・agiv・n・quati・n，　apPli・ab1・inference　rul・・are　n・t　uniqu，．

F［ihis　will　cTeate　a　large　search　space　which　is　untolerable　in　practice．　L7VCo　is　theoretic511y

important，　however，　since　it　is　the　basis　of　the　calculus　L．ZVCi　which　we　explain　next．
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5 Language　Li

We　first　present　the　language　Li　for　the　narrowing　calculus　LNCi．　Li　is　a　more　restricted

language　than　Lo．　The　reasons　for　imposing　further　restrictions　on　Lo　are　as　follows．

e　We　are　interested　in　the　integration　of　functional　and　logic　programming，　rather　than

　　adding　equational　reasoning　capabilities　to　logic　programming．　Hence　we　view　conditional

　　equations　as　defining　functions．　ln　practice，　conditional　equations　are　used　in　more　re－

stricted　form　than　in　Lo　when　they　define　functions．　For　example，　in　ML，　equational

expressions　are　of　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（di，…　，dn）　＝　t

where　dl，．．．，dn　are　restricted　to　expressions　called　atomic　patterns．　The　following　expres－

sion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（x，f（y，z））＝ノ（f（x，y），z）　　　　　　　（1）

which　is　regarded　as　an　assertion　about　a　property　of　the　function　f　（associativity）　are

excluded　from　ML　programs　since　f（y，　z）　in　（1）　is　not　an　atomic　pattern．　To　exclude　the

（conditional）　equations　like　（1），　we　distinguish，　in　Ll，　constructor　symbols　from　function

symbols，　following　the　design　philosophy　of　modern　functional　programming　languages．

Constructor　symbols　are　used　to　construct　data　structures．　For　example，　c　ons　in　Example

1　is　a　constructor　symbol　which　is　used　to　construct　a　list．

e　The　completeness　of　LIVCo　requires　a　given　conditional　equational　system　to　be　level－

　　confluent　and　level－normal．　These　properties，　however，　are　known　to　be　undecidable　in

　　general．　Therefore，　we　must　guarantee’that　a　conditional　equational　system　possesses

　　these　properties　by　some　easily　realizable　measures，　for　example，　by　syntactic　restrictions．

5．1　Terms　and　equations　in　Li

Terms　in　Li　are　classified　into　three　categories，　i．e．　functioh　terms，　constructor　terms　and　vari－

ables，　depending　on　the　leftmost　symbol　of　the　terms．　A　function　term　（respectively　constructor

term）　is　a　term　whose　leftmost　symbol　is　a　function　（respectively　constructor）　symbol．　A　data

伽mis　either　a　variable　or　a　constructor　term　whose　proper　subterms　are　data　terms．　Hereafしer，

we　use　d　and　e　to　denote　data　terms．

　　　We　require　the　following　conditions　on　a　conditional　equational　system　R．

Cl．　Each　conditional　equation　in　R　is　of　the　form：

∫（dl，＿，dn）＝オく＝オ1＝e1，＿，オm＝em

where　di，．．．，dn　are　data　terms　and　e　i，．．．，em　are　ground　data　te17ms．

C2．　R　satis丘es　the　fbllowing　conditions：

C2－1．　（weak　non－ambiguity）　For　any　conditional　equations　si　＝　ti　〈＝　Fi　and　s2　＝＝　t2　〈＝　F2

　　　in　R，　if　there　exists　a　substitution　e　such　that　e（si／u）　＝　es2　for　some　u　E　bZtlElc（si）

　　　then　e（sl［u　一　t2］）　＝　etl．

C2－2．　（left　linearity）　For　any　conditional　equations　s　＝　t　c　F　in　R，　s　is　a　linear　term．
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Note　that　when　the　condition　Cl　is　assumed　in　the　condition　C2－1，　only　possible　case　of

e（sl／u）　＝　es2　is　for　u　＝　A．

　　　For　a　conditional　rewriting　system　R“，　we　define　an　induced　unconditional　rewriting　system

U（R’）　as　｛1一＞r　l　l．T　〈＝　si　t　ti，．．．，sn　」　tn　E　R＊｝，　and　define　（unconditional）　rewrite　relation

→σ（R・）as　usua1・Aconditional　rewriting　system　R＊is皿7z　if　R　satisfies　the　condition　C2　and

the　RHSs　of　the　equations　in　the　body　of　conditional　equations　of　R　are　in　ground　normal　forms

w．r．t．→u（R．）［11．　R　is　called皿n　if　R＊is皿n．　we　see　that皿n　con（litional　equational　systems

are　level－confiuent　（Theorem　3．5　［lj），　and　level－normal　（pointed　out　in　［11］）．

　　　For　a　goal　we　require　the　following　conditions：

C3．　A　goal　〈＝　E，　t　＝　d，　E’　satisfies　the　following　conditions：

C3－1．　VαT（t）∩V’αr（の＝の．

C3－2．　Var（E）　n　Var（d）　＝　¢．

C3－3．　d　is　a　linear　data　term．

Note：

●The　conditions　C3（C3－1～C3－3）100k　awkward　at　firs七sigh七．　They　are，　however，　necessary

　　to　ensure　the　soundness　and　completeness　of　LNCi．　We　will　show　the　examples　later．

e　The　conditions　C3　are　imposed　on　an　initial　goal．　We　will　show　later　in　Proposition　1　（1）

　　and　（2）　that　goals　created　by　the　applications　of　the　inference　rules　of　LIVCo　or　LNCi　also

　　satisfy　the　conditions　C3．

　　　A　conditional　equational　system　which　satisfies　the　conditions　C　l　and　C2　is　referred　to　as

an　Li　program　and　a　conditional　equation　in　an　Li　program　is　referred　to　as　an　Li　conditional

equa七ion・We　easily　see　that　Ll　programs　are皿n，　and　there飴re　that　they　are　level－con且uent

and　level－normal．　A　goal　which　satisfies　the　conditions　C3　is　referred　to　as　an　Ll　goal．　Note

that　since　an　Ll　program　and　an　Ll　goal　are　also　a　conditional　equational　system　of　Lo　and　a

goal　of　Lo　respectively，　LNCo　and　IVC　are　well　defined　for　an　Li　program，　and　an　Li　goal　is　a

legitimate　formula　of　LNCo　and　ATC．

　　　The　disparity　of　the　restrictions　on　the　bodies　and　the　goals　is　accounted　for　by　the　observa－

tions　where　we　ask　an　oracle　to　work．　The　level－normality　demands　that　extra－variables　are　to

be　instantiated　to　normal　forms　when　the　equations　containing　them　are　introduced　to　a　goal　by

an　inference　step　［ln］　2，　whereas　in　an　initial　goal　extra－variables　（synonymous　to　free　variables

in　this　context）　are　not　requested　to　be　instantiated　to　normal　forms．　As　we　will　see　later，　for

五2VOI　we　only　insist　on　the　completeness　fbr　Ilormalizable　answer　substitutions．　Since　an　an．

swer　substitution　is　an　”answer，”　it　is　user’s　（or　human’s）　responsibility　to　decide　whether　terms

obtained　in　answer　substitutions　are　normalizable．　Of　course　it　is　undecidable　to　know　terms

are　normalizable　for　a　non－terminating　term　rewriting　system．　Thus　a　user　has　to　run　a　risk

of　non－terminating　computation　when　he　wants　to　ascertain　the　normalizability　of　the　answer，

whereas　in　the　goals　the　calculus　itself　has　to　check　whether　extra－variables　are　instantiated

to　a　normalizable　term　or　not．　This　is　undecidable　again．　However，　to　continue　computation

without　losing　the　level－normality　the　calculus　has　to　know　it．　A　simple　method　to　check　that

extra－variables　are　always　instantiated　to　normal　forms　is　to　make　the　conditional　term　rewriting

systems皿n．

　　2to　be　given　in　section　6．1
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e　¢i：　transformation　of　an　Li　conditional　equation　to　homogeneous　form

¢igf（．．．，d，．．．）　＝＝　s　〈＝　Eg　＝＝　¢i［f（．．．，x，．．．）　＝　s〈：x　＝　d，　E］

where　d　is　a　non－variable　data　term　and　x　is　a　fresh　variable．

e　¢2：　shallowing　for　the　bodies　of　an　Li　conditional　equation：

A　〈＝　¢2if．．．，s　＝　c（．．．，d，．．．），．．．］　：24　〈＝　¢2［．．．，s　＝＝　c（．．．，x，．．．），x　＝　d，．．．］

where　d　is　a　non－variable　data　term，　x　is　a　fresh　variable　and　A　is　an　equation．

e　¢3：　shallowing　for　an　Ll　goal：

仁Φ3E…，・＝・（…，d，…），…丑＝仁Φ3旺…，・＝・（．．．，X，＿），X＝d，．．』

where　d　is　a　non－variable

fresh　variable．

data　term　or　a　variable　occurring　in　the　initial　goal，　and　x　is　a

Figure　1：　transformation　rules

　　　If　the　computed　answer　substitution　is　used　for　further　computation　it　is　sensible　（and　safe）

to　ask　initial　goals　to　satisfy　the　condition　that　we　request　to　bodies．　Since　we　want　to　obtain　a

completeness　result　that　is　as　general　as　possible　we　impose　the　conditions　C3　on　initial　goals，

which　are　less　strict　than　the　conditions　of皿n．

5．2 Transformation　to　the　basic　forms

Li　programs　are　sUfl｝ciently　expressive　as　functional－logic　programs：　It　is　still　structurely　very

complex，　however．　ln　order　for　LNCi　to　be　simple　and　eflicient　as　a　calculus，　we　transform　L　i

conditional　equations　and　goals　to　structurely　simpler　forms　called　basic　Li　conditional　equa－

tions　and　basic　Li　goals　respectively．　The　transformation　consists　of　three　transformation　rules：

七ransformation　to　a　homogeneous　form　and　shallowing　on　the　bodies　of　Li　conditional　equations

and　on　initial　Li　goals．　The　transfotmation　rules　are　given　in　Figure　1．

　　　An　Li　conditional　equation　of　the　form　f（xi，．．．，xn）　＝　t　〈＝　F　where　x　i，．．．，xn　are　distinct

variables　is　ca11ed　homogeneous　［25］．　The　transformation　rule　¢i　shown　in　Figure　1　transforms

an　Li　conditional　equation　to　a　homogeneous　Li　conditional　equation．

　　　A　data　term　of　the　form　c（xl，．．．，xn）　or　a　variable　is　called　shallow．　The　transformation

rule　¢2　transforms　an　Li　conditional　equation　to　an　Li　conditional　equation　such　that　the　RHSs

of　equations　in　the　body　are　linear　shallow　data　terms，　and　¢3　transforms　an　L　i　goal　to　an　L　l

goal　such　that　the　RHSs　of　equations　in　the　goa1　are　linear　shallow　data　terms．　The　notion　of

shallowness　is　due　to　Cheong　［6］．

　　　There　is　a　subtle　difference　between　¢2　and　¢3．　¢3　is　applicable　to　a　sequence　of　equations

of　the　form　．．．，s　＝　c（．．．，d，．．．），．．．　even　when　d　is　a　variable　if　it　occurs　also　in　the　initial　goal，

11



whereas　¢2　is　not．　We　will　see　in　section　6．3　that　this　additienal　shallowing　by　¢3　is　essential

to　obtain　a　class　of　substitutions　called　constructor　term　substitutions　（to　be　defined　in　section

’6．3）　which　we　want　to　regard　as　answers　of　the　computation．

　　　To　an　Ll　conditional　equation，Φ1　is丘rst　applied　and　thenΦ2　is　applied．　The　result．

ing　conditional　equation　is　homogeneous　and　all　the　RHSs　of　the　equations　in　the　body　are

shallow．　lt　is’called　a　basic　conditional　equation．　For　an　Li　conditional　equational　system

R，　Basic（R）　is　defined　as　a　set　consisting　of　basic　Li　conditional　equations．　To　be　precise，

Basic（R）　＝　｛A’　〈＝　¢2［F’］　l　let　A’　〈＝　F’　be　¢IEA　〈＝　1’］，A　〈＝　F　E　R｝．　Similarly，　a　basic　goal，

written　a£Bαsic（G），　is　deftned　fbr　an　Ll　goal　G．　That　is，　Bαsic（σ）isぐ＝Φ3［珂，　whereσis

〈＝　E．

6 Lazy　narrowing　calculus　LNCi

In　this　section　we　present　the　rriain　result　of　the　paper．　lt　consists　in　the　lazy　narrowing　calculus

LIVCI　and　its　soundness　and　completeness．　We　begin　by　introducing　LIVCi　w．r．t．　a　basic　Li

program　Basic（R）．　The　formulas　of　LNCi　are　basic　Li　goals．

6．1 Inference　rules

1．　Lazy　narrowing　［ln］

　　　　　　　　　　く＝ノ（81，＿，8n）＝d，1ヲ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（xl，．・．，x．）　＝tK＃　F
〈＝　e（F，t　＝＝　d，　E）　where　e　＝　｛si／xi，…　，Sn／Xn｝

2．　Variable　elimination　of　data　terms　［vd］

く＝x＝d，E

〈＝　eE　where　e　＝　｛d／x｝

3．　Variable　elimination　of　constructor　terms　［vc］

＜≒C（81，．．．，5η）＝コじ，五1

〈＝　eE　where　e　＝　｛c（si，．・．，sn）／x｝

4．　Unification　of　constructor　terms　［u］

〈＝　C（Sl，…　，Sn）　＝　C（Xl）…　，Xn））　E

〈＝eE　where　e　＝｛si／xi，…　，sn／xn｝

Note：
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　　　e　The　lazy　narrowing　rule　［lnl　is　applicable　to　a　goal　if　there　exists　a　new　variant

　　　　　f（xi，．．．，xn）　＝　t　e　F　of　a　basic　Li　conditional　equation　in　Basic（R）．

　　　e　The　variable　elimination　rule　［vc］　and　the　unification　rule　［u］　are　applied　to　an　equation　of

　　　　　the　goals　whose　LHS　is　a　constructor　term．

　　　e　By　Proposition　1　（2）　which　we　give　shortly，　Var（t）　n　Var（d）　＝　to　for　any　equation　t　＝　d

　　　　　of　the　goals　in　a　derivation　w．r．t．　LNCi．　Hence　the　occur　check　is　unnecessary　when　a

　　　　binding　is　formed　in　the　application　of　the　rules　of　LNCi．

　　　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal．　When　there　exists　a　refutation
Bα頭σ）→ム。、・・f・Ba・i・（G）and　Bα・i・（R）w．・．t．五NO1，　we　callθ↑順σ）a・・m郷・d

answer　substitution　of　G　and　R　w．r．t．　LNCI．

　　　From　the　efliciency　point　of　view，　LNCi　has　following　advantages　over　LNCo．

　　　e　ln　LNCI，　at　most　one　rule　is　applied　to　a　selected　equation　in　a　goal，　whereas　in　LIVCo

　　　　　more　than　one　rule　may　be　applied．　The　computation　in　LATCi，　therefore，　proceeds　in

　　　　　amore　determinate　way，　and　the　search　space　in　the　refutations　w．r．t．五1VOI　is　greatly

　　　　　reduced　compared　with　LNCo．

　　　e　ln　LNCi，　the　occur　check　is　unnecessary．

Example　3．　Let　R　be　an　Ll　program　｛f（x）＝　c，　g＝　g｝　and　G　be　an　Li　goal　e　f（g）　＝　z．　The

refutation　of　Basic（G）　（＝　G）　and　Basic（R）　（＝　R）　w．r．t．　LIVCi　is　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仁∫（9）㌶判距・一・塞儲・

with　the　computed　answer　substitution　｛c／z｝．

　　　We　give　below　some　properties　concerning　syntactical　structures　of　goals．　The　following

Proposition　1　guarantees　that　the　goals　appearing　in　a　derivation　w．r．t．　LNCo　（respectively

LNCI）　are　Ll　goals　（respectively　basic　Ll　goals）．　The　proof　is　straightforward　by　the　case　anal－

ysis．

Proposition　1．　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal．

（1）All　goals　in　a　derivation　ofσand．R　w．r．t．五くrOo　are　Ll　goals．

（2）　All　goals　in　a　derivation　of　Basic（G）　ahd　Basic（R）　w．r．t．　LNCi　are　basic　Li　goals．

　　　The　following　technical　lemma　is　used　in　the　proof　of　Lemmas　6　and　10．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

Proposition　2．　Let　R　be　an　Li　program　and　〈＝　x　＝＝　d　be　an　Li　goal．　There　is　a　unique

refutati・n　〈＝　¢3［x＝　d皿→ム。、・・u・h　thatθ↑｛x｝一｛ψ｝and　D・m（θ）一何一Var（Φ3［x　一

d］）　一　Varf　x　＝　d）．

（Proof）　By　the　induction　on　the　structure　of　d．

t
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　　　Furthermore，　the　following　Proposition　3　shows　that　the　variables　in　the　initial　goal　occur

only　in　certain　goals　of　the　derivation．　The　proof　of　Proposition　3　is　straightforward　by　the

induction　on　the　length　of　the　derivation．

Proposition　3．　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal．　ln　the　goals　of　a　derivation　of

Basic（G）　and　Basic（R）　w．r．t．　LNCi，

（1）　for　all　equations　of　the　form　t　＝　x，

　　　x　E　Var（G），　and

（2）　for　all　equations　of　the　form　t　＝　c（xl，．．．，xn），

　　　xl，…，xn　¢　VarfC）．

　　　As　we　saw　in　Example　2，　in　LNCo　the　lazy　evaluation　is　realized　by　applying　the　variable

elimination　［v］　to　an　equation　of　the　form　t　＝　x，　where　t　is　a　reducible　term．　Since　L．ZVCi　pro－

vides［vc］，七he　lazy　evaluation　is　realized　also　in　LArCI　whenオis　reducible　to　a　construc七〇r　term

or　t　is　already　a　constructor　term．　This　was　shown　in　Example　3．　However，　since　LIVCI　does　not

provide　the　variable　eliminat而n讃unction　te㎜s，　it　fails　to丘nd　a　correct　answer　substitution

whose　codomain　contains　function　terms．　For　example，　the　goal　e　f（g）　＝　z　in　Example　3　has

｛f（g）／z｝　as　a　correct　answer　substitution，　but　LIVCi　can　not　find　it．　Furthermore，　when　t　is

not　reducible　to　a　constructor　term，　an　infinite　deriVation　is　caused．　Consider　a　goal　e　g　＝　x．

It　causes　an　infinite　derivation．　One　might　think　that　these　are　drawbacks　of　LNCI，　if　one

consider　all　correct　answer　substitutions　as　desired　answers．　However，　these　are　not　so　actually．

We　discuss　on　this　issue　in　the　next　section．

6．2　Consideration　on　answer　substitutions

In　logic　programming　3，　correct　answer　substitutions　are　considered　as　desired　answers．　This

idea　does　not　entirely　capture　the　notion　of　the　answer　of　lazy　furictional－logic　programs．　ln

logic　programming，　function　symbols　are　used　to　construct　data　structures，　and　terms　are　not

evaluated　to　other　terms．　lt　is　natural　to　consider　terms　bound　to　variables　in　an　initial　goal　as

the　answers　of　computation．　On　the　other　hand，　in　our　functional－logic　programming，　construc－

tor　symbols　are　distinguished　from　function　symbols．　Constructor　symbols　are　used　to　construct

data　structures　as　in　logic　programming，　but　function　symbols　are　used　to　name　user－defined

functions　which　are　used　to　form　a　function　term　that　is　to　be　evaluated．　Function　terms　are　no

longer　regarded　as　answers　of　computation．　As　a　desired　answer　of　functional－logic　programs，

we　have　to　choose　either　data　terms　or　constructor　terms．　We　have　chosen　constructor　terms　as

desired　answers，　because　we　consider　lazy　evaluation．　We　guarantee　LNCi　’to　be　complete　for

these　desired　answer　substitutions．　A　detailed　discussion　on　this　decision　is　given　in　［22］．

　　　且ereafter，　we　consider　correct　answer　substitutions　whose　codomain　consists　of　constructor

terms　or　variables　as　our　desired　answers．　The　discussions　of　soundness　and　completeness　in　the

following　sections　observe　this　decision．

6．3　Soundness

The　following　Lemma　guarantees　that　computed　answer　substitutions　w．r．t．　LNCi　are　construc－

tor　term　substitutions．　A　substitution　e　is　called　a　constructor　term　substitution　iff　terms　t　in

　　3W6・・ea・・u血ingh・・el・gi・p・・9r・皿㎡nginP・・1・g．
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Cod（e）　implies　either　t　is　a　constructor　term　or　a　variable．　Note　that　the　empty　substitution　e．

is　a　constructor　term　substitution．

Lemma　5．　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal．　Let　fi　be　a　derivation

　　　　　　　　　　　σ・（一Bα・i・（σ））一名と、】σ1一名乙、］＿一制、1α一1一躯、1Gづ一軌、】．．．

where　［ori］，　［a2］，．．．　E　LATCi．　Furthermore，　let　ai，　i　）　O　be　substitutions　such　that

｛

　　ao　＝6
　　ai　＝eiai－i（i　21）．

Then，　for　all　i　〉一　O，　aiT　Var（G）　is　a　constructor　term　substitution．

　　　（Proof）　We　will　show，　by　the　induction　on　i，　that　（i）　a“　Var（G）　is　a　constructor　term　sub－

stitution　and　that　（ii）　the　variables　occurring　in　the　RHSs　of　the　equations　of　the　goal　Gi　are

not　in　Dom（aiTVar（G））　U　Vcod（ai，TVar（G））　for　all　i　）　O．

　　　When　i　一一一　O，　（i）　and　（ii）　obviously　hold．　For　the　induction　step，　assume　that　（i）　and　（ii）　hold

when　i　一一’　k　一一　1．　We　will　show　（i）　and　（ii）　hold　when　i　＝　k．　We　distinguish　the　following　four

cases　according　to　the　cases　of　［ak一］．

　　　When圓is　the　uni丘cation　rule［ul，　lettingσた一1　be⇔c（51，．．．，5π）＝c（ω1，．．．，xn），E，　we

have　a　derivation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　e・（・1，…，・。）一・（X・，．．．，Xn），E　91。】仁θた昨σた）

where　ek．　＝　｛sl／xi，．．．，s．／xn｝．　By　the　induction　hypothesis，　xi，．．．，xn　¢　Dom（ak．1　T

Var（G））　U　Vcod（ak－iT　Var（G））．　Hence　we　have

　　　　　　　　　　　　σた↑「Var（σ）　＝　　θた↑「レ「aγ・（σ）Uσた＿1↑「レ”ar（G）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　ale－iT　Var（G）　by　Proposit，ion　3（2）．

Hence　（i）　holds　when　i　＝　k．　By　the　induction　hypothesis，　variables　occurring　in　the　RHSs　of　the

equations　of　E　are　not　in　Dom（ak－IT　Var（G））　U　Vcod（ak－IT　Var（G））．　Fui’thermore，　since　ek．　does

not　affect　the　RHS　of　the　equations　of　E　by　Proposition　1　（2），　eK．E　＝　E．　Hence　（ii）　holds　when

i＝＝　k．

　　　The　ca・e・f團b・ing［1n】is　simila・t・the　ca・e・f［u】．　The　ca・es・f［vd】and［v・l　are　ea・y

since　only　a　constructor　term　substitution　is　formed　in　the　application　of　the　inferehc6　rules．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”

Remark　3．　lt　is　essential　for　the　soundness　（and　the　completeness）　of　LNCi　that　the　trans－

formation　¢3　is　applied　to　an　initial　goal　〈＝　．．．，s　＝　c（．．．，d，．．．），．．．　even　if　d　is　a　variable

occu窒秩Di’ng　in．　the　initial　goal．　For　example，　let　R　be　an　Li　program　｛a　＝＝　d｝　and　G　be　an　Li　goal

〈＝　c（a）　＝　c（x），　where　c　and　d　are　constructor　symbois．　Basic（G）　is　〈＝　c（a）　＝　c（z），z　＝　x．　V
ve

obtain　the　refutation　of　Basic（G）　and　Basic（R）（＝　R）　w．r．t．　LNCi：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e・（α）一・（z），z－x細猛トα一x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一’Sn］　ed＝x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　翼儲・
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and　a　computed　answer　substitution　｛d／x｝．　lf　we　use　〈＝　c（a）　＝　c（x）　instead　of　Basic（G）

however，　the　refutation　would　be　as　follows；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　c（a）　＝　c（x）　｛．’／［X．｝］　o．

We　would　obtain　a　non－constructor　term　substitution　instead　of　the　desired　answer　｛d／x｝．　Hence

the　soundness　（in　the　sense　of　Theorem　5　below）　of　LNCi　would　not　hold．

Lemma　6．（soundness　of　LIVCI　w．r．t．　LATCo）　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal．　lf

there　exists　a　refutation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Basic（G）　．LeNc，　D

then　there　exists　a　refutation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G→2聾。。□，

such　that　e’T　Var（G）　＝　OT　Var（G）．

（Proof）　We　use　the　following　sublemina．

Sublemma：　Let　Go　be　an　Li　goal．　lf　there　exists　a　refutation　n：　Basic（Go）　一一”20Nc，　O，　then

there　exists　a　refutation　Go　一£6Nc，　o，　such　that　e6T　Var（G）　＝　eoT　Var（G）．

　　In　particular，　when　n　is　Basic（G）　・LeNc，　O，　the　sublemma　gives　Lemma　6．

　　　Proof　of　the　sublemma：　The　proof　is　by　the　induction　on　the　length　k　of　the　refutation　n．　lf

k　＝　O　the　result　immediately　holds．　Otherwise，　we　distinguish　the　following　four　cases　according

to　the　first　step　of　the　refutation　n．

　　　［1］　（whep　the　first　step　is　［vd］）　ln　this　case，　Go　is　of　the　form　〈＝　x　＝　c（di，．．．，dn），E．

Basic（Go）　is　〈＝　x　＝　c（zi，．．．，zn），　¢3［zi　＝　di，．．．，z．　＝　dn，　E］．　Hence，　n　is

．U奄魔пn’

　　ぴ　
→五1＞σ1

　　θ1

→五1Vσ1

Basic（Go）

〈＝　ai（¢3［zi　＝　di，．．．，zn　＝　dit］，¢3gE］）　where　ai　＝　｛c（zi，．．．，zn）／x｝

（which　is　the　same　asく＝Φ3　ffz1＝di］，＿，Φ3　［z7、＝、　dn］，Φ3［σ1珂

since　x　does　not　appear　in　dl，＿，dn　and　in　the　R且Ss　of　the　equations　in　E）

〈＝　a2¢3［ai　E］　by　Proposition　2
口，

where　a2　is　a　substi．tution　such　that　a2　T｛zi，．．．，z．｝　＝　｛di／zi，．．．，dn／zn｝　and　（Dom（a2）　一一

　｛zi，…　，zn｝）　consistS　of　fresh　variables　introduced　by　¢3，　and　ei　is　a　’sub’stitutioh　such　that

θ・σ2σ・rθ・・Sinceσ2　d・e・n・t・affe・t　th・RHS・・f　the　equati・n・・f　E，　th・g・al切2Φ3圧σ、珂i・

th・・am・a・〈＝Φ3匠σ2σ1珂・L・tσ＝｛・（d1，．．．，dn）／x｝．　Th・nσ2σ1E　i・th・・am・a・σE．　H・nce，

we　have　a　refutation　〈＝　¢3［aE］　一一”2iNc，　’O．　By　the　induction　hypothesis，　we　obtain　a　refutation

〈＝　aE　一．〉£｛Nc，　D　such　that　elTVar（G）　＝＝　eiTVar（G）．　Since　〈＝　x　＝　c（di，．．．，dn），E　．al．］〈＝　aE，

1・ttingθ6一θiσ，　w・・btain・th・d・・iredre舳tati・nσ。一ム。。□・u・hthatθ6↑噸G）一θ。↑var（G）．

　　　　［2］　（when　the　first　step　is　［ln］）　ln　this　case，　Go　is　of　the　forni　〈＝　’f（sl，・．：，sni　i

・・（d・，…，dn），E・Ba・i・（σ・）i・ef（・1，…，・n）一・（z・，…，zn），Φ3　［z・一d・，＿，zn＝dn，珂．

Let　f（yi，．．．，e」・，．．．，yn）　＝　t　e　¢2［yi　＝　ei，…，y」・一i　＝　e3’一i，y2’＋i　．＝　e」’＋i，…，yn　＝　en，F］　be　一
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new　variant　of　a　basic　Li　conditional　equation　used　in　the　first　step　of　n．　For　simplicity　we

consider　only　the　case　that　ej・　i　s　a　variable　and　e　i，．．．，e」・一一i，e2’＋i，．．．，en　are　non－variable　terms．

We　wri七e　eゴas忽ゴ』is

　　　　　　　　　　　　　　　　Basic（Go）

　ぴ
→［ln】

　　el
一÷＞L－hVCi

〈＝　a（¢2［yl　＝　el，…，y」’一1　＝　e」’一1，　y」’＋1　＝　e」’＋1，…，yn　F　en，F］，

　　　　　　　　　t＝　C（Zl，…　，Zn），　¢3ifZl　＝　dl，…　，Zn　＝　dn，E］）

where　u　＝＝　｛sl／yl，．．．，s」・／xi’，．．．，sn／yn｝

口，

where　ei　is　a　substitution　such　that　Oia　＝　eo．　Since　a　does　not　affect　el，．．．，e」’．一i，ej’＋1，．．．，en，

di，．．．，d」・一i，dj・＋i，．．．，d．，　and　the　RHSs　of　E　and　F，　the　goal　〈＝　a（¢2［yi　＝　e　i，．．．，yj－i　＝＝

eゴー1，防＋1＝eゴ＋1，…，Yn＝en，珊，t＝c（zl，…，zn），Φ31zl＝dl，＿，zn＝dn，珂）is　the　same
as　e　¢21sl　＝　el，．．．，s」’一1　＝　e2’一1，s」’＋1　＝　e」’＋1，．．．，sn　＝　en，aF］，at　＝　c（zl，・・．，zn），¢3［zl　＝

dl，．．．，zn　＝　dn，aE］．　lfurthermore，　since　e　i，．．．，e」・．一1，e」・＋i，．．．，e．　and　the　RHSs　of　F　does　not

contain　variables　occurring　in　the　initial　goal，　¢2［si　＝　e　i，…　，sj’一i　＝＝　ej’一i，　sj’＋i　＝　e」’＋i，…　，sn　＝

en，aF］　is　the　same　as　¢3［si　＝　ei，．．．，．　sj・一i　＝　ej・一i，s2・＋1　＝　ej・＋i，．．．，sn　＝　en，aF］．　There－

fore，　we　obtain　a　refutation　〈＝　¢3ifsl　＝　e　l，．．．，s2’h－1　＝　ej’一1，　Sl’＋1　＝　ej’＋1，…　，Sn　＝　en，aE　at　＝

c（di，．．．，dn），aE］　一”SiNc，　M．　’By　the　induction　hypothesis，　we　obtain　a　refutation　〈＝　si　＝

e！，…，S2’一一i　＝　e」’一i，S2’＋i　＝　e」’＋i，…，sn　＝　en，uF，t　＝　c（di，．．．，dn），’aE　一£SNco　O　such　that

elT　Var（G）　＝　eiT　Var（G）．　We　obtain

　　　　　　　く＝ノ（81，…　，Sn）＝C（d1，．．．，dn），E

’一r　［on］

　at
’一黶@［v］

〈＝　Sl　＝　el，…，Sj　＝　Xj，…，Sn　＝　en，F，　t　：c（dl，・．．，dn），E

where　a　new　variant　f（el，．．．，xj・，．．．，e．）　＝　t　e　F　of　an　Ll　conditional　equation　is　used

，〈＝　sl　＝　el，…，s」’一1　＝　e」’一1，　s」’＋1　＝　ei’＋1，．．．，sn　＝　en，　atF，　att　＝　c（dl，．．．，dn），　atE

where　at　＝　｛sj’／x2’｝．

Let　e6　＝＝　ela’．　We　have　the　desired　refutation　Basic（Go）　一26Nc，　U　such　that　e6TVar（G）　＝　eoT

Var（G）．

　　　［3，4］　The　proofs　of　the　cases　that　the　first　step　of　n　is　［vc］　and　［u］　are　straightforward．

圏

By　Lemmas　5，　6　and　Theorem　1，　we　obtain　the　soundness　of　LNCi．

Theorem　5．（soundness　of　LNCi）　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal．　The　computed

answer　substitution　of　G　and　R　w．r．t．　LATCI　is　a　constructor　term　substitution　and　a　correct

answer　substitution　of　G　and　R．

The　following　example　shows　that　the　condition　C3－1　is　necessary　for　the　soundness　of　LIV　Ci．

rpxample　4r　．Let　R　be　an　Li　program　｛f（y）　＝＝　c（y）｝　and　G　be　an　Li　goal　〈＝　f（x）　＝　x．　G

d．．oes．n．o－t‘．satis－fy．　the　condition　C3－1．　Then　there　would　be　a　derivation　of　Basic（C）（1＝　G）　and

Basic（R）（＝　　　　　　　　　　R）　w．r．t．　LNCI：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cf（x）＝記漏壷仁。（x）＝♂聖高｝ロ

with　a　computed　answer　substitution　｛c（x）／x｝　of　G　and　R．　｛c（x）／x｝　is　not　a　correct　answer

substitution　of　G　and　R，　however．
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6．4　Completeness

We　next　consider　the　completeness　of　LNCi．　We　will　prove　that，　for　any　refuta七ion　G→LNcoロ，

there　eXists　a　corresponding　refUtation　G→LNc、ロ．　Then，　the　completeness　of五1VOI　fbllows

from　the　completeness　of　LN（70（Theorem　4）．　We丘rst　give｛following　three　technical　lermnas．

Lemma　7．　Let　R　be　a　conditional　equational　system，　G　be　a　goal，　and　a　and　a’　be　substitu－

tions　such　that　a　〈一”R　a’．　lfthere　exists　a　refutation　aG　一”BNc，　O　then　there　exists　a　refutation

a’G　一LeN’
@c，　O　such　that　e　〈＋”R　e’，　and　whose　length　is　the　same　as　the　length　of　the　refutation

aG　一BNco　m・

　　　（Proof）　The　proof　is　straightforward　by　the　induction　on　the　length　of　the　refutation

σσ→差N。。□

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

Lemma　8．　Let　G　be　a　goal　〈＝　si　＝　ti一，．．．s．　＝　tn　and　R　be　a　conditional　equational　system

that　is　level－confiuent　and　level－normal．　lf　e　is　a　normalizable　correct　answer　substitution　of　G

and　R　then　for　i＝　1，．．．，n，　esi．　一R　eti．

　　　（Proof）　By　Theorem　3，　there　exists　a　refutation　G　一eN’　c　O　such　that　e’　2　e　J．　Let

7e’　＝　e！・　k　is　easy　to　prove　by　the　induction　on　the　1ength　of　the　refutation　that　if　G　一．＞eN’　c　D

then　e’si〈e＞Re’ti　for　i　＝＝　1，．．．，n．　Therefore，　we　obtain　esi　．＞R　7e’si　÷e”R　7e’ti　一R　Oti　for

乞＝1，＿，n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　The　following　lemma　shows　that　in　a　refutation　w．r．t．　LNCo　the　variab｝e　elimination　rule　［v］

9．an．　b．e　applied　ga．rl．ier・　LeAt　ei　｝）R　Ae2　dAenote　the　Tela．tio4　between　substitutions　’ei　apd　02　such

that　for　any　variable　x，　aeix　一e÷R　e2x　for　some　substitution　a．

Lemma　9．　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal　〈＝s＝　x，　E　such　that　x¢　Varts）．　lf

there　exists　a　refutation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n：　G　一”2Nc，　o，

where　et　VartG）　is　a　normalizable　substitution，　then　there　exists　a　refutation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G　ai（＝｛f．IX｝）〈．　alE　一”£2Nc，　O

such　thatσ2σ1≧Rθ．　Moreover，　the　length　of　the　refutationく＝σIE→Z御ooロis　shorter　than

the　length　of　the　refutation　n．

　　　（Proof）　By　Lemma　3　we　may　assume　that　the　goal　s　＝＝　x　is　selected　in　the　first　step　of　the

refutation　n．　Hence　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G一”20Arc，　〈＝　eoE　一．＞2ho，　n　（2）

sucDh－that　eiee　＝　e．　Since　x　¢　Var（s），　the　variable　elimination　rule　［v］　can　be　applied　to　s　＝＝　x，

and　hence　we　obtain　the　derivation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G一一a＞i［．］e　aiE，where　ai＝｛s／x｝．　（3）
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　　　Since　eo　l　Var（G）　is　a　computed　answer　substitution　of　the　goal　〈＝　s　＝　x　and　R　w．r．t．

LNCo，　by　Theorem　1　it　is　a　correct　answer　substitution　of　the　goal　〈＝　s　＝　x　and　R．　Moreover，

since　eoT　VaT（G）　is　normalizable，　by　Lemma　8　we　have　eos　〈一”R　eox．　Since　s　＝＝　ai　x，　we　have

eoaix　〈一”R　eox．　For　any　variable　z（iE　x），　we　have　eoai　z　：　eoz．　Hence，　letting　e6　＝　eo　ai，　we

obtain　e6　〈一”R　eo．　Applying　Lemma　7　to　the　derivation　starting　from　eoE　in　（2），　w’e　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　e6E　一”SINc，　o，where　ei　K”R　el．　（4）

Since　ai　2　e6，　we　can　apply　Lemma　2　to　the　refutation　（4）　and　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝・aiE→Z脚σ。ロ，　　　　　　　（5）

where　a2　）　el　Oo．　Combining　the　derivation　（3）　and　the　refutation　（5）　we　obtain　a　refutation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G・aL2aNic，　u．’　，　’　（6）

　　　What　remains　to　be　proved　is　a2ai　）．R　e．　Since　a2　2　el　eo　＋一”R　ei　eo　＝　e，　we　obtain

a2　｝IR　e，

and　then

a2Ul　｝）R　eal・ （7）

We　will　prove　e　ai　｝！t　R　e．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　ealx　＝es　since　al＝｛s／x｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　eleos　since　e＝　el　eo

　　　　　　　　．　÷e．R　eleox　since　eos　〈＋”R　eox
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ex　since　e＝　el　eo，

and　hence　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ealx　〈e＞R　ex．

For　any　variable　z　7E　x　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ealz　＝　ez．

From　（8）　and　（9）　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eal　ff一）“R　e．

IFI・om　（7）　and　（10）　we　conclude　that　ai　a2　）R　e．

Lerr）rp．　a’s　2　and　7　state　the　preservation　of　the　length　of　the　refutations，

tation　（5）　is　shorter　than　the　length　of　the　refutation　（2）．

（8）

（9）

（10）

and　hence　the　refu一

1

Now，　we　are　ready　to　prove　the　completeness　of　LATCi　via　LIVCo．

盈濃1翻認：麟獅爵留講e3搬灘，瀦ま謙。器
stitution，　then　there　exists　a　refutation　Basic（G）　・Lel　c，　O　such　that　e’TVar（G）　2R　eTVar（G）．
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（Proof）　We　use　the　following　sublemma．

Sublemma：　Let　Go　be　an　Li　goal．　Suppose　that　there　exists　a　refutation　fi　：　Go　．£ONc，　P

where　（i）　OoT　Var（G）　is　a　normalizable　constructor　term　substitution，　and　（ii）　for　all　the　equations

of　the　form　s　＝　x　of　Go，　x　is　in　VarfG）．　Then　there　exists　a　refutation　Basic（Go）　・26Arc，　o

such　that　e6T　Var（G）　｝ir　R　eoT　Var（G）．

　　　In　particular，　when　n　is　G　一一一〉÷LeNc，　M，　the　sublemma　gives　Lemma　10．　The　above　condition

（ii）　is　necessary　to　prove　the　cases　［2］　and　［4］．

　　　Proof　of　the　sublemma：　The　proof　is　by　the　induction　on　the　length　k　of　the　refutation　ll．

For　k　＝　O，　the　result　immediately　holds．　For　k　〉　O，　we　have　to　consider　the　following　five　cases

according　to　the　rules　used　in　the　first　step　of　the　refutation　ll．　From　Lemma　3，　it　sufi！ices　to

consider　the　case　that　the　leftmost　atom　is　selected　in　the　first　step　of　n．

　　　［1］　（when　the　first　step　of　fl　is　［d］）　Since　we　are　considering　Li　goals，　by　Proposition　1　（1）　Go

is　necessarily　of　the　form　〈＝　c（di，．．．，d．）　＝＝　c（dl，．．．，d．），　E，　where　di，．．．，d．　are　ground　data

terms．　ln　this　case　ff　is

〈＝　C（dl，…，dn）　＝　C（dl，…，dn），E　．［d］〈＝　dl　＝　dl，…，dn　＝：　dn，E　一”£ONco　O・

Basic（Go）　is　〈＝　c（dl，…　，dn）　＝　C（Zl，…　，Zn），¢3［Zl　＝

corresponding．　derivation　w．r．t．五ハTCI＝

dl，…　，zn　：　dn，E］・　Hence，　we　have　a

　　　　　←・（d1，…，dn）＝・（Z1，…，Z。），Φ3［Zl＝dl，＿，Z。＝dn，珂

．aim．］　〈＝　ai（¢3［zi　＝　di，．．．，z．　＝　dn，E］）　where　ai　＝＝　｛di／zi，…，dn／zn｝

　　　　　（which　is　the　same　as〈＝Φ3［d1＝d1，．．．，dn＝dη，珂

　　　　　since　al　does　not　affect　di，．．．，dn，E）

Since　（i）　and　（ii）　hold　for　the　refutation　〈＝　di　＝＝　di，．．．，d．　＝＝　dn，E　一一”20Nc，，　by　the　induction

hypothesis　we　obtain　a　refutation　Basic（Go）　一”eiaN’c，　O，　where　el　is　a　substitution　such　that

eiT　Yar（G）　｝1：R　eoT　Var（G）．　Let　06　＝　eiai．　We　see　that　e6T　Var（G）　＝　eiT　Var（G）　｝it　R　eoT　Var（G）．

　　　［2］　（when　the　first　step　of　n　is　［v］）　Let　Go　be　〈＝　s　＝　d，　E．　The　case　that　s　is　a　fuhction

term　and　d　is　a　variable　is　impossible　by　the　assumptions　（i）　and　（ii）．　Therefore，　it　suflices　to

consider　the　following　two　cases；　the　cases　that　s　is　a　variable　and　d　is　a　data　term，　and　that　s　is

a　constructor　term　and　d　is　a　variable．　We　only　prove　the　former　case．　The　later　case　is　trivial．

　　　We　write　s　as　x　and　d　as　c（di，．．．，d．）．　In　this　case　n　is

〈＝　x　＝＝　c（di，．．．，dn），E　．a［．］〈＝　aE　一”2iNc，　o，

where　a　＝　｛c（dl，．．．，d．）／x｝

〈＝　x　＝　c（zl，．．．，zn），¢3［zl　＝・

五！vq：

and　ei　is　a　substitution　such　that　eia　＝　eo．　Basic（Go）　is

dl，＿，zn＝dn，珂．　We　have　a　corresponding　derivation　w．r．t．

　al
’［vd］

　　a2
－LNCI

〈＝X＝C（Z1，…，Zn），Φ3旺Zl＝dl，＿，Zπ＝：dη，珂

eσ・（Φ312・一dl，…，z。＝d。，珂）whereσ、＝｛・（z1，．．．，z。）／x｝

（which　is　the　same　as　〈＝　¢3［zi　＝　di］，．・．，¢3　ifzn　＝　dn］，ai¢3　ffE］

since　ai　does　not　affect　di，．．．，dn）

〈＝σ2σ1Φ3E珂whereσ2↑｛Zlv．・．eZn｝　｛d1／zl，．．．，dπ／2：η｝　　　　by　Proposition　2

（which　is　the　same　as〈＝σΦ3圧珂），

20



By　Proposition　1　（2），　x　does　not　appear　in　the　RHSs　of　the　equations　of　E．　Hence，　〈＝　a¢3［E］

is　the　same　as←Φ3［σ珂．　Since　ax　is　a　constructor　term，（i）and（ii）ho1曲r　the　re釦tation

〈F　aE　一＞2iNc，　D．　Hence，　by　the　induction　hypothesis　we　obtain　Basic（Go）　一StliZ2Nab，　o，　where

elTVar（G）　｝rR　eiTVar（G）．　Let　e6　＝　ela2ai．　We　see　that　e6T　Var（G）　2R　（eia2ai）T　Va－r（G）　＝　eoT

Var（G）．

　　　［3］　（when　the　first　step　of　ll　is　［on］）　Since　Go　is　an　Li　goal，　by　Proposition　1　（1）　the　RHSs

of　the　equations　of　Go　are　not　function　terms．　Hence　it　suflices　to　consider　the　case　that　Go　is

〈＝　f（si，…　　，sn）　＝　c（ei，…　　，en），　E．　ln　this　case　n　is

　　　　　　　　く＝f（s1，．．．，Sn）・＝c（e1，．．．，en），E

一一?mon］　〈＝Sl＝dl，…，Sn＝dn，F，　t＝c（el，L・・，en），E

→2短。ロ，

where　a　new　variant　f（di，．．．，dn）　＝　t　〈＝　17　of　an　L　i　conditional　equation　in　R　is　used．　Assume

that　dJ・　i　s　a　variable．　For　simplicity　we　consider　only　the　case　that　dj・　i　s　a　variable　and　the　others

are　non－variable　terms．　We　write　dj・　as　xj・．　By　Lemma　9，　we　have

　　　　　　　　　〈＝　Sl　＝　dl，…，Sj　＝　Xj，…，Sn　＝＝　dn，F，　t＝　c（el，・・．，en），E

σ＝ﾉ｝仁σ（Sl　＝　dl，…，S」’一1　＝　d」’一1，S」’＋1　＝＝　d」’＋1，…，sn　＝＝　dn，F，　t＝　c（eb…，en），E）

→2ho。ロ，

where　ei　is　a　substitution　such　that　eia　｝）R　eo．　Since　a　does　not　affect　di，．．．，d」’一i，　d」’＋i，．．．，dn，

s．i，．．．，sj’一i，sj’＋i，． F．，£n，　ei，．．．zen　and　E，　the　goal　〈＝　a（si　＝　di，．．．，sj・一i　＝　dj・一i，sj・＋i　＝

d」’＋i，…，sn　T　dn，F，　t　＝　c（ei，…，en），E）　is　the　same　as　〈＝　si　T＝　di，．L．，sii　＝

dq’一，s」’＋1　F　d」’一＋1，…，sn　＝　dn，aF，　at　＝　c（el，．．．，en），E．　Basic（Go）　is　〈＝　f（sl，．．．ls．）　＝

c一（z－1，．．．，gn），¢3［zl　＝　el，．．．，zn　＝　en，E］．　Using　a　new　variant　f（yl，．．．，x」・，．．．，y．）　＝　t　〈＝

¢2［Yi　＝　di，…，y」’一一i　＝＝　d」’一i，y」’＋i　＝　d」’＋i，…，yn　＝　dn，17］　of　a　basic　Li　condiEional　equation　in

Basic（R）　we　obtain　a　corresponding　derivation　w．r．t．　LNCI：

　　　　　　　　　　　　　　　eノ（・・，…，・・）＝・（Zl，…，Zn），Φ3E・i＝・1，＿，・n＝・。，珂

　　　　　　　　　昂。】e・al（Φ2［Yi－dl，…，yゴー1　・＝　dゴー1，防＋1　・dゴ＋1，．．．，Yn－dn，珊，

　　　　　　　　　　　　　　　t＝C（Zl　e．・・）Zn），¢3［Zl＝ele…　）Zn＝＝en）E］））　・

where一　al　＝J　｛sl／yl，．．．，s」’一一1／y」’一1，s」’／x7’，s2’＋1／y」’＋1，．．．，sn／yn｝．　Since・　al　does　not　affect　dl，

…，dゴー1，　　　　　　　　　d」一＋．i，　，．．，　d．，　ei，：．．，e“n，E　and　the　RHSs　of　F，　〈＝　ai（¢2ifyi　＝　di，．．．，y」’一．i　ti

d」’一i，y」’＋1一　＝　d」’＋i，…，yn　＝　dn，F］，t　＝＝　c（zl，…，zn），¢3［zi　＝　ei，…，zn　＝　en，E］）　is　th6　same

as　〈＝　〈P2［si　＝　d－i，：・：，一s－3’一i一＝　d」’一i，sl’＋i．＝　d2’＋i，…，sn　＝　dn，ai17］，ait　＝　c（zi，・・：lzn），¢3［zi　＝

・・，…，z・一＝・・］，Φ3岡・Sinceσ1↑｛xゴ｝一σ，　thi・i・th・・am・a・⇔Φ2旺・、一d1，．．．，・ゴー、一

砺一1，Sゴ＋1・＝dゴ＋1，…，8。＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dn，σ珊，Φ3［（元＝c（e1，＿，en），珂．　Furthermore，　since　the　R且Ss

o．f　F　and　di，．．：，d」・一i，d」・＋i，．r．，dn　contain　no　variable，　t，his　is　the　same　as　〈＝　¢3［si　＝

db…，S」’一i　F．　d」’一一i，s」：＋i　＝　d」’＋i，…，sn　＝　dn，aF，　at　＝　c（ei，．．．，en），E］．　a　does　noi“a－ffect

ei，…？．　．en　and　P？　and　the　RHSs　of　F　and　di，．．．，dj’一i，　dj・＋i，．．．，dn　are　non－v－ariable　terms．　There－

fore，　（i）　and　（ii）　hold　for　the　reAfutation　〈＝　si　T＝　dil…，s」’一i　＝＝　d」’一i，s」’＋i　＝　d2’＋i，…，sn　＝

dn，aF，　at　＝　c（ei，・・．，en），E　一”2iArc，　M．　By　the　induction　hypoth6sis　“］e　obtain”　’＝@refu’狽≠狽奄盾

蚕齢望轟）望職織（G）　｝IR　ei　T　Var（GeoT　Var（G）．）・’L・tθ6一θiσ1・W・　see　that
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　　　（4］　（when　the　first　step　of　n　is　［im］）　By　a　similar　observation　to　the　case　［2］，　we　see　that　Go

contains　no　equation　whose　LHS　is　a　function　teirm　and　whose　R且S　is　a　variable．　Hehce　it　suffices

to　consider　the　following　two　cases；　the　cases　that　Go　is　of　the　form　〈＝　x　：c（di，．．．，dn），E　and

that　Go　is　of　the　form　〈＝　c（si，．．．，s．）　＝：　x，　E．　We　only　prove　the　former　case．　The　later　case　is

trivial．

　　　In　this　case　n　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く＝x＝c（d1，．．．，dn），五フ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一7，m］　〈＝a（dl＝xl，…，dn＝xn，E）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→2聾。。□，

where　a　＝　｛c（xl，．．．，x．）／x｝　and　eia　＝＝　eo．　By　Lemma　9，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　a（dl　＝　xl，…　，dn　＝　xn，　E）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一”gN’c，　〈＝ulaE

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→2短。ロ，

where　a’　＝＝　｛di／xi，．．．，d．／x．｝　and　e2　is　a　substitution　such　that　e2a’　）R　ei．　Basic（Go）　is

〈＝　x＝c（zl，…，zn），Φ3［z1＝d1，．．．，zn＝dn，珂．　We　obtain　a　corresponding　derivation　w．r．t．

LNCI：

　　　　　　　　　　〈＝X　＝　C（Zl，…　，Zn），¢3［Zl　＝　dl，…　，zn　＝　dn，E］

→吊d】〈＝σ・（Φ3　E・・1＝d・，．．．，z。　・＝　dn，珂）whereσ1＝｛・（zl，＿，zn）／x｝

　　　　　　　　　　（which　is　the　same　as　e　¢3［z1＝di］，＿，Φ3　［zn＝，　dn］，σ1Φ3旺珂

　　　　　　　　　since　ai　does　not　affect　di，．．．，dn）

→Z振σ、〈＝σ2σ1Φ3E珂whereσ2↑｛z1，＿，zn｝＝｛dl／zl，＿，dn／zn｝　by　P・・P・・iti。n　2

　　　　　　　　　　（which　is　the　same　as　〈＝　a’a¢3［ED

By　Proposition　1（2），　x　does　not　appear　in　the　RHSs　of　the　equations　of．　E．且ence，〈＝σ’σΦ3［E］

is　the　same　asぐ＝Φ3［σ’σ珂．　Sinceσ，σ忽is　a　constructor　term，（i）and（ii）hold　fbr　the　refutation

〈f　aa’E　一”22Nc，　M．　Hence，　by　the　induction　hypothesis　we　obtain　Basic（Go）　3t　Z2Nab，　m，　where

e5TVar（G）　2R　e2TVar（G）．　Let　e6　＝＝　e5a2ai．　We　see　that　e6TVar（G）　｝lrR　（e2a’a）TVar（G）一 jR　（eia）T
Iノとしr（（］）＝θ0↑「レ「aT（G）．

　　　［5］　（when　the　first　step　of　n　is　［t］）　Since　we　consider　Li　goals，　an　inference　step　by　［t］　in　a

derivation　w．r．t．　L．ZVCo　is　simulated　by　several　inference　steps　by　［d］．　Hence　the　result　follows

by　the　case　［1］．

fi

By　Theorem　4　and　Lemma　10，　we　obtain　the　’ モ盾高垂撃?狽?獅?唐刀@of　LNCi．

Theorem　6．　（completeness　of　LNCi）　Let　R　be　an　Li　program　and　G　be　an　Li　goal．　For　any

correct　answer　substitution　e　which　is　a　normalizable　constructor　term　substitution，　there　exists

a　computed　answer　substitution　e’　of　G　and　R　w．r．t．　LNCi　such　that　e’　）R　e．

Remark　4．　in　Theorem　6，　e’　2R　e　can　be　sharpened　to　7e’　一”R　ei　for　some　substitution　7．
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　　　The　following　example　shows　that　the　conditions　C3－2　and　C3－3　are　necessary　for　the　com－

pleteness　of　LNCi．

Example　5．　Let　R　be　an　Li　program　｛g　＝＝　d，　h　＝　d，　f　＝　c’（c（g），c（h））｝，　where　c　and　c’　are

constructor　symbols　and　d　is　a　data　term．　Let　G　be　an　Li　goal　〈＝　c（g）　：x，c（h）　＝　x．　G　does

not　satisfy　the　cQndition　C3－2．　｛c（d）／x｝　is　a　correct　answer　substitution　of　G　and　R　which　is

a　normalizable　constructor　term　substitution．　The　refutation　of　Basic（G）　and　Basic（R）　w．r．t．

LNCi　would　fail，　however：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　c（g）　一一　x，e（h）　＝　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛Es（gge．／．x］｝　〈．　・，（h）＝　．（g）．

Letσノbe　an∠；1　goal〈＝∫・＝c’（x，x）．　G，　does　not　satisfy　the　condition　C3－3．　｛c（d）／x｝is　a

correct　answer　substitution　of　G’　and　R　which　is　a　normalizable　constructor　term　substitution．

The　refutation　of　Basic（G’）　and　Basic（R）　w．r．t．　LNCi　would　fail：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　f＝　ct（z，　w），z＝　x，w　＝x

　　　　　ど
　　　→［ln】

｛c（9）／z，c（h）／ω｝

　　　→回

　　｛C（9）／X｝

　　　●→【vc】

r（＝　cr ic（g），c（h））　＝　ci（z，’w），z　＝＝　x，w　＝　x

e　c（g）　＝＝　x，c（h）　＝＝　x

ec（ん）＝ご（9）．

7 Concluding　remarks

We　have　presented　two　lazy　narrowing　calculi　for　lazy　functional－logic　prograinming　languages．

The　soundness　and　completeness　of　the　lazy　narrowing　calculi　are　proved．　We　first　showed　a　lazy

narrowing　calculus　LNCo　which　defines　a　complete　equation　solving　procedure　for　a　conditional

equational　system．　The　non－deterministic　choice　of　inference　rules　in　the　refutation　of　a　goal

w．r．t．　LNCo　will　create　a　large　search　space　in　practice．　Hence　we　are　lead　to　a　more　efficient

calculus　LNCi　at　the　cost　of　generality．　The　loss　of　generality　is　not　a　severe　limitation　since　we

are　interested　in　a　programming　language，　not　in　an　equational　theorem　proving．

　　　The　language　basic　L　l　of　the　calculus　LNCI　imposes　several　restrictions　on　the　syntax　of　equa－

tions　and　on　the　variable　occurrences．　Some　of　those　restrictions　can　be　lifted　by　the　program

transformation．　LATCi　enables　determinate　choice　of　inference　rules　in　the　refutation．　Hence　it

can　be　implemented　efficiently　on　a　conventional　machine．　’
Ll　can　be　a　first－order　functional－logic　programming　language．　It　（when　the　operational　se－

mantics　is　given　by　LNCi）　shares　features　with　K－LEAF．　However，　Li　has　a　simpler　semantics

solely　based　on　the　narrowing　caJculus　LNCI．　lt　is　different　from　K－LEAF　in　that　we　allow

equations　in　the　body　of　conditional．　equations　or　in　a　goal．
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A　Proof　of　the　completeness　of　LNCo　w．r．t．　NC

A．1　Proof　of　Lemma　2

Lemma　2．（lifting　lemma　for　LATCo）　Let　R　be　a　conditional　equational　system，　G　be　a　goal　and

7b・a・ub・tituti・n．　lf・there　・Xi・t・a・refutati・n　7σ→ム。。ロ，　th・n　there　exi，t，　a　refUtati。n

G　一一”eN’　c，　M　such　that　e’　2　e7，　and　whose　length　is　the　same　as　the　length　of　the　refutation

7G　一一一一”LeNc，　M．

　　　（Proof）　The　proof　is　by　the　induction　on　t・he　length　k　of　the　refutation　of　7G．　For　k　＝　O，

the　result　obviously　holds．　For　k　〉　O，　let　G　be　〈＝　E，　s　＝　t，　EI，　and　suppose　that　we　have　a

refutation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n・e7（恥一t，E’）→ム。。・．

We　have　to　consider　the　following　five　cases　according　to　the　rules　used　in　the　first　step　of　the

refutation．

　　　［1］（when　the丘rst　step　is［onD　Let　8＝オbeノ（81，．．．，sn）まt．　The　refutation　H　is　the

following，　in　which　a　new　variant　f（ti，．．．，t．）　＝　r　〈＝　F　of　a　conditional　equation　in　R　is　used

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　7（E，f（sl，．．．，sn）　±　t，　E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’［on］　〈＝7（E，　Sl＝tl，…，Sn＝tn，F，　t＝r，　E’）　（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→ム。。ロ．

Using　the　Same　conditional　equation，　we　have　a　derivation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く・＝五7，f（s1，．．．，Sn）士t，E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一［on］　C　E，　Sl＝tl，…，sn＝tn，F，　t＝r，　Et．
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The　result　follows　by　the　induction　hypothesis　applied　to　the　refutation　starting　from　the　goal

in　（11）．

　　　［2］（when　the　first　step　is　［v］）　Let　s　＝　t　be　s　±　x．　The　refutation　ll　is　the　following．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　7（E，six，．E’）　（12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．al．］　〈＝aor（E，　E’）　（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2iNcd　m，

where，　for　y　＝＝　7x，　y　¢　Varf7s）　and　a　＝　｛7s／y｝　and　ei　is　a　substitution　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eia＝e．　（14）

We　see　x　¢　Var（s）　since　otherwise　we　would　have　7x　E　Var（7s），　contradicting　y（＝　7x）　¢　Var（7s）．

Hence　there　is　a　derivation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，s±　x，　E’　．a［’．］　d（E，　E’），

where　a’　＝　｛s／x｝，　which　corresponds　tQ　the　deri’vation　from　（12）　to　the　goal　e　a7（E，　E’）　in

（13）．　Since　atx　＝s　and　a7x　＝　ay　＝　7s，　and　for　variable　z　l　x，　atz　＝　z，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a’2a7．　（15）

Let
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝a7　（16）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7a

for　some　substitution　7’．　By　the　induction　hypothesis，　we　have　a　following　lifted　refutation　of

〈＝　a’（E，E’）　corresponding　to　a7（E，　E’）　一一”SiNc，　O：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ea’（E，E）　一”2iNc，　m　・

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　el　〉一　ei7’．　（17）

Let　et　be　the　substitution　obtained　in　the　lifted　refutation　〈＝　E，　s　i　x，E’　一”e’Nc，　O．　We　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e’　＝el　i’　by　definition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）ei7’a’　by（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝eia7　by（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　e7　by（14）．

　　　【31（when　the　first　step　is［imD　The　refutation皿：is　the　fbllowing．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ＝’γ（E，f（s1，．．．，Sn）ま・x，五1’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’fim］　〈＝a7（E，　Sl＝＝Xl，…，Sn＝Xn，E’）　（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→2聾。。．□，

whereσ＝｛！（xl，＿，葡ん｝歴齢・y＝7x・and・xi，＿，x。　are　fresh・va。iables．

　　　We　obtain　a　derivation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈：　E，f（sl，．．．，sn）　±　x，　E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’flm］　d（E，　Sl　＝Xl，…，sn＝xn，El），
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where　a’　＝　｛f（xl，．．．，xn）／x｝．　By　the　similar　reasoning　as　we　had　in　obtaining　（15）　in　the　case

［2］，　we　have　u’　）　a7．　Therefore，　by　the　induction　hypothesis　applied　to　the　refutation　starting

from　the　goal　in　（18），　we　obtain　a　desired　refutation　〈＝　E，　f（si，．．．，sn）　±　x，E’　．Le’
mc，　n　such

that　e’　2　e7．

　　　［4，5］　（when　the　first　step　is　［t］　or　［d］）．ln　these　cases　the　result　is　obvious．

　　　Finally，　in　each　case，　we　see　that　the　length　of　the　refutations　is　preserved　on　lifting．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

A．2　Proof　of　Lemma　3

Lemma　3．（switching　lemma　for　LNCo）　Let　R　be　a　conditional　equational　system．　lf　there

。Xi、t、　a　refutati。n　H・仁E，・一t，・’＝t’，E’→乏Nσ。ロwhere・一t　i・　select・d　in　th・

first　step　and　s’　＝　t’　in　the　second　step　of　the　refutation，　then　there　exists　a　refutation

〈＝　E，s　＝　t，　st　＝　tt，　Et　一÷÷BNc，　O，　which　is　the　same　as　n　except　that　the　first　two　selections　are

switched，　and　whose　length　is　the　same　as　the　length　of　the　refutation　n．

　　　（Proof）　When　either　the　first　or　the　second　step　of　n　is　［on］，　［d］　or　［t］，’the　first　and　the

second　steps　can　be　swapped　since　［on］，　［d］　or　［t］　does　not　produce　a　new　substitution．　Therefore，

it　suMces　to　consider　the　following　four　cases：

1．

2．

3．

4．

We　only　prove　case　1．　Other　cases　are　treated　similarly．

　　　（Proof　of　the　case　1）　lt　suf｝lices　to　consider　the　case　that　s　and　s’　are　distinct　variables．　Let

s＝tbe　x　＝i　t　and　s’　＝　t’　be　y±　tt　where　x　S　y．　We　have　to　consider　the　following　two　cases

according　to　whether　y　appears　in　t　or　not．

　　　［1］　（when　y　E　Var（t））　ln　this　case　x　¢　Var（t’）．　The　first　two　steps　of　the　refutation　n　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’〈＝　E，×　±　t，y±　t’，　E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ath　〈＝al（E，　y±t，，Er）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．a2［．］　〈＝a20i（E，E’），

where　x　¢　Var（t），　al　＝　｛t／x｝，　y　¢　Vartait’）　and　a2　＝　｛ait’／aiy｝　＝＝　｛t’／y｝．　We　see　that

x　¢　VaT（a2t）　since　x　¢　Vcod（a2）　and　x　¢　Var（t）．　Hence　let　a3　＝　｛a2t／x｝．　We　obtain　a

derivation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝E，x口峡，y：三t’，五ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．a2［．］　〈＝a2（E，　x±t，Er）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一a÷3［．］　〈＝a3a2（E，E’）

Since　u2al　＝　｛a2t／x，t’／y｝　＝＝　a3a2，　we　see　that　the　first　and　second　steps　can　be　swapped．

　　　［2］　（when　y　¢　Vartt））　ln　this　case　the　first　two　steps　of　the　refutation　fi　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝1ヲ，x士t，yまオ’，E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ai［．］　〈＝al（E，　y±t’，E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．a2［．］　〈＝a2al（E，　E’），

The　first　and　the　second　steps　are　［v］．

The　first　step　is　［v］，　and　the　second　step　is　［im］．

The丘rs七step　is［im］，　and　the　second　step　is［v］．

The　first　and　the　second　steps　are　［im］．．

　　　　　　　　　　　　　　Other　cases　are　treated　similarly
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where　x　¢　Var（t），　al　＝＝　｛t／x｝，　y　¢　Vartal　t’）　and　a2　＝　｛ai　t’／aly｝　＝　｛ait’／y｝．　We　see　that

y　¢　Var（t’），　since　otherwise　y　E　Var（al　t’）　as　al　does　not　affect　the　occurrences　of　y　nor　intro－

duces　y，　and　this　contradicts　y　¢　Var（ait’）．　Hence　let　a3　＝　｛t’／y｝．　We　obtain　a　derivation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ＝E，xまちy＝とt’，E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一．a3［．］　〈＝a3（E，x±t，E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ai［．］　K＃ala3（E，　E’），

Since　a2ai　＝　｛t／x，　ait’／y｝　＝＝　ai　a3，　we　see　that　the　first　and　second　steps　can　be　swapped．

　　　It　is　obvious　that　in　both　cases　the　length　of　the　refutations　is　not　changed　on　switching．

1

A．3　Proof　of　Lemma　4

We　prove　the　completeness　of　LNCo　by　relating　refutations　w．r．t．　NC　to　corresponding　refuta－

tions　w．r．t．’　LIVCo．　Since　one　step　derivation　by　the　narrowing　rule　［n］　is　not　directly　related　to

aderivation　w．r．t．．LIVCo，　we　need　the　fbllowing　Lemma　l　l　which　states七hat　one　step　derivation

by　the　narrowing　rule　［n］　followed　by　a　refutation　w．r．t．　LNCo　is　related　to　a　corresponding

refutation　w．r．t．　L．ZV　Co．

Lemma　11　Let　R　be　a　conditional　equational　system　and　G　be　a　goal　〈＝　E，　s　＝　t，　E’．　lf　there

exists　a　derivation　of　C　and　R，　w．r．t．　ATC

G“一・En］〈＝　a（E，　F，　s［u　一一　r］　＝t，　E’）

where　a　new　variant　1　＝　r　〈＝　F　of　a　conditional　equation　in　R　is　used，　and　a　refutation　w．r．t．

五2V（70

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　a（E，Es［u　一一　rl　＝t，　E’）　一一”2ho，　n，

then　there　exists　a　refutation　of　G　and　R　w．r．t．　LNCo

σ→2短。ロ

such　that　e’　2　ei　a．

　　　（Proof）We血st　de丘ne　a　special　derivation　to　be　called　quasi－derivation．　A　quasi－derivation

of　a　goal　G　is　a．　combinatigp　of　the　derivation　G　．［．］　G’　and　the　derivation　G’　一＋＞LNc，　G”．　We

write　G→【n］　G，→LNoo　G”as　in　or（linary　derivation．　When　G”isロ，　a　quasi－derivation　ofσis

called　a　quasi－refutation　（of　G）．　Let　n　be　a　quasi－refutation

　　　　　　　　　　　　　　〈＝E，s±t，　E’一．a［．］〈＝a（E，　F，　s［zL　一一　r］＝t，　E’）　一一”2ho，　n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N一・一一ev・N’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　（）1）　steps

We　associate　the　pair　（u，1）　with　the　quasi－refutation　ll，　where　u　is　the　occurrence　of　a　sub－

term　at　which　the　narrowing　rule　［n］　is　applied　in　n　and　1　is　the　length　of　the　refutation　of

仁σ（E，・［％←・］一ちF，E’）w・r．t．五Nσ・in■．　W・d・伽e　an・・dering《・n　th。　pairs　a，

follows．　For　any　occurrences　u，　ut　and　any　natural　numbers　1，1’，　（u，1）　＜＜　（ut，1’）　iff　dKu’，　or

it．　＝　u’　and　1　〈　1’．　Note　that　this　ordering　is　well－founded．　The　proof　is　bY　the’inductiori　on

（tu，　1）．
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　　　（lnduction　base）　For　（A，1）　such　that　1　is　an　arbitrary　positive　natural　number，　n　is　of　the

form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜≒E，f（s1，．．．，Sn）止t，五7’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　遇。】〈＝・a（E，Er　＝ちE’）　　　　　　　（19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→2地。ロ，

where　a　new　variant　of　f（ti，．．．，tn）　＝　r　〈＝　F　of　conditional　equation　in　R　is　used，　and　a　is

a　substitution　such　that　asi　’一一＝　ati　for　i　一一　1，．．．，n．　The　outermost　narrowing　rule　［on］　can　be

applied　to　f（si，．．．，sn）　＝　t　with　f（ti，．．．，tn）　＝　r　〈＝　F，　and　we　obtain　a　derivation　w．r．t．　LNCo：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝E，f（s1，．．．，Sn）＝ヒt，五フ’

　　　　　　　　　　　　　一一一〉［on］　〈＝E，　Sl＝＝tl，…，Sn＝tn，　F，　r＝＝t，　Et

　　　　　　　　　　　　　．÷auc　〈＝a（E，　F，　r＝t，　E’）　by　Lemma　1

　　　　　　　　　　　　　一一”£iNc，　M　by　the　refutation　starting　from　the　goal　in（19）．

Let　e’　be　eia，　and　e’　satisfies　the　required　condition．

　　　（induction　step）　For　（u，1）　such　that　u　〉一　A，　We　have　to　consider　the　following　five　cases

according　to　the　rules　used　in　the　first　step　of　the　refutation　n　i　：　〈＝　a（E，　F，　s［u　．　r］　＝

t，E’）　．SiNc，　M．　By　Lemma　3　we　may　assume　that　a（s［u　一一　r］　＝t）　is　select，ed　in　the　first

N．A，，，．一．V

　　　　l　（）1）　steps

step　of　the　refutation　ll　i．　For　simplicity，　we　consider　the　case　that　the　prefix　of　u　is　1．　Other

cases　are　treated　similarly．　Let　u　be　1．ut．

　　　［1】（when　the丘rst　step　of　111　is［tD　In　this　case　quasi－refu．tation　H　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，s±　t，　Et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一÷ln］　〈＝a（E，Es［u－r］＝t，E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．［，1　〈＝d（E，EE’）　（20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→2聾。。□．

Since　a（s［u　．　T］）　and　at　are　identical　and　u　〉一　A，　the　leftmost　symbol　of　s　and　t　are　the　same．

Let　s　be　f（si，．．．，sn）　and　t　be　f（ti，．．．，t．）．　Then，　we　have　the　following　derivation

　　　　　　　　　　〈＝　E，f（Sl，…，Sn）　±　f（tl，…，tn），　Et　．［d］〈＝　E，　sl　＝　tl，…，sn　＝＝　tn，　E’

and　quasi－refutation

　　　　　　　　　　　　　　　　〈：E，Sl＝tl，…　　，Sn＝tn，Et　（21）
　　　　　　　　　　一a［．］　〈＝a（E，Esl［ut－r］＝tbs2：t2，…，sn＝tn，Et）

　　　　　　　　　　’［t］　〈＝a（E，F，　S2＝t2，S3＝t3，…，sn＝tn，Et）

　　　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　．［t］　〈＝a（E，EE’）

　　　　　　　　．÷SiNc，　M　by　the　refutation　starting　from　the　goal　in　（20）．

Since　u’一くu，　by　the　induction　hypothesis　the　above　quasi－refutation　is　replaced　by　the　refutation

〈＝　E，si　＝tl，…，sn　＝tn，Et　一．＞2’Nco　M，　where　et　）　eia．　Hence　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，f（si，…，sn）　＝＝　f（ti，・“，tn），　E’　一”e’Nco　O
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s｛1ch　thatθ’≧θ1σ．

　　　［2】（when　the丘rst　step　of■1　is［vD　In　this　case，σ（8［u←TD　orσt　in　HI　is　a　variable．】let

8まtbe　8±3，　andσx　be　y，　where　y　l差Vαr（σ（8［u←r］））．　In　this　ca£e■is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eE，sまx，E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→舞。】〈＝σ（E，F，・［U←r］一X，E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一9［。】⇔ρσ（E，F，・E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿翫。・，

whereρ＝｛σ（8［u←r］）／y｝andθ1　is　a　substitution　such　thatθ1ρ＝θ1．　Let　8　be　f（81，．．．，sn）．

Then　we　have　the　fbllowing　derivation

　　　　　　　　　　　　eE，f（・、，＿，・n）士x，E’一そlm｝奪ρ’（E，・1－x1，＿，・。ヲ。，E’），

whereρ’＝｛f（ω1，＿，xn）／x｝and　x　i，＿，ωn　are　distinct　fresh　variables，　and　quasi－derivation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝・P’（E，・・＝x・，…，・。＝Xn，E’）　　　　　　　　（22）

　　　　　　　　　　　　　　峨。】⇔σρ’（E，F，・・［U’←・1＝X・，・2＝X2，＿，・。＝Xn，E’）

　　　　　　　　　　　　　　4｝。1eρ・σρ’（E，　F，・2－X2，・3－X3，＿，S。’　一　Xn，一E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　…

　　　　　　　　　　　　　　41。1⇔ρ。…ρ1σρ’（E，F，E’）　　　　　　　　　（23）

whereρ1＝1 oσρ’（81［u’←　r］）／x1｝，　andρi＝｛pi＿1＿ρ1σρ，si／xi｝fbr　i＝2，．．．，n．　Note　that

since：rl，＿，ωn　are　distinct　fresh　variables，　we　haveρn＿ρ1＝ρn　U．．．Uρ1．　Since

　　Pn…　ρ1σρ’x　　＝・ρn…　Mσf（X17．．．7Xn）　　　　　　　　　　　　　　　by　the　de丘nition　ofρ’

　　　　　　　　　　　　　＝ρ・…ρ・f（x・，…，Xn）　　　　　　・ince　Xl，＿，x。　¢D・m（σ）

　　　　　　　　　　　　　＝f（81［u’　←　 r】，82，…　　，8n）　　　　　　　　　　　　　　　　　since　Pn．．．ρ1ニ＝ρn　U．．．Uρ1

　　　　　　　　　　　　　≧σ（8［u←T］）

　　　　　　　　　　　　　＝ρy　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by　the　definition　ofρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　　　　　＝PσX　　　　　　　　　　．　　smceツ＝σX，

we　obtainρn＿ρ1σρ’x≧ρσx．　For　any　variable　z（≠x），　pn＿ρ1σρ’z＝σz≧ρσz．　Therefbre，

we　obtain　Pn…ρ1σρ’≧ρσ・Let　7　be　a　substitution　such　that　7ρn＿Plσρ’＝ρσ．　By　Lemma　2，

we　ob七ain　a　refutation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　←ρ。＿ρ、σρ・（E，F，E’）一2狐・，

where　el’≧θ17・C・mbining　thi・refutati・n　with　th・qua・i－derivati・n（22）w・・btain　a　qua，i－

refUtation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eρ’（E，・1＝x、，＿，・。＝Xn，E’）

　　　　　　　　　　　　　　峨。］〈＝σρ’（E，F，・Sl［U’←r｝＝X1，・2－X2，＿，・。一Xn，E’）

　　　　　　　　　　　　　勤織・．　　　　　　　　　　（24）

Since　u’一くu，　by　the　induction　hypothesis，　corresponding　to　the　quasi－refutation（24），　there　exists

a・refUtati・n　〈＝　E，s・一x・，…，・。一xn，E－2蛎・，　whereθ2≧θ1’ρn＿ρ、σ．　Theref。re，　we
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have　a　refutation　of　〈＝　E，　f（si，．．．，sn）　＝　x，　E’　一eZPN’
メC　M．　We　see　that　e2p’　2　el’p．．．．piap’　〉一

e17pn．・．piap’　）　elpa　＝　eia．

　　　13］　（when　the　first　step　of　n　i　is　［on］）　We　have　to　consider　the　two　cases；　the　cases　that　［on］

is　applied　to　the　LHS　of　a（s［u　一一　r］）　＝＝　at　in　ll’，　and　that　［on］　is　applied　to　the　RHS．

　　　We　begin　with　the　former　case．　Let　s　be　f（si，．．．，s．）．　In　this　case　n　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，f（sl，．．．，sn）　±　t，　E’

　　　　　　　　　　　　　　　　’一一＞ln］　〈＝a（E，　F，　f（sl［u’一r］，s2，．．．，sn）＝t，E’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　a　new　variant　1＝　r　〈＝　F　is　used

　　　　　　　　　　　　　　　－fon］　〈＝a（E，F，　sl［u’　“一　r］＝＝sl，．・・，sn＝＝s’．，F’，r’＝t，　E’）　（25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　a　new　variant　f（sl，．．．，s’．）　＝　rt　〈＝　F’　is　used．

　　　　　　　　　　　　　　→2短。ロ，

　　　Then　we　obtain　the　following　deri　vation

　　　　　　　　　　〈＝　E，f（Sl，…，Sn）　±　t，　Et　’［on］〈＝　E，　sl　＝＝　sl，…，sn　＝　st．，Ft，rt　＝　t，　Et

and　quasi－refutation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“（＝　E，Sl　＝　Stl，…，Sn　＝　st．，Ft，rl　＝t，　Et

　　　　　　　　　　　　　図。】　←σ（E，F，　sl［ut　一　r］　＝＝　sl，…，sn　＝　st．，Ft，rt　＝＝　t，　E’）

　　　　　　　　　　　　　一一”2’Nc，　M　by　the　refutation　starting　from　the　goal　in　（25）．

Since　u’一くu，　by　the　induction　hypothesis　we　obtain　a　refutation：

　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　く＝E，f（s1，．．．，Sn）＝＝t，E’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一fon］　〈＝E，　Sl＝stl，．．．，sn＝＝sr．，Ft，rt＝t，　Et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→LNCo　口

such　that　e’　）　eia．

　　　In　the　latter　case，　let　t　be　g（ti，．．．，t．）．　ln　this　case　n　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く＝E，Sま9（t1，．．．，tm），E’

　ぴ
→【n】

一　［on］

　　　　　　　　　　　　　　　　el

　　　　　　　　　　　　　　→L／VOo

　　　　　　　　　　　　　v
　　　　　　　　　　　　　t－1　steps

Then　we　have七he

’〈＝　a（E，’F，s［u　一　r］　＝g（tl，．．．，t．），E’）

where　a　new　variant　1　＝　r　〈：　F　is　used

仁σ（E，F，オ1＝tl，＿，オm＝オ銚，F”，〆’＝・［u←・】，E’）

where　a　new　variant　g（tl，．．．，tt．．　）　＝＝　rtt　〈＝　Ftt　is　used

口．

　　　　　　　　　　　　　　　following　derivation

　　　　　　　　　〈＝　E，S　t　g（tl，…，tm），　E’　．［．．］〈＝　E，　tl　＝　tl，．．．，tm　＝　tt．，Ft’，r’t　＝　s，　E’

and　quasi－refutation

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，tl　＝　tl，．．．，tm　＝　tt．，Ftt，rtt　＝　s，　E’

　　　　　　　　　遇。】旬（E，オ1＝オ三，＿，オm＝オ缶，F”，F，・”＝・［U←・】，E’）

　　　　　　　　ご躯・by・the　refUtati・n　starting・fr・mth・g・al・in（26）and　by1・mma　3・

　　　　　　　　1－1　steps

（26）

（27）

（28）
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The　length　of　the　quasi－refutation　starting　from　the　goal　in　（27）　is　shorter　than　the　length　of　the

quasi－refutation　n．　Hence　by　the　induction　hypothesis，　we　obtain　a　refutation：

一÷　［on］

　　er
→五ノVσo

〈＝　E，s　＝＝　g（tl，．．．，t．），　E’

〈＝E，オ1＝オ生，＿，オm＝オ銚，F”，r”＝s，E’

n

such　that　0’　2　ei　a．

　　　［4］　（when　the　first　step　of　fl　i　is　［im］）　ln　this　case　a（s［u　．

s　±　t　be　f（si，．．．，sn）　i　x　and　y　be　ax．　ln　this　case　fi　is

r］）　or　at　in　n’　is　a　variable．　Let

　　　　　　　　〈＝五フ，f（s1，．．．，Sn）：」x，五7’

図。】cσ（E，F，ノ（・1［u’←・］，．．．，・。）＝x，E’）

　　　　　　　　where　a　new　variant　1＝r　〈＝　F　is　used

．fu　〈＝pa（E，　F，　sl［ut　一一　r］＝xl，．．．，sn＝x．，Er）

一2釦σ。□，

where　p　＝＝　｛f（xl，．．．，xn）／y｝　（xl，．．．，x．　are　distinct　fresh　variables）　and　el　is　a　substitution　such

that　eip　＝　ei．　Let　p’　＝　｛f（xi，．．．，x．）／x｝．　Note　that　p’（si／u’）　and　1　is　unifiable　with　an　mgu　a

since　a（si／u’）　＝　al　and　ax　is　a　variable　（i．e．，　y）．　aptx　＝　pax　for　x，　and　up’z　＝　az　2　paz　for

any　variable　z（7E　x）．　Hence　ap’　｝）　pa．　Let　7　be　a　substitution　such　that　7ap’　＝　pa．　By　Lemma

2　we　obtain　a　refutation

〈＝　apt（E，　F，　si［ut　一一　r］　＝　xi，．．．，s．　＝＝　xn’，E’）　一”21N’　c，　o，

（29）

where　el’　2　e17．　Therefore，　we　obtain　the　following　derivat，ion

ぐ＝E，f（s1，．．．，Sn）ま：x，　E’ orlm］〈＝　pt（E，sl　＝　xl，…，Sn　”Xn，Et）

and　quasi－refutation

　ぴ
→【n】

　　elt

一一?ЛNCo

〈：　pt（E，　sl　＝　xl，…，Sn　＝　Xn，Er）

eapt（E，　F，　sl［ut　一一　r］＝　xl，．．．，s．　＝x．，Et）

　　　　　　　　　　　　　　　since　apr（si／ut）　＝　al

ロ　　　　　　　　　　　　　　by（29）．

Since　2，e’一くu，　by　the　induction　hypothesis　we　have

岡lm】

　　e2

’LNCo

〈＝　E，f（sl，．．．，sn）　＝＝　x，　E’

〈＝　Pt（E，　Sl　＝　Xl，…，Sn　＝　xn，　Et）

口，

whg．rg　e2　）　el’a．　Let　e’　：e2p’．　Then　we　have　e’　＝　e2p’　2　el’ap’　）　e17ap’　＝　01pa　＝　eia．

　　　The　case　of　［d］　is　similarly　treated　to　the　case　of　［on］，　hence　is　omitted．

一
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Lemma　4．　（completeness　of　LNCo　w．r．t．　NC）　Let　R　be　a　conditional　equationai　system　qnd

G　be　a　goal．　lf　there　exists　a　r’??浮狽≠狽奄盾氏@G　・eNc　m　then　there　exists　a　refutation　G　・一”21　c，　m

such　that　er　〉　e．

　　　（Proof）　The　proofis　by　the　induction　on　the　length　k　of　the　refutation　n：　G　一一＋〉（lvc　O．　For

k　＝　O，　the　result　immediately　holds．　For　k　〉　O，　let　G　be　〈＝　E，　s　±　t，　E’．　We　have　to　consider

the　following　two　cases．

　　　［1］（the　first　step　of　the　refutation　n　is　［f］）　ln　this　case　n　is　of　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eE，・士t，E’峨舵σ（E，E’）4N。・

where　a　is　an　mgu　of　s　and　t．　By　Lemma　1，　we　obtain　a　derivation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，s　th　t，　Et　一一”auc〈＝　u（E，　E’）

The　result　follows　immediately　by　the　induction　hypothesis．

　　　［2］（the丘rst　step　of　the　refutation　H　is［n］）In　this　case：H　is　of　the　fbrm：

　　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，・まt，E’遇許σ（E，・F，・［U←・］一ち功織。・，

where　a　new　variant　1　＝　r　〈＝　F　of　a　conditional　equation　in　R　is　used．　By　the　induction

hypothesis，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　〈＝　E，s±t，E’　．a［．1〈＝　a（E，F，s［u　＋一　r］　＝＝　t，E’）　一一”21Nc，　o，

and　el　〉一一　Oi．　By　Lemma　11，　we　obtain　a　corresponding　refutation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eE，・まt，E’→2鵡・，

such　that　e’　〉一　el　a．　e’　2　ela　2　eia　＝　e，　and　we　are　done．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
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