
ISE－TR－92一一100

REORTHOGONALIZATION　IN　THE　BLOCK　LANCZOS　ALGORITHM

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　by

　　　　　　Hiroko　lguchi，　Makoto　Natori　and　Hitoshi　lmai

　　　　　　　　　　　　　　November　30．　1992



R．　EORTHOGONALIZATIO，．N

IN　THE　BLOCK　LANCZOS

Hirol〈o　lguchi，　Makoto　Natori　and　Hitoshi　lmai

　　　　　　　　　　University　of　Tsukuba

Institute　of　Information　S　ciences　and　Electronics

　　　　　　　　　　　　Ibaraki　305，’Japan

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’Abstract

　　The　reorthogona：liz　ation　is　a　significant　problem－in　the　Lanczes　algorithM．　Some　sat－

isfactory　reerthogonaliz　atien　methods　have’　already　been　developed，in’　the　simple’　Lanczos

aユgoエithm．　Howeveエ，　theエe　aエe　fewエeorthogona　lizations　in　the『block　Lanczos　aユgo＝ithm．

In　this　paper，　two　reorthogonaliz＆tion　methods　PRO　artd　RIC　for　the　simple　Lanczos

algorithm　are　extended　for　the　b1ock　Lanczos　algorithm．　Numerical　results　show　that

RIC　gives　satisfactory　results，　while　PRO　is　superior　to　RIC　in　the　computation　time　but

in：feエioエin　theエe1韮abnity．

1 Introduction

　　　When　we　solve　t　he　following　eigenvalue　problem　of　a　symmetric　n　×　n

matrix　A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／lx　　＝　一λx，　　　　　　　馳　　　　”　　　（1）

We　ttahsforM　A　to’@a　tri（liagonal　’高≠狽窒奄?D　’For　thi’s　purppse，　the　Householder

transformation　and　the　Givens　method　are　usdally　aPplied．　When　the’matrix

is　large・and　sp　arse，　the　Lanczos　aユgorithm　is　effective．且owever，　the　orthog－

onality　among　Lanczos　vectors　is　lost　as　the　Lanczos　steps　pro　ceed，　since　the

Lanczos　algorithm　is　sensitive　to　roundoff　error．　Therefore　the　Lainczos　algo－

rith皿n6eds　some　reorthogonalizations．

　　　For　the　simple　Lanczos　algorithm，　S　O　（Selective　O　rthogonalization）　［3］，

PRO　（Partial　Reorthogonalization）　［4］　and　RIC　（Reorthogonalization　with

Improved　Convefgence・Check）【1］are　proposed．　When　A　has・血ultip16　eigen－

values，　however，　the　simple　Lanczos　algorithm　will　fail　even　with　these　reL

orthogonalizations．　The　blo　ck　Lanczos　algorithm　has　been　developed　to　com－

pute　multiple　eige：nvalues［2】．　Of　co・urse，　the　bloc：k：Lanczos　aユgorithm　also

needs　some　reorthogonaliz　ations．　S　O　in　the　simple　Lanczos　algorithm　has
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been　extended　and　applied　to　the　block　Lanczos　algorithm　（2］．　However，　it

needs　rather　long　computational　time　and　it　do　es　not　give　satisfactory　results

in　the　reliability．　，　Therefore，　we　will　extend　P　RO　and　RI　C　in　the　simple　Lanc－

zos　algorithm　to　the　block　Lanczos　algorithm．　ln　the　section　6，　we　show　the

superiority　of　our　methods　compared　with　S　O．

2 The　simple　Lanczos　algorithm　and　the　reorthogonal一
　　　　　　　　　　

1zatlons

2．1

（i）　Choose　a　starting　vector　v

（ii）　Compute．ak　and．fik　・iteratively　as　follows．

The　simple　Lanezos　algorithm

The　simple　Lanczos　algorithm　is　given　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（　ll　vi　ll　＝　1　），　apd　set　ui　＝

（ゴ

αゴ

rj・

βゴ

”ゴ＋1

Uゴ＋1

1，2，．．．　）

μ1”わ

u5鰯αゴη」，

1レ511，

互
βゴ’

AVj＋1一βゴvゴ，

Avl　・

where　｛v2・｝2・．i，2，．．．，n　are　L　anczos　ve　ctors　which　are　mutually　orthogonal．

　　　The　procedure　（ii）　is　called　the　2’一th　Lanczos　step．　After　the　ith　Lapczos

step，　A　is　transfo．　rmed　，to　a　tridiagon，al　matrix　Ti’　：

T」　・．一一：

．．．，

C　The　Ritz　values　｛ei｝i一一．　i，．．．，j

IQw＄．．

’al

Pi

o

Pi

a2

e　　e　e・

’P2

’e　一　　e

o

…　βゴ」1

’P2’　一i　t　a」’

．

and　Ritz　vectors　｛yi｝i．i，．．．，」　are　defined　as：，folr

瑠一θ1ε｛， y9，’　一ep一　［vi．．．v」］s｛　．．
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If　2’　一一一一一　n　then　Ntz　values　and　’ qitz　vectors　coincide　with　the　eigenvalues　and

eigenvectors　of　the　original　problem　eq．（1）　respectively．

2．2　Reorthogonalizations

　　　　The　Lanczos　algoritim　is　so　sensitive　to　roundoff　errors　that　the　orthog－

onality　among　Lanczos　vectors　is　lost　as　the　Lanczos　steps　proceed．　This　loss

of　orthogonality　causes　the　redundant　copies　’of　Ritz　pairs，　therefore　some

computed　eigenvalues　are　not　ttue．　To　relax　the　sensitivity　t　o　roundoff　errors

the　reorthogonalization　of　Lanczos　vectors　is　carried　out．　Matrices　used　in

the　Lanczos　algorithm　are　usually　large，　full　reorthogonalization（FRO）　is　not

practical．　Hence　some　partial　reorthOgonalizations　have　been　introduced．

2．2．1　Seleetive　Reorthogonalization（SO）

　　　　The　loss　of　the　orthogonali．ty　at　the　ith　step　is　monitored　by

　　　　　　　　　　　　　　　βゴ，i　＝　βゴ1σゴ，‘1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ll　Ay／r　一　yiet　ll，　1≦i≦ブ，

vyhere　“a，・，i－is　一thLe’　7’一th　component　of　sl・1　lf’P，・，i　〈　vi5　（　e　is’thd　maChine　epsilon），

then　the　i－th　Ritz　vector　is　considered’to　be　converged．　This　indticates　thdt

the　Lanczos　vectors　have　lost　the　orthogonality　in　the　direction　of　the　i－th

Ritz　vector　（2］．　Therefore　r」・　i’s　reorthogonalized　to　the　i－th　Ritz　vector．　Thus

SO　is　carried　p．　ut　as　follows　［3］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r5←TゴーΣ（γ舞）㎡，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘∈五（7）

where
　　　　　　　　　　　　　　　五（ゴ）・＝｛ii1≦ぎ』≦ゴ，　’5」，i〈〉τ｝．

2．2．2　Partial　Reorthogonalization（PRO）

　　　　The　orthogonality　of　the　Lanczos　vectors

ωk，i＝ゆ‘，

satisfies　the　following　recurrence　formula．　lt　is　derived　by　taking　into　account
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the　roundoff　error　in　the　Lanczos　step．

ψん，o

ωん，ん一・1

Wk十1，i　”’一’

Here　N（・，　・）　is　a　set’　of　normal　random　numbers

at　the　ith　step　is　monitored　by　wj＋i，i

Lanczos　vector　is　chosen　for　the　reorthogonalization

out　as　follows　［4］．　．　一　．　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tゴ←TゴーΣ（僧7”1）”1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘∈五（」）

where
　　　　　　　　　　　　五（　　3）＝｛i11≦i≦ゴ，1ωゴ＋・，‘1＞＞「e｝・

　　　After　．the，　reorthogo．nalization　has　been　carried　out，　we　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w」＋i，i　E　N（O，　1．5）e　．

0，ωん，ん＝1，（1≦k≦ゴ＋1），

ψん，　．（2≦k≦ゴ），

cbk＝en（S，1）W，　tp　E　IV（O，O．6），

毒［βμ居‘＋・＋（α‘一噛

＋β←．1ωん，‘一1一βん＿1ωん＿1，‘］＋φん，‘，

　　　　　　　（2≦k≦ゴ，1≦ゼ≦k－1），

dik，i　一一一・　e（fik＋fii）¢，　¢E，zv（o，　o．3）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　The　loss　of　the　orthogonality

　　　　　　　　　　　　　　・　lf　1　wj＋i，i　1＞　vi5，　then　the　i－th

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ion．　Thus　PRO　is　carried

2．2．3　Reorthogonalization　with　lmproved　Convergence－Check（RIC）

　　　The　loss　of　the　orthogonality　is　monitored　by　wj＋i，i　as　in　P　RO．　lf

lwj＋i，i　1＞　vi5，　then　the　convergenpe　check　of　the　Ritz　values　is　carri．eq．g．u1

6y　66fiiParifig　the　Ritz　valueS　｛Al・’｝1・’．i　at　the　ith　step　with　those　｛Ali一一i｝1：．：l

at　the　（1’　一　1）一th　step　（　see　Figure　1　）．　The　Ritz　vectors　which　correspond　to

the　converged　Ritz　values　are　chosen　for　the　reorthogonalization．　Thus　RIC

is　carried　out　as　follows　［1］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T」←TゴーΣ（丁舞）〃1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈L（2）

where

　　　　　　　　　　　五（　　3）＝｛ii1≦i≦ゴー1，1λ1－1一λll＜7・T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2≦i　s｛；　」，　iAlゴーλ｛1＜丁｝．
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且ere　7・is　a　tolerance．

（ゴー1）一一オん5卿

ブーオん8蜘

A｛　一一i

　，

A｛

AS一一i　．．．

　！

　iAS　’”

λ多＝1λ多＝l

t　　l
A；’．一，　・＞ti

Figure　1：　Correspondance　for　convergence　check

3　The　block　Lanczos　algorithm　and　the　reort　hogonal－
　　　ization　SO’

3．1　The　block　Lanczos　algorithm

　　　The　blod（Lanczos　algorithm　is　carried　out　as　fo皿ows　by　replacing　each

Lanczos　vector　vk　in　the　simple　algorithm　by　an　n　×　p　orthogonal　matrix　Vk．

Here．p　denotes　the　blo　ck　size　［2］．

（i）　Choose　a　starting　matrix　iVi　（　ViTVi　＝　」，　），　and　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U，　＝＝　AV，．

（ii）Compute　Mj（P×P）and」B5（lp×P，　uppeγ・triangle）iteratively　as　fb皿ovウs．

　　　（ゴ

　　　Rゴ

V」＋，B」

　　U」　＋1

1，　2，　．．　．）

呼巧，

U」　一　V」M」・，

1～ゴ（オんε｛？Rノαcto　rization，ρノRゴ），

覇＋一寸TB5・

　　　After　the　g’一th　blo　ck　Lanczos　step，　A　i’s　transformed　to　a　block　tridiagonal

matrix　T」　：
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T」，　＝
　　　　一　　一　　一　e　　e　　e

o
…璋、
Bゴー1Mj

3．2　The　reorthogonalization　SO

　　　The　blo　ck　Lanczos　algorithm　is　subject　to　the　same　loss　of　orthogonal－

ity　as　the　simple　Lanczos　algorithm．　The　reorthogonalization　S　O　described

earlier”are　available　in　the　block　Lanczos　［2］．　The　loss　of　otthogonality　at　the

ith　step　is　monitored　by

6」，i　’一“”一　ll　Bj＋iaj，i　ll　， 1　Si　．〈．一　7’　，

where　d」，i’is　the　vectQr　whose　elements　are　the　last　p　elements，　of　sl・’　．，　lf

fij，i　〈　v’5　，　then　the　i－th　Ritz　vector　are　chosen　for　the　reorthogonalization．

　　　　　　　　　　7・bゴ，m←Tゴ，m’一Σ（丁籍）㌢1，（m＝1，2，…，P），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈L（」）

w．here　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rゴ＝（rゴ，1＿rゴ，P），

　　　　　　　　　　　　　　1ン（ゴ）　＝・｛i　I1≦i≦ゴ，　βゴ，‘＜～／E｝・

4 The　extended　recurrence　formula

　　　In　this　section　reorthogonalizationS　PRO　and　RIC　are　extended　for　the

blo　ck　Lanczos　algorithm，　First，　the　recur’rence　formula　for　the　simple　Lanczos

algorithm　is　extended　as　follows．　The　p　×　p　matrix

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wk，i＝曜K，
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is　defined　by　the　following　re　currence　formula．

　　　　　　　　　17Vk，・＝Op，171Zk，ドろ，『（1≦k≦ゴ十1），

　　　　　　　　Wk，ん一、自rん，（2≦k’≦ゴ），

　　　　　　　　17Vk＋1，‘＝（B『）層1（肱，‘＋β‘＋VIZk，‘磁

　　　　　　　　　　　　　　　＋V171k，i－iBi一，　一　Mk171Zk，i　一　BkT－i171Zk一，，i）

　　　　　　　　　　　　　　　十〇椰，

　　　　　　　　　　　　　　　　（2　Sk　一く　2，’，　1Si　一く　kr　1），

　　　　　　　　17Vi，k＋1　＝　17Vj（；＋i，i，

　　　　　　　　　　rk　＝　en（BkT）一iBiw

　　　　　　　　　　　　　　　　　（the　elements　of　V　E　AT（O，　O．6）　），

　　　　　　　　　　ek，i　一一　e（Bk＋Bi）W

　　　　　　　　　　　　　　　　（the　elements　of　W　G　N（O，一〇．3）　）s

（2）

where　17V．，．’，O．，；　and　r．　are　p　×　p　matrices，　lp　is　a　unit　matrix　and，．，　Op　・is　a　zero

matrix．　W　and　¢　are　p　×　p　matrices　whose　elements　are　adequate　random

numbers．

　　　This　re　currence　formula　is　derived　as　follows．　Taking－int　o・　ac　count　the

roundoff　errors，　the　k－th　Lanczos　step　is　written　as

　　　　　　　　　　　Vk＋iBk．＝AVk一一VkMk－Vk一，BkTnt，一一Fk，　一　（3）

where　the　n×pmatr晒standsわr　the－d・ff　errρrs　in　the　k伽tep・

From　eq．（3），　we　h　ave

　　　　　　　扉嘱、’Vi＝曜覇一瓶曜匹Bん一、喋、珂一班必．　（4）

For　k　＝i，eq．（3）　becomes

　　　　　　　　　　　Vi＋，Bi　一一　AVi－ViMi－Vi一一iBi一，一Fi．　’一

Then
　　　　　　　　　　　AVi　＝　Vi．，Bi＋ViMi＋Vi一，Bi．一，＋Fi．　．（5）
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Substituting　eq．（5）　into　eq．（4），　we　have

環嘱1K＝ 曜K＋、B汁曜K磁
＋曜K一、環、＋畷・Fi－Mん曜K

－Bk一、喋、Vi一∬縣．

Eq．（6）　can　be　rewritten　as

　　　　　　　　　17Vk＋1，‘＝（βτ）醐1（肱，‘＋・B‘＋肱‘瓢＋17Vk，‘一・B‘一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　一Mk　Wk，‘一環一、肱一、，‘＋0ん，‘，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2SkS2’，　1Si一くk－1），

where
　　　　　　　　　　　　　　　　O」，k＝（BT．　」）鰯1（げ瓦一！舞）・

（6）

5　Reorthogonalization　in　t．he　block　Lanczos　algorithm

　　　Making’use　of　the　recurrence　formula　introduced　in　the　section　4，　we

propose　two　reorthogonalization　methods　fbr　the　bloc：k：Lanczos　algorithmボ

5．1　The　algorithm　of　block　PRO

（i）　Carry　out　a　blo　ck　Lanczos　step　．

（ii）　Compute　1717」＋i，i（　i　’一一’，　1，．．．，2’　）　uSing　the　recurrence　formula　（2）　and　let

di7・＋i，i　be　the　largest　absolute　value　of　elements　of　17Vj＋i，i　．

（iii）　Reorthogonalize　Rj　一一　（ri　i．．．r」・，p）　using　the　Lanczos　vectors

V」　’一’一：　（vi，i．．．vi，p）　as　follows．

　　　　　　　γあ物←TゴバΣ重（Trin　Vi，m）”伽，　（n－1，＿，P）

　　　　　　　　　　　　　　　　磁L（7）拠＝1

where
　　　　　　　　　　　　　五（2）＝｛司1≦i≦ゴ，dbゴ＋、，｛〉～な｝

（iv）　After　the　reorthogonalization　has　been　carried　out，　elements　of　17Vj＋i，i　a’　re

set　the　elements　of　eN（O，1．5）　．
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5．2　The　algorithm　of　block　RIC

（i）　Catry　out　a　blo　ck　Lanczos　step．

（ii）　COmpute　17Vj＋i，i　（　i　＝　1，．．．，2’　）　using　the　recurrence　forMula　e　q．（2）　and

let　di7・＋i，i　be　the　1argest　absolute　value　of　the　elements　of　17Vj＋i，i　．

（iii）　Check　the　convergence　of　the　Ritz　values　only　when　diJ・＋i，i　becomes　greater

than　viEf　for　some　i．

（iv）’Carry　out　the　convergence　check　of　the　Ritz　values　by　comparing　the　Ritz

values　at　the　ith　step　with　those　at　the　（2’　一一　1）一th　step（see　Figure　1）．

（v）Reorthogonaユize　Rj　＝　（Tゴ，1＿Tj，p）using　the　Ritz　vectors　which　corre－

spOnd　to　the　converged　Ritz　values　as　follows．

　　　　　　　　　　　Tあπ←Tゴ，物一Σ（Tゴ，nYi”）㎡，・　（n＝1，＿，P）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iEL（」）

where

　　　　　　　　　五（の＝｛i11≦i≦ゴ×（P－1），1λ1－1一λぎ1＜Tργ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P≦i≦ゴxjρ，1λ孝二：｝一λぎ1＜7｝．

Here　T　is　a　tolerance．　We　have　used　throughout　the　value’T　i＝　10－8．

6 Numerical　result

Laplace　operator　which

the

eigenvalues　are　given　as　follows．

6．1　．　The　sparse　matrices　used　in　the　nupaerical　computations

　　　Matrices　used　here　are　obtained　by　discretization　of　the　two　dimensional

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　defined　in　the　rectangular　domain　and　is　subject　to

　　　homogeneous　Dirichlet　boundary　condition．　As　for　these　matrices　exact

　　　　　　　　　　　　　λザ4｛sin2（2（k’，））＋sin2（1（チ睾1））｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ＝1，＿，1，ゴ＝1，＿，J，

where　（1　十　1）　an　d　（」　十　1）　are　division　numb　ers　of　the　rectangular　domain

along　the　x－axis　and　the　y－axis　respectively．　The　degree　of　the　matrix　is

n（　＝1×J）．
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6．2　The　loss　of　the　orthogonality

　　　The　loss　of　the　orthogonality　among　the　Lanczos　vectors　in　the　blo　ckPRO

and　the　bloc：k　RIC　are　examined（see　Figure　2・Figure　3）・且ere，　circles　denote

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H」一門み酬舞1｛，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、盟鼻

and　squares　denote
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　罵＝畏6藩・の5＋1，‘・

Hj　i　s　the　true　orthogonality　among　Lanczos　vectors　and　H；・　is　the　orthogo－

nality　computed　by　the　recurrence　formula．　These　figures　show　that　the　loss

of　orthogonality　can　be　monitored　by　the　recurrence　formula．

6．3 Numerical　results　in　the　case　of　multiple　eigenvalues

　　　Numerical　computations　by　the　Lanczos　algorithm　with　the　reorthogo一・

nalizations　S　O，　P　RO　and　RIC　are　carried　out　for　the　matrices　which　have

multiple　eigenvalues．

　　　The　simple　Lanczos　algorithms　with　S　O，　PRO　and　RI　C　are　extremely

in　accurate（see　Table　1）．　While　the　blo　ck　Lanczos　algorithms　give　go　o　d　re－

sults　（see　Table　2），　provided　that　the　block　size　is　larger　than　or　equal　to　the

largest　mu，ltiplicity．

　　　　Otherwise，　in　the　case　that　the　block　size　is　smaller　than　the　1argest　mul一

Table　1：　Simple　L　anczos，N　＝225（1＝3，J＝　75），

　　　　　　the　largest　multiplicity　＝3．

err6r（average） cpu　time（sec）

SO 0．175E－3 234，392

PRO 0，159 6，664

RI　C 0．126E－3 187，671
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　　　　Figure　2：　The　orthogenality　（PRO）

N＝＝120，　block　size＝3，　the　largest　multiplicity＝1

　　　　　　　　　　　ロ：町，。：Hi
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1．000E・一15

o 5 10 15 20 25 30 55 40

　　　　Figure　3：　’1’he　orthogonality　（RIC）

N　＝120，　b1ocksize＝3，　the　largest　multiplicity＝＝1

　　　　　　　　　　　ロ：∬∫，o：Hi
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Table　2：　Block　Lanczos，　N＝225（1＝3，J＝75），

　block　size＝3，　the　largest　multiplicity　＝3．

errOr（aVerage） cpu　ti與e（sec）

SO 　　’▼n」O．219E－13 9字．652

PRO
　層－㎡屍囎

O．220E－13 5．202’

RIC 0．223E－13 79，611

tiplicity，　the　accuracy　becon．　es　consider’ ≠b撃凵@bad　（see　Tabl．　e　3）i　ln　the　practical

problems，　the　information　about　multiplicity　is　unknown．　This　means　that

the　block　Lanczos　algorithms　with　PRO’and　S．　O　are　not　usefuL　While　the

blo　ck　Lanczos　algorithm　with　RI　C　indicates　r．．　eliable　eigenvalues　am．，t；i，一．g．　the

co血puted　eigenvalues，　even　if　the　l）10ck　size．　is　smaller　than　the　largGs㌻”∬Lu弧≒

plycity　（see　Figure　4），　O　f　course，．in　the　，pr．　a，tical　prQblems　exact　eigenvalues

and　relative　er．　rors　are　not　outputted．

　　　　Th，　e　computat．IQns　time　of　P　RO　is　remarkable　throughout　numeri　cal　re－

sults．

Table　3：　Block　L　anczos，　1　＝．一22．5（1＝1．5，J　＝15），

　block　size　：3，the　largest　m．．．．ultiplycity＝　15．

error（average）　cpu　ti皿e（sec）

馳’

rO 0．923E－3 126，301

PRO 0．314E－1 4，865
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RIC
N　＝　225，

CPU　TIME
p＝5
　88，　9707269999999956

Largest　61　and　smallest　61　eigenvalues　are　reliable，

＊＊＊＊　LARGEST　61　＊＊＊＊＊＊＊＊＊

　　　　　Computed’

7．　92314112161271263

7．80932962582888007

7．　80932962582882636

7．　69551813004495961

7．　62450978541139886

7．　62450978541135578

7．　51069828962752566

7．　51069828962747632

7．　37578412317942035

7．　37，578412317937976

　　　　　　　　（　The　rest

　　　　　　　　Exact

7．92314112161292200
7．　809329625829Q3419

7．　80932962582903419

7．　69551813004514637

7．　62450978541155093

7．　62450978541155093

7．　51069828962766312

7．　51e69828962766312

7，　37578412317955491

7．　37578412317955491
is’　om　i　tted，）

　　　　Relative　Error

Oi　263993805775857942E－13

0．　197326740195849637E・一13

0．　266135200033595445E－13

0．　242660090699904322E一・13

0，　199197737353973948E－13

0，　255986565985589323E－13

0．　182999775984089147E－13

0．　248335721852398841E一一・13

0．　182433526168012690E－13

0．　237825883948399381E－13

　　＊＊＊＊　SMALLEST　61　＊＊＊＊＊＊＊＊＊＊

　　　　　Computed

O．　768588783870802903E・一〇l

O．　190670374170970935

0．　190670374170979948

0．　304481869954862357

0．　375490214588450393

0．　375490214588465310

0．　489301710372341299

0．　489301710372353123

Q．　624215876820449545

0．　624215876820457945
　　　　　　　　　（　The　rest　i　s　omitted，

　　　　　　　　Exact

O．　768588783870781536E－Ol

O．　190670374170965514

0．　190670374170965526

0．　304481869954852911

0．　375490214588448475

0，　375490214588448475

0．　489301710372335835

0，’489301710372335835

0．　624215876820443830

0．　624215876820443830
　　　　　　　）

　　　Re　lative　Error

O，278065379986437350E－13

0．　283130480060802185E－13

0．756227683247232366E－13

0．　310388710451724452E－13

0．　517427676570348322E．一14

0．　448314122628451832E一・13

0，　111747992708182397E一一13

0，　353395936330952460E－13

0．　911526478657739988E－14

0，226103031413395523E－14

Figure　4：　Output　of　the　blpck　RIC，

N一一一225，　block　size　＝5，　the　larges　t　multiplicity＝15　．
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7 C　o　nclusio　ns

　　　　PRO　and　RIC　for　the　simple　Lanczos　algorithm　are　extended　for　the　block

Lanczos　algorithm．　The　blo　ck　S　O　and　the　blo　ck　P　RO　are　not　rdliable　when

the　block　size　is　smaller　than　the　multiplicity．　Even　in　this　case，　however，　the

blo　ck　RJ　C　indicat　es　reliable　eigenvalues　among　computed　ones．　’ sherefore，

the　blo　ck　RI　C　is　found　useful　for　practical　problems．
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