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Abstract　This　pape玲ddlesses　itself　to　methods　fo正finding　a　recta皿gle　of　mi皿imum　area

which　encloses　the　proj　ection　of　a　given　convex　set　in　a　higher　dimensional　space　onto　the

plane　of　the　rectangle．　ln　case　the　given　set　is　a　polytope，　a　parametric　simplex　algorithm　is

proposed　for　obtaining　a　global　solution，　which　needs　the　polynomial　number　of　arithmetics　on

the　average．　ln　case　the　set　is　nonlinear　convex，　it　is　shown　that　a　successive　underestimation

method　generates　an　E－global　solution　in　finite　time　if　E　〉　O．

Keywords　nonconvex　miRimization，　global　minimization，　parametric　simplex　met．hod，　suc－
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1　lntroduction

In　this　paper，　we　describes’　practical　methods　to　determine　a　rectangle　of　minimum

area　which　encloses　the　projection　of　a　given　convex　set　D　E　R”　onto　the・　plane　of　the

rectangle．　This　prob｝em　is　a　genera｝ization　of　that　introduced　by　Freeman　and　Shapiro

［6］　and　can　be　applied　in　certain　packing　and　optimum　layout　problems　’ m9，14］．

　　　If　D　is　a　polytope　and　its　vertices　are　known，　we　can　so｝ve　the　problem　in　O（IV　log　N）

time　by　using　the　techniques　of　computational　geometry　［3，7，18］，　where　IV　represents

the　number　of　vertices　（see　Section　4）．　ln　more　general　cases，　however，　it　is　much

more　complicated　to　find　a　global　solution　because　the　problem　has　a　highly　noncon－

vex　structure．

　　　In　Section　2，　we　propose　a／　parametric　simplex　algorithm　for　obtaining　a　global

solution　of　the　problem，　in　which　D　is　giVen　by　a　system　of　linear　inequa｝ities．　The

average　number　of　arithmetics　needed　for　the　algorithm　are　polynomial　order　of　the
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　Figure　2．1：　lllustration　of　the　problem　in　R3

size　of　the’　linear　Jsystem．　ln　Section　3，　We　consider　the　celse’where　D　is　a　nonlinear

convex　set．　We　define　a　function　which　underestimates　the　area　of　the　ehcasing　rectan－

gle．　By　using　the　underestimating　function　we　construct　a　successive　underestilnation

algorithm　for　obtaining　an　E－global　solution．　We　discuss　some　remarks　in　Section　4．

2，　Minimum－Area　Rectangle　Enclosing　the　Projection　of　a　Polytope

2．1　Formulation　of　the　problem

Let　D　E　R”　be　a　given　polytope　defined　as　follows：

　　　　　D：｛（x，y）E．RhlAix＋A2ySb｝，　”　’　（2．1）

wher，e，　x　E，　R2　and　y　E　R”一2　are　vectors　of　“ariables．and　Ai　E　RMX2，　A2　E　RMX（n－2）

and　b　E　RM　are　constants．　We　assume　in　the　sequel　that　D　has　an　interior　point．　Let

us　denote　by　D　the．proje，ctiQn　of　D　onto　the　plane　of　x，　i．e．，，

　　　　　か＝｛xE　R21（ヨ〃∈R”一2）A、x≦わ一A、〃｝．　　　　　　　（2・2）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　おOur　problem　is　to伽d　a　minimum－area　rectangle　in　the　x－plane　which　encloses　D（see

Figure　2．1）．　The　set　D　is　a　polytope　because　it　is　the　image　of　a　polytope　under　a

linear　transformation　from　R”to」配2（see　Theorem　19．30f［14D．

　　　：For　any　fixedξ∈R2　let　us　consider　the　following　two　linear　programming　problems：

　　　　　　　　　　　　maximize　fo（X，　y；ξ）＝ξtx
　　　　　P、（ξ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．3）

　　　　　　　　　　　subject　to　AIX＋A2y≦b，

　　　　　　　　　　　minimize　プb（X，　y；ξ）＝ξ彦X
　　　　　P2（ξ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

　　　　　　　　　　　subject　to　／11　x＋A2y≦ゐ．

Since　their　common　feasible　set　D　is　nonempty　and　bounded，　P1（ξ）and　P2（ξ）h4ve

optim．al　solutions（xl（ξ），y1（ξ））and』（x2（ξ），y2（ξ）），　respectively．：Let　us　de丘n6

　　　　　！（ξ）＝プro（xl（ξ），9／1（ξ）；ξ）一ノも（x2（ξ），y2（ξ）；ξ）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）

If　lIξll＝1，　f（ξ）corresponds　to　the　diameter　of　D　in　the　direction　ofξ．　Thus　our

problqm　can　be　formul群ted　as　follows：

　　　　　pm’n’m’zeノ（ξ・）●∫（ξ・）　　　　　　・（2．6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　llξ2　Il＝・1，　ξ茎ξ2ニ＝0，　　　　　　　　subject　to　　l　iξ111

whereもhe　objective　function　expresses　the　area　of　an　encasing　rectangle　of、0．

The・rem　2・1∫（・）is　a・・n・・x　P・lyh・dralfun・ti・n　and　・αti・fi・・≠厨・〃・wing’

　　　　　∫（αξ）＝＝α∫（ξ），　∀α≧0・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．7）

Proof　Follows　from　the　well－known　resUlts　of　linear　programming　［4，5］　and　the　def－

　　　For　A　E　［O，　1］　let

　　　　　Ci（A）’＝　（　1　i　A，　）’

and　let　us　define

c，（A）　＝　（　AI1　）

（2．8）
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　　　　　F（λ）：’ノ（幽晦））・　‘　　　（2・9）

Then　we　have

　　　　，．i7（A），一f（一iTiill一［il・iTi一，i［A，］ii）・f（fiii［A］ii）・

by　noting　（2．7）　and

　　　　　［4，（A）］t［e，（A）］　＝　O

for　every　A　E　［O，　1］．　Hence　solving　P　amounts　to　locate　a　global　minimum　point　A＊　of

F（A）　over　the　interval　［O，　1］．

2．2　parqmetric　simplex　method．for　solving　p

Let　us　proceed　to　the　algorithm　to　find　a　global　minimum　point　A“　of　17（A）　over　the

interval　［O，　1］．　Since　the　proj　ection　D　of　D　is　a　polytope　in　R2，　the　following　theorem

［6］　is　useful　to　construct　the　algorithm．

The。rem　2．2　A　minimum．α・・α・・c伽91・・n・1・・吻・P・1〃吻・in　R2’ �E・α鋸・c・1－

12πεα丁繍ん・ne・∫伽∫αCεオ・f　the　P・ly仰ε・

Proof　See　Theorem　20f［6］．　．　a

Corollary　2．3　At　leαst　one　o∫Pゴ（ξk（λ＊）），ゴ＝1，2ノた＝1，2，んα5η搬1ガ勿1εoptimal

s．olutions．

Proof　lmmediately　follows　from　Theorem　2．2．　M

　　　Each　of　the　linear　programs　P」（Ck（A））’s　c．an　be　solved　parametrically　by　increasing

the　value　of　A　from　zero　to　one．　By　barring　degeneracy，　for　P」・（Ck（A））　we　obtain

a　sequence　of　intervals　［O，　A」i‘k］，［A］ik，，）tS’k］，．．．，［A2its，，，1］　such　that’）（7’k　〈　Af’＋k，　and　the

associated　sequence　of　bases　Bgk，Bik，．．．BS，k，，　such　that　Bl’k　is　optimal　for　all　A　E

［A｛i，A｛＋ki］．　Since　P’

C・

iCk（Af’k））　has　different　basic　optimal　solutions　corresponding　to　the

bases　BfLki　and　Bl’k，　respectively，　Colollary　2．3　can　be　rewritten　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4



C・r・llary　2．4加・π9λ兆k　＝＝　1，．』．．，Pゴ、ノブ＝1，2ノた＝1，2，　i・α91・6・1漁蜘m

point　A“　of　F（A）　over　the　interval　［O，1］．　M

　　　Thus　we　obtain　the　following　parametric　simplex　algorithm　for　solving　the　problem

P：

Algorithm　A

Step　1　Solve　the　linear　programs　P，・（Ck（O）），　2’　＝　1，2；　k　：　1，2．　Let　B6k，　1’　一一一　1，2；

　　　　　　k　＝＝　1，2，　be　their　respective　optimal　bases．

Step　2　Solve　each　of　P，・（Ck（A）），　2’　’一’一：　1，2；　k　＝　1，2，　parametrically　by　increasing　A　E

　　　　　　［O，　1］．　Let　［0，　A」ik］，　［A」ik，　A」ik］，．．．，　［A15，］　be　a　sequence　of　intervals．　generated　in　the

　　　　　　course　ofcomputation　and　B3’k，　Bi’k，．．．，　BS，k，，　be　the　associated　sequences　of　bases

　　　　　　suc，h　th．at　B，3’k　is　an　optimal　basis　of　P，・（Ck（A））　for　all　A　E　［Af’k，　A｛．k，］．

Step　3　Let

　　　　　　　　　　　A“　E　argmin｛F（Afk）ll＝　1，．．．，p」k；　7’　＝一一一　1，2；　k　＝　1，2｝．

　　　　　　and　let

　　　　　　　　　　　cr＝＝一i－i／一2i－i－ic：［”Aliii・　4s一一一一・’fi／’ii’ll－illiilli”iTci：ftliit・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

After　finitely　many　iterations　we　obtain　a　globally　optimal　solution　（Ci“，C2“）　of　P　by

ba町ing　degeneracy．

2．3　Average　performance　of　the　algorithm

Adler　and　Haimovich　showed　in　［1，8］　that　the　average　number　of　simplex　pivots　needed

for　solving　a　parametric　linear　program　of　the　form：

　　　　　　　minimize　Actx十（1－A）dtx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．10）

　　　　　　　subject　to　Ax　S　b，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



which　is　generated　randomly，　is　O（min｛m，　n｝），　where　m　and　n　represent　the・size　of　A．

Since　each　P，L（Ck（A））　solved　at　Step　2　of　Algorithm　A　is　just　the　same　form　as　（2．10），

the　expected　number　of　intervals　［Afk，Af’ {k
堰n’s　will　be　no　more　than　O（min｛m，n｝）．　On

the　other　hand，　the　problems　solved　at　Step　1　are　standard　linear　programs，　which　can

be　solved　in　O（（min｛m，　n｝）2）　steps　on　the　average　by　using　the　algorithm　developed　bY

Todd　［16］　or　Adler　and　Megiddo　［2］．　Hence　the　average　number　of　arithmetics　needed

for　Algorithm　A　is　a　lower　order　polynomial　functions　of　the　size　of　the　matrices　Ai

and　A2・

3　Mini脚m　Re噸ngle　Enclosing　the　Projection　of　a　Co皿vex　Set

3．1　Formulation　of　the　problem

Now　let　us　consider　a　more　general　case　of　the　problem　stated　in　the　previous　section，

which　finds　a　minimum－area　rectangle　in　R2　enclosing　the　projection　of　a　given　non－

linear　convex　set　in　R”　onto　the　plane　of　the　rectangle．　Let　D　be　a　given　convex　set

defined　by

　　　　　D＝｛（x，y）ER”lgi（x，y）SO，　i・一一　1，．．．，m｝，　（3．1）

where　x　E　R2　and　y　E　Rn－2　and　gi　：　Rn　．　R，　i　一一一一＝　1，．．．，m，　are　nonlinear　convex

functions．　We　assume　that　D　is　compact　and　has　an　interior　point．　The　problem　is

formulat　ed　as　follows：

Q、諜鷹1翻1一、，ξ1ξ、一。，　　（32）

where　Ci，　C2　E　R2　are　variables　and　g（C）　represents　the　difference　of　the　optimal　values

of　the　following　two　convex　programming　problems：

　　　　　　　　　　　maximize　go（x，y；e）＝＝4tx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）　　　　　Q，（4）

　　　　　　　　　　　subjbct　to　gi（x，y）so，　i＝1，．．’．，m，

Q，（C）

　の　　　　　コ　　　　　　　　

mlnlmlze

subject　to

90（x，zノ；ξ）＝・egtx

gi（x，y）　S　O，　i一一　1，．．．，m．

（3．4）
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Thus　we　have

　　　　　g（4）　＝＝　go（xi（4），　yi（4）；C）一go（x2（C），y2（C）；C），　（3．5）

where　（x”（4），　y」’ i4））　is　an　optimal　solution　of　Q，・（4）．　We　obtain　the　following　theorem

in　the　similar　way　to　Theorem　2．1：

Theorem　3．1　g（・）　is　a　convex　function　and　satisfies　that

　　　　　g（or　C）＝org（4），　Vor　20・　（3．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　As　before　let

ci（」x）＝
ill）．〉，），　4，（A）＝＝（A］ll）　（3．7）

for　A　E　［O，　1］．　Then　we　need　to　locate　a　global　minimum　point　A’　of　a　function：

　　　　　G（A）　．．　ww（Ci，（A））ig一（一4，2（，A））．　．　（3．s）

over　the　interval　［O，　1］．

3．2　Underestimating　function　of　G

Since　the　denominator　A2　十　（1　一　A）2　of　G（A）　is　positive　for　all　’A，　the　slope　of　G（・）　has

the　same　sign　as　that　of　the　numerator：

　　　　　G（A）　＝＝　g（Ci（A））・g（42（A））・　．　（3．9）

Hence，　it　is　sufficient　to　enumerate　every　local　minimum　of　G（A）　over　the　interval　［O，　1］．

　　　Let　7t　be　a　family・f釦n・ti・n・ん（・；P）whi・h　ha・the・f・11・wing　f・・m・

　　　　　ん（λ；P）一レ、λ＋P、（1一λ）］・ゆ、（λ一1）＋P、λ】，　　　　　』（3Li　O）

where　p　＝：　（pi，p2，p3，　p4）t　satisfies　that

　　　　　pl＝xl－x？1　p2＝xl　一一　x；」　p3　＝＝　x？　一一一　xfl　p4　＝＝　x；一xS　（3．11）

7



for　some　xi，　x2，　x3　and　x4　in　the　projection　D　of　D．　Then　G（A）　is　the　pointwise

maximum　of　functions　belonging　to　7Lt　over　the　interval　［O，　1］．　Let

　　　　　hiゴ＝max｛刎9‘＠，y）≦0，　i＝1，…，m｝，　ゴ＝1，2，　　　　（3・12）

　　　　　g；」　一一一：一　min｛xj　lgi（x，y）SO，　i一一一’1，．．．，m｝，　」’一一一一1，2．　（3．13）

Lemma　3．2　Every　function　h（・；p）　E　C｝’lf　is　Lipschitz　continuous　over　the　intervai　［O，　1］

witんα帥5Cんitz　constαnt’

　　　　　五＝＝（互「1－iZZI十＝万2－9；2）2・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．14）

Proof　We　have

　　　　　∂ん（λ；P）
　　　　　　　　　　　　＝：　2（1）i　一一　P2）（P3　十　P4）A　一　（Pi　一　P2）P3　十　P2（P3　十　P4），

　　　　　　　OA

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ん（O；　P）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ん（1；P）　　　　　∂ん（λ；P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bl　　　　　　　　　　　　lS　max｛1　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OA　　　　　　　　OA

for　any　A　E　［0，1］．　lt　follows　from　（3．11）　rv　（3．13）　that

　　　　　l∂ん1象P）1－i－P・P・＋2P・P・＋IP・P・1

　　　　　　　　　　　　　　：E｛　lpi　llp31十21p211p31十Ip211p41

　　　　　．i’　．・　sll　（Zli’1－g；．1＋b12一一一ut2）2．

Simila・1図we　hav・1∂ん 蛯o）1≦（hi1　一　E1；1　＋　hi2　一　！1；2）・・

Let　us　define　a　piecewise　linear　function：

　　　　　ひ（λ；λ、，λ亡）一rpgx｛一五λ＋五λ・＋∂（λ・），五λ一Lλ1＋∂（λ・）｝・

Theorem　3．3　170r　any　A　G　［A，，　At］　c　［O，　1］

　　　　　U（AI　A　s，　At）　：EIII　G（A）’

u

（3．15）

（3．16）

8



Proof　Assume　the　contrary．　Then　there　exists　A’　E　［A，，At］　such　that

　　　　　U（XIAs，　At）　〉　G（A’）．

Let

　　　　　G（At）　＝　h（At；p’）

and　assume　without　loss　of　generality　that

　　　　　σ（λ’；λ、，λ亡）＝五・λ’一五λ毒十G（λ∂．

Since　G（・）　is　t　he　pointwise　maximum　of　functions　of　IPIC，　we　have

　　　　　G（A’）　1｝ir　h（A’；p’）．

It　follows　from　（3．17）　rv　．（3．20）　that

　　　　　　h（A’；　p’）　一　h（At；　p’）

　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l＞五，

　　　　　　　　　　　λ’一λ亡

which　contradicts　Lemma　3．2．

（3．17）

（3．18）

（3．19）

（3．20）

m

　　　F・・the　lni皿imum　p・inもλ・一1／2・fσ（λ；・，・）let　us　de猛ne

　　　　　σ・（λ）一min｛σ（λ，0，λ・），σ（λ，λ・，1）｝・　　　　　　　　（3．21）

Thenσ1（λ）underestimatesσ（λ）for　allλ∈［0，1］as　well　asσ（λ；0，1）．　In　addition，　it

is　a　betもer　underestimating　funcもion　thanσ（・；0，1），　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ　　　　　ひ（λ，0，1）≦ひ・（λ）≦σ（λ），　∀λ∈［0，11．

Another　underestimating　functionσ2（・）of　G（・）over【0，1】would　be　generated　by　ap－

plying　the　same・perati・n　t・（3・21）t・eithe・、σ（λ，0，λ・）・rσ（λ，λ・，1）（see　Figure　3・1）・

In　this　way，　we　w・uld・btain　a　sequence・f　unde・e・timOting　functi・ns　Ui（・）’s・f∂（・）

as　follows：

　　　　　σ、（λ）≦σ、（λ）≦…≦Ui（λ）S…≦∂（λ）．，∀λ∈［0，・】．　　　（3．22）

9



o

G（A）

〈’1・〈lliii，，　i，；7（〉／）　／llx

　　　？，／　ll

　　　l，×　i

　　　ix　l
　　　I　　　N　：

x　’，

　　　　　　U（Al　O，　1）

．

A

3．3　Successive　underestimation　method　for　solving’Q・

By　exp｝oiting　the　property　of　U（

can　be　constructed，　wh

［A’，，At］　such　that　G（A“）　〈　z　if　it　exists：

Procedure’B（1，　z，　A，，　At）

　　10　Generate　the　underestimating　function　U（A；　A，，At）　of　G（A）　over　［A，，　At］　by　using

　　　　　the　Lipschitz　constant　L　and　both　the　values　of　G（A，）　and　G（At）．

　　20　Let　Ai　E　argmih｛U（A；A，，At）　I　A　（EI　［A，，At］｝．　lf　U（Ai；A，，　At）　｝｝1　［A？　＋（1　一　Ai）2］z，

　　　　　then　’return．

　　30　Compute　a（Ai）　by　solving　the　convex　progrdms　Qj（4k（Ai）），　2’　一一一　1，2；　k　＝　1，2・　lf

　　　　　　　　　　（i’（Ai）　’　U（Ai；　As，　）tt）　〈　［）t？＋（1　r　At）2］E，　（3．23）

　　　　　then　let　A“　＝　Ai　and　x　＝　G（Ai）／［A？　十　（1　一一　At）2｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10

　　　　　　　　Ai　N　　Ao　／　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　l

Figure　3．1：　Underestimating　functions　of　G（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　・；　A，，　At）　the　following　recursive　procedure　B（1，　z，　A，，　At）

ich　gerierate　an　E－minimum　point　A’　of　G（A）　over　the　subinterval



　　　4。Call　Procedure　B（1十1，z，λ、，λ～）and　Procedure　B（1十1，z，λ1，λ∂．　　　　　　　ロ

　　　　Choosing　an　appropriate　c　〉　O，　we　obtain　an　globally　E－optimal　solution　（Ci“，e2“）　of

Q　by　the　following　algorithm：

Algorithm　C

Step　1　’Compute　the　Lipschitz　const　ant　L　by　solving　the　convex　programs　（3．12）　and

　　　　　　（3．13）．　Compute　G（O）　and　G（1）　by　solving　the　convex　programs　Q，・（4k（O））　and

　　　　　　Q7’（4k（1））　（2’　’一’一　1，2；　k　＝　1，2），　respectively．

Step　2　Call　Procedure　B（O，十〇〇，　O，1）．

Step　3　For　the　output．　A’　of　Procedure　B（O，十〇〇，　O，1）　let

　　　　　　　　　　4r一一一一一’iT／il－llftlll・iin－6i（（A＊（A＊））”・　cs一一一mat（（kllli・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

Theorem　3．4　Algorithm　C　is　teTminate　after　finitely　many　iterations　if　e　〉　O．

Proof　Assume　that　Algorithm　C　is　infinite　for　some　E　〉　O．　Then　there　exists　a

convergent　subsequence　｛Ai，｝　of　｛Ai｝　such　that　for　every　g

　　　　　G（Aig）一U（Aig；As，，At，）　｝｝1　［Ai2，＋（1　一一　Ai，）2］E，　（3・24）

where　either　A，，　of’ `t，　is　equal　to　Ai，一i‘　By　noting　that　U（Ai，’一i；As，，At，）　＝　0（Ai，一一i），

we　have

　　　　　IG（Aig）　一　U（Aidi　Asg）　Atg）1

　　　　　　　＝＝　IG（Aig）　一一　U（AlqTi」Asg，Atg）＋　U（Aig－iiAsg，Atg）　一一’　［7’（Alg；Asg，Atg）1

　　　　　　　1S｛　．　IG（Aig）　一　G（Aig－i）1　＋　IU（Aig」　Asg，Atg）　一　U（Aig－i；　Asq，　Atg）1’．

Let　G（Ai，）　＝　h（Ai，；p’）．　Since　h（Ai，一．i；p’）　f｛　G（Ai，一i），　we　have

　　　　　IG（Aig）　一”’一　U（AiglAsg）Atg）1

　　　　　　　≦1ゐ（Al，；　p’）一ん（λZ，一・；P’）1＋1σ（λ’，；λ、9，λ・，）一σ（λ～，一、；λ、9，λ、，）1

　　　　　　　一く　2LIAig　一“一Aig一“il’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11



This　contradict．（3．24）　because　limq．oo　I　At，　一　Ai，一il　＝＝　O・ 口

4　Remarks

In　case　D　is　a　polytope　given　by　its　vertices（xl，y1），（x2，y2），…　，（xN，yN），　we　can

solve　the　problem　P　in　Section　2　with　the　tools　of　computational　geometry・：Let　X　be

the　proj　ection　of　the　set　of　the　vertices　onto　the　x－plane，　i・e・，　X＝・｛x31ゴ＝1，…，N｝・

We　can　compute　the　convex　hull　X　of　X　in　O（1V　log　IV）time［3，7］．　B　ased　on　Theorem

2．2，the　minimum－area　rectangle　enclosingアcan　be　obtained　in　O（N）time　by　using

the　calipe，　meth・d［171．　Theref・・e，　the　t・tal　numbe・・f　a・ithmetics　needed　f6r　thi・

case　is　O（N　log　IV）at　worst・

　　　The　problem　Q　can　be　solved　by　exploiting　the　fbllowing　Parametric　representation

　　　ツ・fσ（・）as　well：

　　　　　G’（λ；η）一η9（ξ、（λ））＋！9（ξ2（λ））．　　　　　　　（4．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η

By　noting　that　g（Ck（A））　〉　O　for　any　A　E　［O，　1］，　we　have

　　　　　Gt（A；n）　f｛；　2vtZ；liXJ

for　n　〉　O，　where　the　equality　holds　at　n　＝　vtg（42（A））／g（4i（A））．　Therefore，　to　find　a

niinimum　point　of　G（A）　over　［O，1］　we　need　to　enumerate　every　local　minimum　of　a

function：

　　　　　G”（n）＝＝min｛G’（A；n）IAE［O，1］｝　’　，　（4．2）

over　n　〉　O．　Since　G”（ep）　is　the　pointwise　minimum　of　functions　of　thg　forrp　an　＋　b／n，

w’?@can　utilize　a　good　underestimat’ 奄獅〟@function　of　G”（・）　proposed　in　Kuno　and　Konno

［12］　and　Suzuki，　et　al．［15］　for　multiplicative　Programming．　However，　it　is　not　easy

to　compute　the　right－hand　side　of　（4．2）　because　G’（・；n）　is　a　nonconvex　function．　A

similar　approach　is　developed　in　［11］　for　another　problem　in　the　plane．

12
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