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Abstract

　　　　Consider　computing　the　eigenvalues　of　a　given　compact　infinite　matrix　regarded　as　operating　in　the

complex　Hilbert　space　12　by　computing　the　eigenvalues　of　the　truncated　finite　matrices　and　taking　an　obvious

limiting　process．　ln　this　paper，　we　deal　with　a　special　case　where　the　given　matrix　is　complex　and　symmetric

（but．not　necessarily　Hermitian）　and　where　each　of　its　eigenvalues　is　simple．　We　give　a　complete　error　analysis

where　the　resolvent　functions　defined　only　on　a　proper　closed　invariant　subspace　（the　singular　resolv　ent）　play

a　critical　role．　ln　fact，　it　is　proved　that　the　sequence　of　norms　of　singular　resolvents　of　the　truncated　matrices

converges　to　the　norm　of　the　corresponding　singular　resolvent　for　the　givell　exact　matrix．　As　an　application，

the皿merical　solution　of　Jo（z）一iJ1（z）＝0，　which　appears　in　the　analysis　of　the　solitary　wave　runup　on　a

sloping　beach，　reformulated　as　am　eigenvalue　problem　for　a　compact　complex　symmetric　tridiagonal　matrix

is　given　together　with　a　fu11　error　analysis．　The　corresponding　results　for　the　case　where　the　given　matrix　is

Hermitian　is　concisely　presented．
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N

gl　lntroduction　and　Summary．

　　　　Our　concern　in　this　paper　is　a　study　of　spectral　and　operator　approximations　for　compact　complex

symmetric　or　Hermitian　matrix　operators　in　the　usual　complex　Hilbert　space　12　of　a11　squaresummable

complex　sequences．　ln　generaJ，　a　bounded　linear　operator　T　from　a　Banach　space　X　to　a　Banach　space

Y　is　compact　if　for　any　bounded　sequence　｛f．｝　in　X，　the　image　sequence　｛Tf．｝　in　Y　has　a　convergent

subsequence．

　　　　We　first　reca｝1　a　few　basic　facts　from　the　spectral　theory　of　operators　［6，　Chap．　XIII，　SS34］．　In　the

sequel，　the　generic　symbol　B（X，　Y）　denotes　the　Banach　space　of　all　bounded　linear　operators　from　a　Banach

space　X　to　a　Banach　space　Y．　We　denbte　B（X，　X）　simply　by　B（X）．　Given　T　E　B（X），　the　set　of　all　complex

numbersλfbr　whitch（TLλ1）輔1∈B（X）is　known　as　the　setρ（T）of吻賜1αr　values　of　T　or　the　reso　lvent　set．

Its　compleme皿t　is　the　spectrum　a（T）of：τ．　In　case　T　is　compact　and　X　is　infinite－dimensional，　O　is　aユways　in

a（T）　and　each　nonzero　Ao　E　a（T）　is　an　eigenvalue　of　T，　namely，　there　is　a　corresponding　eigenvector　x　E　X

such　that　x　7E　O　and　（T　一　Aol）x　＝　O，　where　1　denotes　the　identity　operator．　For　A　E　p（T），　the　operator

（T　一　AI）一i　E　B（X）　is　called　the　resolvent　of　T．　For　any　O　7E　Ao　e　a（T），　（T　一一　Aol）一i　is　not　well　defined

on　the　whole　of　X　from　the　definition　of　a（T）．　However，　T　一　Aol　may　h　ave　a　bounded　inverse　on　a　smaller

closed　invariant　subsp㏄e，　say　5，0f　T．　A　necessary　and　su茄，cient　condition　fbr　this　to　be　true　is　thatλo

is　not　an　eigenvalue　of　T　restricted　to　S．　We　will　call　such　an　operator　（T　一一　Aol）一i　defined　on｝y　on　S，　a

singular　resolvent　of　T，　and　will　be　denoted　by　（T　一一　Aol）s－i　in　the　sequel．　lt　is　the　theory　of　the　singular

resolvent　of　the　said　type　and　its　applications　that　we　wish　to　investigate　in　this　paper．　Our　exact　working

hypotheses　are　given　as　（Hl）　below　（the　symmetric　case）　and　（H2）　in　S7　（the　Hermitian　case）．

　　　　（H1）W・a・e　giv・皿・・eq・・nce・f・・mp・act・・mpl・x・y血m・t・i・（but　n・t　necessarily　n・・mal）m・t・ix

operators　｛A．｝9　in　the　Hilbert　space　12，　converging　in　operator　norm　to　a　compact　complex　symmetric

matrix　operator　A　in　12．　We　further　assume　that　A　has　a　nonzero　eigenvalue　A　that　is　simple　in　the　sense

that　only　one　linearly　independent　eigenvector　corresponds　to　A　and　no　generaiized　eigenvectors　of　rank　2
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or　more　correspond　to　A，　namely，　no　vectors　y　7E　O　exist　such　tha．t　（A　一　AI）2y　＝　O　and　（A　T　AI）y　71　O．　Let　x

be@an　ei№№獅魔?モ狽盾秩@of　A　corresponding　lo　A．　We　assu．me　xTx　76　O，　’T’　denoting　transpose．

　　　　An　example　of　this　situation　occurs　in　the　approximate　solution　of　Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O，　as　described　in

Theorems　1．4　and　1．5　below，　where　J．（z）　represents　the．　Bessel　function　of　order　m　and　i2　＝　一一1，　and　where

A・　i・t・k・nt・b・that　mat・ix　whi・h・qu翻a艨EupPe「藺left　n×n　section　apd　O　elsewhe「e・

　　　　Our　starting　point　is　the　following　spectral　convergence　theorem，　which　is　adapted　from　［7，　p．272－274］

in　a　speciaJized　form　suitable　to　our　purpose：

　　　　The。。em　1．1．　L。臨。。d　A．　h。ve　the』、am。　meani。9・as　d・fined・in（叫iV・Sli・hav・1

（a）　F・・a皿y・fge皿・a1・eλ≠0・fA，　th・・e　f・a・eq・e・ceσfef卿va1・e・・f五・、whi・h・・皿verges　t・λ・σ・皿v・rs・ly，

　　　　if　a　seq　uence　of　eigen　vaJ　ues　of　A．　con　verges　to　A　7E　O，　then　A　is　an　eigenval　ue　of　A　t7，　p．272，　Th　eorem

　　　　18．11．

（b）　lf　a　sequence　of　eigenvalues　An　of　A．　converges　to　a　nonzero　simple　eigenvalue　A　ofA，　then　A．　is　simple

　　　　fbr　alJ　su茄cfe丑‘1y　large％∫7；P．273J．

（c）　lf　A　7E　O　is　a　simple　eigenvaJue　of　A，　x　is　an　eigenvector　of　A　corresponding　to　A　and　a　sequence　of

eigenvalues　A．　of　A．　converges　to　A，　then　there　is　a　sequence　of　eigenvectors　xn　of　A．　corresponding　to　A．

such　th　at　x．　一．　x　t7，　p．274，　Theorem　18．3］；

　　　　Our　first　main　theorem，　Theorem　1．2　below，　holds　on　the　strength　of　（Hl）　and　deals　with　the　inverse

apProXi坦ation　of　・spectraユoperators　restricted　to　apPropriate　subspaces（singular　resoiventαPProximation）：

　　　　Theorem　1．2．（First　Main　Th　eorem♪Ass　ume　the　hypothesis但ユ／。　Let　A　n→λ　and　xn→x，舳ereλ％

is　an　eigenvalue　of　A．　and　x．　is　ati　eigenvector　ofA．　corresponding　to　An．　The　existence　of　such　A．　and　x．

f。g。a。a。teed　by・th・’
撃≠唐煤Eth・・rem。　Th・λ。　are・impl・fo・all・・茄・fe皿舌1y　1・・g・n，　ag・f・by・th・1・・伽・rem。

Let　deflated　subspaces　S　and　S．　be　defined　as　the　orthogonal　complement　of　span｛x｝　and　span｛x．｝　in　the

sense　of　transpose：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　ii　｛y　E　12：　xTy＝　o｝，　s．　1i1　｛y　E　12：　xiry＝　o｝　．
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Note　that　S　depends　on　A　oniy，　sin　ce　A　is　simple．　Similarly，　S．　depends　on　A．　only，　for　all　n　such　that　A．　is

simple．　ClearJy，　S　and　S．　are　closed　subspaces　of　l2　and　12　＝　span｛x｝　e　S　and　12　＝　span｛x．｝e　S．　for　all

nsuch抜atλπゴ8　Sゴmple．

　　　　Let　prbjections　Q：12　．　S　and　R．　：12　．　S．　be　defined　by：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q≡・一垂鍔，Rn≡・一再

The　Rn　are　welJ－defined　for　all　n　such　that　A．　is　simple．　One　may　easily　verify　that　（？2　＝　（？　and　RZ　＝　R．．

Note　further　th　at　e　and　R．　behave　as　identity　when　restricted　to　S　and　S．，　respectively．

　　　　We　then　h　ave　the　following　assertions：

ω五，且一λ・，（A　一一　Al）ヨi∈β（5）

（2）　For　all　n　such　that　An　is　simple，　An，　An　’　Anl，　（An　’一”　Anl）s一．1　E　B（Sn）

（3川隅一λ。1）ヨ｝Rバ（A一　AI）SIQIレ・→0

（4）　ll　（An　一　Anl）一’　11s．’11　（A　一　AI）一’　Ils

　　　　Here　the　symbol　（A　一　AI）s－i　denotes　the　bounded　inverse　of　A　一一　AI　restricted　to　S，　and　sim．　ilarly　for

（An　一一　Anl）訂・Th・・e伽・b…d・d　f…・C・ar－e・・1Ve舳皿Ctf…f孟re・む・f・孟・d孟・5a・d・f且。　reSt・i・右・d

to　S．，　respectively，　each　of　which　we　call　a　singular　resolvent　in　this　paper，．　The　notation　of　the　form

ll　T　llxdenotes　the　operator　norm　of　T　whose　domain　is　a　subspace　X．

　　　　The　proof　of　Theorem　1．2　is　given　in　S2．　The　fourth　conclusion　ll　（A．　一　Anl）一i　lls．．ll　（A　一一　AI）一一i　lls

is　valuable　fo「the　subseque皿t　apPlications　as　the　P！oof・・f、Th・・rem・1・31・5　dr甲9皿・t・・t・・

　　　　Remark．　，Let　B　i1i　（A　一　AI）s’i（？　E　B（12，S）　and　B．　1i1　（A．　一一　A．1）一iR．　E　B（12，S．），　then　B　and　B．　are

a　generaJized　inverse　of　A　一一　AI　anq　A．．一　A．1，　respectively，　as　one　can　show　by　di，rggt　computation　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　一一；　AI）B（A　一一　AI）　＝　A　一一　AI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（A　一　AI）B　＝　B

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　一　AI）B　＝’　B（A　一　AI）　＝・（？
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and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（An　一　Anl）Bn（An　一“　Anl）　＝　An　’　Anl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bn（An　一　Anl）Bn　＝　Bn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（An　一　Anl）Bn　＝　Bn（An　一　Anl）　＝　Rn　・

Part　（3）　of　this　theorem　then　asserts　the　convergence　of　genelalized　inverse’s　Bn　of　An　一一　A．1　to　the　generalized

inverse　B　of　A　一　AI，　where　clearly　A．　一　A．1　．　A　一一　AI　in　12．　For　a　full，　up－tcFdate　treatment　of　generalized

inverses　in　a　variety　of　settings，　we　refer　the　reader　to　［10］，　a　recent　encyclopedic　work　on　the　subject

including　an　extensive　annotated　bibliography　of　1776　references．

　　　　　The　hypothesis　（Hl）　represents　a　useful　special　situation　where　an　appropriately　t　aken　generalized

Rayliegh　quotient　［16，　p．179］　well　approximates，　in　the　sense　of　Theorems　1．3　below，　a　given　simple　eigenvalue

of　a　compact　complex　symmetric　matrix　op　erator　in　12．

　　　　　Theorem　1．3．　（Second　Main　Theorem）　Again　assume　the　hypothesis　（Hl）　and　suppose　that　we　are

giv・・a・eq・e・ce｛vn｝2c，・uch　th・t・vn→x・σ・皿・ider・th・g・nerali・・d砺1f・gh・q・・孟f・蜘。＝婿卵。／婿・％

・・d・tak・・it・as・an・pP・・xfm・孟f・・孟・λ。　・vhere，　as　f・Th…emエ．2，λ。　f・a・efg・・va1・e・fAn・uch　thdt　A。→λ．

Th　en　we　h　ave　the　following　error　estimate　for　all　n　s　uch　that　A．　is　simple：

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　pa”　”一“　A”　1　fl｛　Ft；；±；；fTv．　1　ll　（An　一一　Anl）vn　l1211　（An　L　Anl）一i　lls．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　望1論i嘔一μ・・）・・l1211（A　一一　AI）一・“5晦・n・

　　　　The　proof　of　Theorem　1．3　is　given　in’S3．　Note　that，　in　the　last　theorem，　the　error　1　pa．　一　A．　I　is　bounded

by　a　quantity　of　order　ll　（A．　一　Anl）v．　l12　（i．e．　the　norm　of　the　residuhl　vector　A．v．　一　A．v．　squared）．

　　　　The　theorem　may　typically　be　’used　in　the　fo116wing　context：　Sirppose　we　are　to　estimate　A　一　A．．　We

write’ `　一一　A．　＝　（A　一　tL．）＋（IL．　一一　A．）1　lf　it　can　be　shown，　as　is　the　case　in　g5，　that　l　A　一　L‘．　1＞＞1　IL．　一一　A．　1　for

all　1，arge　n，　then　we　can　estimate　A　一　A．　accurately　by　A　一　pa．　for　all　large　n．　The　point　is　that　A　一　pa．　may

be　estimated　accurately　when　・one　has　a　detailed　knowledge　on　an　eigenvector　corresponding　to　一the　exact

eigenvalue　A，　as　is　the　case　in　S5．　For　instance，　if　the　components　Ci　of　the　eigenvector　x　＝　［Ci，e2，…］T

corresponding　to　the　eigenvalue　A　are　known，　one　may　take　vn　＝　［Ci，…　，Cn，O，O，…］T　（n　＝　1，2，…）　as　is
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done　in　S5，　where　C．　＝　x／iiJ．（z）　with　z　＝　2／A．

　　　　Theorems　1．2　and　1．3　may　be　applied　to　the　approximat．e　solution．of　Jo（z）　一iJi（z）　＝　P．　The　equation

is　of　interest　in　the　analysis　of　solitary　wave　runup　on　a　beach　with　a　constant．　slope　［4］［13］．　lt　is　known　［11］

［14］　that　the　infinitely　many　roots　lie　in　the　lower　half　complex　plane　（but　pone　in　the　upper　half　plane　or

on　the　real　axis），　symmetrically　about　the　imaginary　axis．　The　first　30　roots　with　positive　real　part　accurate

up　to　8　digits　have　been　computed　by　Macdonald　through　the　use　of　the　following　asymptotic　expansion　for

the　」’th　root　in　polar　form，　also　obtained　by　him　［8］：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z　＝　TAei［（T／2）±eA］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　TAニゴπ＋｛1－4αA（1一αA）｝8ゴπ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋384｝，π，［一61＋264…36・α玄＋25暗48α支】＋・（ゴ宴1・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　eA　＝　一Sr　一　Sl・；1．A　一　gitijliis・3．3　［2i　一　48aA　＋　72ak　一　32aA］　＋　O（f．　｝i｝i，；A，　），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　0rA　＝　51n（4」’7r），

where　the　plus　sign　in　the　expression　for　z　is　taken　for　the　fourth　quadrant　roots　and　the　minus　sign　for　the

third　qu　ad　ra皿t　roots・

・tm・y　b・皿・t・d　th・t，　f・・1・・g・あ・A望油aθ乃望÷饗・i・di・atingth・t　th・…t・a・e　apP・・Xi－

mately　T　apart．　lt　may　further　be　shown　a　priori　that　the　equation　Jo（z）　一　i，Ji（z）　＝　O　has　no　roots　on　the

im・gi皿a・y　axi・；f・・，　putting・・＝一勿，　wh・・eηis　real　and　p・・iti・・，　w・hav・」・（・）・一iJ・（・）ニ1・（η）一1・（P，）＞0，

since　lo（ny）　〉　li（op）　for　a11　op　〉　O　［9，　p．151］．

　　　　In　order　to　apply　Theorems　1．2　and　1．3　to　the　approximate　solution　of　Jo（z）一　iJi（z）　＝　O，　we　first

reformulate　the　equ　ation　as　an　eigenvalue　problem　for　a　compact　complex　symmetric　matrix　operator　in

B（12）　whose　eigenvalues　are　a11　simple，　as　done　in　Theorem　1．4　below．

　　　　The・・em　1．4．（Thゴ・d画・th・・rem♪A・・mp1・x・・mb…i・・…右・fゐ（・）一iJ・（・）＝Off　a・d・・1y

ifz　＃　O　and　2／z　is　an　eigenvalue　of　the　compact　complex　symmetric　matrix　A　E　B（．12）　defined　below．　Each

eigenvalue　of　A　is　simple　and　nonzero．　An　eigenvector　corresponding，　to　the　eigenvalue　2／z　is　given　by　x
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t

de血ed　be10W。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　加＝ノ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　∫2　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A一ノ21，13・．。，ノ・＝k（1－1），k＝2・3・…，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　●．　●．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＝［」、（の，〉「t2　J2（・），＞n3　J3（・），…】T∈12．

　　　　Fbr　the　proof　of　Theorem　1．4，　see§4．

　　　　The　theoretical　basis　for　the　actuaユnumeric証procedure　for　the　approximate　computation　of　the　eigen．

values　of　the　matrix．A　defined　in　Theorem　1．4　is　given　by　the　next　theorem，　Theorem　1．5，　together　with　an

accurate　estimate　fbr　the　relative　error　associated　with　the　approximate　root　computed　from　the　approximate

eigenvalue．

　　　　Theorem　1．5・（F（）urth　main　th・e・rem♪Let　z≠Obe　a　r・q亡・fゐ（z）一一　iJ・（z）＝Oa皿d　le古λ。　be　an

・fg・・v・1・e・描・n×叩・f・cfpa1・・bm・孟・ix・A。・f　A・・ch　th・tλ。→λ＝2／・。　L・t・・n’＝2／λ。　b・孟・k・・・…

apPr・）dmaオf・血豆・z．　The皿，　fb・all　large　n　such　that　A。　is　simple　and　n・nzer・，　the　relatfve　err・・（Zn　一一z）／z，

whereレ1＞＞1，　may　be　estimated　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Znデz土雪J・（・）Jn＋・（・），

wh　ere　the　plus　sign　fs食）r　the　roots　z　w温P　osi　ti　ve　real　part　an　d　th　e　min　us　s∫9皿fs　fと）r　th　e　roo孟s　z　wfth

llega孟fve　real　par孟。

　　　　The　proof　of　Theorem　1．5　is　given　in§5。

　　　　The　theorem　is　rather　remarkable　in　the　sense　that　the　relative　error（Zn　一z）／z　is　well　approximated

by　a　simple　closed　fbrm　as　give皿above．　Numerical　evidence　fbr　this．will　be　given　in§6　for　a　selected　set　of

vahes　of　n　and　z，　together　with　further　discussio皿o皿the　implication　of　the　theoretical　error　estimate　given

by　Thorem　1．5．

　　　　Co皿sider　now　the　actual　numerical　procedure　for　computing　theλ％．　The　n　x　n　matrix　4n，　the　n×n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7



principal　submatrix　of　A　defined　in　Theorem　1．4，　is　easily　seen　to　be　similar　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

1皿deed，　AnニD汀1．4π1）n，where

バ

An＝i

Dn　＝

　1

一　f2

0

1

o

z

f2

　0

一ノ3

i2

o

∫3

　　　　　　
0　　　●．

●・ D　　’・．　ノπ

　　　　一　fn　O

i3

．

．

．

o

in

．

’

Hence，　the　computation　of　the　A．　and　z．　＝　2／A．　may　be　effected　through　the　use　of　a　QR　aJgorithm　for

computing　all　eigenvalues　of　a　real　tridiagonal　matrix，　for　example，　the　one　implemented　as　the　FORTRAN

subroutine　HQR　in　the　EISPACK　package　［12］．

　　　　Finally，　we　briefly　consider　the　Hermitian　case，　i．e．，　the　case　where　AH　＝　A　and　A．H　一一一　A．　（n　＝　1，2，…　）

in　（Hl），　’H’　denoting　conjugate　transpose．　With　the　definitions　of　S，　S．，　Q　and　R．　（n　＝　1，2，…）　in　Theorem

1．2　modified　by　replacing　’T’　by　’H’，　Theorems　1．2　and　1．3　hold　exactly　as　they　stand，　where　in　the　latter

theorem，，T，　should　be　replaced　by，H，．　The　proofs　of　these　two　theorems　ru　in　para皿el　to　those　of　Theorems

1．2　and　1．3　with　minor　modifications　and　are　omitted．　lt　only　remains　for　us　to　mention　the　validity　of　the

following　two　relations　which　one　can　prove　by　exploiting　the　well－known　facts　that　a　compact　Hermitian

matrix　operator　in　12，　of　which　O　is　not　an　eigenvalue，　has　a　complete　orthonormal　system　of　eigenvectors

（see，　for　example，　［6，　p．256］）　and　that　O　is　the　only　possible　accumulation　point　of　the　spectrum　of　the

compact　operator　（see，　for　example，　［6，　p．376］）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　目（鋼一111・＝mi。11λ’一λl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AtE（r（A），　A’leA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　（An　’　Anl）一i　llSn　＝　t一　．　mi．n一．　．一　1　A’　一　An　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A’Ea（A．），　A’；eA．

　　　　For　the　sake　of　comparison，　we　should　mention　the　following　result　which　is　valid　for　a　norm　alcomplex

matrix　B（別BH＝BHB）of伽髭εdime皿sion，　say，　m：

　　　　　　　　　　1μ一λ1≦II（β1詳川211（B一λ・）一・llM＝ll（β1謬勿l12㎡n　l　lλLλド

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A’Ee（B），　A’＃A
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where　pa　＝　vHBv／vHv，　O　＃　v　E　CM，　A　is　a　simple　eigenvalue　of　B　and　M　denotes　the　orthogonal　complement

of　the　eigenvector　corresponding　to　A．　The　proof　of　the　inequality　is　similar　to　that　of　［1］heorem　1．3．　For

the　proof　of　the　equaJity，　we　use　the　fact　that　an　orthonormal　basis　for　CM　exists　that　consists　sole｝y

of　eigenvectors　6f　a　given　normal　matrix．　ln　fact，　the　normal　matrices　are　precisely　those　which　can　be

diagonalized　by　a　unitary　similarity　transformation，　the　fact　that　is　not　necessarily　valid　for　matrices　of

infinite　dimension．

　　　　We　should　also　mention　the　well－known　inequality　closely　related　to　the　last　one　that　hold　under　the

same　setting　［16，　p．173］：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c2　．．　c2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1pa　一AIS　7（i　一　t，）

where　a＝　m．；n．．t　l　A’一pa　l　and　c＝ll（B一一nf）v　ll／ll　v　ll，　provided　that　pa　is　close　enough　to　A．

　　　　　　　　　　A’Ee（B），　A’tA
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S2　Proof　of　Theorem　1．2．

．　We　use　the　notation　already　established　in　Theorem　1．2．

　　　　Proof　of　Part　（1），　Theorem　1．2．　To　prove　A　E　B（S），　it　is　enough　to　show　that　A　＝　AT，　Ax　＝　Ax　and

xT凵@＝　o　implies　xTAy　＝　O．　lndeed，　xTAy　＝　xTATy　＝　（Ax）TY　＝　AxTy　＝　O．　From　A　E　B（S），　A－AI　E　B（S）

follows　easily．

　　　　To　prove　the　last　assertion　of　Part　（1），　（A　一　Al）s－i　E　B（S），　it　is　enough　to　prove　by　［6，　p．375，　Theorem

ll　that　A　is　not　an　eigenvalue　of　the　restriction　As　of　A　to　the　closed　subspace　S．　To　prove　this，　it’suffices

to　show　that　Ay　＝　Ay　and　xTy　＝　O　implies　y　＝　O．　Suppose　y　7E　b．　By　the　simplicity　hypothesis　for　A，　we

have　y　＝　ax　for　some　scalar　a　1　O．　Multiplying　xT　from　left，　we　have　O　＝　xTy　＝　axTx，　hence　a　＝　o　since

xTx　7E　O　from　（Hl），　and　y　＝　O，　a　contradiction．

　　　　Part　（2）　of　Thebrem　1．2　may　be　similarly　proved．

　　　　Proof　of　Part　（3），　Theorem　1．2．　The　proof　will　be　done　in　6　lemmas，　Lemma　2．1－2．6　below．

　　　　Lemma　2．1．　The　sequence　｛ll　（A．　一一　A．1）一i　lls．｝　is　bounded，　where　n　）　no　（say）　and　A　is　simple　for

all　n　）　n　o・

　　　　Proof．　Proof　by　contradiction．　Assume　the　contrary　and　we　would　have　a　sequence　no　一〈一　ni　S　n2　S　…

of　positive　integers　such　that　ll　（A．k　一　A．，1）一i　lls．，〉　k，　k　＝　1，2，…．　This　implies　the　existence　of　unk　E　Snk

with　ll　unk　11＝　1　and　ll　（Ank　一Ankl）一iunk　lls；k　〉　k，　k　＝　1，2，’”・　Let　znk　＝　（Ank　一Ankl）s一．lk　unk　and　we　have

（i）　（Ank　’一　Ank　i）　iritli：一i’i一．”　kk　”＝　ii／”IZIillznnkk”

Solving　this　for　znk／　11　znk　ll，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll舞1「λi。｛Ar：．一Ei！±，．，nk　．．　．　，．，．．　！！！1knkll　znk　ll　ll；rnk　ll｝＋λi。（且ゼA）ll舞r

　　　　By　compactness　of　A，　we　may　assume，　by　extracting　a　subsequence　of　the　sequence　｛znk｝　if　necessary，

that　the　sequence　｛Azn，／　I　I　zn，　l　l｝　converges，　where　l　l　z．k　ll＞　k　remains　valid．　Letting　k　一一＋　oo　in　the　last

equation，　we　find　zn，／　ll　znk　ll．　w　（say），　since　II　Ank　一一　4　11一　O　and　An，　一　A　7E　O．　Clearly　ll　w　ll＝　1．
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　　　　Again　letting　k　．　oo　in　（1），　we　have

　（2）　（A－AI）w＝O．
　　　　On　th・・th・・h・nd，喝（・。k／1レ。、　IDニ0，・i皿ce．・。、∈S。k．L・tting・k→・。・gain，　w・h・v・

（3）　．　xTw＝o，
since　x．k　．　x．　The　two　relations　（2）　and　（3）　are　incompatible，　since　the　first　implies　that　w　would　be　a

nonzero　scalar　multiple　of　x，　say，　w　＝　ax，　a　1　O，　by　the　simplicity　of　A，　and　thus　the　latter　gives　axTx　＝　e

despite　the　assumption　xTx　S　O　made　in　the　hypothesis　（Hl）．　T－hus　we　arrived　at　a　desired　contradiction．　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　Lemma　2．2．　For　all　large　n，　（enRn）s－i’　E　B（S），　where　the　domain　ofRn　is　understood　to　be　restricted

to　S，　and　（R．（？．）s一．i　E　B（S．），　where　（？．　denotes　the　restriction　of（？　to　S．　（for　the　definition　of　Q　and　R．，

refer　to　Th　eorem　1．2）．

　　　　Proof．　With　the　co4vention　just　made　for　（？．　and　R．　in　the　above，　it　is　clear　that　Q．R．　E　B（S）　and

Rn（？n　E　B（Sn）・

　　　　We　first　prove　（（？．R．）s－i　E　B（S）．　To　this　end，　compute　for　any　given　y　E　S　（i．e．，　xTy　＝　o），

（・）Q・R・y＋葦鍔）（弓1差1）一（今紳（△x一三会；xl！・x），△Xn－x，

whence，

（2）　ll・Q・R一型・＝Ml三身∈。1隅一・s）y“≦1無署。lll（1＋III表121）l

　　　Letting　n　．　oo，　we　find　ll　Q．R．　一　ls　lls．　O，　since　Ax．　一〉　O　and　x．　．　x．　Then，　by　［7，　p．210，　lemma

15・2】，we　c・皿・1ud・th・t（Q。R。）言1∈β（5）f…ll・・伍・i・・tly　1・・g・n．

　　　T・・P・・v・（R。9の訂∈B（Sn），w・p・・ceed・玉㎡1・・1画deed，　f・・any　gi・・n・Yn∈Sn（i．・．，弗。＝0），

　　　　　　　　　　　　　　晦＝（　　　　　　T　　　xn　XEl　一一　　　xXxn）（弓1）y一（△鶉丁Ψ（△…髪今1・ω・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11



and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　xn’II2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11　Axn　112

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　Rn（2n－」奪れl15れ≦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1婿τ。l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lω丁釧

hence，　ll　R．Q．　一一　ls．　lls．．　O，　and　［7，　p．210，　lemma　15．2］　again　allows　us　to　coRclude　（R．（？．）s一．1　E　B（S．）　for

a11　suMciently　large　n．　一

Lemma　2．3．　For　all　large　n，　R．一i　E　B（S．，S），　where　R．　is　restricted　to　S　as　in　the　last　lemma．　We　also

have　”　Rh－1訓15→o，　ll　1㌃1－Isれ115。→o，　ll　Rn　l15→1a皿d　ll町1115。→1・

　　　　ProoL　We　will　prove　R．一i　E　B（S．，S）　by　showing　the　existence　of．a　left　inverse　XL　E　B（S．，S）

of　R．　and　a　tight　inverse　XR　E　B（S．，S）　of　R．．　lndeed，　letting　XL　＝　（（？．R．）s－i（？．　E　B（S．，S）　and

XR　＝　（？n（Rn（？n）s一．i　E　B（Sn，S），　wheTe，　by　the　last　lemma，　（（？nRn）s－i　E　B（S）　and　（Rn（？n）s一．’　E　B（Sn）　for

a11　sufficiently　large　n，　we　can　easily　see　XL　R．　＝　ls　and　R．　XR　＝　ls．　for　all　sufficiently　large　n．　Hence，

XL　＝　XR＝　Rn一一1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T
To　prove　ll　R？　一一　ls　lls．　O，　where　Rn　＝　ls　一　1；i／fill：Xx”一．　E　B（S，　Sn），　compute，　for　every　y　E　S．（i．e．，　xTy　＝　o），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Rn一…）Y＝舞多＝一（今舞扇㌦，

where　Ax．　＝　x．　一一　x　as　in　the　last　lemma．　The　conclusion　follows　from　this，　since　Ax．　一“　O．

　　　　To　prove　ll　R．一i　一　ls．　lls．　一一・　O，　let　w＝　R．nyiy　E　S，　where　y　E　S．　（i．e．，　xXy　＝　O）．　We　will　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w－y＝（R汀・一ISn）y＝（豊謬％・・

indeed，　using　the　definition　of　Rn　and　w，　we　have　y　＝　Rnw　＝　w　一一　acn，　where　a　＝　2111Tllil：’xW．・　Multiplying　xT

from　left，　we　find　xTy　＝　xTw　一　acTx．．　But　w　E　S，　so　xTw　＝　O．　Hence，　xTy　＝　一acTx．，　Substituting

x　＝　x．　一　Ax．　into　the　left－hand　side　and　noting　x：y　＝　O，　we　have　（Ax．）Ty　＝　crxTx．．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（△㊧Tシ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ttt　x　X　n　7　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w－Y＝　acn　＝

as　required．　lt　is　now　clear　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li町・一・・n　ll㍉1斗号　II町1…II≦｝1舞ll　llω・ll，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12



wh・nce　the　c・n・lu・i・皿f・n・ws　since・gain．△x・→・an叫→x（w・・ecall凸≠Of・・m　th・hyp・th・・i・

（Hl）　in　Sl）・

　　　　The　fact　that　ll　R．　Ils一　1　and　ll　R．一i　l　ls．．　1　now　follows　easily　from　the　assertions　l　l　R．　一　ls　l　ls．　O

and　ll　Rn－1　一　lsn　llsn’　O’　1

　　　　エemma　2．4．　F。。　a11，。fi。f。。亡1y　1。。g。…出h・孟λ。’f・・fmp1・，　Rn（An　一一　Anl）＝（且バλ。1）Rn＝

且ゼλ。1∈B（12，5）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T
　　　　Proof．　Using　the　definition　R．　＝　1　一一　eetXx”一．　E　B（12，S），　A．x．　＝　A．x．　and　A：　＝　A．，　the　lemma　follows

immedi　ately．　1

　　　　Lemma　2．5．　ll　R．（A　一　AI）s一’　一b　（A　一一　AI）s一’　lls．O　and　ll　RnQ　一　Rn　Ili＞一　O・

　　　　Proof．　The　first　convergence　is　obvious　from　the　fact　that　ll　R．　一　ls　I　Is．　O　（Lemma　2．3）．

To　prove　the　second，　compute　R．Q　一一　R．　＝　R．＠　一　1）　＝　一i；1／lliSTx　＋　lltfill：XxT”．　一：；Tx，　which　converges　to　o

since　xn　一一　x　as　n　一　oo．　一

　　　　工emma　2．6．　ll（Aバλ。1）互1R。Q－Rn（且一λ1）ヨ1911・・→・，　wh・・e・th・・exf・舌・・ce・f（Aバλ・1）討拓・

all　large　n　and　of（A　一　AI）s－i　is　guaranteed　from　the　aJready　proved　Parts　（1）　and　（2）　of　Theorem　1．2．

　　　　Proof．　Compute

　（An　一　Anl）s一．’　Rn（？　一　Rn（A　一　AI）s一’〈？　＝　（An　一　Anl）s一．i｛Rn（A　一　AI）　一　（An　一　Anl）Rn｝s（A　一　AI）s－i（？i2　・

Taking　norm，　we　have

　　　　　　　　　　　ll（An　一一　Anl）ヨぽR。9－Rn（且一λ∫）s”‘？　ll・・

　　　　　　　　　　　　Slll　（An　’　Anl）’i　lls．　ll　Rn（A　一一　AI）　一　（An　一一　Anl）Rn　llsll　（A　一　AI）一’　llsll　（？　lii2　’

The　first　term　on　the　right　is　bounded　by　Lemma　2．1．　The　second　term　converges　to　O　by　Lemmas　2．4　and

2．5and　by　the　fact　that　l卜4n一．41レ2→oandλn→λby　the　hypothesis（H1）．　The　last　two　terms　are

independent　of　n．　The　lemma　now　follows．　1
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　　　　Part　（3）　of　Theorem　1．2，　ll　（A．　一　A．1）s一．iR．　一一・　（A　一　AI）’s一’Q　lli2・　O，　now　follows　from　the　last　two

lemmas．

　　　　Proof　of　Part　（4）．　This　will　be　done　with　the　aid　of　two　lemmas　below，　Lemmas　2．7　and　2．8．

　　　　エ・mma　2・7・lll（Aバλ。1）互擁II・一11（A　一一　AI）一1日・1→o

　　　　P…£lti・c1・a・f・・mP・・t（3）a皿df・・mth・d・価t五・n・fth・・p…t・・皿・・mth・t11（Aバλ。1）ヨJRバ

（A　一　Al）s－ie　lls一一〉　O．　The　lemma　follows　from　this．　一

　　　　Lemma　2・8・　1　ll　（An　一　Anl）s一．i　Rn　lls　一　ll　（An　一’　Anl）一i　lls．1’　O・

　　　　Proof・　Let　Xn　＝　（An　一　An）s一．i　E　B（Sn）　and　Yn　＝　（An　一　Anl）s一’．iRn　E　B（S，　Sn）　for　all　sufliciently　large

n．　We　must　prove　ll　Y．　lls　一　ll　X．　lls．？　O．　For　all　sufficiently　large　n，　R．一i　E　B（S．．，　S）　exists　by　Lemma

2・3，　so　Xn　＝　Yn　R．一i　E　B（S．）．　Taking　norm，　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　Xn　llsnSll　Yn　IIsll　Rn－i　11snSll　Xn　IIsnll　Rn　llsll　Rn－i　Ilsn　，

whence

　　　　　　　　　　　　　　　O　SII　Yn　lls“　Rn－i　llsn　一　II　Xn　llsn　Sll　Xn　llsn　（li　Rn　llsll　Rii　llsn　一1））　’

But，　by　Lemma　2．1，　｛Il　X．　Ils．｝　is　bounded，　and，　by　Lemma　2．3，　ll　R．　Ils．　1　and　ll　R．一i　lls．．　1．　Using

these　in　the　last　inequality，　we　conclude　ll　Yn　11s　一一　ll　Xn　lls．．　O・　一

　　　　The　proof　of　Part　（4）　is　obtained　by　combining　Lemmas　2．7　and　2．8．　The　proof　of　Theorem　1．2　is　now

complete．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
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S3　Proof　of　Theorem　1．3．

　　　　　We　use　the　same　notation　as　in　Theorem　1．3．

　　　　　We　will　prove　the　first　inequality　in　the　theorem，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

（1）　ILLn－An　1：1｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　il（An　’一　Anl）酬211低一λ。1）一111。。，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1婿勿。l

for　all　suMciently　large　n．　lndeed，　using　the　definition　of　pan，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ一λ・＝婿（An　一　Anl婿・。）Vn

By　Theorem　1．2　（2），　（A．　r　A．1）s一．i　E　B（S．）　for　all　sufficiently　large　n，　whence

　　　　　　　　　　　　　μ一λ・＝詰メ（A一λ・・）（A一λ・・）訂（且一λ・・）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝詰。［（A一λ調丁（A・　一　An・脚・一三（by　A．’　一　An）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　坐洲1）ヨ1γ・，Where・轟一λ。・）・n∈5。．

．Application　of　the　well　known　Cauchy－Schwarz　inequality　gives　the　inequality　（1）．

　　　　We　will　next　show　that　（An　一　LLnl）vn　＝　Tn　＋　gn　with　ll　gn　ll＝　O（　ll　Tn　II2　），　where　ll　Tn　ll一　O．　For，

qn　＝　（An　一　panl）Vn　一　Tn　＝　（An　一　psnl）vn　一　（An　一　Anl）vn　＝　（An　一一　pan）vn・　Taking　norm，

1園Hλ一μ・・團1≦詰。ill（An　一　Anl）・・　l1211（三一λ・・）一・1剛酬（・・ingP・・t（1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　望薩llレ・112“卿）一111鋼1（f・・al11・・gn，　by　Th・・rem　1．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　O（　ll　rn　l12）　・

Hence，　for　all　large　n，　we　may　be　justified　to　replace　vn　by　x，　（An　一一　Anl）vn　by　（An　一　panl）vn　and　11

（An　一一一　Anl）一i　11s．　by　ll　（A　一　AI）一i　lls　to　obtain　the　second　estimate　for　l　pa．　一　A．　1　in　the　theorem．
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§4Proof　of　Theore血1・4・

　　　　W，u、e　th。、am。。。t。ti。。。。　in　Th…em　1．4．　W・will　p・・v・Th…em　1・4・・ing・・eri…fl・mm…

　　　　エemma　4．1．　Fb。。。y。≠0，孟h・foll・wf・g　m・t・fx・q・atf・・f・」2　h・1d・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　　／2　　　　　0　　　　Jl（の　　　　　　　　　J1（2：）　　　　　Jo（2：）一iJi（2：）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ・0∫・　　＞n2　J2（の　2・EJ・（・）　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ，。・・，VsJ・（の＝；〉「t3J・（の一　・　’

（1）　　　　　　　．　．　　：　　　　：　　　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　　　　　’・　’・　　　　’　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　Where∫・＝た（1一、），　k＝1，2，…，（・ecap・♪，

or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ax　＝　2x　一［」。（。）一iJ、（・），・，・，…】T，

wh。，e且f，。c。mp。ct。・mp1・x・ymm・t・f・・P…t・・f・B（12）・・d　O≠x∈12・

　　　　Pm。f．　The　rel。ti。・（1）m・y　b・v・・ifi・d　di・ectly　by・・i・g　th・w・ll－kn・wn　th・ee－t・・m・ecurrence・el・tions

［3，P．931：

（2）　　　Jk一、（の＋Jk＋・（・）＝箏ゐ（・い＝1，2，…，

　　　　　　　コ　　　コ
or　rewrltmg，

（3）　∫＿＋融＋1＝1　Y・，k＝2，3・…，where〃ド而ゐ（・い＝’・，2，…・

Th。　m。t，ix・A　i，。b。i。u，ly。。mpl・x（i．e．，…一re・l　d・・t・th・p・e・ence面・・th・fi’・・t　di・g・n　al・1・m・nt）and

、ymm。t，i。．　C。mp・・t・ess・f且f・11・w・f・・m　th・f・・t　th・t・b・nd　m・t・i・B＝［6・ゴ】（i…，6・ゴ＝Of・・all　i・ndゴ

，u・h　th小引〉・f・r　s・m・fix・d　p・・iti・・int・g…）i・c・mp・・t，　if　and・nly　ifら｝i恥炉0［2，　P・59］・The

f。。t　th。t　x∈1・can　b。、een　f，。m　th・w・11－k・・w・b・h・vi…fth・Jk’・・（2吻（Jk（の／Jk一・（・））→1（k→・・）・

Si。ce。。　tw。。。n、ecuti。。」，，，　i．e．’　Jk（のand　Jk＋、（・）f・・k＝1，2，…，・・ni・h・t・・y　z≠0【3，　P・105】，　it　i・

　clear　thatα7≠Ofor　any　z≠0．■

　　　　　R，m。，k．　By　di，ect。・mp・t・ti・n，・・e　can・h・w　th・t・AAH≠AHA，　i・e・，　th・t　A　i・n・t　n・・叫
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Lemma　4．2．　lf　Jo（z）　一iJi（z）　＝　O，　then　z　；　O，　and　21z　is　an　eigenvalue　of　A　with　a　corresponding

eigenvector　［Ji（z），　vtsJ2（z），…］T　E　12．

　　　　Pm・f’Sinceゐ（0）＝1「amd　J・（0）ニ0，・＝　O　i・cl・a・1y皿・t・…t・f」・（の一i」・（・）＝・・H・・ce，　i！

Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O，　then　Lemma　4．1　implies　that　2／z　is　an　eigenvalue　of　A　with　a　corresponding　eigenvector

［Ji（z），　vZiii’J2（z），…］T　E　12．　1

　　　　　Lemma　4．3．　For　a　given　complex　n　umber　z　1　O，　an　arbitrary　solution　of　the　three－term　recurrence

　relation

（・）　　　　　ノ鵬一、＋ノ融＋、＝三Y、，k三2，3，．．．，

satisfying　the　condition　yk　．　O，　has　the　form　yk　＝　cVtjiJk　（z），　k　＝　1，　2，…，　for　some　constant　c．

　　　　　Proof．　From　（3）　in　the　last　proof，　yk　＝　v／AJk（z），　k　＝　1，2，…，　obviously　satisfy　the　recurrence　relation

（1）．　The　fact　that　yk　．　O　was　noted　there　also．

　　　　Conversely，　if　yk　（k　＝　1，　2，…）　satisfies　（1）　and　yk　．　O，　then　the　yk’s　represent　a　minimalsolution　of（1），

i…，・・ec・nd・・luti・nω・・f（1）・xi・ts　su・h　th・t〃・／ω・→0（・．9．，ωド三三（の，　where　Yk（のi・th・Bessel

function　of　second　kind　of　order　k）　［5，　p．25］．　Since　the　minimal　solution　is　unique　up　to　scalar　multiplication

［5，　p．25］，　the　lemma　cl．early　holds．　1

　　　　エemma　4・4・1fλf…　efg・・舳e・f且，　th・・λ≠0，・・d・・1y・・e　lf・e・・1卿d・p・・d・nt・fg・n・vect・・cx

corresponds　to　A，　where　c　is　a　nonzero　constant　and　x　is　as　defined　in　Theorem　1．4．　Mo．reover，　2　＝　2／A　is　a

root　of　Jo（z）　一　iJi（z）　＝　O．

　　　　PFoof．　To　prove　that　O　is　not　an　eigenvalue　of　A，　suppose　the　contraly　and　let　Ay　：O・y　＝　O　for　some

y＝【y・，y・，…］T∈12，　where・y≠0・Expanding・Ay＝0，　we　c・・der五・・yド（一のk一’v／ly、，た＝2，3，…．　Since

y　7E　O，　we　conclude　yi　7E　O．　But　then，1yk　1．　oo　as　k　．　oo，　a　contradicton　to　the　fact　that　y　E　12．

　　　　Let　A　be　an　eigenvaJue　of　A．　To　prove　that　only　one　linearly　independent　eigenvector　corresponds　to

A，　let　Ay　＝　Ay，　O　7E　y　＝　［yi，y2，…］T　E　12．　Sufiices　to　show　that　y　＝　cx　for　some　c　iE　O，　where　z　＝　2／A，　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17



well－defined　number，　since　A　＃　O　as　proved　above．　Expanding　Ay　＝　Ay，　we　Obtain　the　same　relation　as　（1）

in　the　last　lemma，　where　yk　．　O　since　y　E　12．　Then，　Lemma　4．3　applies，　and　yk　＝　cvli；Jk（z），　k　＝　1，2，…

for　some　constant　c，　namely，　y　＝　cx．

　　　　Again，　let　A　be　an　eigenvalue　of　A　and　y　be　a　corresponding　eigenvector，　then　y　＝　c［Ji（z），　vaJ2（z），…］T

for　some　constant　c　7E　O，　as　proved　above，　where　z　＝　2／A．　Then，　consideration　of　the　identity　（1）　for　this

particular　i　in　Lemma　4．1　gives　Jo（z）　一一一　iJi（z）　＝　O，　as　required．　I

　　　　Lemmas　4．2　and　4．4　prove　the　first　and　third　assertions　of　Theorem　1．4．　lt　only　remains　to　prove　the

second　assertion．　In　view　of　Lemma　4．4，　it　su伍ces　to　prove　that　A　has　no　ge皿eralized　eigenvectors　of　rank

2．　We　will　do　this　in　two　lemmas　below．

　　　　Lemma　4．5．　The　function　f（z）　＝　Jo（z）　一iJi（z）　has　no　multiple　zeros，　namely，　if　f（z）　＝　O，　then

ノ’（z）≠o・

　　　　Pmof．　We　prove　thatル）＝ノ’（z）＝Oleads　to　a　contradiction．　The　derivativeノ’（z）at　z≠Ois　given

by

　　　　　　　ノ’（・）＝」6（の一iJ｛（の

（1）　＝一Ji（z）一i｛Jo（i）一一iJi（z）｝，　by　Jk（z）＝Jk－i（z）一一一5Jk（z），k＝1，2，…［3，　p．g3］　，

　　　　　　　　　　　　＋の｛」・（・）一iJ・（の｝＋IJ・（の＝一（の＋iJ・（・）・

If　f（z）　＝　f’（z）　＝　O，　then　c｝early　z　＃　O　and　（1）　implies　Ji（z）　＝　O．　But　then，　f（z）　＝　O　gives　Jo（z）　＝　O．　This

is　a　contradiction，　since　Jo（z）　and　Ji（z）　do　not　vanish　simultaneously　［3，　p．105］．　1

　　　　Lemma　4．6．　The　matrix　A　h　as　n　o　generalized　eigen　vectors　of　ran　k　2．

　　　　Proof．　Suppose　the　contrary　and　let　w　be　a　generalized　eigenvector　of　rank　2　corresponding　to　an

eigenvalue　A　of　A，　i．e．，　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　一　AI）w　1i1　u　71　O

（i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A　一　AI）2w　＝　（A　r　AI）u　＝O　，
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h。ld・f。，　u，ω∈1・．　W。　w皿d・・i・・a・・nt・adi・ti・皿．　Tb　thi・end，・・n・id・・ag・in　th・id・ntity（1）in　L・mm・4・1，

which　holds　for　any　z　1　O．　For　convenience，　we　rewrite　it　in　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A一三・）x（のニ∫（のト1，・，・，…】T，

（2）　S　f（z）＝Jo（z）一一iJi（z），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（の＝［」・（z），vsJ，（・），…】T，

w；here　the　vector　denoted　previously　by　xl　is　written　as　x（z）to　emphasize　its　depe皿dence　on　z．　Differentiatio皿

gives

（3）』 @　　多∬（・）＋（A－1・）x’（・）＝ノ’（の［丁・，・，・，∵］T，

where

　　　　　　　　　x’（z）　＝　［J｛（z），　vl｛i’Ji（z），…1’　＝　llb｛［Jo（z），　vt｛｝’Ji（z），…］T　一一　［J2（z），　v／lii’J3（z），…］T｝　E　12，

since　Jk（z）　＝　（1／2）｛Jk－i（z）　一’Jk＋i（z）｝，　k　＝　1，　2，…　［3，　p．93］．

　　　　From　the　second　equatiori　of　（1），　u　is．an　eigenvector　corresponding　to　the　eigenvalue　A．　Lemma　4．4

shows　that　A　7E　O　and　u　＝　cx（zi），　where　zi　＝　2／A，　f（zi）　＝　O　and　c　is　a　nonzero　constant．　Then，　the　first

equation　of　（1）　leads　to

（4）　．　一一cx（zi）＋（A－AI）w＝O．

Eliminating　x（zi）　from　（3）　with　i　＝　zi，　and　（4），　we　obtain

（s）　（A一一El｝i）（x’（zi）＋wi）＝f’（zi）［一i，o，o，…］T，　where　wi＝3tilli’2・

Write　x’（zi）＋　wi　＝　go　＝　［gpi，g2，…］T　E　12．　Expanding　（5），　we　find　the　kth　component　（k　＝　2，3，…）　given

by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fkgk－i＋fk＋igk＋，＝一2Lgk，　k．2，3，．．．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zl

where　gk　．　O，　since　ep　E　12．　Then，　Lemma　4．3　applies，　and　we　conclude　g　＝　c’x（zi）　for　some’nonzero

constant　c’．　Since　u　＝　cx（zi），　we　see　that　g　is　a　scalar　multiple　of　u．　Then，　the　second　relation　of　（1），　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　19



（A　一AI）u　＝　（A　一　］k－1）zL　＝　O，　gives　（A　一　kl）g　＝　O．　Using　this　in　（5），　where　x’（zi）＋　wi　＝　g　as　defined

earlier，　we　find　O＝：∫’（zl）［一1，0，0，…　］T．　H：ence，ノ’（の＝0．

　　　　On　the　other　hand，　f（zi）　＝　O　as　has　been　shown．　Hence，　f（xi）　＝　f’（zi）　＝　O，　a　contradiction　of　Lemma

4．5．　一

　　　　This　complets　the　proof　of　Theorem　1．4．
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S5　Proof　of　Theorem　1．5．

　　　　　Let　z　it！　O　be　a　root　of　Jo（z）　一一　iJi（z）　＝　O．　Then，　by　Theorem　1．4，　A　＝　2／z　is　a　simple　eigenvalue　of　the

compact　complex　symmetric　matrix　A　E　B（12）　defined　in　Theorem　1．4　with　the　corresponding　eigenvector

x．＝　［Ji（z），　vlliJ2（z），…］T　E　12．　Let　the　infinite　matrix　A．　be　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　f2　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／2・0　／3　　　　　　0

（・）　Anニノ・・’・・ノ・≡（舎8），　n＝・，2，…，

whose　n×％p血cipaユsubmatrix　equals　the　n×nprincipal　submatrix　An　of　A，　and　whose　components　are

zero　elsewhere．

　　　　Lemma　5．・．　Th・五yp・th・・f・（Hエ♪f・§エh・1d、　fo。　th。　p。。ti。。1。。　ch　6i　ce。f低｝9孟，λ。nd．x　d。fi。ed

above．

　　　　Proof．　What　we　have　already　stated　in　this　section，　it　only　remains　to　prove　that　ll　An　一　A　lli2　一〉　O　as

n　．　oo　and　xTx　1　O．　The　first　is　clear　from　the　inequality

（2）　II　An　’一　A　l172S　2（fn2＋i＋　fn2＋2　＋’”）　＝　2（　M．TIFi5＋1　＋　（；．1一；rkl一；＋1　（n　＋2　＋’”）　＝　i　’

　　　　For　the　proof　of　xTx　＃　O，　we　may　use　the　following　summation　formula　［15，　p．1521：

（3）　Sii）．（m＋2k）Jk＋2k（z）＝iz2｛Jk一一，（z）一一J．’一2（z）J．（z）｝for　any　m，　realorcomplex．

　　　　　　　　　ゐ＝O

Hence　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xTx　＝　J，2（z）　＋　2J22（z）　＋’”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝｛」ぞ（・）＋3嫁（・）＋…｝＋｛2躍（・）＋4」狗＋…｝

（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷2｛靖（・）一J一・（棚｝＋1・・｛岬（の噸）」2（の｝　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．　一g　．iJ3（．）　，　・

where　in　the　final　equality，　Jo（z）　一iJi（z）　＝　O，　J－i（z）　＝　一Ji（z）　and　the　three－term　recurrence　relatioR

J2（z）　＝　（2／z）Ji（z）　一　Jo（z）　are　used．　Now，　z　i　O　from　Theorem　1．4；　also　」o（z）　：　O，　for　otherwise

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21
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」。（。）一iJ、（・）＝・w・uld　imply」1（の＝・，…nt・・di・ti・n・f　th・f・・t　th・tゐ（のand」・（のd・n・t　van幽

ish　simultaneously　［3，　p．105］．　lt　fol｝ows　that　（z／2）・iJo2（z）　t　O，　i．e．，　xTx　1　O．　1

　　　　Theorems　1．1　and　1．2　now　apply．　ln　particular，　Theorem　1．1　（a）　and　（b）　guarantee　the　existence　of　a

sequence　｛A．｝　of　eigenvalues　of　An　such　that　A．　．　A（＃　O）　and　such　that　A．　is　simple　and　nonzero　for　al1

1。，g。　n．　Th。，e＿ze，。。ig。皿曲・・a・e　cl・a・ly　th・・e・f・An．1・f㏄t，　A。　ili　n・n・ingul・・，・・th・n・xt　l・一・

shows．

　　　　Lemma　5．2．　For　each　n　＝　1，　2，…，　O　is　n　ot　an　eigenvalue　of　A．．

　　　　Proof．　For　each　n，　detA．　＃　O　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一f．2）（一一f．2－2）…（一f22），　n：even

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　detAn　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一f．2）（一fn2．2）’”（’f32）’i，　n：Odd　一

　　　　Let　z．　＝　2／A．．　We　must　prove

（5）　　　　　之πデ望亭（・）」・＋・（・）

for　all　sufficiently　large　n，　with　the　compound　sign　±　chosen　as　indicated　in　Theorem　1．5．

　　　　The　proof　may　be　effected　with　the　catalytic　aid　of　the　generalized　Rayliegh　quatient

（6）　　　　μ・＝鯉硬い＝1，2，…

where

（7）　Vn　”　［Ji　（z），　VlliiJ2（z），’”，　vliTJn　（z），　O，　O，”　’］T　E　12

1t　is　clear　that　ll　vn　一　x　ll．　O　（n　．　oo）．　lt　may　now　be　seen　that　the　hypothesis　for　Theorem　1．3　is　fully

satisfied．　And　hence，　the　following　estimate　for　l　pa．　一　A．　1　holds　asymptotically　as　n　．　oo：’

（8）　ipan’An　lf｛　li；ztll’i；x　ll（An－panl）vn　l126　for　large　n，

whereβ＝lI（A一λ1）一111s，　a　consta皿t　dePending　only　o皿Aandλ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22



　　　　Consider　now　A　一　A．．　We　decompose　this　as　the　sum　of　A　一一　＃．　and　pa．　一　An　（it　is　here　that　pa．　plays　a

cat　alytic　role）：

（9）　A－An＝（A　一一　ILn）十（ILn－An）　・

We　will　show　that　the　first　term　on　the　right－hand　side　is　the　dominant　term　for　large　n　so　that　A　一　A．　may

be　effectively　estimated　by

（10）・　A－A．or　A－iL．　for　large　n　．

　　　　Consider　computing　the　fust　term　A　一　pan．

　　　　Lemma　5．3．

　　　　　　　　　　λpan＝Jn（z）Jn＋i（z畷刀。）9iJ3（．）一夢幽ぞ萎溜≒1燕）嫌）｝

（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　面繋湯レ）for　large　n・

　　　　Proof．　lt　may　be　directly　verified　from　the　relation　Ax　＝　Ax　（A　＝　2／z）　in　Theorem　1．4　that

（12）　（An　一一　AI）vn　＝　一［O，O，”・，O，　jiJn＋i（z），O，O，…］T，　（the　nonzero　component　is　at　the　nth　position）

Multipling　v．T　from　left，

（13）　　　　・謬卸ズλイ・・＝一＞En・Jn（の・毒」・＋・（・）＝一一・」n（・）」n＋・（の・

Dividing　through　by　v．Tv．　and　reca」ling　the　definition　（6）　of　pa．，　we　find’

（14）　　　　μ一λ一絵1（の・

　　　　We　next　evaluate　v．Tv．　in　the　denominator　in　the　last　expression．　We　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　v．Tvn　＝　xTx　一　｛（n　＋　1）J．2＋i（z）　＋　（n　＋　2）Jn2＋2（Z）　＋’”｝

（15） @　諦）一誓｛靖（の＋靖＋、（の一2ηチ1㈱、（の｝，

invoking　（3），　（4）　and　the　recurrence　formula　Jk“i（z）　一　（2k／z）Jk（z）　十　Jk＋i（z）　＝　O　with　k　＝　n，n　十　1．

Substituti№氏@of　（15）　into　（14）　gives　Lemma　5．3．　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　23



　　　Lemma　5．4．1f　Jb（の一iJ・（z）＝Oa皿dレ1＞＞1，伽皿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一i一？一，　Re（z）＞O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

（i6）　Jo2（z）　or　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β，Re（のく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T

　　　　Proof．　For　large　」’，　the　」’‘h　root　z　of　Jo（z）　一iJi（z）　＝　O　in　the　fourth　quadrant　is　given　by　the　following

formula　quoted　in　g　l　from　［8］：

（17）　　一・A・‘【（・12）＋刎，幽π，θA　・r　一ll－lt，…A＝lin（4ゴπ）・

on　the　other　ha皿d，　Jb（のfor　largeレ1is　given　from【1，　p．364，9．2．1］by

（18）　　」・（・）＝～傷｛…（・一圭π）＋・圃・（レr・）｝，1・・9・1〈π

From　（17）　we　find，　for　large　2’，　z　！　2’r　一　inA　so　that　（18）　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　暗（・）1小≒α乃）・・S2（ゴπ蜘一iπ）

　　　　　　　　　　　　一　．r　m（i9）　＝ff：tiF’一Z－lzl；i“i，，　ibi，，．）｛（一i）」一i（ecrA－Z2V＋e－cr”＋ZIIi；）｝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　．　．．．　．2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　望π（ゴπ一iCe　A）（一ゴゴπ）空褥

　　　　An　arbitraly　third　quadrant　root　z’，　being　the　reflection　of　some　fourth　quadrant　root　z　about　the

imaginary　axis，　has　the　form　z’　＝　一z一．　Hence，

（2・）　　　　」ぎ（ノ）＝」3（一乏）＝靖（・）鰯・

　　　Using　the　last　lemma　in　（11），　we　obtain，　for　a　fixed　root　z　of　Jo（z）　一iJi（z）　＝　O　with　1　z　1＞＞　1，

（21） @λ評ll綻）一塩燕）J・・＋・（・）・一，

where　the　plus　sign　is　for　z　with　Re（z）　〉　O　and　the　minus　sign　for　z　with　Re（z）　．〈　O．

　　　We　return　to　the　estimate　（8）　for　1　pan　一一　An　1・
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　　　　Lemma　5．5．

（22）　　　　1隅一μ・・）・・　ll望1・J・＋・（の1／而．舳・g・n・

　　　　proof．　w6　take　the　decomposition

（23）　　　　　　（A。　一・pa。1）・。　＝（Aズλ1）v・＋（λ一μ・）・n・

The　first　term　on　the　right－hand　side　is　given　by　（12）；　and　A　一　pa．　in　the　second　term　may　be　estimated　by

Lemma　5．3．　Hence，

　　　　　　　　　　　　　ll　t　h　e　second　t　erm　l　l　一　l　A　一　h．．LLUI　＆t！LUI　vn　l　l

　　　　　　　　　　　　　　ll　the　first　term　ll　T　ll　（An　一AI）vn　ll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　Jn（のll　Jn＋、（・川v。　ll／1婿・。1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　IJn＋i（z）1／vl［iT
（24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝’V（iiEe．．」．”ii）1”v．”orviii－1／Eilig」SiZ］Ll．J”．（f）1”x”　foriargeh

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EO（vlEJ．（z））一〇　（n．oo）

Hence，　（24）　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　ll（An－panl）vn　llor11（An－AI）vn　11＝I」n＋i（z）l／vlil　for　large　n，

proving　the　lemma．　1

　　　　0sing　the　1ast　lemma　in　（8），　we　find

（2s）　1i，t．一A．　lf｛i　fu．．．IL：tl！tiz；lg－E一］L1一L”’i（Z）12sorZ［一Ll　ktfl）iJ”．＋iZ）12p（fi＝”（A－Ai）一i　ll．），

where，　in　the　last　approximate　equality，　（4）　and　Lemma　5．4　are　used　under　the　assumption　that　l　z　l＞＞　1

with　n　taken　correspondingly　large．

　　　　We　now　have　the　estimate（21）forλ一μπand　the　estimate（25）forμバλ。．　Taking　the　ratio，

峠≡譜ll≦lll砂糖¢）調鍔1β窪去1孟1β一LglY，P　＝　o（n－2）
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It　follows　that　1　pa．　一一　A．　1〈　〈1　A　一一　pa．　1　for　large　n．　Hence，　the　claim　A　一　A．　1　A

（see　（10）），　and

（27）　　　　　　λ一・A。　1λ一pa。　2士4．　J。　（・）Jn＋、（・）

by　（21）．　Substitution　A　＝　2／z　and　A．　＝　2／z．　and　the　approximation　z．　or

Theorem　1．5．

一　pan　is　j　ustified　for　1arge　n

z　for　large　n　finally　proves
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g6　Discussions　on　Numerical　Computation．

　　　　　Fbr　this　section，　we　have　two　things　i皿mind．

　　　　　We　will　first　give　the　numerical　values　for　a　selected　set　of　roots　of　Jo（の一iJ1（の＝Oin　the　fourth

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　quadrant，　computed　from　the　n×nmatrix　An　according　to　the　procedure　stated　in§1，　where　n　is　to　be

take皿large　enough　i皿㏄cord．ance　with　the　prescr玉bed　relative　accuracy　c．　Table　l　below　gives　the　numerical

valu…fth・五・・t・・…t・in・th・f・u・th　quad・ant，・・rrect　t。15　digit，．

　　　　Sec・ndly，　and　i・th・　remai皿d…f・thi…ecti・・，・u・di・cussi・皿centers・n　th・・el・tive　e・r・・（・。　一一・）／・

and　its　estimate土（π／2）Jn（z）Jn＋1（z）・（We　keep　the　same　notatio皿as玉n　Theorem　1．5　in§1。）

　　　　To　l）egin　with，　we　will　give　a　sample皿umer玉cal　compariso皿to　verify　the　degree　to　which　the　two

quantiti・・und・・c・n・id・・ati・n　agree・See　T・bl・2b・1・w，　where　th・val・…fthe　rel・tive　err・・（・。　一・）μ

associated　with　the　approximate　root　zn　are　tabulated　agajnst　its　estimate（π／2）Jn（z）Jn＋1（のfor　the貴rst　and

second　ro　ots　z　in　the　fourth　quadrant　and　nニ＝4，8，12，16，20　and　for　the　fifth　root　and　n＝12，16，20，24，28．

It　may　be　see皿from　the　table　that　the　two　quantities　agree　to　about　one　digit　for　large％，　even　for　the　roots

…th…igin，　th・f・・t　th・t　i・q・it・・ati・f㏄t・・y　f・・all・P・㏄tiと・l　p・・p・・e・f・・e、tim。ting　the　c。rrect＿ber

of　digits　of　a　given　approximate　root．

　　　　We　next　consider　the　related　problem　of　finding　the　minimum　value　of　n，　the　size　of　the　truncated

　　　　　　　ツmt・ix・A・，・u・h　th・t　th・k’h…tf・・agi・・皿ki・gua・a・teed　t・b・c・mp・t・d・・rrectly　t・agi・，n。umber

of　digits．　To　this　end，　we　first　n　ote，　with　the　aid　of　numerical　computation，　that，　for　a　given　value　of　n，　the

estimate（π／2）Jn（z）Jn＋1（z）has　sma皿er・modulus　for　the　root　z　with　samller　modulus．　This　implies　that　the

smaller　l　z　l　is，　the　sma皿er　n　may　be　su鑑cient　to　give　the　desired　accuracy．

　　　　1・f・・t，if　w・1・t・N・　d・皿・t・th…mb…f・pP・・xim・t・…t・・。　c・mp・t・d　f・・m　th・n×n・in・t・i・瓜，

having　the　prescribed　accuracy　c（cou皿ting　a皿those　i皿the　third　and　fburth　quadrant），　it　may　be　observed

that　Nc　is　roughly　proportional　to　n　and　is　rather　insensitive　to　c．　See’ @Fig．　1　below．　The　observation　we
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just　made　may　be　roughly　explained　as　follows．　Using　the　k皿ow皿asymptotic　expansion［1，　p．365，9．3．1】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jn（・）一詣（髪）n（・・fi・・d，　n一・・），

we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gJ．（・）Jn＋・（・）一毒（髪）2・＋1・　　　　　．

Thi，　indi。at。、　th。t　th。　quantitiy。。　th。1・ft－h・・d・id・　・dpidly　dec・ea・e・wh・n　l・・／2n　1　decrea・e・past　1・

This　would　in　turn　imply　that　those　z，　the　roots　of　Jb（z）　一　iJi（z）＝0，　which　satisfy　I　ez／2n　l＜1，　would　give

those　whose　approximate　vaユues　computed　from　An　have　the　prescribed　accuracy　c，　unless　E　is　not　too　small．

Since　the　roots　of　Jo（z）　一　iJi（z）＝・Odistribute　apProximatelyπapart　as　stated　in§1，　a　rough　estimate　for

N，would　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（一）／π：＝一∈≡0．47n　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

Thi・r・ughly・・nfi・m・th・a・tu・al・ituati・n　th・t　Fig・1・h・w・，　where　th…tu　a」・1・p・・f　th・・u・ves　sh・w皿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コvaries　from　O．5　to　O．6，　approxlmatery．

　　　　All。。mp。t。ti。。，　w・・e　p・・f・・m・d　in　d・uble一・・quad・uple－P・eci・i・n丑・・ti皿9－P・int・・ithm・ti・（14一・・

28－digits　in　hexadecimal）on　the　FACOM　M－780／20　system　at　University　of　Tsukuba・
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1

2

3

4
5

6

7

8

9

10

Real Imaginary

．29803　82414　79049　×　10

．61751　53070　95484　×　10i

．93419　60983　46134　×　10i

．12498　50706　39585　×　102

．15650　10438　53098　×　102

．18798　91168　36963　×　102

．21945　97998　43811　×　102

．25091　88576　39076　×　102

．28236　97314　53980　×　102

．31381　46098　96480　×　102

一．12796　02540　29915　×　10

一．16187　14384　47149　×　10i

一．18188　72787　77295　×　10i

一一
D19614　59538　01999　×　10i

一．20723　09817　83076　×　10i

一．21630　10983　27459　×　10i

一．22397　72492　27609　×　10i

一．23063　12806　67550　×　10i

一．23650　36120　66197　×　10i

一．24175　86986　36241　×　10i

Table　1．　The　first　10　roots　of　Jo（z）　一iJi（z）　＝　O　in　the　fourth　quadrant．

For　the　first　root：

n

　　　　（Zn－2）／z

qeal　　　　　　　Imaginary

　　（りr／2）」π（のろ＋1（のReal　　　　　　Imaginary

4 ＿0．181　×　10一　　　　　　　一〇．385　×　10一 ＿0．213×10一　　　　　　一〇．498×10一

8 一←0．262×　10一　　　　　　一〇．867×10一 十〇．267×　10一　　　　　　一〇．543×　10一

12 一〇．620　×　10一　　　　　　十〇．393×　10一 一〇．651　×10一　　　　　　十〇．297×　10一

16 ＋0．111×10－o　－0．101×10－20
十〇．121　×　10－20　　　　　－0．820　×　10－21

20 一〇．245×10｝　　　　　十〇．366×10一 一〇．320　×　10一　　　　　　　→一〇．293×　10一

For　the　second　root：

4 一〇．216　×　10＋　　　　　　一〇．561　×　10＋ 十〇．584×10＋　　　　　　十〇．163×　10＋

8 一〇．482×10－02　　　　－0．147×10－03 一〇．576×　10－02　　　　十〇．288×　10－03

12 十〇．428×10一　　　　　　十〇．305×10一 十〇．439×　10一　　　　　　十〇．335×　10一

16 一〇．234×10一　　　　　　一〇．318×10一 一〇．584×10一　　　　　　一〇．326×10－1

20 一〇．197×10一　　　　　　十〇．158×10一 一〇．209×　10一　　　　　　十〇．147×　10一

For　the　fifth　root：

12 →一〇．116　×　10一　　　　　　　一〇．360　x　10一 十〇．177×10－o　　　　十〇．306×10一

16 一〇．741×10一　　　　　　一〇．219×10一 一〇．151　×　10一　　　　　　　一〇．392　×　10一

20 一〇．146×10輌　　　　　　十〇．648×10一 一〇．173×　10一　　　　　　一←0．941　×　10一

24 →一〇．290　×　10一　　　　　　→一〇．908×　10一 十〇．350×10一 @　　　　　十〇．103x10一

28 十〇．110×　10－10　　　　－0．409×　10－12 十〇．120×10－10　　　　－0．436×10－12

Table　2．　The　relative　error　（z．　一一　z）／z　v．s．　its　estimate　（r／2）J．（z）」．＋i（z）　for　the　first，　second　and　fifth

roots　z　in　the　fourth　quadrant：　n　＝　4，8，12，16，20　for　the　fust　and　second　roots　and　n　＝　12，16，20，24，28　for

the　fifth　root．
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　　　　：Fig．1．　The　numberハr，　of　approximate　roots　with　relative　error　E　or　less，　computed　from　the　n×n

　　　　　　　　matrix．4％v．s．　n，　for　6：＝10－8，10－12，10－16，10－20，10一24．　The　number　attached　to　each　curve　indicates

logloC．
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