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Abstract

We　study　a　coplanar　model　of　the　successive　pursuit　of　two　evaders　with　unlimited　turn－rates　of　alt

players　and　a　resuicted　detection　domain　of　pursuer．　We　describe　two　guaranteed　pursuit　strategies

that　include　a　two－stage　strategy　to　shorten　to　a　speci血ed　quantity　the　distance　to　the　ne　arer　evader，　and

a　two－stage　strategy　to　search　and　capture　the　other．　The　strategies　are　distinguished　by　their　search

plans．　First　coalition　is　pursued　as　a　whole．　Then　pursuer　approaches　the　first　evader　using　the　strategy

of　successive　pursuit　with　unmoved　second　evader　at　the　last　observed　position．　Subsequently　pursuer

moves　directly　to　that　position　of　the　second　evader　or，　according　to　the　more　complex　plan，　alternates

between　traversing　a　straight　line　and　turns　of　logarithmic　spirals，　and　after　detection　captures　the

remaining　evader　using　the　simple　pursuit　strategy．　We　also　provide　some　numerical　results　for　a　set

of　parameters　of　the　game．



Introduction

The　problem　of　pursuit　of　two　evaders　in　succession　is　very　coMplex　indeed．　S　o　far　merely　the　models

in　the　frame　of　differential　games　with　perfect　information　have　been　investigated　（see，　e．g．，　Refs．1－4）．

We　describe　here　a　game　of　the　coplanar　successive　pursuit　with　imperfect　visibility　of　pursuer．　We

assume　that

e　turn－rates　of　Ei，E2，P　are　unlimited；

e　Ei　，E2　’s　identical　maximal　speed　is　less　then　P’s；

e　P　knows　a　certain　evader’s　position　only　if　the　evader　is　somewhere　inside　the　di　sk　of　a　finite

　　radius　centered　at　P；

e

e

Ei　and　E2　continuously　know　P’s　position；

P’s　goal　is　to　shorten　to　a　specified　quantity　the　distance　to　Ei　and　then　to　capture　E2，　and

coalition　｛Ei，E2　｝　strives　to　escape．

Even　starting　with　both　evaders　inside　the　detection　domain　and　having　the　adv　antage　of　being　faster，

P　can　not　retain　them　there　for　a　long　time．　At　boundary　s　tates　where　P　still　succeeds　the　following

information　stages　might　arise：

　　　1．　P　knows　instantaneous　positions　of　both　evaders；

　　　2．　P　knows　instantaneous　positions　of　Ei　and　only　the　last　observed　position　of　E2；

　　　3．　P　knows　the　last　observed　position　of　Ez　and　searches　for　new　detection；

　　　4．　P　knows　instantaneous　positions　of　E2　again．

We　set　up　the　problem　as　a　game　of　kind　and　study　it　for　the　boundary　initial　state　s　backwards．　At

the　last　stage　P’s　behaviour　is　quite　obvious．　At　the　stage　3　we　make　use　of　the　guaranteed　strategies

described　in　Ref．6．　Then　we　prove　that　in　a　subsidiary　game　of　degree　at　the　stage　2　the　optimal

pursuit　strategy　is　the　s　ame　as　in　the　game　of　successive　pursuit　P　一一〉　Ei　一一〉　E2　with　fixed　E2　at　the

last　observed　position　（see　Ref．3）．　Finally，　we　set　up　a　subsidiary　game　of　the　stage　1　and　study　it　in

the　same　manner　as　the　game　of　successive　pursuit　of　three　evaders　in　minimum　total　time　（see　Ref．4）．

We　also　provide　some　numerical　resglts　for　a　set　of　parameters　of　the　game．

The　problem

We　study　the　i　game　of　kud　with　the　state　equation

2　＝　it，
（1）

and　initial　condition

2（O）＝20，　20E・IP， （2）

where　i

lv＝回＝ v；　＋　vy2　ifV　＝（vx，vy）・
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　　　e　2　＝　（2i，22，2p）　is　the　state　vector；

　　　e　2i　一一　（zi．，ziy），i　＝　1，2，p，　are　carte　sian　coordinate　s　of　players　in　a　plane；

　　　e　a　＝（it　i，a2，ap）　is　the　control　vector　and　uk　S　P，　k　＝　1，2，　up　S　1，　5　〈　1；

　　　・つ＝｛乏olR≦12？一281≦12？一291≦γ｝is　the　a（㎞issable　set・f・initial・states・0≦R＜γ・

Let　Ui，U2，Up　and　｛2i（t；　20；　Ui，U2，Up），t　2　O　｝，　i　＝　1，2，p，　be　strategies　and　corresponding　traj　ec－

tories　of　players．　2　lf　there　exist　the　instants　t　＝　t　i　and　t　＝　t2　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦オ1≦亡2＜＋。。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　12i（孟1；を。；σ1，〔f2，Up）一を，（亡1；を。；σ1，〔乃，｛ろ）1＝　R，’　　　（3）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を2（オ2；を。；σ1，U2，の＝を，（オ2；を。；σ1，σ2，Up），　　　　（4）

then　P’s　cost　function　G（　20；　Ui，U2　i　Up）　equals　O，　otherwise　1．　The　game　is　as　sumed　to　be　zero－sum，

so　that　coalition　｛Ei，E2　｝　has　G　as　the　gain　function．

　　　For　the　boundary　initial　states　where　P　sti11　succeeds　the　game　can　be　divided　into　the　four　Stage　s：

　　　　　　　1．　P　knows　instantaneous　positions　of　both　evaders　and　approache　s　coaliton　as　a　whole；

　　　　　　　2．　P　knows　instantaneous　positions　of　Ei　and　only　the　last　observed　position　of　E2　and

　　　　　　　　　shortens　to　R　the　distance　to　Ei；

　　　　　　　3．・P　knows　the　last　observed　position　of　E2　and　searches　for　new　detection　inside　an　ex－

　　　　　　　　　panding　disk；

　　　　　　　4．　P　knows　instantaneous　positions　of　E2　again　and　captures　hgr．

The　stage　1　ends　at　the　first　instant　t　＝　t，　when

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l25’一2B’1一　r，　（5）

and　P　seeks　to　get　the　best　position　for　the　following　actions　using　a　strategy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U6’）＝啄’）（Zl，2り，2P）・

The　stage　2　continues　until　the　first　instant　t　＝　t　i　when　（see　（3））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12ii　一2Si　l一　R，　（6）

and　P　not　only　captures　Ei　but　al　so　m　aximizes　the　chance　to　detect　E2　afterwards　using　a　strategy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺2）＝〔括2）（21，25r，2p）・

At　the　stage　3　P　forms　a　search　plan

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺3）＝〔f13）（を豊’，2，，亡一ち），

to　shorten　to　r　the　distance　to　E2　taking　into　account　the　last　position　of　E2　ob　served　at　the　stage　1

and　the　elap　sed　time．　At　the　last　stage　P　captures　E2　（see　（4））　using　’a　strategy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺4）＝σ14）（Z2）　Zp）・

　　2　Further　we’ll　ommit　some’arguments　in　the　notations　if　the　functions　don’t　depend　upon　them．
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　　　　　　　メ

Analysis

We　analyse　the　problem　backwards，　from　the　fourth　to　first　stage．

　　　Stage　4．　P　capture　s　E2　’in　a　finite　time　using，　for　example　the　simple　purs　uit　s　trategy　（see，e．g．，Ref．　5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　UE‘）　＝　（22　一一　2p）／122　一一　2pl・

　　　Stage　3．　The　optim　al　search　plan　in　an　expanding　disk　is　unknown，　but　there　are　two　guaranteed

strategies　described　in　Ref．6．　According　to　the　first　plan　Op（3）　P　simply　traverses　the　strai’ght－line

segment　Pti　E5’，　and　if

（オ1一ち＋1を身一をp（亡1；を亡・；uf　2），U養2））1）／γ≦1／β，
（7）

then　P　detects　E2　without　fai1　because　the　set　of　accesible　positions　of　E2　is　covered　by　the　detection

domain　by　the　instant　of　arrival　P　at　ES’　（see　Fig．1）．

　　　The　other　search　plan　is　more　complex．　Let　U．，p　be　the　following　two－step　strategy　from　Ref．6：

　　　1．　Traverse　the　s　traight－line　segment　Pti　ES’　unti1　the　instant　t　＝　ti．　of　internal　contact　of　r－circle

centered　at　P　and　P（t　一　t．）一circle　centered　at　Eg’　（see　Fig．2a）．

　　　2．　Choose　a　direction　（clockwise　or　anticlockwise）　and　traverse　the　turn　of　the　logarithmic　spiral

with　radial　proj　ection　of　the　velocity　equal　X3　（see　Fig．2b）．

Up（3）　consists　of　traversing　the　straight－line　segment　Pt’　ES’　until　the　instantt　＝　t，．　ofexternal　contact

of　the　r一一　and　B（t　一　t，）　一circles，　and　successive　applications　of　U．，p．　lf

　　　　　　　　　　　　　　　　　　、（オ1一オ7＋匿・一をP（診1；を君・；σf2），σ62））1）／γ＜ノ（β）／β，　　　　　　　　　（8）

where　f（B）　＝　1　＋　2／［exp（2TB／・N／i一＝Bi；）　一一一　1］，then　detection　of　E2　is　guaranteed　（Ref．　6）．

　　　Stage　2．　S　uccess　of　both　above－mentioned　search　plans　depends　on　the　value　of　the　coinciding

left－hand　parts　of　（7）　and　（8）．　S　o　that　for　the　boundary　state　s　a　guaranteed　pursuit　s　trategy　c　an　be

found　as　a　solution　of　the　sub　sidiary　zero－sum　game　of　P　and　Ei　with　the　state　equation　（1），　initial

condition　satisfying　（5），　P’s　gain　function

σ（2）（2君・；σ1，Up）＝（オ1一オ。＋1をを一を，（亡1；を亡・；σ1，〔ろ）1）／fr”

and　terminal　condition　（6）．

　　　Proposition　3．1．　The　optimal　strategy　of　P　in　the　subsidiary　game　of　the　stage　2　is　the　same　as　in

the　game　of　successive　pursuit　of　two　evaders　in　minimum　time　with　fixed　E2　at　the　point　ES’，　and

the　value　V（2）　of　the　garne　is　described　by　expression

V（2）（2tr）　．　〈（2tr，・ip，），

where　th　i　is　a　s　olution　of　the　equation　T（2‘r，ip　i）　＝　O，

〈（2tr，th　i）　＝　sin（th　i　＋　p　一　a＋　ry）／　sin　th　i，

o　一　R／lct’　一一　2S’1，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　＝　sin　一i　a　sin　th　i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　p　＝　sin　“’　B　sin　cbi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　th2　＝　2　th　1　＋　9，

　　　　　　　cos　”y　一　（et’　一　2S’）　・（2S’　一一　2B’）／（rlet’　一　2B’1），

　　　　　　　　　　　　　1et’　一一　2Br　l　sin（zhi　一　or）　sin　2！bi一一一

F（2tr，th，）．1rSin（cb’i－9）Sin（th2－or＋ry）　ifVi2）fO，

　　　　　　　　　　　　　g一　or＋ry　otherwise．

（9）

Proof．　Let　e　i　and　ep　be　unit　vectors　parallel　to　the　instantaneous　velocities　of　Ei　and　Ep　and　e　2　be

the　unit　vector　directed　from　pti　to五7S・．　It　follows　ffom　the　m　ain　equation　that　e　l　and　ep　are　p　arallel

to　v£2）　and　一vi2）　correspondingly，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BlvA2）1一　l　vi2）1＋　1　＝　o．

Fu貰he㎜・re　it　is　easy　ved取山at嘱2）and一鷲2）are・c・ns伽ts　and　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を11＝を11－Re1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1嘱2）1乙1＋乙2－1嘱2）1ε，＝0・

Therefore，　if　the　direction　from　2Br　to　21’　一　R－e　i　is　adopted　as　the　angular　reference　and　th　i，cb2　＋　T，g

denote　the　angles　of　e　i，一e2，ep　（see　Fig．3），then　g　＝　sin－i　X3　sin　lb　i　t　and　lb2　＝　2　ip　i　＋　go．　These　relations

coincide　with　the　relations　for　corresponding　angles　in　the　game　of　successive　pursuit　（see　Refs．1－2

for　R　＝　O，Ref．3　for　R　2　O）．　S　o　that　we　can　use　the　results　of　Ref．3　to　get　remained　dependencies　of

（9）．

　　　Fig．4a　and　4b　show　the　surface　of　V（2）　and　its　cross－sections　in　a　reduced　space　for　fixed　E8’，Ptr，

IPtr　E：’1　＝　10，and　various　E：’　inside　the　annulus　1　g　I　P‘r　Ei’1　S　10，6　＝　O．4，R　＝　1，r　＝　10．　Ei　’s

polar　coordinates　（pi，g2i）　are　given　in　the　system　with　the　pole　at　Ptr　and　the　polar　axi　s　directed　to

ES’，i．e．　pi　＝　I　P‘r　El’1　and　p2i　is　the　angle　that　P‘r　E：’　makes　with　P‘r　ESr．

　　　Stage　1．　To　find　out　a　guaranteed　pursuit　strategy　at　this　stage，　we　study　one　more　sub　sidiary

game　of　degree　of　P　and　coalition　｛Ei，E2　｝　with　the　state　equation　（1），　initial　condition　（2），　P’s　gain

function
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O（1）（を0；σ1，U2，Up）＝V（2）（をり，

and　terminal　condition　（5）．　Let　V（i）（20）　be　the　v　alue　of　the　game　and　e（20，th　i）　be　an　expre　s　sion

for　V（i）　containing　the　variable　th　i　（see　Proposition　1）．　Let　“s’　一一一　（一s’i，s2，Sp，sip，）　be　a　vector　of　the

parameters　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zl　＝　Sl）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22　＝　3p　＋　re（s2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zp　＝　Sp　7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’ip　1　＝　Sipp
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be　a　parametric　representation　of　the　terminal　manifold　（see　Fig．5），　Where　3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（31，一sp　＋　re（s2），Sp，sab，）　＝　O．

Letレ（s）＝ξ（31，3p＋rE（82），3p，8ψ1）be　dle　value　at血e　terminal　points，　andα1，α2，αp　be　the　opd副

angles　measured　from　the　direction　from　PO　to　E9　（see　Fig．5）．

　　　Proposition　3．2．　a　i，a2，0rp　are　constants　satisfying　the　following　system　of　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（α1）＝鴇≡舞1絵｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（α・）＝1畿1幾≡譜譲（鵠1，　（1・）

　　　　　　　　β（1〃3、一usψ　F2、／ヂψ、1＋d2）一1レ8ψ、（」㌦＋FS）／」『〃、一〃sp＋（12　e（α2）1＝0，

where
　　　　　　　　　　　　　　　d2　＝　（u3，　一　ry，ab，　ITip，　e±（　s2）　・一i，）／（　re±（s2）　・e（　a2）），

and　a11　the　functions　are　estimated　at　the　terminal　point　corresponding　to　the　chosen　angles．

Proof．　The　main　equation　for　e　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M．一i，n　｛M一，ll，ll，｝，．E，，，，（　Cii　一　・」E　T2，Cip，／・1　Tip，）・iti　一一一　o．　（11）

Hence　the　optimal　directions　are　parallel　to　G，　一一　ji　2，　Cip，／Tip，，k　＝　1，2，　and　一（4s　一　・1　一eth，／JFcb，）

corre　spondingly，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σβ1ξ2ドろ、ξψ、／為、1－1ξ4，一ろ，ξψ1／勾、1＝0．　　　　〈12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1，2

Functionsξψ1／フ㍉、　andξ2、一乃、ξψ、／ヂψ、，i＝1，2，P，　do　not　vary　along　the　optimal　traj　ectorie　s，　so　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξψ1＝（zψ、フ『ρ1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ2、・＝（Zψ、フ｝・＋（li，　i＝1，2，P，

for　some　constant（Z！b1，dl，d2，（ち．　The　transvers　ality　conditions　fbr（11）are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z／31＝（lab1　」『ll＋dl，．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z／3、＝＝γ●～…⊥（82）・（（Zψ1フ「｝2＋（Z2），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Usp＝Ctabi　T22＋d2＋dcbi　F2，＋dp，　（15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z／8ψ1＝（Zψ1フ『ψ1・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

Expressing　dth、『from（16）and　d2丘om（14）and　substituting　them　into（13），（15），（12）we　get（10）．

　　Corollary　3．1．　Along　the　optimal　trajectories　of　the　subsidiary　games　of　the　first　two　stages　Ei

travers　es　the　s　ame　straight　line．

　　Fig．6a　and　6b　show　the　boundaries　of　the　regions　where　P　guarantees　successive　approach　of　two

欝辮吾1晶晶二二h醒懸｛灘禦1品品鷲野騰≧
1，r　＝　10．　ln　Fig．6a　E2　’s　polar　coordinates　（pi，pi2）　are　given　in　the　system　with　the　pole　at　PO　and

the　polar　axis　directed　to　E？，　i．e．　p2　＝　I　PO　E201　and　p　i　2　is　the　angle　that　P　O　E20　make　s　with　P　O　E9．

3We　use　the　following　notations　for　some　unit　vectgrs：　e（e）　＝　（cos　e，sin　e）　and　e±（e）　＝　（一　sin　e，　cos　e）．
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Conclusion

We　have　investigated　here　a　model　of　successive　pursuit　of　two　evaders　by　pursuer　with　imperfect

visibility．　We　have　described　two　four－stage　guaranteed　strategies　distinguished　by　their　search　plans

to　approach　the　nearer　evader　and　then　capture　the　other．　ln　order　to　refine　the　model，　one　might　want

to　avoid　such　assumptions　as，　for　example

e　at　initial　moment　both　evaders　are　inside　the　detection　domain；

e　P　does　not　ob　serve　E2　’s　positions　right　after　the　moment　t　＝　t．　（see　（5））．

　　　We　have　studied　the　game　merely　for　the　boundary　initial　states　where　P　still　suc　ceeds．　For　some

parameters　of　the　game　and　initial　states　the　structure　of　the　strategies　can　be　different．　There　might

also　exist　the　situatiOns　where　P　retains　E2　inside　the　detection　domain　during　approaching　Ei．
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Fig．4a．　Surface　of　V（2）．
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