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Abstract

The　ob　stacle　tag　game　is　studied　in　a　special　reduced　space．　We　describe　a　parametric　representation

of　the　domain，　where　geodesic　evasion　strategy　is　non－optimal，　and　using　the　tenet　of　transition　solve

the　game　inside　the　singular　domain．　We　provide　equations　the　roots　Of　which　are　p　arameters　of　the

optimal　trajectories　of　players　for　particular　initial　states．　lt　is　proved　that　in　realistic　space　the　solution

contains　a　focal　line，　and　the　optimal　paths　approach　this　line　tangentially．



Introduction

The　simple　pursuit　game　with　a　circular　obstacle　（obstacle　tag，　pursuit　around　the　hole）　was　posed　by

R．Isaac　s　［1］．　J．Isbell　outlined　a　solution　of　the　game　in　［2］．　ln　present　paper　we　give　a　detailed　s　olution

in　the　case　when　the　line　segment　joining　players　intersects　the　ob　stacle．　The　presence　of　an　obstacle

changes　the　topology　of　the　playing　space　compared　with　the　simplest　purs　uit　game　［1］．　B　ut　the

optimal　strategy　of　pursuer　is　essentially　the　same．　Namely，　pursuer　must　shorten　as　much　as　possible

taken－along－a－geodesic－line　distance　apart　at　any　instant　of　the　game．The　situation　is　different　with

regard　to　evader．　Geodesic　evasion　strategY，　i．e．　making　the　most　to　lengthen　current　distance　apart，

can　be　non－optimal　because　it　can　lead　to　the　positions　where　current　geodesic　1ine　is　not　continuation

of　the　former　ones　（see　［1］，p．152），　and　hence　the　predected　catching　time　along　an　initial　geode　sic　line

is　not　guaranteed．

　　　We　describe　a　parametric　representation’of　the　outer　boundary　of　the　domain　S　where　geodesic

evasion　strategy　is　non－optimal．　Then　using　”the　tenet　of　transition”　［1］，　we　study　properties　of　the

value　of　the game　in　S　and　provide　some　numerical　results．

The　problem

The　state　z　＝　（zp，zE）　of　the　game　varies　with　passing　time　t　2　O　accordng　to　the　following　differ－

ential　equation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誘z＝u，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zO　＝　（zB，zll｝），

where
　　　　　　　　　　　　　　　　z　E　Vth　＝　｛z　＝　（zp，zE）1　l　izp　一　zcll　1；｝r　R，　l　lzE　一　zcll　；｝iir　R｝，

20　is　the　playing　space，　zt・　一一”　（zi．，ziy），i　E　｛P，　E｝，　are　the　coordinates，of　players，　z．　＝　（z，．，z，y）　ahd

R　are　the　center　and　radius　of　the　obstacle，　u　＝　（up，uE）　is　the　control　vector，

ui”一’：（ui．，uiy），　i　E｛P，　E｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llupll　f｛｛；　i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IluEll　f｛｛；　，B　〈　i．

The　game　terminates　when　zpT　＝　zET，　and　the　payoff　equals　T．　We　sha11　only　study　the　game　in　the

domain　of　the　playing　space　where　the　line　segment　PE　intersects　the　ob　stacle．　We　employ　two

reduced　spaces　Ri　and　R2　with　the　state　variables　as　in　Fig．1．　ln　2i　a　state　is　described　by　P’s

abscissa　xp　and　by　E’s　coordinates　（xE，yE）　in　the　coordinate　system　xOy

xp　s　o，

XE　lllll　O，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　RxE　＋　xp（yE　一　R）　1｝ir　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　場＋（yE　一R）2≧R

In　22　a　state　is　the　vector　（r，　e，s）　of　the　parameters　of　the　geode　sic　line　joining　players

r2　O，

O　〈e〈　tan－i

s2　O，

0≦8≦Rc・オ（θ一二幽IR／r），

R／r　＋　T／2，

if　OSeStan’iR／r，
otherwise．

Geodesic　pursuit　and　evasion

We　define　strategies　of　geodesic　pursuit　for　P　and　geodesic　evasion　for　E　as　strategies　of　travers－

ing　at　the　maximal　speed　a　geodesic　line　between　P　and　E　and　its　tangential　straight　continuation

respectively．

　　　Let　（rt，et，st）　，　t　〉　O，　be　the　states　in　22　along　the　geodesic　pursuit－evasion　trajectory　started　at

（γ，θ，8）．F辻st　of　all　we　cut　down　the　trivial　cases　where　geodesic　evasion　strategy　is　optima1．．

　　　Proposition　1．　if　in　22

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　es　tan一’R／r，　（2）

or　otherwise　if
　　　　　　　　　　　　　　　　　　8¢≦Rc・オ（θ一tαn一’R／rう，オ∈［0，r－Rc・オθ］，　　　、（3）

where　Tt　＝　r　一　t，　st　＝　s　＋　Pt，　then　geodesic　pursuit　and　evasion　strate　gies　are　optimal，　and　the　v　alue

Vo　is　described　by　the　formula
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＋　Re　＋s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vo（r，e，s）＝：一一：’i71iiig一：’iv’v，　・　（4）

　　　Proof　1．　lntroduce　one　more　re　alistic　space　with　the　state　v　ariables　as　in　Fig．2　where　P　Kp　KE　E

is　a　geodesic　line　between　P　and　E．　if　along　trajectories　corresponding　to　up　and　uE　E　does　not　cross

the　continuation　of　the　1ine　segment　joining　P　and　C　then　dependences　of　lt，6t，ryt，ft　upon　up　and

uE　are　described　by　differential　equations　with　smooth　right－hand　parts．　For　instance，　if　t‘，f‘　V　O，

we　have　the　following　state　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　iktl．optpx（ICOS6＋Rsin6）＋upy（lsin6　Rcos6），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？lt16　．　！Lte1一E11L｛L？e！LggE－gx　SM　6＋　upy　cos　6，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　一uE．　sin　ty＋uEy　cos　6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　記＝　　　　ノ　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　藷ノ＝UEx（ノCOSツ＋RS’n　「y）IX’！｛，iii，，E・（ノS’nツーRCOS　「y），
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and　lsaacs’　equation

　　　　　　　　　　　　　　一　sZ11／［一］Zb一　；．EYI］1，IV6　一　一RVI）A3　．＋　t2　V12　＋　161／／L！［．ll；，！il［1IZ？，Z　t－ZiZ！（Z一（　Vcr　一」RVf？．2　．＋　f2　Vf2　＋1＝　o．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一　B）t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1一β）ノ

Using　those　dependences　we　can　backward　verify　Proposition　1　at　first　for　initial　states　1　＝　O，6　＋　ry　＞

O，f　2　O，　and　the　terminal　manifold　l＝　O，6　＋　ry　＝　O，f　〉　O，where　the　value　equals　f／（1　一一一　B），　and

then　for　initial　states　l　〉　O，6　＋　7　〉　O，f　2　O，with　the　terminal　manifold　l＝　O，6　＋　ry　〉　O，f　〉　O，

where　the　value　equals　［R（6　＋　ry）　＋　f］／（1　一一一　B）　［2］．　The　fulfilment　of　（2）　or　otherwise　（3）　exactly

prevents　crossing　above－mentioned　straight　line　s．v7

　　　Let　S　denote　the　manifold　of　the　playing　space　where　（e　一一　tan　一i　R／r）　E　［O，T／2］　and　（3）　is　not

fUlfiled．　Let：L　denote　the　su血ce　of　colinear　positions　of　P，O　and　E．　Let　D　denote　the　part　of　the

outer　boundary　of　S　where　along　geodesic　pursuit－evasion　traj　ectories　equality　in　（3）　definitely　takes

place　one　time．

　　　Proposition　2．　in　2　i　two－dimentional　surface　D　has　the　following　paramenic　representation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xp　＝　一P’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xE　＝　g（p，C）　cos　e＋　R　sin　C，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yE　＝　g（p，　C）　sin　e＋　R（1　一一　cos　C），

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p　2　po，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　co（p）　s　e　s　ei（p），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　po　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eo（p）　＝　tan－i　E＋　sin’i　＝＝　＝411L　＝iF　＝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　VB（p2＋R2）

　　　　　　　　　　　　　　　　ξ1（ρ）＝taガ1（1ラが）R＋Sin一’β2ρ2i告2、R2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（p，　c）　＝　一Bp　＋　（i＋　B）Rcot　e＋　Zi／XllXZtl；，

and　the　value　VD　on　D　is　de　scribed　by　the　formula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％（ρ，ξ）一ρ＋等主疹ρ’ξ）・

　　Proof2．　Fix　state　variables　r　and　e　in　22　as　parameters

（5）

（6）

r’＝@p，　e＝e．
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The　value　of　the　state　variable　g　＝　g（p，C）　corresponding　to　the　position　（p，C，Ns）　in　R2　on　D　is　the

minimal　root　of　the　equation　with　respect　to　s

AD（p，C，s）　＝　O， （7）

where　AD　is　the　di　scriminant　of　the　quadratic　equation

Bt2　＋　［s　一一　Rcot　C　一一　B（p－Rcot　e）lt＋　R（rcot　C＋　R）　一　s（p－Rcot　C）　＝　O，

describing　the　difference　between　the　maximal　admissible　and　the　actual　value　of　s　along’ №?盾р?@sic

purs　uit－evasion　traj　ectories．　From　（7）　and　（4）　we　get　the　expre　s　sion　for　g　and　（6）．s〈7

　　　Proposition　3．　Making　use　of　geodesic　pursuit　and　evasion　strategies　leads　a　state　of　the　game

from　an　initial　position　on　the　surface　D　to　the　position　on　the　curve　F　with　the　following　p　arametric

representation　in　R　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xp　＝　一P’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xE＝vtBp，　（s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　炉（1＋面）R，

where　p　〉一　po，　and　the　value　VF　on　F　i　s　described　by　the　formula

VF（P）　＝

ρ＋R（sin－1 ﾀ（m．R、）＋伽一1 ﾔ）＋βρ2一（1一β）R2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－B

Proof　3．　At　a　state　on　F　equality　in　（3）　takes　place　at　the　instant　t　＝　O． Hence　on　F　we　have

（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p　一一　tutVin　c　一一　Rcot　C＝　O，

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VBR

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（C，p）　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　Rcot　C．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin　C

Substituting　the　expression　of　g　in　（5）　and　（6）　we　get　（8）　and　（9）　respectively．　v

　　　Projections　Sp，Lp，Dp，Fp　of　S，L　，D　，F　in　Ri　for　three　poSitionS　of　P　at　xp　＝　一5，一一2　．5，一一10　are

sketched　in　Fig．3，　B　＝　O．5，R　＝　1．　Notewomhy　that　Dp　is　tangential　to　the　ob　stacle　as　well　as　to　Lp．

Analysis

Our　goal　now　is　to　fi11　up　S　with　optimal　paths　in　2　i．　lf　an　initial　state　is　in　S，　then　in　order　to　catch

evader，　P　must　approach　the　obstacle　first．　We　assume　that　P　does　it　using　geodesic　pursuit　strategy．

For　sufficiently　small　l　x　p　l　S　shrinks　to　zero．　Besides　that　the　state　can　leave　S　only　through　the　curve

F　because　L　is　impenetrable　as　well　as　the　rim　of　the　obstacle．

　　　Proposition　4．　ln　2　i　along　an　optim　al　traj　ectory　starting　in　S　the　state　cannot　reach　F　neither

directly　from　inner　points　of　S　nor　along　D．
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　　　Proof　4．　S　uppose　that　an　optimal　traj　ectory　reaches　F　or　another　point　of　D　from　within　of　S

directly　avoiding　L．　ln　any　that　case　we　can　rewrite　the　p　ayoff　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IT＋R（δτ＋ゲ）＋ノτ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　（10）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一一　P）

where　T　is　the　first　instant　of　reaching　D．　ln　the　subsidiary　game　with　p　ayoff　（10）　there　are　nb　state

constraints，　and　geodesic　pursuit　and　evasion　strategies　are　optimal．　But　according　to　the　definition

of　S　maldng　use　of　these　strategies　leads　to　reaching　a　colinear　to　C　pQsition　of　the　players　before

reaching　D．　This　is　a　contradiction．v　’
　　　Thus　from　any　inner　position　in　S　the　state　must　definitely　reach　F　along　L．　Hence　in　R　i　the

value　Vs　for　an　inner　position　of　S　can　be　rewritten　as

Vs（xp，xE，yE）　：　一一xp　＋　xp’F　＋　VF（一trp’F）， （11）

where　TF　＝　TF（xp，xE，yE）　is　the　first　instant　of　reaching　F　along　L．　Left－hand　side　of（11）　is　a　mono－

tonic　increasing　function　of　一一一xpmp．　lt　means　E　must　try　to　maximize　the　abscis　sa　xE’i’　of　position　on

F　（see　（8））．　From　within　of　S　E　reaches　proj　ection　of　L　along　a　straight　line　and　then　continue　along

L，bec　ause　a　temporary　leaving　L　leads　to　the　resulting　decrease　in　x　E’i’　and　hence　in　the　payoff．　Let

6e　＝　iit（xp，xE，　yE）　denote　the　optimal　angle　of　E　to　the　x－axis　at　the　state　（xp，xE，　yE）　．

　　　Proposition　5．　in　S　bl　is　the　maximal　root　of　the　equation　with　respect　to　a

As（xp，xE，yE，　or）　＝　O，

where　As　is　the　discriminant　of　the　quadratic　equation

　　　　（x3　sin　a）　72　一　［R　一　yE　一一　B（xp　sin　（u　＋　R　cos　a）］T＋　［R（＋xE　一　xp）　＋　xpyE］　＝　O・

（12）

（13）

　　　Proof5．　The　minimal　positive　root　of　（13）　determines　the　instant　of　reaching　L　along　the　straight

line　at　an　angle　ae　from　initial　position　（xp，xE，　yE）　E　S．　The　less　value　of　a　brings　the　less　value　of

the　payoff．　lndeed，　the　greater　cv　leads　to　the　sooner　reaching　of　L　and　to　the　greater　yE　at　the　instant

of　reaching　L．　Along　L　at　any　instant　t　E　must　play　at　an　angle　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，sin一’i”tt　＋sin－iK7a］i：i　・　（14）

It　means　that　from　the　begining　of　the　game　until　reaching　F　the　angle　of　the　motion　remains　greater

for　the　greater　value　of　or．　As　a　result，　yE　on　F　is　the　less　for　the　greater　or．　The　minimal　value　of　ev

with　which　E　sti11　reaches　L　corresponds　to　the　maximal　solution　of　（12）．　Note　that　coefficients　of

（13）　are　the　same　for　a11　positions　along　corresponding　straight　line．v7

　　　Fig．4　shows　the　initial　part　of　the　optimal　trajectory　of　E　started　at　the　position　xp　＝　一10，xE　＝

1．5，yE　＝　1，　in　S，B　＝　O．5，R　＝　1．　ln　the　reduced　space　2　i　the　optimal　trajectories　of　E　started

in　S　both　approach　Lp　along　straight　lines　（see　Proposition　5）　and　leave　Lp　at　positions　on　Fp　（see

Proposition　3）　tangentially．　ln　realistic　space　positions　of　S　n　L　N　F　constitute　a　focal　line　（FL）　［3］．

The　other　part　of　L　is　a　dispersal　1ine　（DL）　（see　Proposition　1）　［1］．　L　is　a　locus　of　discontinuity　of

the　value　gradient．　At　each　point　of　L　there　are・two　different　ways　of　the　optimal　play．　Along　the　FL
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E　faces　a　peny）etuated（lilemma［1］．　Making　use　of　geodesic　pursuit　strategy　at　positions　on　Lへ：F　p

may　switch　at　will　between　”southern”　and　”northern”　p　aths．　To　respond　optimally，　E　must　know　P’s

decision　instaneously．　lf　let　E　play　that　way　the　obtained　pair　of　strategies　is　an　upper　saddle　point

［3］．　To　approxim　ate　the　di　scriminating　strategy　by　ordinary　one，　E　m　ay　never　reach　proj　ection　of　the

FL　from　within　of　S，　but　only　its　one－side　c一一neighbourhood，　or　respond　with　time－delay　E．　ln　both　the

cases　the　resulting　decrease　in　the　zE　on　F　tends　to　zero　as　E　一　O　［1，4］．

　　　Fig．5　and　6　show　the　piece　s　of　the　proj　ections　of　the　value　and　the　upper　part　of　Ct　（a）　and　cross－

sections　of　these　surfaces　（b）　in　the　neighbourhood　of　L　（y’一axis　in　Fig．1），　x，　＝　一一一5，B　＝　O．5，R　＝　1．

The　difference　between　two　values　of　the　optimal　angle　along　y’一axis　equals

　　　　　　　　吻一E
2　sin　一i’

　　　　　　BViii；7　F－Tiii

for　the　FL，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　sin　’i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　魂＋（吻一R）2

for　the　DL，　where（xp，xE，yE）　is　the　state　in　R　i．

Conclusion

We　have　described　some　properties　and　an　algorithm　of　calculation　of　the　solution　of　the　simple　pursuit

game　with　an　obstacle　between　players．　We　have　focused　here　only　on　the　investigation　of　the　”10cal”

features　of　the　valUe　in　the　domain　of　the　playing　space　where　the　segment　j　oining　players　intersects

the　obstacle．　On　the　whole，　our　solution　agrees　with　the　ISbell’s　scheme　［2］．　We　have　not　dealt　with

such　questions　as　（in　the　fashion　of　［4，5］）

e　proof　of　optimality　of　the　solution　using　the　”viscosity　condition”；

e　inclusion　of　rundom　velocity　errors　in　（1）；

e　perturb　ation　of　the　shape　of　ob　stacle．
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